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Recenzja pracy doktorskiej mgr Marty Strzeleckiej
pt. Estimates for moments of random vectors

Rozprawa doktorska pani Marty Strzeleckiej po§wiecona jest oszacowaniom wartosci
oczekiwanych poteg norm losowych wektoréw skonczenie wymiarowych oraz norm loso-
wych operatoréw liniowych przeksztacajacych takie wektory. Oszacowania p-tych mo-
mentéw norm wektoréw (tzw. silnych p-tych momentéw) s wyrazane w terminach kom-
binacji pierwszych silnych momentéw i p-tych slabych momentéw, tzn. maksymalnych
oczekiwanych p-tych norm funkcjonaléw liniowych przeksztalcajacych losowe momenty.
Oczekiwane normy losowych operatoréw postaci illoczynu Hadamarda X = A*Y z de-
terministyczna macierza A i losowa Y sa wyrazane za pomoca mieszanki norm wierszy
i kolumn macierzy A oraz oczekiwanej normy maksimum macierzy X.

Praca zostala napisana w jezyku angielskim, liczy 70 stron i zawiera 36 odno$nikéw
do literatury. Sklada si¢ z 4 rozdzialéw, z ktérych pierwszy na charakter wprowadzajacy,
a pozostale zawieraja gléowne wyniki rozprawy. Zostaly one napisane w bardzo zwiezlym
stylu i maja podobna strukture. Najpierw zostaly sformulowane rezultaty i wynikajace
z nich wnioski. Opisano réwniez ich znaczenie na tle innych osiggnieé¢ w tej tematyce
oraz uwagi dotyczace znaczenia poszczegdlnych zalozen. Najwieksza objetosciowo czeéé
kazdego z tych rozdzialéw stanowily dowody ich wynikéw. Rozdzialy 2 i 3 sg oparte
na pracach [22] i [23] oraz odpowiednio [35]. Ich zawarto$é nieznacznie si¢ rézni od
zawartosci tych prac.

Rozdzial 2 zawiera, moim zdaniem, najbardziej znaczace rezultaty pracy, ktére
zostaly uzyskane we wspélpracy z promotorem Rafalem Lataly. Pierwszy wynik stanowi
czedciowo pozytywna odpowiedZ na hipoteze Lataly, ze istnieje wspdlna stala C dla
dowolnych wektoréw X o wartosciach w skonficzenie wymiarowej unormowanej przestrze-
ni liniowej (F, || - ||) o logarytmicznie wklestym rozkladzie i dla dowolnej liczby p > 1

spetniajaca nieréwnosé

E[X|P)? < C [EIX[[+ sup  (Elp(X)P)/7. (1)

PEF*, ||}« <1
Rozklady logarytmicznie wklesle s3 bardzo uzytecznym i intuicyjnym uogdlnieniem
miar jednostajnych i gaussowskich. W podrozdziale 2.1 zostalo zaprezentowane twier-

dzenie 2.5 potwierdzajace hipoteze Lataly w szczegdlnym przypadku norm typu I, r >



1, ze stala C, = Cr liniowo zalezna od parametru r i niezalezng od wymiaru n wektora
(teza zostata tez sformulowana ogélniej dla przestrzeni izometrycznie zanurzalnych w {7
w twierdzeniu 2.3). Warto zaznaczy¢, ze kolejne oszacowania w pracy sg tez niezalezne
od wymiaru przestrzeni. Zasadniczy wynik pomocniczy zapisany w twierdzeniu 2.6
zawiera oszacowanie p-tych momentéw r-tych norm ogonowych wartosci Y = (Y;)in, =
(X; 142 4oo) (Xf/EXf))?zl przez stabe p-te momenty X
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dla dostatecznie duzych t wystepujacych w definicji Y. Dowdd tej nieréwnosci wymagat

dlugiego ciagu pomystowych oszacowan, po czeéci wydzielonych w propozycji 2.16.
Drugi najwazniejszy wynik rozdziatu 2 byt opublikowany w pracy [23]. Wskutek do-

dania istotnego zalozenia o niezaleznosci wspéirzednych X i zastgpienia logarytmiczne]

wklestosci X regularng zmiennoscia centralnych momentéw jego wspélrzgdnych

EIX; - EXi*? < (Elo(X; — EX)[")” 2)
dla pewnego o > 0 wspélnego dla wszystkich i = 1,...,n oraz p > 2 uzyskano osza-
cowanie
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dla dowolnego zbioru T' C R™ i stalej C zaleznej od o (w przypadku T' bedacego kula
jednostkowa wzdr ten jest réwnowazny wzorowi (1)). W pracy pokazano réwniez, ze
w przypadku niezaleznych X; o jednakowym rozkladzie dostateczny warunek (2) jest
réwnies konieczny do uzyskania (3). Wynik ten wspiera intuicje, ze (2) jest bliska
koniecznosci zachodzenia (3) takze w wielu przypadkach wspélrzednych o réznych
rozkladach, cho¢ dopuszczenie catkowitej dowolnosci tych rozkladéw pozwolitoby pewnie
na skonstruowanie praktycznie dziwacznych lecz formalnie mozliwych kontrprzyktadow.
Spektakularnym wnioskiem oszacowania (3) jest mozliwos$¢ oszacowania momentGw

norm wektoréw przez momenty nizszego rzgdu
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dla 2 < ¢ < p, wynikajaca z wniosku 2.12. Dowdd nieréwnodci (3) jest réwniez
bardzo rozbudowany, w kolejnych etapach sg rozwazane coraz bardziej zloZone zbiory
T: bezwarunkowe, symetryczne i wreszcie dowolne. Réwniez wnioski wynikajace z (3)
i opisane w podrozdziale 2.2 byly bardzo nietrywialne i ich uzasadnienie wymagalo

zlozonych argumentdéw.



Rozdzial 3 zawiera bardziej zaawansowane wyniki, ale ja najpierw wspomne wynika-
jaca z nich nieréwnosé¢ w duchu poprzedniego rozdzialu: dla symetrycznych wektoréw

o niezaleznych wspéirzednych z logarytmicznie wklestymi ogonami zachodzi

E||X|P)? <E||X||+D sup  (Elp(X)P)/?
PEF* |||+ <1

dla dowolnych norm na R™ i p > 2. Wynika ona z ogdlniejszej nieréwnosci

E[IXI| - EIX[I)? < CaB  sup  (Elp(X)P)"? (4)
WGF*J'(F’”*Sl
zachodzacej dla symetrycznych wektoréw X z rosnacymi a-regularnie momentami i

spetniajacych dla funkcji

o(a) = 91.x(z) = s {%<m,y> . lnEexp«y,X))}

nieréwnosé
Eexp( inf {f(y) +o(X —y)}) Eexp(~F(X)) < 1 (5)

dla kazdej ograniczonej z dolu wypuklej funkcji f. Kluczem do tej ogdlniejszej nierdw-
nosci jest z kolei teza twierdzenia 3.1 gloszacego, ze istnieje taki parametr g, ze dla
dowolnego symetrycznie rozlozonego wektora X z log-wklgstymi ogonami funkcja g x
spelnia (5). W rozdziale 3 pokazano tez przyklad swiadczacy o tym, ze warunek (5)
nie moze byé zastapiony stabszym i bardziej czytelnym warunkiem c-regularnodci mo-
mentéw. Réwniez dowody twierdzenia 3.1 i wynikajacej z niego nieréwnosci (4) sa
bardzo zlozone i wymagaja zaawansowanych narzedzi probabilistyki, analizy funkcjo-
nalnej i bieglo$ci rachunkowej.

Rozdzial 4 jest poswigcony szacowaniu wartosci oczekiwanych norm losowych linio-
wych operatoréw z przestrzeni l;’}(p_l) do Iy, p,q = 2, postaci X = AxY, gdzie A
jest macierza deterministyczna, a ¥; = [Yi,.. L Ya)T, i = 1,...,m, sa niezaleznymi
izotropowymi log-wklestymi wektorami o jednakowym rozkladzie. Sa one postaci

El X1 S Clpa)|I0M7m max [[[As,. .., Aunlllp

+ max [[[Ay, .. s AnsITllq + In/e+ i I anlE|Xij|] . (6)
Oszacowanie to jest stabsze od nieréwnosci Guédona i wspélpracownikéw [11] uzyskanej
wylacznie dla macierzy gaussowskich jedynie o tyle, ze wykladnik potegi logarytmu
przed ostatnim skladnikiem w (6) jest o 1 wiekszy niz w [11]. Schemat dowodu
jest powieleniem argumentacji z [11] z tym, Ze narzedzia dla modelu gaussowskiego
zostaly zastapione analogicznymi wynikami dla rozkladéw logarytmicznie wklestych

uzyskanymi w poprzednich rozdzialach. Godne uwagi jest tez wykorzystanie (6) do



oszacowania norm operatoréw X = R x A xY, gdzie Yi; sg standardowe normalne, a
R;; sa niezaleznymi od nich nieujemnymi log-wklestymi zmiennymi mieszajacymi.

Rozprawa jest na bardzo wysokim poziomie matematycznym. Dotyczy klasycznych
zagadniei probabilistycznych: niezaleznych od wymiaru przestrzeni oszacowan mo-
mentéw norm wielowymiarowych zmiennych losowych z bogatej klasy zmiennych lo-
garytmicznie wklestych, wykorzystywanych tez do szacowania zmiennos$ci ogonéw ich
rozkladéw. Rozwiazuje przynajmniej czesciowo fundamentalne problemy teorii praw-
dopodobieristwa. Na pewno rezultaty rozprawy zastuguja na wyrdznienie. Nie mam
jednak calkowitej pewnosci, ze na wyrdznienie zastuguje tez Autorka. Przyczyna tej
watpliwosci jest fakt, ze 3/4 wynikéw zostalo uzyskane wspélnie z promotorem Rafalem
Latala, a takze z Michalem Strzeleckim i Tomaszem Tkoczem. Nie wiadomo, jaki jest
osobisty wkiad Doktorantki w te osiagnigcia, a jaki jej wspéipracownikéw (procedura
przewodu doktorskiego nie wymaga takich deklaracji). Myslg, ze ta sprawa bedzie
dyskutowana i wyjaéniona na posiedzeniach komisji doktorskiej. Rozprawa zostala
napisana fachowo i przejrzyscie, poprawnie pod wzgledem jezykowym. MGJj drobny
zarzut dotyczy faktu, ze rozdzialy 2 i 3 sa niemal literalnie przepisane z prac [22], [23]
i [35]. Wiadomo, ze prace w czasopismach naukowych sa gléwnie czytane przez waska
grupe specjalistéw z danej dziedziny i zwigzlosé stylu, a nawet pewne skréty myslowe sg
tam dopuszczalne, czy nawet zalecane. Takie wymagania nie dotycza prac doktorskich,
w ktérych mozna i nalezy zamiesci¢ wiecej objagnien i komentarzy.

W moim przekonaniu rozprawa Pani Marty Strzeleckiej jest wartosciowa praca dok-
torska i dlatego wnioskuje o dopuszczenie jej Autorki do dalszych etapéw postepowania
doktorskiego. Zglaszam tez wniosek o wyréznienie rozprawy z zastrzezeniem zgloszo-

nym powyzej.

:),41.4441 /’1’2 v‘é"b &,{L



