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Modelowanie matematyczne rozprzestrzeniania sie gruilicy w
populacjach niejednorodnych

wykonanej przez mgr Marcina Choinskiego pod kierunkiem prof. dr hab. Urszuli Forys
(promotor) i dr inz. Mariusza Bodziocha (promotor pomocniczy).

Charakterystyka pracy

Praca doktorska mgr. Marcina Choinskiego zawiera matematyczng i numeryczng analiz¢ uktaddw
dwoch albo czterech rownan rozniczkowych zwyczajnych zaproponowanych do opisu epidemii
gruzlicy. Autor rozpatruje model susceptible — infected — susceptible (SI), ktéry dla populacji
jednorodnej opisywany jest dwoma réwnaniami, a dla populacji niejednorodnej (sktadajacej sie z
osobnikéw niskiego i duzego ryzyka) czterema rdéwnaniami. Istotnym elementem pracy jest
dyskretyzacja czasu (dla obu modeli) przy uzyciu albo algorytmu Eulera, albo zblizonego algorytmu
(rébwniez pierwszego rzedu) pozwalajacego na wieksza zgodnos¢ z ODEs dla tego samego kroku
Czasowego.

Od strony formalnej praca, napisana po polsku, liczy 165 stron i sktada si¢ ze wstepu, trzech rozdziatow
merytorycznych, podsumowania i czterech ,rachunkowych” dodatkéw. Brakuje wyr6znionego
abstraktu, cho¢ przewodnik po rozprawie znajduje si¢ na dwoch ostatnich stronach wstepu. Wiekszos¢
materiatu rozprawy zawarta jest w pigciu publikacjach; Referencje 16, 27, 28, 29 i 30 — odpowiednio w
Discrete and Continuous Dynamical Systems - Series B, IF=1.4; Mathematical Biosciences and
Engineering, IF=2.1; Materiaty konferencyjne; Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 1F=4.3, Mathematica Applicanda (bez IF). Wspotautorami wszystkich prac sg promotorzy
rozprawy, przy czym w pierwszej z prac mgr. Choinski jest srodkowym autorem a w pozostatych
czterech pierwszym autorem. Prace ukazaly sie w latach 2019-2022 i aktualnie w bazie Google Scholar
maja tacznie 4 cytowania, ale sg to cytowania wilasne.

Opinia o pracy

Gtownym celem pracy, w sformutowaniu autora, jest weryfikacja hipotezy stanowigcej, ze modele
krzyzowe (dwu-populacyjne) sa konieczne do prawidtowego opisu epidemii w populacjach
niejednorodnych. Moim zdaniem teza jest do$¢ oczywista i intensywnie eksploatowana (chocby przez
piszacego te recenzje w kontekscie COVID-19 i media
https://royalsociety.altmetric.com/details/91054089), ale jej kolejne potwierdzenie ma pewna wartos¢.
Od strony matematycznej 1 numerycznej praca wydaje mi si¢ poprawna (z doktadnoscig do pewnej
liczby nieprecyzyjnych sformutowan, cho¢ nie podjatem si¢ przesledzenia ogromnej liczby
przeksztatcen (podejrzewam, ze przeprowadzonych lub zweryfikowanych w ,,Mathematica”). Ponadto
wyniki zostalty w wigkszosci opublikowane. W kontekscie faktu, ze praca rozpatrywana jest w
dyscyplinie Matematyka i Informatyka przychylam sie do dopuszczenia jej do publicznej obrony.
Niemniej mam powazne zastrzezenia do rozpatrywanych modeli epidemii, dyskretyzacji czasu
oraz doboru przykladow do symulacji numerycznych — w duzej czesci zupelnie oderwanych od
epidemiologicznej rzeczywistosci. Ponizej zamieszczam swoje krytyczne uwagi z nieSmiatg nadzieja,
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ze pomogg doktorantowi, a moze takze wspdotautorom w dalszych zmaganiach w dziedzinie
matematycznego modelowania epidemii.

Uwagi krytyczne

W pracy brakuje odniesienia do faktu, ze zdecydowana wigkszos$¢ infekcji pratkami gruzlicy jest
bezobjawowa. Ten fakt niekoniecznie musi by¢ uwzgledniony w zgrubnym modelowaniu, bo osoby
bezobjawowe raczej nie zarazajg, niemniej mozliwy dhugi okres pomiedzy zarazeniem si¢, a przejsciem
do postaci zakaznej moze oznacza¢ konieczno$¢ uwzglednienia fazy ,,exposed” tj. 0s6b juz zarazonych
a (jeszcze) niezarazajacych.

1. Model 1.1 (oraz model 3.1) Podstawowym problemem tego modelu jest zalozenie, ze w
przypadku braku infekcji wzrost populacji jest proporcjonalny do wielkosci populacji ze
wspotczynnikiem proporcjonalnosci A. W rezultacie uktad (bez infekcji) nie posiada
przyciagajacego stanu stacjonarnego. Uklad taki zupeinie nie nadaje si¢ do analizy stanéw
stacjonarnych badz cykli granicznych w wypadku wystepowania infekcji — a to jest
przedmiotem pracy. W analizowanym modelu stabilny przyciagajacy stan stacjonarny pojawia
si¢ dopiero gdy wystepuje infekcja i zwiazana z nig dodatkowa $miertelnos¢ (Rys. 1.4 b). Jesli
gruzlica moze ustabilizowa¢ wielko$¢ populacji to dlaczego nie AIDS lub inna potencjalnie
$miertelna choroba zakazna? Jasne jest, ze tego typu model 1.1. niec ma sensu w kontekscie
pytania o stany stacjonarne.

Wydaje sig, ze Autor dochodzi sam do podobnego wniosku w Dyskusji na stronie 27, piszac:
,Przyjrzyjmy si¢ modelowi 1.3 (tozsamy z 1.1). Stwierdzenie 1.2 wskazuje na zaistnienie
przypadku gdy populacja rozrasta si¢ nieograniczenie [...] Z tego powodu uznajemy model 1.3
za niepoprawny do modelowania dynamiki epidemii w dlugim czasie, [...]”.

Czytelnik dociera do tego stwierdzenia po straconych dwdch godzinach, a dodatkowo nastepnie
okazuje ze model dla niejednorodnej populacji (3.1) oparty jest na doktadnie tym samym
zatozeniu proporcjonalnego wzrostu w ustalonym tempie. Zalozenie to nie jest bezsensowne,
ale nie nadaje si¢ do analizy epidemii w jezyku standw stacjonarnych. Jezeli model bez epidemii
nie posiada niezdegenerowanego stanu stacjonarnego, to jasne jest ze stany stacjonarne dla
przypadku wystepowania epidemii bedg artefaktami.

By¢ moze dla modeli typu 1.1 mozna zadaé pytanie o warto$¢ parametrow, dla ktorych stosunek
I/S jest staty.

Czton Al w drugim réwnaniu modelu 1.1 sugeruje, ze autor zaktada Zze osoby chore na gruzlice
rodza chore dzieci. W rzeczywisto$ci gruzlica wrodzona jest bardzo rzadka, bardziej
prawdopodobne jest zarazenie si¢ od rodzicow, ale i tak gruzlica u dzieci ponizej 14 roku zycia
(przynajmniej w Polsce) jest rzadka, np.:
https://wl.uwm.edu.pl/sites/default/files/download/201801/2017_tb_pl_dr_toczydlowski.pdf

2. Wprowadzenie modelu ciaglego w ktérym S i | sg rzeczywiste. Na stronie 14 Autor pisze
~Rozwazamy tutaj populacj¢, ktorej zageszczenie (czyli liczba osobnikow na jednostke
powierzchni) w momencie t wynosi N(t). Przyjecie oznaczenia N(t) jako liczebno$ci prowadzi
do nierealistycznego warunku, ze N(t) € N dla kazdego t.” Jak dla mnie zatozenie, ze liczba
osobnikoéw jest naturalna jest realistyczne (!). To co autor probuje niestusznie zatuszowac to
fakt uzywania ciagglego opisu do procesu w ktorym zmienne zmieniajg si¢ w sposob dyskretny.
Nawet jesli N(t) bedzie opisywac ilo§¢ osobnikoéw na hektar to tez bedzie zmieniato si¢ w
sposéb dyskretny (cho¢ w ogdlnosci nie bedzie liczbg catkowitg). Uzywanie opisu cigglego do
procesow dyskretnych jest standardem, cho¢ ma swoje ograniczenia — jesli liczba osobnikoéw
(badz molekut) jest rzedu jednos$ci przyblizenie ciggle jest obarczone duzym bledem.

3. Wprowadzenie dyskretyzacji czasu, model 2.1. Okoto potowy rozwazan poswiecone jest
modelom z czasem dyskretnym, w ktérych uzywany jest albo schemat Eulera, albo podobny
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schemat réwniez pierwszego rzedu. Motywacja dyskretyzacji czasu jest dla mnie zupelnie
nieprzekonywujaca. We wstepie Autor pisze ,,Wielkos$ci te [chodzi o liczby 0sob zarazonych]
maja posta¢ dyskretng, podano je w rocznikach statystycznych, zatem za dlugos¢ kroku
dyskretyzacji mozna przyjac¢ rok.” To uzasadnienie nie ma sensu. Autor sam pokazuje, (Rys.
2.2), ze zachowanie uktadu zalezy od wielko$ci kroku dyskretyzacji czasu h, powyzej pewne;j
warto$ci h pojawiaja si¢ oscylacje, a dla duzych wartosci h rozwigzania ujemne (Rys. 2.8).
Zachowanie uktadu nie moze zaleze¢ od tego jak czgsto rocznik statystyczny publikuje dane —
czy gdyby rocznik podawat dane z rozbiciem na miesiace trajektoria epidemii gruzlicy bytaby
inna? Czy jesli Zosia patrzy na termometr za oknem co godzing, a Stas raz dziennie to pogoda
Stasia bedzie inna? Druga metoda dyskretyzacji, cho¢ blizsza rozwigzaniom ODES, roéwniez
prowadzi do ujemnych rozwigzan.

Faktycznie, na stronie 78, Autor konstatuje, ze ,,mozliwos¢ wystapienia dwoch rodzajow
bifurkacji pokazuje, ze modele epidemiologiczne z uzyciem EEM [schemat Eulera] nie obrazuja
odpowiednio dynamiki epidemii.” To samo dotyczy niestety drugiego schematu NSDM.
Oznacza to, ze cate rozwazania dotyczace modeli dyskretnych nie maja nic wspdlnego z
modelowaniem epidemii, a sa tylko, moze wdzigcznym, ¢wiczeniem matematycznym. Nie
przeszkadza to autorowi w kontynuowaniu tych rozwazan dla bardziej ztozonego modelu w
rozdziale 4.

Ostatecznie jedyny model ktdéry ma sens epidemiologiczny w kontek$cie badania stanéw stacjonarnych
to model 1.13, ktorego analizie Autor po§wigca 4 strony — faktycznie prowadzi on od rozsadnych
rozwigzan (Rys. 1.6), jak rozumiem nieciekawych z matematycznego punktu widzenia. Z pozostatych
modeli, model typu 1.13 dla populacji niejednorodnej, tj. model 3.35 wydaje si¢ najrozsadniejszy, ale
trudno si¢ o tym przekona¢ na podstawie zawartej w pracy analizy. Dla tego modelu, na Rys. 3.8 Autor
pokazuje zgodnos¢ z danymi epidemiologicznymi trajektorii dla osobnikdw zainfekowanych (z grupy
matego ryzyka), nie podajac jednakze trajektorii liczby osobnikéw podatnych (czyli de facto wielkosci
populacji), ktéra jak podejrzewam na podstawie Rys. 3.9 tez istotnie zmienia sie w czasie — ciekawe czy
w spos6b zgodny z warto$ciami dla wojewddztwa Warminsko-Mazurskiego (skad pochodza dane) —
chetnie zobacze ten wykres na obronie.

O oddaleniu rozwazan autora od rzeczywistoSci epidemicznej mozna przekonaé si¢ réwniez
przegladajac dobor przyktadéw w symulacjach numerycznych. Np. Rys. 2.2 pokazany jest stan
stacjonarny w ktérym mamy ok. 12 osobnikéw S (podatnych) i ok. 1010 osobnikéw | (zainfekowanych)
— jak rozumiem na jednostke powierzchni (!). Gruzlica jest powazng chorobg, ale przyktad w ktérym
99% jest zainfekowanych jest dziwny. Dla wigkszego h dochodzi do bifurkacji podwojenia okresu i S
oscyluje w przedziale od 10.1 do 12 a | pomiedzy 1006.5 i 1009.5. Na Rys. 3.5 a, b, pokazana jest
trajektoria dla ktorej liczba osobnikéw (zainfekowanych i podatnych) z grupy matego ryzyka dazy do
zera (punkt stacjonarny), liczba osobnikow zainfekowanych z grupy duzego ryzyka do 5, a liczba
osobnikéw podatnych (tez z grupy wysokiego ryzyka) do 1. Czyli trajektoria odpowiada procesowi w
ktorym wszyscy osobnicy z grupy matego ryzyka wymieraja!

Nawet rozsagdny model moze mie¢ dziwne rozwigzania, problem w tym, ze wszystkie modele poza
modelem 1.13 dla dostatecznie dtugiego czasu wykazuja gtdéwnie dziwne rozwigzania.

Reasumujac, przedstawiona rozprawa doktorska, poparta publikacjami Autora $wiadczy o Jego
biegtos$ci w dziedzinie matematyki stosowanej. Mimo duzych obiekcji dotyczacych konstrukeji modeli,
dyskretyzacji czasu i dyskusji wynikow wnosz¢ o dopuszczenie rozprawy doktorskiej do publicznej
obrony i licze na ustosunkowanie si¢ Autora do postawionych zarzutow.



