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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Marcina Choinskiego
pt. Modelowanie matematyczne rozprzestrzeniania sie grulicy
w populacjach niejednorodnych

W pracy doktorskiej magister Marcin Choinski zajmuje sie modelowaniem
matematycznym rozwoju i szerzenia sie choroby zakaznej w danej populacji
ludzkiej z podzialem na dwie podpopulacje. Modelowanie to zwigzane jest z
rozwojem epidemii gruzlicy na terenach wojewodztwa warminsko-mazurskiego,
a dane zebrane za lata 2001-2018 dla podpopulacji 0s6b bezdomnych i niebez-
domnych stanowily podstawe weryfikacji omawianych modeli. Postawiong hi-
poteze badawcza o koniecznoécei wykorzystania modeli krzyzowych do badania
rozprzestrzeniania si¢ gruzlicy weryfikuje z wykorzystaniem modeli z czasem
ciggtym opartych o réwnania rézniczkowe zwyczajne oraz modeli z czasem dys-
kretnym, otrzymanych w wyniku aproksymacji modeli z czasem cigglym sche-
matami jednokrokowymi. Punktem wyjscia jest model epidemiologiczny SIS,
w ktérym dana populacja podzielona jest na dwie klasy: podatni na chorobe
(ang. Suspectible) oraz zainfekowani (ang. Infected). Mozliwe sa przemiesz-
czenia z klasy podatnych do klasy zainfekowanych, a z klasy zainfekowanych
przechodzi sie bezposrednio do klasy podatnych. W rozprawie najpierw omo-
wiono wybrane modele SIS populacji jednorodnych i ich wlasnosci, a nastepnie
na ich podstawie zbudowano modele krzyzowe, w ktérych dopuszeza si¢ trans-
misje choroby pomiedzy podpopulacjami. Zbadano wtasnosci takich modeli
dowodzac prawdziwosci postawionej hipotezy badawczej.

Praca ta sktada si¢ ze wstepu, czterech rozdziatéw, podsumowania 1 czte-
rech dodatkow. W rozdziale pierwszym rozwazany jest model SIS ze zmiennym
naptywem osobnikéw zdrowych opisywany ukladem réwnan

S =—-Bf(S,I)+~I + AS,

i (1)
= BF(S,1) - (v +a— AN,

gdzie 7 jest wspotezynnikiem transmisji choroby z klasy oséb zainfekowanych
do podatnych, v — wspétezynnikiem zdrowienia, A — wspotezynnikiem wzrostu
populacji, a & — wspoélczynnikiem Smiertelnosci w wyniku choroby. Funkcja f
opisuje transmisje choroby z jednej grupy do drugiej i rozwazana jest w dwoch
postaciach: f(S,I) = SI/(S+ I) lub f(S,I) = SI. Bada si¢ istnienie i sta-
bilnos¢ w sensie Lapunowa stanéw stacjonarnych: stanu wolnego od epidemii



tzn. takiego w ktérym liczba osobnikéw zainfekowanych rowna jest zeru oraz
stanu endemicznego tzn. takiego, w ktérym wystepuja zaréwno osobniki zdro-
we jak i zainfekowane. Okazuje si¢, ze dla A < 0 w modelu tym stan wolny
od epidemii jest stanem zerowym i populacja wymiera. Prowadzi to do od-
rzucenia tego modelu jako nieadekwatnego do modelowania epidemii gruzlicy.
Nastepnie omawiany jest model SIS ze stalym naptywem, ktéry opisywany jest
uktadem réwnan:

S=C— ST+~ —pusS,

3 (2)
=BSI - (y+a+p),

gdzie C jest stalg dodatnia, a u — wspétezynnikiem $miertelnosci naturalnej.
Znaczenie tych statych implikuje zalozenie C' > p. Stan endemiczny w tym
modelu jest globalnie stabilny, jesli tylko istnieje. Dowéd tej wlasnosci wynika z
twierdzenia Poincarégo—Bendixona i kryterium Dulaca—Bendixona, ale podano
tez dwa dowody z wykorzystaniem réznych funkeji Lapunowa.

W rozdziale drugim bada sie dwa modele epidemiologiczne z czasem dys-
kretnym uzyskane poprzez dyskretyzacje przeskalowanego modelu (2) ze sta-
tym naptywem osobnikéw. Jeden model otrzymuje si¢ za pomocg otwartego
schematu Eulera, a drugi w sposéb niestandardowy. W modelach tych wyste-
puja takie same stany stacjonarne jak w modelu z czasem cigglym. Zbadano ich
lokalng stabilnoéé, a takze globalng stabilnosé. Stan endemiczny moze istnie¢
i nie by¢ globalnie stabilny. W pierwszym modelu pokazano, ze w pewnym za-
kresie parametréow w stanie endemicznym moze nastapic¢ bifurkacja podwojenia
okresu, a powstajacy cykl o okresie 2 moze by¢ albo stabilny albo niestabilny.
Zbadano réwniez mozliwosé wystapienia bifurkacji Neimarka—Sackera. Obli-
czenia teoretyczne uzupelniono symulacjami numerycznymi. W drugim mo-
delu nie wystepuje bifurkacja podwojenia okresu, ale stwierdzono mozliwosé
wystapienia bifurkacji Neimarka—Sackera, bez analitycznego uzasadnienia ze
wzgledu na skomplikowane obliczenia. Zaprezentowano jedynie symulacje po-
twierdzajace jej istnienie. Parametrem bifurkacyjnym jest krok dyskretyzacji
i stan endemiczny pozostaje stabilny w wiekszym zakresie tego parametru w
modelu drugim. Model ten tez zachowuje nieujemnosé rozwigzan dla wieksze-
go podzbioru dodatnich warunkéw poczatkowych w poréwnaniu do modelu
plerwszego.

Rozdzial trzeci jest dosé obszerny i stanowi wtasciwa czes¢ pracy. Populacja
oprocz podziatu na podatnych i zainfekowanych jest dodatkowo podzielona na
dwie grupy: pierwszg bedaca podpopulacja niskiego ryzyka transmisji choro-
by oraz druga — podpopulacja o wysokim ryzyku transmisji choroby. Krzyzo-
we modele z czasem ciaglym stanowia uklad czterech réwnan rézniczkowych.
Rozprzestrzenianie si¢ choroby w kazdej podpopulacji opisuje sie wedtug row-
nania (1) lub odpowiednio wedtug (2) i uwzglednia si¢ w tych réwnaniach
transmisje choroby z jednej podpopulacji do drugiej. Zbadano istnienie roz-



wigzan stacjonarnych oraz w miare mozliwosci ich lokalng stabilnosé, a takze
globalng stabilnosé. O ile w modelach dwuwymiarowych mozna tatwo badac¢
lokalng stabilno$¢ z wykorzystaniem macierzy linearyzacji, o tyle dla uktadéw
wielowymiarowych bezposrednie sprawdzanie warunkow stabilnosci z macierzy
linearyzacji moze by¢ dos¢ uciazliwe. W szezegblnosci zbadanie lokalnej stabil-
nosci stanu endemicznego przy funkeji transmisji postaci pierwszej okazato sie
juz praktycznie niemozliwe. Autor ograniczyt sie do dalszego badania wtasno-
$ci modeli krzyzowych tylko z funkcja transmisji odzwierciedlajaca niezalezne
spotkania osobnikéw. Rozwaza tez przypadki szczegélne, gdy nie ma przyro-
stu netto w jednej z populacji lub gdy wystepuje transmisja z grupy niskiego
ryzyka do grupy wysokiego ryzyka, a takze model z aktywnym wykrywaniem
w grupie wysokiego ryzyka. W modelu krzyzowym opartym o réwnania (1)
moze sie zdarzy¢, ze jedna z podpopulacji wymrze, co raczej nie powinno mie¢
miejsca w przypadku modelowania gruzlicy. Dla modelu ze stalym naptywem
pokazano, ze stan wolny od epidemii jest globalnie stabilny, jezeli wspotczyn-
nik odnowienia choroby Ry jest nie wiekszy od 1. W przeciwnym razie jest
on niestabilny. Podano tez warunki wystarczajace globalnej stabilnosci stanu
endemicznego, jednakze okazaty sie one trudne do petnej interpretacji. Porow-
nujac wnioski otrzymane z analizy tego modelu z tymi dla oddzielnych pod-
populacji opisywanych réwnaniami (2) dowodzi sie prawdziwosci postawione]
hipotezy badawcze;j.

W ostatnim rozdziale wyprowadzone zostaty dyskretne w czasie modele
otrzymane z modelu krzyzowego z czasem cigglym ze statym naptywem osob-
nikéw. Jak w rozdziale drugim rozwazono dwa rodzaje dyskretyzacji. Zbadano
istnienie i lokalna stabilnosé¢ stanu wolnego od epidemii oraz stanu endemiczne-
go. Dla dyskretyzacji niestandardowej analiza stabilnosci tych stanéw okazala
sie niemozliwa. W zwigzku z tym przyjeto upraszczajace zatozenie, ze nie wy-
stepuje transmisja choroby z podpopulacji niskiego ryzyka do podpopulacji
wysokiego ryzyka. Mozna przyjaé, ze taka sytuacja wystepuje w rzeczywisto-
$ci, gdy podpopulacja wysokiego ryzyka sa bezdomni. W takim modelu jest
wiecej stanow stacjonarnych. W szczegdlnosei mozliwa jest sytuacja, w ktorej
choroba utrzymuje si¢ w podpopulacji niskiego ryzyka, a wygasa w podpo-
pulacji wysokiego ryzyka. Zbadano lokalng stabilnos¢ stanéw stacjonarnych.
Badanie bifurkacji przeprowadzono tylko numerycznie. Podobnie jak w przy-
padku czasu cigglego potwierdzono postawiong hipoteze badawczg.

Wyniki zaprezentowane w rozprawie zostaly w wiekszosci opublikowane
w pieciu artykutach naukowych. Dowody twierdzen wydaja sie by¢ popraw-
ne. Oprocz bezposredniej analizy macierzy linearvzacji korzystano z metod z
artykutéow cytowanych w rozprawie jako [20, 24, 39, 56, 64] stosowanych w po-
dobnych modelach. Twierdzenia o globalnej stabilnosci zostaty udowodnione
w rozprawie dwukrotnie lub nawet trzykrotnie z wykorzystaniem wspomnia-
nych metod jak réwniez jednej lub dwdch réznych funkeji Lapunowa. Badanie



whasnosci wielowymiarowych modeli z czasem dyskretnym jest zadaniem duzo
trudniejszym niz modeli z czasem cigglym, gdyz jak wiadomo juz w modelach
jednowymiarowych mozna tatwo natrafi¢ na dynamike chaotyczna. Przy bada-
niu stabilnogci podane zostaly jawne warunki na parametry. Doktorant wyka-
zal sie tez duzg wytrwatoscia w przeprowadzanych rozumowaniach. Miejscami
wykonywane sa bardzo zmudne przeksztalcenia. Przyktadowo postaé¢ jednego
ze wspotezynnikéw potrzebnych do zbadania lokalnej stabilnosci endemiczne-
go stanu stacjonarnego w krzyzowym modelu dyskretnym zajmuje cate dwie
strony w Dodatku D. Ogélnie rozprawa jest dobrze zredagowana. Jezyk roz-
prawy jest poprawny. Znalez¢ mozna jedynie niewielka ilos¢ literéwek jak na
tak obszerng ilosciowo prace. Mam jeszcze nastepujace uwagi i pytania:

— W réwnaniu na I w (1.1) brak 3.

— W réwnaniu (1.14) wystepuja tylko parametry C, k, i, a punkty stacjonarne
wyznaczane sa w terminach parametrow C, k, p, «. Nalezatoby z parametru
« zrezygnowad przynajmniej w wypowiedziach twierdzen.

— We wzorach (2.155) oraz (2.160) wystepuje kolizja oznaczen.

— Przed wnioskiem 2.26 czytamy: ,okreslamy warunki konieczne zajscia bi-
furkacji”. Jednakze wniosek 2.26 takich warunkéw koniecznych nie podaje.

— W opisie tabeli 3.2 czytamy, ze ,wartosci pozostatych parametréow zaczerp-
nieto z [25]”, a zaraz ponizej tabeli, ze wartosci te sg z [101].

— Czy nie byloby zasadnym zaproponowanie do opisu rozprzestrzeniania si¢
epidemii modeli z czasem dyskretnym bez stosowania dyskretyzacji modeli z
czasem ciggtym? Jednym z klasycznych przyktadéw modeli wprowadzanych
bezposrednio jest model Bevertona—Holta.

— Czy mozna podaé ogélne twierdzenia charakteryzujace do pewnego stop-
nia dynamiczng rownowaznosc¢ lub jej brak rozwazanych modeli cigglych i
dyskretnych?

Podsumowujac, uwazam, ze oceniana rozprawa doktorska speinia wymogi
Ustawy o stopniach naukowych @ tytule naukowym oraz o stopniach ¢ tytule w
zakresie sztuki. Wnosze o dopuszczenie magistra Marcina Choinskiego
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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