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Recenzja
rozprawy doktorskiej Pani mgr Malgorzaty Sleszynskiej-Nowak
pt. Silne kliki w grafach

Tematyka rozprawy doktorskiej mgr Malgorzaty Sleszyriskiej-Nowak dotyczy trzech
powigzanych ze soba probleméw: silnego kolorowania krawedzi grafu, rozmiaru silnych
klik i ¢-silnych kliki w grafach. Silnym kolorowaniem krawedzi grafu nazywamy kolo-
rowanie krawedzi, w ktérym kazde dwie krawedzie bedace od siebie w odleglo$ci co
najwyzej dwa majg inny kolor. Silnym indeksem chromatycznym nazywamy najmniejszg
liczbe koloréw potrzebng do silnego kolorowania krawedzi. Silng klikg, w grafie nazywamy
podzbidr krawedzi, w ktérym kazde dwie krawedzie sg od siebie w odleglosci co najwyzej
2. Najwickszy rozmiar silnej kliki w grafie jest dolnym ograniczeniem na silny indeks
chromatyczny. t-silng klikg nazywamy podzbiér krawedzi grafu, w ktérym kazde dwie
krawedzie sg od siebie w odleglosci nie wigkszej niz t. W 1985 roku Erdés i Nesetfil
postawili hipoteze méwiaca, ze silny indeks chromatyczny graféw o maksymalnym sto-
pniu A nie jest wiekszy niz 5A%/4. Faudree, Gyarfas, Schelp i Tuza w 1990 roku opubli-
kowali stabszg wersje tej hipotezy, méwiaca o tym, ze dla kazdego grafu o maksymalnym
stopniu A rozmiar silnej kliki wynosi co najwyzej 5A2/4. Obie hipotezy pozostajg caly
czas otwarte i ciesza si¢ duzym zainteresowaniem. Powstalo wiele prac, ktére dowodzg
ograniczenia coraz blizsze podanym w hipotezach lub dowodzg prawdziwosci hipotez
dla pewnych klas graféw. Do tego nurtu mozna zaliczyé tematyke rozprawy, z tego tez
powodu uwazam, ze tematyka rozprawy jest aktualna i bardzo interesujgca.

Rozprawa doktorska mgr Matgorzaty Sleszytiskiej-Nowak liczy 98 stron, sktada sie
z czterech rozdzialéw i podsumowania. Wszystkie uzyskane w rozprawie rezultaty, w
mojej ocenie, sg merytorycznie poprawne.

Pierwszy rozdzial zawiera definicje i oznaczenia pozwalajgce omawiaé podstawowe
wyniki rozprawy oraz znane twierdzenia i hipotezy, ktére autorka wykorzystuje w swojej
rozprawie. Gtéwne wyniki rozprawy zawarte sg w rozdziatach drugim, trzecim i czwartym.

Tematem rozdzialu drugiego jest silne kolorowanie krawedzi grafu. Gtéwnymi wy-
nikami tego rozdziatu sa gérne oszacowania na indeks chromatyczny wybranych klas
graféw. Rozwazane sa grafy bezcieciwowe, grafy bez szponéw, grafy bez K , oraz grafy
przecig¢ dyskéw jednostkowych. Dla graféw bezcieciwowych o maksymalnym stopniu
A zostato udowodnione twierdzenie, méwigce ze silny indeks chromatyczny wynosi co
najwyzej 4A — 3. Ograniczenie to, dowodzi prawdziwo$ci hipotezy Erdds i NeSetfil w
tej klasie graféw. Ponadto wynik ten poprawia znane do tej pory ograniczenie 7A — 9.
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Dowdd tego twierdzenia polega na wyznaczeniu takiego porzadku krawedzi, aby algo-
rytm zachlanny uzyl co najwyzej 4A — 3 koloréw. Dla graféw bez szponéw o maksymal-
nym stopniu A pokazane zostalo, ze silny indeks chromatyczny graféw bez szponéw
o maksymalnym stopniu A nie jest wieksze niz 1,125A? + A. Dla A > 12 otrzy-
mujemy wynik, ktéry potwierdza prawdziwosci hipotezy Erddésa i Nesetfila. Dowdd
tego twierdzenia mozemy podzieli¢ na dwie czeSci. W pierwszej czesci ustalony zostal
porzadek krawedzi okreslony wzgledem liczby tréjkatow zawierajacy krawedz, kazda
kolejna krawedz porzadku nalezy do nie mniejszej liczby tréjkatéw. Nastepnie zostato
wyznaczone wyrazenie trzech zmiennych bedace ograniczeniem gérnym na liczbe kra-
wedzi, ktore poprzedzaja krawedZ w ustalonym porzadku i jednoczesnie sa w odlegtodci
co najwyzej 2 od niej. W drugiej czesci dowodu zostalo udowodnione, ze wartos$é tego
wyrazenia, przy zadanych ograniczeniach na zmienne, wynosi co najwyzej 1,125A2 +
A—1. Zatem kolorujac krawedzie zachtannie wzgledem ustalonego porzadku uzyjemy co
najwyzej 1,125A? + A koloréw. Obie czesci dowodu sg doéé zlozone i trudne. Podobny
schemat rozumowania zostal zastosowany w dowodach twierdzen podajacych gérne osza-
cowanie na silny indeks chromatyczny graféw bez K, i graféw przecieé dyskéw jedno-
stkowych. To znaczy najpierw zostalo zdefiniowane wyrazenie ograniczajace z géry liczbe
krawedzi, ktére sa w odlegloSci co najwyzej 2 od danej krawedzi, a nastepnie zostala
oszacowana wartos¢ tego wyrazenia. Podoba mi si¢ zastosowany schemat dowodéw, dzie-
ki niemu trudne dowody napisane sg w spos6b zrozumialy i przejrzysty.

Trzeci rozdzial rozprawy po$wiecony jest rozmiarowi silnych klik. Rozmiar najwie-
kszej silnej kliki grafu nie jest wiekszy od jego indeksu chromatycznego, dlatego wyniki z
rozdzialu drugiego sg réwniez ograniczeniami na rozmiar silnych klik w grafach nalezg-
cych do odpowiednich klas graféw. Jednym z gléwnych wynikéw tego rozdziatu jest
twierdzenie méwiace, ze rozmiar silnej kliki jest ograniczony z géry przez 1,5A2 w
grafach o maksymalnym stopniu A. Poprzednim znanym ograniczeniem bylo 1, 74A2,
udowodnione przez Bruhn i Joos. W roku 2019 Faron i Postle otrzymali najlepsze obe-
cnie znane ograniczenie, ktére wynosi 4A?/3. Idea dowodu, ze 1, 5A? jest ograniczeniem
goérnym rozmiaru silnej kliki jest podobna do dowodu twierdzenia Faudree, Gyérfésa,
Schelpa i Tuzy méwiacego, ze rozmiar silnej kliki w grafach dwudzielnych o maksymal-
nym stopniu A wynosi co najwyzej A? ale uzyskanie wyniku dla wszystkich graféw
(nie tylko dwudzielnych) wymagalo zaobserwowania dodatkowych wtasnoéci. Ponadto
w rozdziale trzecim, podobnie jak w rozdziale drugim, badane sg grafy bez szponéw.
Pokazane zostalo, ze rozmiar silnej kliki w grafach bez szponéw o maksymalnym stopniu
co najwyzej A wynosi co najwyzej A% + A/2. Dowéd tego twierdzenia jest podobny do
dowodu twierdzenia z rozdziatu 2, ktére podaje gorne ograniczenie na silny indeks chro-
matyczny w grafach bez szponéw, chociaz wymagal dokladniejszej analizy i rozwazenia
wigkszej liczby przypadkéw. W pierwszej cze$ci dowodu wyznaczone zostaje wyrazenie
zawierajace trzy zmienne i pokazane jest, ze wyrazenie to jest gérnym ograniczeniem
na liczbe krawedzi w najwigkszej silnej klice. W drugiej cze$ci dowodu pokazane jest,
ze wartos$¢ tego wyrazenia przy danych ograniczeniach na zmienne wynosi co najwyzej
A?+A/2. W dowodzie tym zauwazytam bledy, ktére prawdopodobnie wynikaja z kopio-
wania fragmentéw poprzedniego dowodu. Na stronie 64 w linii 6 jest ”. .. gdzie Iy,sg4,11
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wynost 1 gdy d; > d3 + 1, a 0 w przeciwnym przypadku ...”, a powinno byé¢ ”... gdzie
Liysdy+d, wynosi 1 gdy ds > dy + da, a 0 w przeciwnym przypadku ...”. Na Stronie 64
w linii 11 jest ”... jest ich Ad; ...”, a powinno byé ”. .. jest ich (‘121) ...”, podobnie na
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stronie 64 w linii 12 jest ”... jest ich Ady ...”, a powinno byé ”... jest ich (d;) I
W koncowej czesci rozdziatu podane zostaly przyktady graféw bez szponéw i przykiady
graféw bez K; 4 o duzym silnym indeksie chromatycznym (Obserwacja 2.30 i 2.31). W
dowodach tych obserwacji udowodnione zostalo, ile co najmniej koloréw potrzebujemy
do silnego pokolorowania krawedzi podanych graféw, zabrakto dowodu, ze podana liczba
koloréw wystarczy.

W rozdziale czwartym autorka zajeta sie mniej znanym problemem - oszacowaniem
najwiekszego rozmiaru t-silnych klik. Udowodnione zostalo twierdzenie, ze rozmiar t-
silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu A wynosi co najwyzej 1, 75A ' +O(A!1).
Dla graféw dwudzielnych udalo sie poprawi¢ ograniczenie do A + O(A*™!). Ponadto
zostaly tez znalezione ograniczenia na rozmiar ¢-silnych klik dla graféw bez K , i graféw
o duzej talii.

Rozprawa doktorska zostala dobrze zredagowana, napisana starannie z dbaloscig
o §cisto$¢ rozumowan. Znalazlam niewiele drobnych pomytek i literéwek. W szczegdl-
nosci stowa takie, jak twierdzenie, stwierdzenie, lemat, hipoteza pisane sg duzg literg, w
jezyku polskim piszemy je z matej litery. Na stronie 44 w linii 10 jest ”istnieje graf bez
szponow Gy o maksymalnym stopniu A” powinno byé ”istnieje graf Gy bez szpondw o
maksymalnym stopniu A”, podobnie na stronie 45 w linii 2 jest ”istnieje graf bez K 4
G 0 maksymalnym stopniu A” powinno by¢ ”istnieje graf Gy bez K; 4 o maksymalnym
stopniu A” . Podobne pomyltki mozna znalezé jeszcze w innych miejscach. Przedstawione
uwagi, majg charakter redakcyjny i nie obnizaja wartosci merytorycznej rozprawy.

Podsumowujac, moja oceny rozprawy doktorskiej mgr Maltgorzaty Sleszyriskiej-Nowak
jest bardzo dobra. Uzyskala ona szereg ciekawych wynikoéw podajacych ograniczenia
na silny indeks chromatyczny oraz rozmiar silnych i ¢-silnych klik w grafach. Niektoére
wyniki poprawiajg znane do tej pory do tej ograniczenia, autorce udalo sie takze pokazaé
prawdziwo$¢ hipotezy Erddsa i NeSetfila w pewnych kasach graféw. Rezultaty opisane
W rozprawie uwazam za wartosciowe, a dowody przedstawione w pracy sg nietrywialne
i ztozone. Warto podkresli¢, ze cze$é¢ wynikéw rozprawy zostala juz opublikowana w
dobrych czasopismach (Discrete Mathematics, Discrete Applied Mathematics, Informa-
tion Processing Letters)

Uwazam, wiec ze rozprawa doktorska mgr Malgorzaty Sleszynskiej-Nowak zdecy-
dowanie spelnia wymogi stawiane pracom doktorskim w Ustawie o stopniach i tytule
naukowym i wnioskuje o dopuszczenie mgr Malgorzaty Sleszynskiej-Nowak do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.
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