Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Magdaleny Wiertel pt.
"Structure and representations of Hecke-Kiselman algebras associated to
oriented graphs.”

Przedmiotem badai sa monoidy Hecke-Kislemana H Kg stowarzyszone = grafami zorien-
towanymi (bez petli i bez wielokrotnych kraweda{) w nastepujacy sposdb: generatorami sa
przez wierzchotki © z relacjami: 22 = z dla kazdego wierzchotka z, 2y = yz dla wierscholkdw
z, y niepolaczonych strzalks orez zyz = yzy = wy gdy istnieje strzatka z — y. Pojecie
to zostalo wprowadzone przez Ganyushkina i Magzorchuka (J. Algebra, 2011) w oparciu o
pojecia monoidu 0-Hecke stowarzyszonego z diagramem Dynkina oraz polgrupy Kiselmana.

Rozprawa napisana jest po angielsku, liczy 131 stron i jest podzielona na 8 rozdzialow.
Bibliografia zawiera 58 pozycji.

Po wstepie i pierwszym rozdziale zawierajacym réine wykorzystywane dalej fakty naste-
puje obszerny Rozdzial 2. Prezentowane sg w nim wyniki dotyczace struktury monoidu
Hecke-Kislemana C, stowarzyszonego ze zorientowanym cyklem dhugodei n. Kluczowy jest
tu opis stéw zredukowanych (wzgledem systemu redukeji zwigzanego w naturalny sposéhb 2z
relacjami definiujacymi ten monoid) - Twierdzenie 2.1. Twierdzenie to Jest wyprowadzone
W rozprawie na podstawie serii lematéw, ktérych dowody sa pominigte badz naszkicowane.
Pelne dowody znajduja sie w pracy {1]. Zamieszczone w rozprawie szkice 1 wskazowki 53
na 0go6! wystarczajace, by czytelnik mégl gledzi¢ tok rozumowania, choé nie zawsze jest to
latwe - te dowody sg subtelne i niebanalne, Caty Rozdzial 2 utrzymany Jjest w tej kon-
wencjl z wyjatkiem sekcii 2.4. W Rozdziale 2 znajduje sig takze bardzo wazne Twierdzenie
2.44 o strukturze monoidu C,, w szczegodlnobei o pewnym ciagu ideatéw (I;) oraz pélgru-
pach M; typu macierzowego zawartych w ilorazach I;/I;_;. O tych whagnie podlgrupach
mowa jest w czedci 2.4., ktérej gléwnym wynikiem Jest Twierdzenie 2.52 orzekajace, ze al-
gebry pélgrupowe typu macierzowego Ko[M;] sa pierwsze. Dowéd tego twierdzenia jest
przeprowadzony szezegdlowo, niemal kazdy przypadek jest przeanalizowany.

Twierdzenie 2.44 oderywa decydujacg role w rozprawie, wigkszoéé rezultatéw wyko-
rzystuje opis struktury monocidu €, podany w tym twierdzenin. Tak jest w Rozdziale
3, w ktérym m.in. podany jest opis klasycznego pierscienia ulamkow algebry K|C,] oraz
opis radykatu Jacobsona algebry K[HK o] w przypadku, gdy X [HKg] speia tozsamosé
wielomianows (PI), co jest rownowasne, na mocy wyniku Mecla i Okniriskiego (Publ. Mat.
2019), z tym, Ze © nie zawiera dwéch zorientowanych cykli polaczonych droga zorientowanag.

W Rozdziale 4. gléwny wynik (Twierdzenie 4.2) orzeka, ze algebra K[HKg] jest pro-
wostronnie {«> lewostronnie) noetherowska wtedy i tylko wtedy, gdy kazda skladowa spdina,
grafu © jest albo zorientowanym cyklem, albo Jjest acykliczna,

Rozdzial 5. poswiecony jest opisowi reprezentacji nieprzywiedlnych algebry K[HKg]
w przypadku Pl Znéw punktem wyjdcia. jest opis reprezentacji nieprzywiedinych w prey-
padku zorientowanego cyklu. Zaklada sig, 2e K jest cialem algebraicznie domknietym.

W Rozdziale 6. wykorzystuje sie (zaawansowana) kombinatoryke stow i w pomysltowy
sposob wyprowadza formute na wymiar Gelfanda-Kirylowa algebry K [HKs] (znéw przy
zatozenin PI, bez tego zalosenia wymiar GK Jjest nieskoriczony) - Twierdzenie 6.12. W kotej-
nym rozdziale Autorka zajmuje sie tozsamosciami w monoidzie Hecke-Kislemana. Dowodzi
{(Twierdzenie 7.2), e spelnianie polgrupowej tozsamosci w HKg réwnowasne jest speini-
aniu toZsamosci wielomianowej przez K [H Kg), co stanowi czesciowe rozwigzanie cgblnego
otwartego problemu czy w polgrupie S spelniona Jest nietrywialna tozsamosé wtedy i tylko
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wtedy, gdy algebra polgrupowa K|[S] jest PL

Wreszeie Rozdzial 8. zawiera ilustracje i uzupetnienia ogblnej teorii w praykladach Cs
i C4. W tym rozdziale znajduje sig tez dyskusja centrum algebry K [Cs]; w bardzo skomp-
likowanej technicznie czesci 8.5 opisana jest w spos6b jawny pewna podalgebra Z centrum
na tyle duza, ze K|[Cs] jest skorczenie generowanym modutem nad Z. Rozdzial koiezy
dyskusja ograniczert mozliwo§ci powtdrzenia niektérych rozumowait dla K[Cp] w przypadku
wigkszych n.

Wiekszoéé wynikéw zostata opublikowana w pracach (1], [21, [3], [4):

[1] J. Okninski i M. Wiertel, Combinatorics and structure of Hecke-Kiselman algebras, Com-
mun. Contemp. Math. 22 (2020}, no. 7.

[2} J. Okninski i M. Wiertel, On the radical of a Tlecke-Kiselman algebra, Algebr. Represent.
Theory 24 (2021), no. 6, 1431-1440.

[3] M. Wiertel, Trreducible representations of Hecke-Kiselman monoids, Linear Algebra
Apvl. 640 (2022), 12-33.

[4] M. Wiertel, The Gelfand-Kirillov dimension of Hecke-Kiselman algebras, Forum Math.
35 (2023), no. 2, 523-534.

W rozprawie znajduja sie tez wyniki niepublikowane (Rozdzial 7, sekcja 8.3).

Tematyka jest dobrze umotywowana i wpisuje sie w wagny nurt wspoiczesne] algebry.
Relacje typu zyz = yxy wystgpuja w wielu zagadnieniach algebraicznych, co powoduje,
e struktury podobne do rozwazanych w rozprawie pojawiajg sie w réznych kontekstach.
Prazyktadem mogg by¢ zwigzki réwnania Yanga-Baxtera z reprezentacjami monoidow Hecke-
Kiselmana (V. Lebed, arXiv:2102.08647; w pracy Lebed eytowany jest artykut [1]). A. L.
Grensing (J. Algebra, 2012) bada monoid tzw. funktorow yzutowania (projection functors)
stowarzyszonych z modutami prostymi nad algebrg drég kotczanu (grafu zorientowanego) &
Funktory takie maja zwigzek z wazna w teorii reprezentacji algebr procedurg konstruowa-
nia podkategorii ortogonalnych, za$ badany monoid jest silnie zwigzany z polgrupa Hecke-
Kiselmana kotczanu €. Wreszcie faticuchy idealow odgrywajace podstawows rolg w pracy
Koeniga i Xi (Adv. Math, 2012) maja wiele wspblnego z tavicuchem ideatéw z Tw. 2.44
TOZPrawy.

Rozprawa jest obszerna i bogata w treSci matematyczne, stanowi spojne tematycanie i
kompletne opracowanie obejmujace rozne aspekty struktury i teoril reprezentaciji monoidéw
i algebr Hecke-Kiselmana grafow zorientowanych. Dorobek doktorantki jest bardzo dobry:
jest wspolautorka dwoch prac wsp6lnych z promotorem i samodzielng autorks dwdch kole-
jnych prac.

Rozprawe oceniam bardzo wysoko. Jej przygotowanie wymagato dudej wiedzy alge-
braicznej i kuitury matematycznej. O szerokogct horyzontéw Autorki wiadezy kompetent-
nie napisany rozdziat wstepny, a takze spis literatury. Jest w rozprawie duzo kombianto-
ryki i zmudnych obliczeri, jest takie ogolna teoria pierécieni i péigrup, teoria reprezentacji,
tossamodci wielomianowe, w jakiejé mierze teoria automatow. Wyniki s oryginalne i majg



duzg wartost naukowa. Bardzo podoba mi sig elegancki wynik dotyczacy wymiaru Gelfanda-
Kirylowa (Rozdzial 6., praca [4]). W calej pracy Autorka wykazala sie pomystowoscig
polaczong z duga sprawnoscig techniczng, precysja i pracowitodcia. Praca napisana jest
z zachowaniem wszystkich standardéow pracy naukowej z matematyki, ma takse pewien
oryginalny styl. Wiekszoéé dowodow przedstawiona Jest ze szczegdlami; poza wigkszg czes-
cig Rozdzialu 2. - tu &wiadoma decyzja Autorki bylo pominigeie niektorych dowodow z
(1].

Mam pewne watpliwosci co do celowosci tego zabiegu. Cata praca [1] licay 28 stron,
pomijajac dowody oszezedzono pewnie ok, 10 stron. Charakter przedstawianych rezultatéw
pozwala czytelnikowi na ogél samodszielnie podazaé za tokiem rozumowania, ale sg miejsca
trudne; i tak trzeba zagladaé do [1], zatem oszczednoié jest pozorna.

W ten sposob przeszedlszy do uwag krytycznych wspomne jeszeze, 3¢ w dowodzie (i tak
bardzo trudnym!) Twierdzenia 2.52 wystepuja odwolania do dowoddw poprzedzajacych
technicznych lematéw. Moze daloby sie tak ulozyé material, by odwolywac sig¢ wytacznie do
sformutowani? Pewien niedosyt pozostawita czes¢ 1.3, Fakty, do ktérych s pésniej odwola-
nia w dowodzie Twierdzenia 7.1 (np. czemu maksymalna podgrupa M,,_» jest nieskoriczona,
cykliczna), sa wylozone w 1.3 w nieco zakamuflowany sposdb. Ponadto na str. 25, w. 9 od
dotu: chyba powinne byé "eyclic group", a nie "semigroup"? W ostatnim wierszu na tej
samej stronie, pierwsza formuta: powinno byé g"‘py:map;j g 7.

Jesli chodzi o dowdd 7.1, to uwazam, ze zdanie zaczynajace sig od "Therefore" (str. 107,
w. 11 od dolu) wymaga doktadniejszego objasnienia.

Zalgczam liste drobniejszych uwag i pytas, ktérych nie wtaczam do recensji ze wagledu
na ich marginalny charakter.

Powyzsze uwagi nie wplywaja na mojg bardzo wysoka, oceng rozprawy.

Podsumowanie, Rozprawa Magdaleny Wiertel "Structure and representations of Hecke-
Kiselman algebras associated to oriented graphs" spelnia z naddatkiem wymogi, ktére
powinna spetnia¢ rozprawa doktorska. Zawiers oryginalne wyniki naukowe o duse) wartosci
merytorycznej, jest napisana zgodnie z zasadami pisania prac naunkowych z matematyki.
Dorobek Autorki $wiadezy o jej duzym potencjale tworczym i mozliwodciach samodziel-
nego prowadzenia badai matematyczuych. Zakres przedstawionych tresci, jakosé rozprawy
1 pomystowosé rozumowari sklania mnie do sformutowania wiiosku o wyroznienie rozprawy.,

Wnoszg o dopuszezenie mgr Magdaleny Wiertel do dalszych etapéw przewodu dok-
torskiego.

Toruii, dnia 7 lipca 2023 r. Stanistaw Kasjan

Q : Och.
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Drobne uwagi - zatacznik do recenzji rozprawy doktorskiej mgr Magdaleny
Wiertel pt.
"Structure and representations of Hecke-Kiselman algebras associated to
oriented graphs.”

1. Str. 11, w. 7: Raczej "from the definition of the prime radical.

2. Str. 12, w. 6od dolu: W drugiej nieréwnosci po prawej stronie powinno
byé f{man).

3. Str. 18: Raz uzywa sie slowa "factor ", araz "quotient”" (w odniesieniu
do ilorazu).

4. Str. 27: Brak petli nie wynika z definicji "simple finite", zatem zwrot
"In particular nie jest wisciwy w tym miejscu.

5. Str. 36: Czy rzeczywiscie prefix (suffix) stowa musie byé¢ réiny of
17 DowAld Proposition 2.13 na stronie 41 sugeruje co$ innego. Brak
definicji suff;.

6. Str. 39: To tylko szkic dowodu, ale pominiecie uzasadnienia, ze 7 nie
moze by¢ mniejsze od s — 1 moze byé mylace.

7. Str. 40, w. 718 od dotu: powinno byé prefs.
8. Str. 41, w. 4: powinno byé "for 1 < s < n'.

9. Str. 44: Uzasadnienie uwagi 2.16 0 wymiarze Gelfanda-Kirylowa wymaga
takze wiedzy o mocy zbioréw B; - o tym nie byto dotad mowy, odpowied-
nia informacja pojawia sie dopiero w Corollary 2.30.

10. Lemma 2.19: W ostatnim zdaniu chodzi chyba o "reduced form of
(Trp1 ... Tpy .. ) "7

11. 8tr. A7: fakt, ze supp(flwy)) C supp( f(w)) nie jest taki calkiem
oczywisty, argumenty nie sa podane nawet w artykule [#]!

12. Str. 53, w. 18: W czesci nastepujacej po "prefix of the form aquﬁ-mnvmj
trzeba chyba jakos uzasadnié, ze mozna zakladaé [vjn = 07

13. Str. 59, w. 5: Czy tu nie chodzi o (i) ioq1=1Tm—17




14. Str. 61, w. 8 od dotu: Powinno by¢ z;z,21 € suf f(u).

15. Str. 72, w. 2: Jedli ktorys z x, y jest koricem lub poczatkiem, to nie jest
mozliwe, zeby strzatka miedzy nimi nalezata do zorienowanego cyklu.

16. Str. 72, w. 10: Co to jest "band with 2 elements"?
17. Str. 80, w. 12: Powinno by¢ ts41 < s 125 = %s41 = 2
18. Str. 81: Co to znaczy "almost Munn algebra"?

19. Str. 97: Oznaczenie C, jest mylace - przedtem to byla algebra Hecke-
Kislemana C,, zorientowanego cyklu dlugosci n.

20. Str. 98: Czy do opisu postaci stowa wow® nie potrzeba Tw. 2.17 Zas
w wierszu 3. powinno by¢ w = a'g;b’.

91. Str. 104, w. 6 od dotu: Powinno by¢ ky;.

29. Str. 119, w. 6 i 5 od dotu: Jak rozumiec (gzt) jako element M?

Torun, dnia 7 lipca 2023 t. Stanistaw Kasjan
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