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Rozprawa doktorska magister Magdaleny Wiertel dotyczy kombinatorycznych wiasnosci
monoidéw Hecke-Kiselmana oraz struktury stowarzyszonych z nimi algebr pélgrupowych
nad cialami, zwanych algebrami Hecke-Kiselmana. Wspomniane wyzej obiekty zostaty zde-
finiowane stosunkowo niedawno, w pracy z 2011 roku [O. Ganyushkin and V. Mazorchuk,
On Kiselman quotients of 0-Hecke monoids, Int. Electron. J. Algebra 10 (2011), 174-191].
Jednym z powodéw zainteresowania si¢ monoidami Hecke-Kiselmana (krétko HK mono-
idami) jest to, Ze sa one naturalnymi ilorazami monoidéw Hecke. Te ostatnie, silnie powig-
zane z grupami Coxetera i algebrami Hecke s wazne w wielu aspektach teorii reprezentacji
oraz w kombinatoryce. Tak wigc jest to problematyka mloda, ale majgca $cisty zwigzek
z klasycznymi nurtami algebry. HK monoidy powigzane z acyklicznymi grafami skiero-
wanymi sg skoficzone, a wigc ich budowa jest dobrze opisana. Dalece niejasna wydaje sie
jednak struktura HK monoidéw w przypadku, gdy stowarzyszone grafy zawieraja cykle.
Naturalnym krokiem jest wyjasnienie struktury algebr pélgrupowych K|[C,], gdzie C, jest
H K monoidem powigzanym z zorientowanym cyklem dlugoéci n > 3. Tego wlaénie zagad-
nienia dotyczy przedlozona rozprawa Magdaleny Wiertel.

Rozprawa jest obszerna (131 stron); sklada si¢ ze wstepu, oémiu rozdzialéw (zréznicowa-
nej dlugosci) oraz bibliografii, w ktérej wymieniono 58 pozycji. Wstep zawiera motywacje,
krétki rys historyczny oraz prezentacje gtéwnych wynikéw rozprawy.

W Rozdziale 1 autorka wprowadza niezbedny aparat pojeciowy oraz przypomina funda-
mentalne rezultaty z teorii pierScieni nieprzemiennych i algebr pélgrupowych. Prezentuje
gléwne obiekty rozwazane w pracy, czyli monoidy Hecke-Kiselmana oraz ich algebry. Eks-
ponuje ich kombinatoryczne aspekty prezentujac, znalezione przez A. Mecla i J. Oknin-
skiego, charakteryzacje baz Grobnera algebr Hecke-Kiselmana. Charakteryzacje te odgry-

wajg istotng role¢ w dewodach gléwnych rezultatéw rozprawy.
1



Fundamentalnym wynikiem dla wyjaénienia struktury monoidu C,, wydaje si¢ Twier-
dzenie 2.1 z Rozdzialu 2, pokazujace szczegblng postaé zredukowana prawie wszystkich
elementéw monoidu C,. Ta szczegélna postaé jest kluczem w zbadaniu zaréwno mono-
idu C,, jak i algebry pétgrupowej K[C,]. Podstawowym narzedziem wykorzystywanym
w tej czeSci pracy sa wspomniane wyzej bazy Grébnera monoidu C,,. Jest to cze$¢ bardzo
zlozona kombinatorycznie, oparta na glebokiej i Zzmudnej analizie stéw. Niektére wyniki
Rozdziatu 2 pochodza z pracy magisterskiej autorki Struktura ¢ wlasnosci monoidéw oraz
algebr Hecke-Kiselmana, nagrodzonej w konkursie Krok w przyszlo$é na najlepsza prace
studencka z matematyki w 2018 roku. Rezultaty te zostaly wlaczone do pracy (wspél-
autorskiej z promotorem), opublikowanej w renomowanym czasopi$mie Communications
in Contemporary Mathematics. Gtéwnym wynikiem tego rozdzialu jest Twierdzenie 2.44,
o pewnym skoniczonym ciggu ideatéw monoidu C,,, ktérego faktory zawierajg ko-skornczone
pélgrupy macierzowego typu. Tym pélgrupom macierzowego typu po§wigcony jest paragraf
2.4, w ktérym wykazano, ze ich algebry pélgrupowe sg pierwsze (Twierdzenie 2.52).

Rozdzial 3 poswiecony jest opisowi struktury algebr Hecke-Kiselmana nad cialem K.
Udowodniono, ze algebra wyznaczona przez zorientowany cykl dowolnej dltugosdci n > 3 jest
polpierwsza, obustronnie noetherowska i spelnia tozsamo$é wielomianows. Wykazano, ze
jej klasyczny piercienn ulamkéw jest skoficzonym produktem algebr macierzy nad cialem
funkcji wymiernych K(z). Rozwazono réwniez przypadek ogdlny algebry Hecke-Kiselmana,
stowarzyszonej z zorientowanym grafem w sytuacji, gdy ta algebra spelnia tozsamos¢ wie-
lomianows.

Zagadnienie noetherowskos$ci algebr Hecke-Kiselmana stowarzyszonych z grafami zorien-
towanymi badane jest w Rozdziale 4. Autorka otrzymala bardzo ladng charakteryzacje
(Twierdzenie 4.2) orzekajaca, ze algebry te sa jednostronnie noetherowskie wtedy i tylko
wtedy, gdy spéjne skladowe grafu sg albo zorientowanymi cyklami, albo grafami acyklicz-

nymi.

Rozdzial 5 dotyczy opisu nieprzywiedlnych reprezentacji algebr Hecke-Kiselmana nad
cialami algebraicznie domknietymi w przypadku, gdy algebry spelnianiajg tozsamos$¢ wie-
lomianows. Jest to réwnowazne brakowi w grafie wyznaczajacym algebre dwoch réznych
zorientowanych cykli polaczonych zorientowang Sciezka. Podstawowym krokiem jest opis
reprezentacji nieprzywiedlnych algebry K[C,]. Istotng role odgrywa tu wspomniane wyzej
strukturalne Twierdzenie 2.44, pozwalajace na wyréznienie nieprzywiedlnych reprezentacji
pochodzacych od reprezentacji faktoréw zawierajacych ko-skoniczone pélgrupy macierzo-
wego typu. Pozostale reprezentacje pochodzg od idempotentéw monoidu C,,. Wyznaczenie
tych idempotentéw okazalo si¢ niebanalnym zadaniem kombinatorycznym. W paragrafie
5.4 autorka pokazuje réwniez, ze wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje algebry Hecke-
Kiselmana stowarzyszonej z grafem © sg wyznaczone przez reprezentacje algebr stowa-
rzyszonych ze spéjnymi skladowymi podgrafu ©' powstalego przez usuniecie wszystkich
strzalek nie zawartych w zadnym cyklu grafu ©.

W Rozdziale 6 doktorantka analizuje wymiar Gelfanda-Kirytowa algebr Hecke-Kiselmana.
Algebry te naleza do klasy algebr automatowych, ktérych wymiar jest albo liczbg catko-
witg, albo jest nieskonczony. W gléwnym Twierdzeniu 6.12, autorka dowodzi, ze dla algebr
stowarzyszonych z grafami bez dwéch réznych cykli polaczonych zorientowanymi $ciez-
kami, wymiar ten jest suma dlugosci pewnych szczegblnych Sciezek w grafie i liczby jego
cyklicznych podgraféw. Zalezy wiec bezposrednio od pewnych liczbowych niezmiennikéw
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grafu wyznaczajacego algebre. Dowdd tego faktu jest kombinatorycznie zlozony, z istotnym
udzialem baz Grobnera.

Rozdzial 7 dotyczy zagadnienia tozsamosei pdlgrupowych w H K-monoidach. Autorka
potwierdzila w klasie H K monoidéw starg hipoteze, ze jesli algebra pélgrupowa K[S] nad
cialem K spelnia tozsamo$é wielomianows, to pélgrupa spelnia nietrywialna tozsamosé p6i-
grupows. Wykazala wiecej, ze algebra Hecke-Kiselmana nad ciatem jest Pl-algebrg wtedy
i tylko wtedy, gdy wyznaczajacy ja H K monoid spelnia tozsamo$é pélgrupows.

W ostatnim Rozdziale 8 autorka wyjasnia szczegélowo gléwne rezultaty pracy na przy-
kladzie algebr stowarzyszonych z cyklami tréjkatnymi oraz cyklami dlugosci 4. Opisuje
strukture monoidéw Cs i C, oraz nieprzywiedlne reprezentacje algebry K[C;]. Pokazuje
jawng postaé tozsamosci pélgrupowej spelnionej w Cs. Ponadto wyznacza centrum algebry
K|[C3], co jest doéé skomplikowanym kombinatorycznie zadaniem.

Ocena.

Poziom naukowy przedlozonej rozprawy oceniam bardzo wysoko. Uwazam, ze dokto-
rantka wniosla istotny wkiad do poznania struktury monoidéw Hecke-Kiselmana i ich
algebr pélgrupowych nad ciatami. Koficowy efekt rozprawy zalezy od wynikéw autorki
ze znakomitej pracy magisterskiej, oraz od rezultatéw innych autoréw, w tym twierdzen
o algebrach Hecke-Kiselmana, uzyskanych stosunkowo niedawno w grupie skupionej wokét
profesora J. Okninskiego. Autorce udalo si¢ przedstawi¢ w sposob klarowny i precyzyjny
niezbedng wiedz¢ z teorii pierScieni nieprzemiennych, teorii pélgrup i ich reprezentacji,
co bardzo ulatwia §ledzenie dowodéw. Liczne komentarze natury syntetycznej, zwracajace
uwage czytelnika na trudnosci jakie byly do pokonania i jakie rezultaty sa przelomowe dla
uzyskania gltéwnych twierdzen, w sposéb istotny podnoszg jakoéé rozprawy. Nie mam wat-
pliwosci, ze autorka wykazalta si¢ glebokg wiedzg z teorii pélgrup i algebr pdlgrupowych
oraz umiejgtnoscig wykorzystania tej wiedzy do rozwigzania trudnych zadan badawczych.

Dowody prezentowanych rezultatéw majg zréznicowany stopient trudnosci. W wiekszosci
sg jednak skomplikowane technicznie i nasycone kombinatoryka. Ich czytelne, a jedno-
cze$nie dostatecznie formalne przedstawienie wymagalo zatem znacznego wysitku. Praca,
w zakresie prezentacji dowoddéw, jest bardzo dobrze i przejrzyscie zredagowana. Zawiera
liczne komentarze wartoéciujgce uzyskane wyniki i odniesienia do badan innych autoréw.
Rozprawa jest w caloéci bardzo staranmie zredagowana. Jej lekture ulatwiloby znacznie
dodanie skorowidzu pojeé oraz uzywanych symboli.

Wyniki wchodzace w sktad rozprawy staly sie podstaws artykutéw naukowych, opubliko-
wanych w renomowanych czasopismach. Pani mgr Wiertel jest autorka badZ wspotautorka
4 publikacji (wg. bazy MathSciNet na dziefi 7 lipca 2023) po jednej w Communications in
Contemporary Mathematics, Algebras and Representation Theory, Linear Algebra and its
Applications, oraz Forum Mathematicum.

W mojej ocenie poziom naukowy oraz redakcja pracy, Swiadczaca o glebokiej wiedzy i
umiejetnosciach doktorantki, rekomendujg rozprawe do wyréznienia.

Podsumowanie.

Artykut 187 ust.1 i 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i
nauce stwierdza, ze Rozprawa doktorska prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng kandydata w

dyscyplinie albo dyscyplinach oraz umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej
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lub artystycznej oraz Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest oryginalne rozwigzanie pro-
blemu naukowego, oryginalne rozwigzanie w zakresie zastosowania wynikéw wiasnych badan
naukowych w sferze gospodarczej lub spolecznej albo oryginalne dokonanie artystyczne. Nie
mam watpliwoéci, ze przedlozona rozprawa spelnia te warunki. Przedstawione rezultaty
sg wartosciowe i cickawe dla specjalistow. Autorka wykazuje tez, ze potrafi si¢ swobodnie
postugiwaé doéé¢ szerokim spektrum metod oraz gleboka wiedzg z teorii pélgrup pierscieni
nieprzemiennych. Uwazam, ze rozprawa doktorska spelnia, a nawet wykracza ponad wszyst-
kie ustawowe warunki i uzasadnia nadanie magister Magdalenie Wiertel stopnia naukowego
doktora w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka. Wnosz¢
o jej przyjecie oraz dopuszczenie kandydatki do dalszych etapéw postepowania w sprawie
nadania stopnia doktora.

Piotr Grzeszczuk
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