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Rozprawa dolrtorska magigter Magdaleny Wieńel doĘczy kombinatoryeznych wł*sności
mołoidóvł §mk+Kiselmana oraz struktury stovrarzyszonych z nimi algebr pó}grupo§ryó
nąd ciała,rpi, rwanych *}gebra.ni Heck*Kisel,ns&a. Wspornniane qrżej obielcty zostały zd+,
finiowanę stosunkowo niedawno, w prafy z 201,1 roku [O. Ganyushkin and V, Mazorchuk,
On Kiselman quotients of &Hecke monoids, Int- Electron. J" Algebra 10 (2011}, 1?4_191].
Jednym z powod&n, ząi*terwowania się monoidami §ecke-Kire}ma*a (krótko flK mono_
idafii) jest to, że są one natrnalnymi iloraza,mi monoidów He&e. Te ogtatnie, silnie povlią-
z,a&eż grupani Ca:cetera i algebra,mi Hecke ą ważae w wielu aspekbań tmrii reprezełtacji
ofilż w hombioatoryce. Tbk więc jst to problemaĘka nłoda, ale mająpa ścisły związek
z klasyeznymi nrrtarni algebry. §K monoidy powiąpane z ałyklicznlrmi grafarni skiero"
wanymi ą skończone, a §is iń budowa jest dobrze opisana Dalece niejasna vrydaje się
jednak Ńnrktura .FlK monoidów w przypdku, gdy stoyłarzyszone grafy zaxdeĘą rykle.
Naturalnym lłrokiem jwt wyjaśnienie struktury Ąebr połgnĘosrych K|C"l, gdzie C,. jest
fJK nonoidem powĘary.m z zorientoxran3rm cyklem dhĘCIści n } S^ Tego wła{nie zagad-
nienia doĘczy przedłoźona rorpravy& Magdaleny lffiertel.

Rorprama jest okzerna (131 stron); slrłada się ze wstęprr, or§miu ror,działów (zróżniconra-
nej dhryońci) oraz bibliografii, w której wymieniono 58 pozycji. Wstęp zawiera motywacje,
Iffótki rys historyemy o,rea pfeuffitaeję głómrnyeh wynik&r roupfs;wy"

W Rffidziale 1 autorka wprwra,dza niezbędny aparat pojęeiovry orar prąrpomina ńrnda_
mentalne rezrrltaĘ a teorii pieńcieni nieprzemiennych i algebr pótgrupowych. Prezentuje
głóvrne obiekby rozwaźane w pracy, czyli monoidy H€drc-Ki§eŁfrsna orag ich Ąebry. Eks-
ponuj€ ich konbinatoryczne aspekĘ preentując, znalezione pruer. A. Męcla i J. Okniń-
skiego, eharakteryr,acje ba,z Gróbn€fa algebr Hec}re-Kiselmana. Charakteryaacje te odgry-
wają istotną rolę w d#odach gtó§nycb rezuftów rryzprąwy,



Flrnda,menta}nym wynikiem dla wyjaśnienia struktury monoidu Ę wydaje się Tlvier-
dzenie ż.l z RazdńeŁa 2, pokazłrjrye szczegółną postac zredukowaną prawie wszystkich
elementów monoidu C*. Ta szłzegó|na postac jest kluczem w zbadaniu zaróy,mo moao-
idu C,*, jak i algebry półgrupowej K[C"]. Podstawovrym narzędaiem wykorzystywanym
w tej czŃi pra€y ą wspomniane wyzej bazy Grótlnera monoidu C". Jest to cąić bardzo
złoż,ona kombinatorycanie, oparta na głębokiej i żmudnej analizie słórr. Niektóre wyniki
Rwdziału 2 pochodzą z Wsqy magistemkiej autorki Sfułłktara i q§łesrbośeź monńdów araz
dgehr Heeke-Kiselrrrana, nagrodzonej w konkursię Krok w przyszłłść na najlepszą pracę
studencką z matematyki w 2018 rqku. Rezultaty te zostały włączone do prary (wspÓŁ
autorskiej z promotorem), opub§kowanej w r€noruo§lalrJrm czasopiśmie Cammuniu,tions
i,n Contenryalzry Mathemati,es. Głósr§},m wynikienn tego ro,adziału jest Twierdzenie 2.44,
c pelrnym skończołym ciągu ideałórr monoidu Cr., którego faktory zarrierają ko-skończone
półgrupy nnacierzonego Spu. Tym półgrupom macierzmrego typłl pa{wipony jest paragraf
2.4, w którym wyka,zano, że ieh aĘebry półgrupowe ą pierwsze (Twierdzenie 2.5ż}.

Rozdział 3 poswięcony jst opisond struktury aĘebr Hecke,Kiselmaila nad ciałem K.
Udowodniono, że Ąebra wyunaczona przez zorientowany cykl dowolnej dh€ości rr, } 3 jest
póĘierwsza, obustronnie noethero*,ska i spełnia toz§amość wielomianov,ą. Wykaaano, że
jej Hasyczay piedscień ułamkólr jwt slłończonyrn produktem algebr maciem5r nad ciałem
fimkeji wymierny& Jr(rr). Rnzwazono również ogólny a}sebry Heclre-Kiselnana,
stowarz;łszonej z zorierrtowan3rm grafem w sytuacji, gdy ta algebra spełnia tożsarnoeć wi*
iomianową.

Zagadnienie noetherowskości algebr HeckeKiselnana stowarzyszouych z pafa,mi zorien-
towan3rpi badane jest w Fozdziale 4. Autorka otrzymała hrdzo ładną eharakteryzację
(Tlrierdzenie 4.2\ łrrekająą, że aĘebry te ą jednostronnie naethefirqrskie wtdy i Ęlko
wtedy, gdy spójne składowe grafn są albo zorientowa*lmi cyklarni, albo gra.fa.mi acyklicz-
nymi.

Rozdział 5 dotyczy opisu niepłzywiedlnych reprereirtaeji algebr Hecke-.Kiselmana nad
ciałxmi algebraicznie dornkniętymi w przl.padku, gdy algebry spetnianiają tożsamość wi+.
lomiaaourą. Jest to równouaźne brakawi w grafie wyaIwc?,aj ye algebrę dwóch ńżnych
zorientowanych cyHi połąpzonych zorientowaną ścieżĘ. Podstawovqym krokim jwt opis
reprezentacji nieprrywiedlnycŁ algebry KIC,'|.Istotną rolę adgrywa tu wspornniarre wyżej
struktrrralne T\ł.ierdzenie 2.44, pozwalaj#e na wyr&niełie nieprzywiedlnyń reprerentacji
pochcdzryych od reprwentacji fbktorów zawieĘących k+.skończone półgrupy macierz+
wąo typu. Pozostałę reprezentacje pochodzą od ide.mpotentóv monoidu C*.Wyznaaz,eńe
Ęch idempotentórr okazało się niebanalnym zsdaniee kombinatoryczrym. W paragrafie
5.4 autorka pokaauje rówłież, ze wsąmtkie niep:aywiedlae reprezentacje algebry Heck+,
Kiselmana stowarzyszonej z grafem O ą wyznaczone pfz€u reprezentacje aĘbr sto§ra-
rzyszonyeh z,e spójnymi składovryrmi podsraflr s' powstałego przez rrsłrnięcie wsrystkich
strzałek nie zawarĘch w żadnym eyklu gra,fu 0.

W Bozdziale 6 dokborantka analizrrjewymiarGelfanda-KĘłorvaalgebr Heck+,Kiselmana.
AĘebry te naleĘ do klasy algebr automatovłych, których urymiał jest albo liczĘ całko-
witą albo jest aiesltończony. W głównym Tkierdzeniu 6.12, autorka dclrodri, ge dla algebr
stowarzyszonych z grafani bez dqńch różuych cyk}i połą,czonych zorientowanymi ścież-
kami, wjrmiar ten jest sumą długosci pewnych szczególnych ścieiek w grafie i §czby jego
cyklicmycb podpafóń. ZaIeży wip bwpo§rednio od pewnych liczbowych niermrienników
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sra,fu wyrnsczejąp€s algebrę. Dowód tego fakbu jest kombinatorycznie złń,łny, z istotnym
udziąłem bag Gr6bnera.

R}udział 7 doĘczy zagadnienia tożlsalrrości Ńłgupov.ych w }/K-noaoidach. Autorka
potwierdziła *, klasie Jlff monoidórr starą hipotezą, ż,ejeś§ Ąebra półgrupowa /r[S] uad
ciałem f( spełnia tozsa,mg{ć wielomianową, to półgrupa spełnia nietrywialną tożsanosĆ poł-
grupoTlą. Wykazała nięcej, ze al6ebra Hecł<e-Kiselmana na,d eia}em jmt Pl-algebrą wiedy
i tylko rłrted5 gdy wymaczająpy ją EK monoid spełrria tożsamg{ć półgruponą.

w ostatnim Rozdzia}e 8 autorka wyjasnia szcząółowo główne rezultaty pracy na prży-
kładzie algebr §towarzy§zonych z cyklnmf trójkątnl,mi oraz ryklemi długą§ci a. Opisuje
struł*urę rnonoidów Ca i Cą oraa nieprąlwiedlne reprezentacje algebry .I([ą. Pokazuje
javrną postŃ togsa,mości półgnrpowej spełnionej w Cg. Pona,dto wzlnffi,e centrum algebry
KlCe|, c0 j€st dość skomplikowanym kombinatoryeznie zdaniem.

Ocena.

Poziom naukowy przedłoż;onej rorpra.łvy ocełiam bardzo łysoko. Uwaźa,rn, że dokto-
rantka wniosła istotny wkład do poznania struktu-ry monoidóvr Hecke-Kiselnnana i ich
aĘebr połgrupowych nad ciała,ni. Końcovry efekt rozprany zaleĘ od wyników autorki
ze zna,kcmitej praf,y nragisterskiej, oraz od tgultatólr innych autotóvr, ry tym twbrdzeń
o aĘebraeh lIecke-.Kiselmana, uzyskanyó stm.unkowo niedavrno w grupie skupionej wokół
profmora J. Oknilrskiego. Autorce udało się przedstavrić w sposób klarovrny i prmyzyjny
niezbędną wiedzę z teorii pierścieri nieprr,emiennych, teorii półgrup i ieh reprerentacji,
co bardzo ułatwia śledzenie dowodól*. Licrge komentarze natury synteĘcznej, awracająee
uwagę na trudnor{ci jakie by}y do pokonania i jakie rezultaty ą przełomo*re dla
rrzyskania glóuraych tnierdzeń, w sposób istotay podnosą jakotr rcuplawy. Nie mam wąt-
pliwości, że autorka wykaaa}a się głęboĘ wiedzą z teorii Ńłsrup i algehr połgrupo§rych
oraa umiejętnością wykorzystani* tej wiedzy do rozwiryania zadań ba,davłcrych.

Doundy prezentowanycŁ rezultatów m*ją zróńnicosra,ny stopień trudgości. W większŃci
są jednak skomp§kowaae tecbnicznie i nasycone kombinatoryĘ. Ich czytelne, a jedno-
cześnie dostatecznie formalne przdstawienie wymagało zatem mafznĘo wytiłku. Praca,
w zakresie prezentacji dowadów, jest bałdzo dobrze i przejłr5łście zredagona,rra. Załpiera
liczne konentarze wartościująp uryskane wyniki i odniesienia do badan innyeh autorólg,
Rorpranna jest w eałości bardz.o starannie zredagowana. Jej lektrę ułatwiłoĘ alanuńe
dodanie skororpidzrr poj$ oraa uzywanych symboli.

Wbiki wchodząpe w skła,d roą)revry ataĘ się podstawą arĘkułóv naukowych, opubliko.
wanych w renomowanye.h . Pani mgr Wiertel jmt autołĘ bądź współautorką
4 pub§kacji (ws. bazy M*th§cNet na dzień 7 lipca 20ż3) po jednej sl Cerwn,m*źcatiłns źn
Conternprtry Math*nńies, Ałgebras and Representatiort, Thmry, Lźnar Algebm anil its
Appliu,tiora, ar*z Fanl,łłl Matłł,anatźcurn.

W mojej ocenie poziom aau}łonry oraz redalrcja. prasy, śniadeząpa o głębokiej wiedzy i
rrmiejętnffiach doktorantki, rekornendują rorprawę do wyńżnienia.

podsumocfia§ie.

Ańykuł 187 u§t,l i 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Praqro o szkolnictwie wyższym i
nauce strierdza, żn Rłąrawa d,okłarsfu pełerńaje ogóbłę wźdzę teoł,etgcaą kandgl,ata u
dysegpłźnie ałba dgscy§Iinałh ołaz łnnĘęblłść sałnodzźelnega prouładzmił, p?acy nalńowej



Iub artgsłgcznĘ arua Przed,rłzźoterru rczryw łloktarskźej iest orygi,nŃne ronłĘzanie pro-
blemu naukowego, oryginalne rezwźqzanźe w zakresi,e zastgsłu*n,in uly,łti,kóu własrryeh fuilań
naukowgch w sferze gospńarczej lub społeeznej albo orygł.nalne dakonanie ańystgczne. Nie
mam wątp§vrości, że przedłożona rozprawa spelnia te warunki- Przedstawione rezultaty
są wańościowe i ciekawe dla sprcjalistów. Autorka wykazuje też, że potrafi się swobodnie
posługiwać dość szerokim spektrum metod oraz głęboką wiedzą z teorii półgrup pierŚcieni
nieprzemieunycłr. Uwaźam, żnrozprawadoktorska spełnia, a navret wykraeza ponad wsąrst-
kie ustawowe warunki i rrzasadnia nadanie magister Magdalenie Wiertel stopnia naukowego
doktora w dziedzinie nauk ścisłych i przyrodniffiy&, w dyscyplinie matematyka, Wnoszę
o jei przyjęcie oraz dopuszczenie kandydatki do dalszych etapów postępowania w sprawie
nadania stopnia dokŁora.

piotr Grzeszezuk
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