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RBcBrz.lł RoZpRAW.lr DOKTORSKIEJ NltGRA Łuxłszł TRBszczorNt
PT.,,FUNCTIONAL LI\,{IT THtroRtrN{S RELATtrD To PARTICLtr SYSTtrMS)'

Rozprawa doktorska mgra Łukasza Treszczotki poświęcona jest badarriu funkcjo-

nalnych twierdzeń granicznych związanych z układami niezależnie poruszających się

cząstek z dołączonvmi lvagami. Tematyka rozprawy zapoczątkowana została pIaCą

Deuschela i Wanga z 1994 roku badającą tr,vierdzenia graniczne dla funkcjonałów rrŚred-

niorrych czasów przebywania poissonorvskiego układu cząstek rv Rd, które poruszają się

zgodnie z rucłrenr Browna. \\'_rłliki Deuschela i Wanga zostalv Tozs7,ęrzole w dw'Óclr

pracacłr Bojdeckiego, Gorostizy i Talarczyk z 2006 roku na prz1,-padek cząstek, które

poruszają się zgodnie z symetrycznlln1 
"-.'ubilnl,p 

procesem |§yy|ego dla a e (0,2] .

W szczególrrości pokazano w nic}i, że dla d > a granicą furrkcjonałów jest rucłr Brolł'na.
a gdy r], < aułanrkowy ruch Brorvlra z palametrern Hursta H : l _ *. W ostatnich
latach pojawiły się liczne prace dotyczące tw-ierdzeń granlcznl,cli dla bardziej skomPli
kowanego gałązkującego układu cząstek (nrogą one się rozlnnażać i umierać) oraz dla
innych nrodeli z procesami gałązkorvyrni, superprocesanri i przeskalowanymi ukłaclanri

dynamicznymi. Oprócz artykułów- Bojdeckiego. Gorostizy i Talarczyk wymieniĆ trrtaj

należy prace innych autorórł, takiclr jak Ren. Song, Zhang. \,fiłoś. Owada i Samoroclnit-

sklr. 1tr1 tych często bardzo trudrrych technicznie pracach udowoclniono. ze w zaleŻlo,
ści od paranretrórł, nrodeli grarricą odpolł,iednio zdefiniowanych funkcjonałów moze bYĆ

ruch Browna, stabilny proces Lóvy'ego 1ub tez proces saniopodobny (gaussowski lrlb

stabilny) z zależn7,lti (niekorriecznie stacjonarnynri) przyrostarni. Ternatyka lozplawy
doktorskie,j mgra Łukasza TTeszczotki zajmującej się różnorodrryrni układami cząstek
z c]odatkowo ciołączonynri r,vaganri starrowi rł, mo.jej ocenie wazny i aktualrry kierrrnek

badari twierdzeń granicznych.

Ndgr Treszczotko bada szczegółowo trzy różne t},p}. twierdzeń granicznych dotyczą-
cyclr

o funkciolrałów z czasalrli lokalnymi sarnoprzecięć trajektorii cząstek,

r funkcjonałów, w któryclr wagi dołączone c]o cząsteczek mają cięzkie o8ony.

o błądzenia losowego w losowym środowisku.



Zagadnieniaterozważane są odpor,viednio w rozdziałach 3, 4 i 5 będących kluczowymi
częścianri pracy doktorskiej nlgra Tresz czotkl.

Inspiracją rozważań autora dotyczących pierwszego zagadnienia była praca Bojdec-
kiego, Gorostizy i Talarczyk z2075 roku, w której udorvodniono, ze grarricą fukcjonałórv
z czasarni lokalrrymi samoprzecięć dwóclr niezależnych o-stabilnych procesót, Lóvy'ego
dia cv € (ll2,1) jest proces Rosenblatta z wykładnikiem Hursta H : a. W twierdzeniu
3.2.3 nrgr Treszczotko tozszerzył ten wynik na przypadek sanoprzecięć k niezależnych
cl-stabilnych procesów Lóvy'ego dla k > 2. a e (ll2,1) i jako procesy graniczne uzyskał
tzl,y. k-procesy Herrnita z wykładnikiem Hursta H :1- (1 - a)kl2. Jest to ważny
w;lnik, który wymagał rozbudowanego i trudnego technicznie dorł,odu wykorzystują-
cego zaawansowane własności procesów o wartościach w przestrzeniach dystrybucji i
tzw. produkt Wicka. Warto dodać, że przepror.vadzony dor,vód ident;rfikacji procesu
graniczlrego oparty jest na wzoIze Itó dla r,vielokrotnych całek \\''ienera-Itó i różrli się
całkor,ł,icie od dowodu z pTacy Bojdeckiego, Gorostizy i Talarczyk bazującego na nreto-

dzie monrentów. Bardzo ciekawe .jest takze twierdzenie 3.2.2 z tego samego rozdziałl.
Udor,vodrriono lv ttim, że granicą odpowiednio zdefiniorł.an1,,clr funkcjorrałów może b1,,ć:

kazdy niesvnretryczny ploces Roserrblatta z paranretrarrri (cł. .j) dla l > 13 ) a ) 0.

d + P > 1. Dodatkowa trudność polegała w tlrp przl,padkrr rra ztlalezieniu funkcjonałrt
o zadarr1,-ch własnościach,

w rozdziale ,l badany jest przypadek funkcjonałów zaleznl,clr od zadanej furrkcji
całkowalnej c! oraz wag będących znrienny-i 1o.911ryni z gęstościarrli proporcjonalnymi
do |;|-t-a1{l,>t}dz dla o € (1,2). Zakłada się, że czastki poruszają się zgodnie z

l9-stabi]nynri procesanri Lóvy'ego dla d e (,1,2). Głównvnri rvrrrikanri rozdziału 4 są
tlvierdzenie graniczne pierr,vszego rzędu (twierdzenie -t.6.1) i trvieldzenia graniczne dru-
giego rzędu (twierdzenia4,.6.2 i 4.6.4). W pierwszym z rric}r loz\\-aza się przypadek. gdy

Ioó@)da f 0 i dolvodzi się, że przy nolnalizacji Fr: Tr 1-* p.o."sem graniczrrynr
r,v serrsie zbieżności funkcjonalnej jest produkt wartości całki z ftrrrkcji ó i całki z czasLt

lokalnego d-stabilnego plocesu Lóvy'ego u.zględem odponiedrriej cł-stabilnej miary 1o-

sowej. \\,' tu,ierdzeniach granicznyclr drrrgiego rzędu zakłada się. że J', o(y)d!) : 0 i przy
róznorodnych załozetriac}i na zachowanie się p w *oo i -oc oraz czl,rrrriki normalizująt,e
dowodzi się zbiezności skończenie wypriaror.vej do różnorodn,vclr stabilnych procesów sa-

rrropodobnyclr, w tym procesów wprowadzonych ostatnio r,r, pracach Sarnorodnitsky'ego
z 2015 i 2017 r. Warto dodać. ze mgl Treszczotko jako prrlces1- graniczne uzyskał
tez procesy, które rrie wydają się być rozlł,ażane w pracach innl,clr autorów. Dowody
twierdzeń z rozdziału 4 są trudne teclrnicznie. Zebrane one został1, lv ciągi trudnych
rachunkowo i oryginalnyclr lematów. Ich przepror,vadzenie wymagało za kazdym lazen}
r,vykorzys t ania róznoro dnyclr nar zędzi dowo dowyclr.

Kolejną ważną częścią rozprawy jest rozdział 5. Badane są w nim twierdzenia gra-



niczne dla błądzenia losowego w podwójnie losorł,yrn środowisku. W rozdziale tYm

rozważa się model środowiska podobny do modelu z pracy Kestena i Spitzera z 1979

roku. W ciekawynl twierdzeniu 5.2.2 pokazuje się, ze odpowiednio zdefiniou'ane ciagi
procesów zbiegaią według rozkładu w sensie zbieżności skoirczenie wymiarowej do Pro-
cesu Ę.B.._, wprowadzonego w pracy Junga, Owady i Sanrorodnitsky'ego z 201,7 rokll
będącego całĘ rvzględern symetrycznej r_v-stabilnej miary losov-ej ze złoŻella SYme-

trycznego 1-stabilnego procesu Lóvy'ego z czasem 1okalnym synretryczrrego niezaleŻlrego

B-stabilnego plocesu Lóvy'ego.

Rozprawa została bardzo dobrze zredagowana. Jej język jest bardzo precyzyjny i

oszczędrry. Zawiera tylko rrieliczne błędy drukarskie. \\rstęp oraz drva pierwsze roz-

działy stanowią bard,zo dobre ł-prorvadzenie do zasadrricze,j części pracy. Podane są

rv nich podstarvowe definicje i twierdzetria opisrrjące nriary losorve. spektralne tniary
losowe, r,vielokrotne całki Wienera-Itó i czasy 1okalrre. \\r- rozpralvie badarre były ak-

tualne i trudne zagadnierria. których zrozumienie i rozrviązarie r,vynragało znajornoŚci

rvielu artykrrłów naukorv.vclr oraz zastosowania trudnvch technicznie tnetod don'odo-

rvł-ch, \\redług mnie nalezy tez docenić skuteczne pokonanie przez atttora duzych trrrd-

ności raclrunkowych. Otrzl.tliane w pracy rł,yniki uwazan] za ciekarve i wartoŚciorł-e.

Uzrrpełrriaja one §,cześniejsze rezultaty na podobny tetnat kilkri bardzo dobrych Pro-
babilistór,v, \ĄI tyrll Bojdeckiego. Gorostizy, Samorodnitskr"ego i Talarczyk. \\riększość

rczultatów pracy doktorskiej rrrgra Treszczotki została juz opull1iko\\rana. W szczegól-

ności rezultaty z rozdzl,ału 3 został}, opublikorvane w prac}. z Stoch,astics and Dyna'm'ics.

2019. 19(01):1950001, z rozdztałl,1 w pracv arX,lu:1709.076/Ł4. 2017, a z rozdziałl |l
w pracy z ECP, 2018, 23(66) 11 pp. Wyniki zrozdziału J rradają się w mojej opirrii

do opublikowania lv regrrlarrrl,m czasopiśmie. },[oia jedyna krytr czlla uwaga Zw),ąZa:na

jest z tytułenr rozprawv. \V duzej części placy. w t;,,n] rr- rozdziale a (od twierdze/l
granicznych drugiego rzędu) i lv rozdziale 11. uzyskane \y plac\: ri,l,niki dotyczą jedynie

zbiezrrości skończetrie u,ytniarorvej. nie są to więc funkcjorlalrre tr.vierdzenia graniczne.

Brakuje mi trclchę odlriesienia się autora do mozlirvości lvztloclri"lią 11,1,,'ników skoitcze-

nie wyniarowych do zbiezności funkcjonalnej (w topologii J1 erv. słabszych np. łĄ 1ub

,5). Powyzsza uwaga nie ztlrienia rrrojej wysokiej oceny lozpra\\,\-.

Podsumowtrjąc strł.ierdzatlt. że przedstalvio,Ia przez mgra Treszczotkę praca jest

ciekawą i wartościową l,ozprawą cloktorsĘ i spełnia lvszystkie 1i,,yrnagania ustawowę

i 211,yczajowe stawial}e rozplawom doktorskinr. Wobec tego lvnoszę o dopuszczenie mgr

Łukasza Treszczotkę do dalszyclr etapów przewodu doktorskiego.

Woąn;J,-
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