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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Lukasza Treszczotko
sPunctinal limit theorems related to particle systems”.

Rozprawa doktorska mgra Fukasza Treszczotko powstata pod opicks dr hab. Anny
Talarczyk-Noble. Zostala napisana w jezyku angielskim, liczy 132 strony i sktada si¢ z
5 rozdzialéow zawartych w dwoch czesciach. W czedei pierwszej w sposéb ogoélny przed-
stawia on gléwne wyniki swojego doktoratu podajac ich tlo historyczne, gléwne idee
stojace za badanymi problemami oraz wprowadza pojawiajace sic w pracy pojecia,
obiekty i twierdzenia. W drugiej czeSci rozprawy znajdziemy trzy kolejne rozdziaty
odnoszace si¢ juz bezposredni do uzyskanych wynikéw oraz ich dowodéw. Odwzorowuja
one rezultaty z trzech publikacji mgra Lukasza Treszczotko, z ktérych dwie zostaly opu-
blikowane, za$ jedna ma status preprintu umieszczonego w internetowym repozytorium
arXiv. Warto podkredli¢, Ze wszystkie wspomniane prace sa samodzielne. Tematycznie
rozprawa obejmuje zagadnienia zwiazane z funkcjonalnymi twierdzeniami granicznymi
dla pewnej klasy ukladéw. czastek.

Przejde teraz do oméwienia wynikéw uzyskanych przez mgra Treszczotko z zacho-
waniem podzialu na wspomniane trzy czesci.

Punktem wyjécia dla rozwazan przeprowadzonych w rozdziale trzecim rozprawy sa
uklady czastek postaci (z7 + & )jen, gdzie pozycje poczatkowe ukladu (z7);en zadane
sg przez losowa miare Poissona z intensywnoscia bedaca miarg Lebesgue’a i sa one
niezalezne od ukladu (£]);en niezaleznych proceséw a-stabilnych, gdzie o € (0,2). Na
bazie tychze proceséw definiowany jest nastepnie proces
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gdzie (0;)jen sa niezaleznymi (migdzy sobg i od (27 + ¢9)) zmiennymi losowymi o roz-
kladzie dwupunktowym. Pojawiajacy si¢ powyzej self-intersectional local time (2-SILT)
proceséw p', p? jest funkcjonatem zadanym formalnie przez

(M@ T) ) = [ /[ PO = pydude, €5 @)
U‘ 2

Motywacja do podjecia przez doktoranta badan sg wyniki pracy [8], w ktérej pokazano,
ze proces & jest dobrze zdefiniowany, posiada ciagla modyfikacje oraz zbiega do procesu
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Rosenblatta, gdy T — oo. We wspomnianej pracy nakreslono takze dwie mozliwe drogi
rozszerzenia tego rezultatu (podrozdziaty 5.2 1 5.3 w [8]) i wladnie tym zajmuje sie mgr
Lukasz Treszczotko w omawianej czesci swojego doktoratu.

Pierwsze rozszerzenie dotyczy zamiany granicznego procesu na przypadek niesyme-
trycznego procesu Rosenblatta z parametrami (a, ), 2 > 8 > a > 0 przez rozwazanie
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w miejsce (1). Doktorant pokazuje, ze tak zadany proces jest dobrze zdefiniowany (po-
wyzszy szereg jest zbiezny) i posiada ciggla modyfikacje (Proposition 3.2.1), a nastepnie
dowodzi, ze gdy T — oo, to proces (17 ) zbiega do niesymetrycznego procesu Rosen-
blatta z parametrami (o, 8), oile1 >8> a >0ia+ 8 > 1 (Theorem 3.2.2). Dowody
obu wynikéw podazaja dokladnie tym samym schematem, ktéry zostal zaproponowany
w pracy [8] (i czeSciowo w [11]). Najtrudniejszym elementem wydaje sie by¢ wybor
odpowiedniej niesymetrycznej modyfikacji procesu & tak, aby owy schemat zadzialal i
w wyniku dal rzeczony niesymetryczny proces Rosenblatta.

Drugie rozwazane rozszerzenie wynikéw pracy [8] dotyczy zastapnia 2-SILTu (2)
przez jego uogdlnienie dla wickszej ilosci proceséow pt,...,p%, k > 2, tzw. k-SILT for-
malnie zadane przez
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Idea samoprzecigciowych czaséw lokalnych wyzszych rzedéw pochodzi z pracy A. Ta-
larczyk [44]. L. Treszczotko adaptuje te ide¢ i dowodzi, ze dla dowolnego naturalnego
k > 2 oraz a € (1 — k71, 1) proces
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jest dobrze zdefiniowany, posiada ciagla modyfikacje i jest zbiezny do k-procesu Her-
mite’a Z}; z wykladnikiem Hursta H = 1 — (1 — a)k/2 (Theorem 3.2.3). Takze w tym
przypadku podaza sciezka dowodowg nakreslong w pracy (8], choé trzeba przyznaé, ze
napotyka w tym przypadku duzo wigksze problemy techniczne. Dodatkowo zmienia on
sposob identyfikacji procesu granicznego.

Wyniki zawarte w rodziale czwartym doktoratu rozpoczyna rezultat dla szerszej klasy
ukladow czastek. Po pierwsze dopuszcza sie ogolniejsze procesy opisujace ruch czastek.
Dokladniej sg to symetryczne procesy Lévy’ego zadane przez miare Lévy’ego postaci
f(z)|z|"'~#dz dla pewnej wolno zmieniajacej si¢ w nieskoriczonosci funkeji f. Po drugie
doktorant bada przypadek, gdy wagi przypisane do poszczegélnych czastek (niezalezne
o tym samym rozktadzie) maja cigzkie ogony. Rozszerzajac wyniki i idee zawarte w
pracy [12] L. Treszczotko rozwaza proces
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dla pewnego konkretnego wyboru funkeji normujgcych Cr, Dp, Fr zaleznego od miary
Lévy’ego procesu n' oraz gestosci rozkladu wag 2'. Funkcja ¢ pojawiajaca sic powyzej
jest funkcja klasy L!(R) o wilasnosci fRé(a:)da: # 0. W Theorem 4.6.1 pokazano zbiez-
nos$¢ powyzszego procesu (wedlug rozkladéw skonczenie wymiarowych oraz w C[0, oo)
przy dodatkowych zalozeniach) do

K ( /R qﬁ(:r:)d:r) X,

gdzie K jest pewna dodatnig stala. Pojawiajacy sie w granicy proces X nalezy do
klasy procesow posiadajacych reprezentacje catkowe, w ktorej calkuje si¢ czas lokalny
symetrycznego procesu §-stabilnego wzgledem symetrycznej a-stabilnej miary losowej,
gdzie « odnosi si¢ do zachowania ogona rozkladu tadunkéw. Wynik ten jest elegancki i
ogblny, za$ otrzymane procesy graniczne sa przedmiotem aktualnych badan (zob. [35]).
Jak latwo wida¢, przypadek funkeji speliajgcych quﬁ(x)dm = 0 wymaga modyfikacji
normowan, aby w efekcie otrzymaé nietrywialng granice. W badaniu tego przypadku
doktorant spowrotem zaweza klasg rozwazanych proceséw do niezaleznych symetrycz-
nych S-stabilnych proceséw Lévy’ego, 8 € (1,2), oraz zaklada odpowiednio szybki zanik
funkeji ¢ w nieskoriczonosci. W Theorem 4.6.2 dowodzi on odpowiedniej zbieznoéci, ale
tym razem obicktem granicznym sg procesy X*#7 o bardziej skomplikowanej repre-
zentacji catkowej (4.1.2) z v = 2, ktore zostaly wprowadzone uprzednio w [35]. Na
koniec rozwazany jest przypadek funkcji ¢ o cigzkich ogonach. Tutaj zalozenia doty-
czgce zarowno funkcji ¢, jak i gestosci rozkladow ltadunkéw sg bardziej szczegblowe, ale
w granicy udalo sie otrzymaé nowe przyktady samopodobnych proceséow o stacjonarnych
przyrostach (H-sssi processes).

Rozdzial 5. omawianej dysertacji po§wiecony jest procesom X %P7 o reprezentacji
catkowej (4.1.2) indeksowanych parametrami o, 8 i v, przy czym glowny celem jest
poluzowanie warunku v = 2 zakladanego wczesniej w [35] oraz rozdziale 4 doktoratu.
Doktadniej mgr Lukasz Treszczotko otrzymuje tego typu procesy jako obiekty graniczne,
jednak uzyte do tej aproksymacji procesy maja inny niz poprzednio charakter. Przedsta-
wiona konstrukeja bazuje na spacerze losowym na kracie Z, z punktami ktérej stowarzy-
szone sa w sposob niezalezny zmienne losowe (€, ).cz modelujace wygrana (lub strate) w
momencie wizyty w danym punkcie. Dodatkowa losowos§é rozwazanego modelu pocho-
dzi od niezaleznych zmiennych losowych (Y;);en, ktore modeluja wielkosé wygranej lub
straty w momencie k-tej wizyty w danym punkcie kraty. Calkowita warto$é¢ wygranych
(strat) w danej chwili czasu ¢ zadana jest w tym modelu przez proces

Ny ()
Z(t) = Z Z Yk §z,
reZ k=1

gdzie N, (z) jest iloScig wizyt wyjSciowego spaceru losowego w punkcie z do chwili n.
Dodatkowo zaklada si¢, ze wyjsciowy spacer losowy, (oraz ciagi (&), (Yx)) sa w nor-
malnym obszarze przyciggania symetrycznego rozktadu S-stabilnego (odpowiednio « i
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7-stabilnego). Biorac niezalezne kopie powyzszego procesu definiowany jest proces

b .
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dla pewnych ciggéw normujacych (a,) i (b,). W Theorem 5.2.2 pokazano, ze przy pew-
nym technicznym warunku na rozklady (Y}) danym w (5.2.6) zachodzi zbieznosé procesu
Gn (w sensie rozktadow skoriczenie-wymiarowych) do X7 oile 0 < o < v < 2. Jego
dowdd, ogélnie rzecz biorac, polega na pokazaniu zbieznosci funkcji charakterystyczne;j
i w duzej mierze podaza schematem uzytym uprzednio w [15].

Lukasz Treszczotko w swoim doktoracie rozwaza zagadnienia zZwigzane z wazna i
ciagle rozwijang tematyka, stanowiaca czesé ogolnej teorii proceséw stochastycznych.
Badania zbieznoéci roznej natury obiektéw zwigzanych z niezaleznymi ukladami czastek
sg prowadzone od wielu lat i owocowaly wieloma wybitnymi wynikami. W mojej ocenie
rezultaty doktoranta majg swoja wagg i uzupelniaja naszg wiedze w tym zakresie, choé
oczywiscie na tym etapie trudno oceni¢ ich realny wplyw na dalszy rozwoj tej tematyki.
Jak przyznaje sam autor, motywacja do szukania reprezentacji procesu jako granicy
zwigzanej z ukladem czastek jest lepsze zrozumienie natury rozwazanych proceséw gra-
nicznych. Musz¢ jednak przyznaé, ze zabraklo mi w rozprawie dyskusji przykladéw
(nawet luzno zwigzanych z rozwazanymi obiektami), w ktérych tego typu wynik bylby
wykorzystany do wyznaczenia jaki§ glebszych wiasnosci proceséw granicznych. Cheial-
bym jednak podkresli¢, ze abstrahujac od ewentualnych zastosowan, wyniki dotyczace
zbieznosci sa dla mnie ciekawe same w sobie. Odnoszac sie do rezultatow pierwszej
czesci rozprawy zawartych w rozdziale trzecim, nalezy stwierdzié, ze sg to wyniki roz-
szerzajgce znane rezultaty przez adaptacje ich dowodéw do ogélniejszych przypadkow.
Nie jest to bynajmniej zarzut, poniewaz gro prac matematycznych ma taki charakter,
wliczajac w to takze niektére prace piszacego te stowa. Wydaje sie to réwniez naturalna
I najbardziej odpowiednia droga do wprowadzenia mlodego naukowca w zaawansowang
i aktualng tematyke badawcza. Wyniki kolejnego rozdziatu sa w mojej ocenie najcie-
kawsze i stanowia uzupetnienie bardzo aktualnych i waznych badan. Autor wykazal sie
duza biegloscig zarowno na poziomie operowania pojeciami, jak i dowodzenia technicz-
nych lematow, dzigki czemu zdotal pokonaé¢ wiele problemé6w, ktére napotkat na swo jej
drodze. Mam nadziej¢, Ze uda mu si¢ je opublikowaé w odpowiednio renomowanym
czasopiSmie. Wynik zaprezentowany w ostatnim rozdziale stanowi tadne domkniecie
rozwazan przeprowadzonych w poprzednich czedciach rozprawy. Nalezy docenié, ze au-
torowi udato si¢ w pewnym stopniu domknaé zalozony program badan, pomimo, ze
wymagalo to od niego zupelnie odmiennego podejécia metodologicznego, niz to mialo
miejsce w poprzednich rozdzialach.

Rozprawa doktorska jest napisana starannie, choé znajduja sie w niej pewne usterki,
gléwnie redakeyjne i nie wplywajace na meritum, ktorych liste zalaczam do niniejszej
recenzji. Autor z jednej strony zamiescil obszerny wstep wprowadzajacy do rozwazanej
tematyki, z drugiej strony w kazdym z rozdzialéw stara sic bezbolesnie przeprowadzié
czytelnika przez czgsto techniczne dowody. Jako osoba niepracujgca na co dzien w tej
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tematyce doceniam dbatos¢é doktoranta o lagodne wprowadzenie czytelnika w rozwa-
zane zagadnienia i mysle udang prébe klarownego przedstawienia swoich rezultatéow ich
dowodéw. Czytajac dysertacje nie znalaztem bledéw w rozumowaniach.

Lukasz Treszczotko jest autorem 5 prac, z ktérych 4 sg pracami samodzielnymi, a
wyniki 3 z nich wchodzg w sktad niniejszej rozprawy. Dwie prace wchodzace w sktad
rozprawy zostaly opublikowane w czasopismach Stochastics and Dynamics oraz Elele-
tronic Communications in Probability. Doktorant otrzymal takze grant Narodowego
Centrum Nauki w konkursie Preludium w 2017 roku.

Uwazam, Ze rozprawa doktorska mgr. Lukasza Treszczotko spelnia wy-
magania ustawowe zawarte w Ustawie z dn. 14 marca 2003r. ,»O stopniach
i tytule naukowym oraz stopniach i tytule w zakresie sztuki”. Spelnia ona
takze wymagania zwyczajowe. W zwigzku z powyzszym wnioskuje o dopusz-
cenie mgra Yukasza Treszczotko do dalszych etapéw postepowania w sprawie
nadania stopnia doktora.
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Zalgcznik

Lista uwag redakcyjnych
8.9 . -12 Powinno byé¢ ,,a-stable”.
5.6 1. 20 Powinno by¢ ,Lévy”.
s.6 1. -3 Powinno byé ,stable”.
5.8 1. 3 Powinno by¢ ,Lévy”.
8.12 1.-8,-7 ,on” — ,one”, ,prozess” — ,process”.
$.15 1.-3 Powinno byé¢ ,related”.
s.20 1. -9 Za duzo o jedno ,for”.
.22 . 11 Brakuje nawiasu zamykajgcego.
.24 1. 5 Brakuje dz z prawej strony réwnosci oraz jest bledny zapis indykatoréw zbioréw.
.25 1. -3 Usunagé €.
s.27 1.-1 Powinno by¢ a-stable. Analogicznie w kolejnej linii.
.28 . 5 powinno byé¢ ,Section”
$.32 1. 9 Za duzo o jedno ,a”.
s.34 1.14 Zamiast f powinno byé ¢.
5.35 1-8 Nagle z przypadku d-wymiarowego robi si¢ przypadek jednowymiarowy.
.37 1.-12 Za duzo o jedno ,,and”.
.51 1.-6 Za duzo o jedno ,with”.
.52 1.-4 Powinno byé ,stable”.
s.55 1.-7 Powinno by¢ ,Recall”.
5.60 1.-4 Powinno by¢ g;.
s.70 1.12 Powinno by¢ ,, presentation of the processes”.
$.72 1.-9 Zamiast sz powinno byé¢ dz.

s.74 1.-5 Brakuje odstepu.



5.76 1.-10 Nie chodzi o zbieznos¢ ¢, ale wykladnika przeskalowanego .
s.78 1. -17 Powinno byé¢ ,the”.
s.79 1. 8 Powinno byé¢ ,form”.
8.79 1. 18 Brakuje odstepu.
s.81 1.-3 Powinno by¢ ,obtained”.
.83 1.-5 Zbe¢dny dwukropek.

$.86 1. 3 Czy jedna z calek nie powinna byé po zbiorze [0,¢ — s]*? Uwaga dotyczy takze
rozumowania ponizej.

5.87 1.-6 Nie zgadza si¢ wymiar obszaru catkowania z wymiarem catki.
s.90 1.13 Mozna skroci¢ rozumowanie korzystajac z nieréwnosci miedzy momentami.
.97 1.-9 Brakuje dy.
$.97 1.-2 Do skoriczonoéei I potrzebne jest takze (4.6.5).
5.101 1.6 Powinno by¢ ,provide”.
.107 1.7 Chyba jednak dowéd nie zostal pominiety.
5.130 1.-12 Powinno by¢ 45(4).



