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Cel i charakter rozprawy

Rozprawa doktorska mgr. Lukasza Rajkowskiego dotyczy analizy skupien,
ktora jest jednym z klasycznych i podstawowych zagadnien statystycznego
uczenia bez nadzoru. Gtownym celem analizy skupien jest podzial zbioru da-
nych na naturalnie rézne podzbiory. Jedna z podstawowych technik polega na
dopasowaniu do danych modelu mieszanek gaussowskich (Gaussian Mixture
Model) z ustalong liczba sktadowych. W kolejnym kroku zwykle dokonuje
sie wyboru optymalnej liczby sktadowych za pomoca réznych kryteriow, jak
np. Bayesowskiego Kryterium Informacyjnego. W swoim doktoracie mgr Raj-
kowski dokonuje szczegdtowej analizy nieparametrycznej bayesowskiej wersji
tej metody, w ktorej nie ogranicza si¢ maksymalnego rozmiaru partycji a
rozne roznoliczne partycje bezposrednio poréwnuje sie za pomoca ich praw-
dopobienstw aposteriori. W takim bayesowskim modelu nieparametrycznym
rozktad apriori na nieskoniczone ciagi p-stw przynaleznosci do poszczegolnych
skupienn opisuje si¢ za pomoca procesu Dirichleta a rozktad p-stwa na nie-
skonczonym zbiorze mozliwych partycji zadany jest tzw. Procesem Chinskiej
Restauracji. Punktem wyj$ciowym doktoratu mgr. Rajkowskiego jest arty-
kut [1], w ktérym zauwazono, ze liczba skupien wyestymowana w oparciu
o ten model nie jest zgodnym estymatorem rzeczywistej liczby sktadowych



mieszanki generujacej dane. Doglebna analiza matematyczna zaproponowana
przez mgr. Rajkowskiego stara sie wyjasni¢ przyczyny tego zjawiska oraz pro-
ponuje rozwiazanie, ktore by¢ moze wskazuje droge do konstrukeji zgodnego
estymatora liczby skupien. Czesciowe wyniki rozprawy zostaty opublikowane
w samodzielnym artykule w renomowanym czasopismie Bayesian Analysis

(140pt MNiSW).
Struktura i tres¢ rozprawy

Rozprawa doktorska napisana jest w jezyku angielskim. Sktada sie z 5
rozdziatow i dodatku.

W pierwszym rozdziale wprowadzono ogélny model mieszanek bayesow-
skich oraz jego nieparametryczne wersje wykorzystujace procesy Dirichleta i
Pitmana-Yora. Rozdzial ten zawiera takze opis sprzezonych rodzin wyktadni-
czych i szczegblnych modeli stosowanych w rozprawie. Sa to model normalno-
normalny (NN), w ktérym macierz kowariancji wewnatrz skupien jest zna-
na, model NIW (Normal-Inverse-Wishart), w ktérym rozktad apriori na ma-
cierze kowariancji wewnatrz skupien jest odwrotnym rozktadem Wisharta i
nowy model NIG (Normal-Inverse-Gamma), ktéry poprzednio w literaturze
wystepowal jedynie w przypadku jedno-wymiarowym.

W Rozdziale 2 przedstawiono szereg interesujacych wynikéw dotyczacych
wlasnodci partycji maksymalizujacych p-stwo aposteriori (Maximum A Po-
steriori, MAP) w powyzszych modelach. W szczegélnosci udowodniono, ze
partycja MAP w sprzezonym wyktadniczym modelu mieszanek bayesowskich
jest separowalna za pomoca liniowych funkcjonatéw statystyk dostatecznych.
Ten wynik jest istotnym rozszerzeniem wyniku z pracy [2], w ktérym udo-
wodniono liniowa separowalnos¢ réznych elementéw partycji w modelu NN.

W Rozdziale 2 szczegétowo przeanalizowano zachowanie rozktadéw apo-
steriori na partycjach indukowanych przez dowolny rozktad P generujacy
dane. W szczegdlnosci, w ogélnym sprzezonym modelu mieszanek bayesow-
skich wyznaczono asymptotyczna granice ciaggu nieunormowanych prawdopo-
dobienstw aposteriori dla dowolnej P indukowanej partycji gdy obserwacje sa
niezaleznymi wektorami losowymi z rozktadu P. Istotna sktadowa tego przy-
blizenia jest funkcja Ap, ktérej maksymalizacja prowadzi do maksymalizacji
asymptotycznego p-stwa aposteriori. Wyznaczono doktadna postaé tej funk-
cji dla trzech normalnych modeli mieszanek Bayesowskich wprowadzonych w
Rozdziale 1 a nastepnie wykorzystano ja do konstrukeji asymptotycznie opty-
malnej partycji odcinka [0,1] indukowanej przez rozktad jednostajny na tym



odcinku. W wyniku tej analizy ustalono, ze w modelu NN optymalna partycja
indukowana sktada se z odcinkéw o rownej dhugosci, a liczba tych odcinkow
zalezy od zalozonej wariancji wewatrz skupien. Z kolei w przypadku modelu
NIW stwierdzono, ze dowolna partycja odcinka [0,1] daje ta sama wartosci
funkcji Ap, co, zdaniem autora rozprawy, jest zjawiskiem niepozadanym. W
moim odczuciu jest to jednak wynik oczekiwany, gdyz rozktad jednostajny
mozna przedstawié¢ jako mieszanke rozktadow jednostajnych na elementach
dowolnej partycji odcinka [0,1].

W Rozdziale 3 szczegdltowo przedstawiono wyniki z pracy [2] dotyczace
asymptotyki partycji MAP w modelu NN. W szczegdlnosci pokazano, ze je-
zeli ciag obserwacji spetnia warunek ograniczonosci probkowej wariancji to
rozmiar najmniejszego skupienia rosnie proporcjonalnie do liczby obserwa-
cji. Ponadto, jezeli ciag obserwacji jest ograniczony to liczba skupien przeci-
najacych dowolna kule pozostaje ograniczona gdy liczba obserwacji dazy do
nieskonczono$ci. Wyniki te generalizuja sie do sytuacji gdy ciag obserwacji
jest generowany losowo z rozktadu o skonczonym czwartym momencie lub
ograniczonym nosniku, odpowiednio.

W mojej ocenie najtrudniejsze i najciekawsze wyniki rozprawy znajduja
sie w czesci 3.3 w ktorej udowodniono, ze w przypadku gdy dane sa generowa-
ne z ciagtego rozktadu P o ograniczonym nosniku, ciagi wypuktych otoczek
roznych skupien partycji MAP w modelu NN zbiegaja do skonczonych P-
indukowanych partycji, ktére maksymalizuja AMY. Dowéd tego twierdzenia
jest ztozony i wymaga wiedzy z topologii i analizy zbioréw i funkcji wypu-
ktych. Wynik jest tez wazny ze statystycznego punktu widzenia, bo oznacza,
ze asymptotyczne wiasnosci partycji MAP mozna bada¢ analizujac funkcje
AXN W tym rozdziale znajduje si¢ tez twierdzenie, ktére pokazuje, ze dla
ustalonego rozktadu P liczba skupien zalezy od zatozonej macierzy kowa-
riancji wewnatrz skupien. Nastepnie mgr Rajkowski stwierdza, ze ten fakt
mozna powiaza¢ z brakiem zgodnosci estymatora liczby skupien. W mojej
ocenie ta krytyka nie jest zasadna, poniewaz model NN zaktada, ze g jest
znana prawdziwa macierza kowariancji i zgodno$é¢ nalezy badaé¢ przy tym
zatozeniu. Bede wdzieczna za komentarz na obronie na temat ewentualnego
zastosowania Twierdzenia 3.21 do analizy zgodnosci w przypadku prawidto-
wej specyfikacji modelu.

W rozdziale 4 znajduje sie analiza partycji MAP dla modelu NIW. Au-
tor stwierdza (bez szerszego komentarza, bede wdzigczna za dyskusje przy
obronie), ze klasyczny model NIW ma zbyt duzo parametréw i proponuje
model z regularyzacja. W modelu tym rozktad apriori na macierz kowarian-



cji wewnatrz skupien jest Sciagany w kierunku pewnej ustalonej macierzy ¥,
a wspotezynnik $ciagajacy jest proporcjonalny do rozmiaru proby, ze wspot-
czynnikiem proporcjonalosci A. Tak wiec w bardzo istotny sposob zostaje
ograniczona elastyczno$é w estymacji macierzy kowariancji. Autor wyznacza
odpowiednig funkcje Ap ) i pokazuje, ze gdy A dazy do nieskonczonosci funk-
cja ta zbiega (z doktadnodcia do stalej) do funkcji ANY. Tak wiec zapropo-
nowany model pozwala na ciagte przejscie miedzy modelem NN a modelem
NIW. Ponadto autor pokazuje, ze dla dowolnego A > 0 model ten zachowu-
je wlasnosci modelu NN w sensie ograniczonej granicznej liczby skupien i
liniowego wzrostu liczby obserwacji w najmniejszym skupieniu. Autor propo-
nuje zastosowanie empirycznego odpowiednika funkcji Ap, jako kryterium
do poréwnywania jakosci réznych partycji.

W rozdziale 4 pewne watpliwosci budzi staranie autora o uzyskanie ogra-
niczonej liczby skupien gdy n — oo. Generalnie idea metod nieparametrycz-
nych polega na tym, ze maja one mozliwos¢ dobrego przyblizenia bardzo
ztozonych rozkltadéw (np.o nieskonczonej liczbie skupient) jezeli pozwala na
to rozmiar proby. Tak wiec wydaje sie wtasciwe, zeby mozliwa do uzyskania
liczba skupien rosta w funkcji liczby obserwacji (np. jak pierwiastek z liczby
obserwacji).

W rozdziale 5 znajduja sie wyniki symulacji i analiza danych rzeczywi-
stych ilustrujace dziatanie zaproponowanej przez autora funkcji kryterial-
nej. Rozdzial ten wydaje sie byé stabszym ogniwem rozprawy. Autor podaje
wynik tylko jednej symulacji i stosuje algorytm K-$rednich do wyznaczenie
"najlepszej partycji” o ustalonym wymiarze. Jak dobrze wiadomo wynik al-
gorytmu K-érednich zalezy od punktu startowego i w praktyce wykonuje sie
go wielokrotnie startujac z roznych, zwykle losowych, punktéw. Troche zaska-
kuje fakt, ze nie dokonano poréwnan ze standardowymi technikami analizy
skupien opartymi na skonczonych mieszankach rozktadéw gaussowskich. Do-
datkowo, trudnos$¢ zagadnienia zalezy od naturalnej rozdzielnosci skupien,
tzn. od stosunku odlegtosci miedzy $rednimi dla poszczegdlnych skupien a
wariancja wewnatrz skupien. Przydataby sie analiza poréwnawcza dla kilku
przyktadéw o réznym stosunku sygnatu do szumu. Jeszcze innym zagadnie-
niem jest wyboér parametru ¥y. Wydaje sie, ze zastapienie macierzy kowarian-
cji wewnatrz skupien przez probkowa macierz kowariancji w petlnym zbiorze
danych prowadzi do duzego przeszacowania wariancji wewnatrz skupien, co
w efekcie prowadzi do zbyt matej liczby skupien dla wiekszych wartosci pa-
rametru .



Ocena pracy doktorskiej

W moim odczuciu jest to niewatpliwie wyrdzniajaca sie rozprawa dok-
torska. Poziom matematyczny rozprawy znacznie przewyzsza wigkszos¢ prac
doktorskich ze statystyki. Zastosowane techniki dowodowe sa pomystowe i
wymagaty bieglosci w roznych dziatach matematyki. W stosunku do kla-
sycznych statystycznych wynikow, ktore zwykle dowodzi sie przy konkretnych
zatozeniach na rozktad generujacy dane, wyniki mgr Rajkowskiego dotyczace
modelu NN zawieraja kompletny opis asymptotycznego zachowania partycji
MAP dla dowolnego rozktadu, co umozliwia uzyskanie wynikow dotyczacych
zgodnosci w przypadku blednej specyfikacji modelu. O wadze tych wynikéw
swiadczy publikacja w renomowanym czasopismie. Wyniki dotyczace modelu
NIW w mojej ocenie wymagaja jeszcze dopracowania. W szczegdlnosci nie
jest dla mnie jasne czy zaproponowana regularyzacja jest wlasciwa w kon-
tekscie identyfikacji skupien w bardzo duzych zbiorach danych. Nie zmienia
to jednak mojej bardzo wysokiej oceny rozprawy. W konkluzji stwierdzam,
ze:

Rozprawa doktorska mgr. Lukasza Rajkowskiego spelnia wymo-
gi ustawy o stopniach i tytutach naukowych i wnioskuje o jej do-
puszczenie do publicznej obrony. Proponuje réwniez wyrdznienie
rozprawy.

Z wyrazami szacunku,
J" J q9"- JL%ef A o—

Malgorzata Bogdan
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