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Equivalence problem of transductions: algorithms based on
commutative algebra
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Tematyka rozprawy

Gléwnym obiektem badari przedstawionej Rozprawy sa transduktory, czyli (w najprostszym wa-
riancie) automaty skorficzone, ktére poza czytaniem slowa wejSciowego wypisuja réwniez w kazdym
przejsciu litery tworzace stowo wyjsciowe. Tak jak w przypadku automatéow skonczonych, trans-
duktory moga by¢ niedeterministyczne, t.j. moga mieé¢ wiecej niz jeden przebieg (akceptujacy) na
slowie wejsciowym. (Niedeterministyczny) transduktor jest funkcyjny, jesli dla kazdego stowa wej-
$ciowego, w kazdym przebiegu akceptujacym transduktor produkuje takie samo slowo wyjsciowe,
czyli definiuje funkcje (czeSciowa) ze stéw w stowa.

Transduktory wczytujace oraz wypisujace slowa sa podstawowym modelem, stanowiacy baze
dla licznych rozszerzenn. W Rozprawie rozwazane sa transduktory uogélniajace model podstawowy
w nastepujacych trzech aspektach:

(1) Transduktory dzialaja na drzewach skonczonych (od lisci do korzenia drzewa), podobnie jak
automaty skonczone na drzewach.

(2) Wyjscie transduktora to elementy struktury algebraicznej A (np. pierscien liczb calkowitych
lub wolny monoid, czyli stowa z konkatenacja). Struktura algebraiczna A, lub krécej algebra,
jest parametrem klasy transduktoréow.

(3) Transduktory posiadaja rejestry, w ktérych przechowuja wartosci z algebry A. Z kazdym przej-
$ciem transduktora jest zwiazane wyrazenie funkcyjne w algebrze A (wielomian w A), ktére
jest uzywane do obliczenia wartosci rejestrow w wezle drzewa na podstawie wartosci rejestréw
w nastepnikach rozwazanego wezta. Co wazne, przejscia transduktora nie zaleza od warto-
Sci rejestréw (co by natychmiast prowadzilo do nierozstrzygalnosci podstawowych probleméw
decyzyjnych). Bez straty ogélnosci, wyjéciem transduktora jest wartos¢ wyrdznionego rejestru.

Rozwazany w Rozprawie model transduktoréw jest bardzo ogélny. Przykladami funkcji ob-
liczanych przez rozwazane transduktory sa: (a) funkcja zwracajaca wektor krotnosci wystapien
poszczegllnych etykiet w drzewie wejSciowym, (b) selekcja najbardziej lewej galezi w drzewie
wejsciowym oraz (c¢) funkcja przeksztalcajaca drzewo z symbolami o nieograniczonej arnosci do
odpowiadajacego mu drzewa binarnego. Ogdlnosé modelu sprawia, ze podstawowe problemy de-
cyzyjny staja sie trudne do rozwiazania algorytmicznie.

Gléwnym problemem badanym w Rozprawie jest rownowazno$é¢ transduktoréw funkcyjnych,
czyli pytanie, czy dane dwa transduktory funkcyjne definiuja te sama funkcje. Sam problem spraw-
dzania, czy dany transduktor jest funkcyjny jest réwnie trudny co rownowazno$é transduktoréw
funkcyjnych; w Rozprawie zostaly pokazane redukcje w obie strony. Ograniczenie do transduk-
toréw funkcyjnych jest konieczne; problem réwnowaznosci niedeterministycznych transduktoréw
(bez zakladania funkcyjnosci) jest nierozstrzygalny juz dla podstawowego modelu transduktoréw
dzialajacych na stowach.



Ocena rozprawy

Wyniki. Centralnym wynikiem Rozprawy jest rozstrzygalno$¢ problemu rownowaznoéci dla trans-
duktoréw (na drzewach z rejestrami), ktérych wyjscie oraz wartosci rejestréw naleza do piercienia
bez dzielnikéw zera (Twierdzenie 4). Inne wyniki z Rozprawy sa otrzymane przez odpowiednie
(nietrywialne) redukcje do Twierdzenia 4; redukcje bazuja na pojeciu symulacji algebr.

Algebra A jest symulowana przez algebre B, gdy istnieje funkcja z A w B™, ktéra jest (1) r6z-
nowartosciowa oraz (2) kompatybilna z operatorami algebry A. Wtedy (funkcyjny) transduktor z
wyjsciem w A mozna przeksztalcié¢ w (funkcyjny) transduktor z wyjsciem w B™ symulujac ope-
racje na rejestrach z A w B™. Ponadto, réwnowaznos¢ transduktorow jest zachowywana przez
to przeksztalcenie, wiec problem rownowaznosci transduktoréw z wyjsciem w A redukuje sie do
problemu réwnowaznosci transduktoréw z wyjsciem w (podalgebrze) B™. W przypadku A jest
symulowana przez B oraz obraz A w B™ to pierécien bez dzielnikoéw zera, Twierdzenie 4 implikuje,
ze problem réwnowaznosci dla (funkcyjnych) transduktoréw z wyjsciem w A jest rozstrzygalny.

W ten spos6b zostaly otrzymane nastepujace wyniki:

e Rozstrzygalno$¢ problemu réwnowaznosci dla funkcyjnych transduktoréw w wyjéciem w wol-
nej algebrze laséw (Twierdzenie 7) etykietowanych skoficzonym alfabetem 3. Takie transduk-
tory zwracaja zbiory sktadajace sie z drzew nieuporzadkowanych nad ¥ oraz kontekstow, czyli
drzew nieuporzadkowanych z ,dziurami” w ktére mozna wstawié¢ inne drzewa. Przykladem
takiej transdukcji jest zmiana drzew z symbolami o nieustalonej arnosci na odpowiadajace
im drzewa binarne.

o Rozstrzygalnos$¢ problemu (stabej) réwnowaznosci dla funkcyjnych transdukeji MSOo (Twier-
dzenie 8). Takie transdukcje sa zdefiniowane jako zlozenie nastepujacych przeksztalcenn gra-
féw: (a) kopiowanie struktur, (b) kolorowanie (etykietowanie zmiennymi drugiego rzedu),
oraz (c) interpretacje przez formuly logiki monadycznej drugiego rzedu (MSO). W Roz-
prawie skoncentrowano si¢ na przeksztalceniach pomiedzy grafami o ograniczonej szerokosci
drzewiastej. Ponadto, funkcyjno$é oraz réwnowaznosé transdukcji byly rozwazane przy utoz-
samieniu graféw spelniajacych “walk-equivalence”, t.j. takich ktére dla kazdego n € N maja
takie same krotnosci wlozen Sciezek diugosci n. Przy zliczaniu wlozen dowolnych graféw
otrzymaliby$Smy zwykly izomorfizm grafow.

o Rozstrzygalnos¢ problemu réwnowaznosci dla funkcyjnych transduktoréw wypisujacych stowa,
gdzie dodatkowo w kazdym kroku do wszystkich rejestrow jest aplikowane to samo rézno-
warto$ciowe podstawienie stéw za litery (Twierdzenie 11). W tym wyniku konieczne byto
pokazanie analogu Twierdzenia 4 dla cial, gdzie w kazdym kroku transduktora, wartosci
rejestréow sa przeksztalcane przez (ten sam) automorfizm.

e Schemat dowodu rozstrzygalnoéci problemu réwnowaznosci dla funkcyjnych transduktoréw
z wyjSciem w monoidach o skorniczonej prezentacji (Lemat 5.7, Twierdzenie 10), czyli trans-
duktory wypisujace stowa, ktore sa utozsamiane wzgledem kongruencji generowanej przez
skonczony zbiér réwnosci na stowach.

Dodatkowo, stosujac metody algebraiczne, podobne do tych zastosowanych w dowodzie Twier-
dzenia 4 pokazano:

o Rozstrzygalno$é problemu, czy dla gramatyk wielomianowych G, H (odpowiadajacych trans-
duktorom) z wyjsciem w algebrze wielomiandw, zachodzi L(G)o L(H) = 0 (Twierdzenie 10),

czyli czy dla dowolnych wielomianéw f € L(G), § € L(H) ich zlozenie f o g jest réwne 07

e Kryterium implikujace zwarto$¢ uktadéw réwnan w danym monoidzie o skoniczonej prezen-
tacji (Twierdzenie 12).

Znaczenie. Pojecie symulacji transduktoréw pojawilo sie juz wezedniej (w szczegdlnosei w [Seidl
et al. 2018]). Ogdlny schemat dowodu Twierdzenia 4 jest podobny do dowodu analogicznego, lecz
stabszego, twierdzenia z [Seidl et al. 2018] (co jest napisane w Rozprawie).



Pomimo podobienstwa, w pracy [Seidl et al. 2018] rozwazne byly transduktory przetwarzajace
drzewa od korzenia do lidci, podczas gdy w Rozprawie od liéci do korzenia. Ponadto, w Rozprawie
wyjsciem jest (dowolny) pierécien bez dzielnikéw 0 w odrdznieniu od [Seidl et al. 2018] gdzie
wyjéciem jest pierScien liczb caltkowitych. Z tych powoddéw, ogdlny schemat dowodowy musial
zostaé tworczo dostosowany.

Ogdlniejsze twierdzenie pozwolito na uzycie innych symulacji (np. w pierscieniu wielomianéw)
i otrzymanie powyzszych wynikéw. W szczegdlnosci, praca [Seidl et al. 2018] koniczy sie stwier-
dzeniem, ze problem réwnowaznosci transduktoréw funkcyjnych wypisujacych drzewa pozostaje
otwarty. Ten problem jest rozwiazany w Rozprawie (Twierdzenie 6). Co wiecej, rozwiazany jest na-
wet problem ogdlniejszy, w ktérym transduktory moga zwracaé konteksty (Twierdzenie 7). Warto
dodac¢, ze drobne modyfikacje transduktoréw z wyjsciem w pierscieniu bez dzielnikow 0 sprawiaja,
ze problem réwnowaznosci staje sie nierozstrzygalny (Twierdzenie 9).

Wyniki z Rozdziatlu 3, dotyczace transdukcji MSO sa réwnie ciekawe jak te z Rozdzialu 2.
Rozwazanie transdukcji wzgledem przyblizenia izomorfizmu jest konieczne, gdyz problem réw-
nowaznosci transdukecji MSO (wzgledem izomorfizmu) jest otwarty nawet dla drzew. Wynik z
Rozprawy jest zatem krokiem w strone rozwiazania waznego i trudnego problemu.

W Rozdziale 4 rozwazane sa uogdlnia transduktoréw z nierozstrzygalnym problemem réwno-
wazno$ci oraz ograniczenia pozwalajace zachowaé rozstrzygalnosé rownowaznosci. Wyniki przed-
stawione w tym rozdziale sa moim zdaniem nieco mniej ciekawe niz te z Rozdzialow 2-3, choé
wynika to z (algorytmicznej) trudnosci rozwazanego problemu.

Mam wrazenie, ze Rozdziat 5 przedstawia prace w toku. Zaprezentowane tam wyniki sa stabsze
od wynikéw z poprzednich rozdzialéw, ale Doktorant przedstawia plan na dalsza prace.

Podsumowujac, uwazam ze wyniki przedstawione w Rozprawie sa wazne i oryginalne.

Zakres tematyczny. W Rozprawie zostalo przedstawionych wiele pojeé¢ z matematyki oraz
informatyki teoretycznej: bazy Grobnera, systemy przepisywania terméw, automaty oraz trans-
duktory na drzewach, logika MSO, algebry wielosortowe, pojecie szerokoéci drzewiastej, systemy
dodawania wektoréw, oraz réwnania na slowach. Taki szeroki zakres uzytych pojeé i narzedzi
$wiadczy o szerokiej wiedzy Doktoranta.

Samodzielno$é. Czes¢ wynikow przedstawionych w Rozprawie zostalo wczesniej opublikowa-
nych w 3 artykulach. Dwa artykuly zostaly przedstawione konferencjach FSTTCS (pokrywajacy
czes¢ Rozdziatu 2) oraz MFCS (pokrywajacy Rozdzial 3); Doktorant jest jedynym wspélnym au-
torem obu prac. Trzeci artykul, pokrywajacy wickszo$¢ Rozdziatu 4 rozprawy jest dostepny w
repozytorium arXiv a Doktorant jest jedynym autorem. Uwazam, ze to $wiadczy o duzej samo-
dzielno$ci naukowej Doktorant.

Jako$é redakcyjna. Rozprawa jest napisana bardzo dobrze. Doktorant dobral wlasciwy poziom
abstrakcji, dzieki czemu dowody sa jasne i zwarte. Rozprawa stanowi zamknieta calos¢ — mozna
ja przeczytaé bez siggania do zewnetrznych zrédet a wprowadzane pojecia oraz argumenty sa
ilustrowane licznymi przyktadami. Recenzje Rozprawy znacznie utatwiaja podsumowania kazdego
rozdziatu, ktore dodatkowo zawieraja informacje o zrédtach prezentowanych wynikéow. Dodatkowo,
bardzo podobaja mi sie zabiegi typograficzne zastosowane w Rozprawie, ktore ulatwiaja czytanie
oraz powr6t do waznych pojeé¢ przy czytaniu kolejnych rozdzialéw Rozprawy.

Podsumowujac, Rozprawe te czytalem z przyjemnoécia i moze byé¢ ona wzorem dla jakosci
redakcyjnej. Liste drobnych poprawek zamieszczam w suplemencie do recenzji.

Konkluzja

Uwazam, ze wyniki przedstawione w pracy sa wazne i oryginalne a Doktorant wykazatl sie szeroka
wiedza ze swojej dziedziny. Rozprawa jest réwniez bardzo dobrze zredagowana. Dlatego uwazam,
ze Rozprawa magistra Janusza Schmude spelnia wymagania ustawowe stawiane rozprawom
doktorskim i wnosze o dopuszczenie go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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Suplement do recenzji rozprawy

Equivalence problem of transductions: algorithms based on
commutative algebra.

o Str. 14. L4 “T\ G” — “I\ (G)”

e Str. 16. Koncéowka dowodu Lematu 1.18. Przedostatnia réwno$¢ wynika z dy + ... +ds = 0
a nie 1.5.

e Str. 22. Przyklad 2.4 W opisie a oraz b sa zamienione. W przejsciach transduktora zamiast
identycznosci powinna by¢ suma. Nie jestem pewien, czy transduktor zwraca dobra odpo-
wiedz jedli jedyne a w drzewie jest w jego korzeniu.

e Str. 31. “unary alphabet X7 — “singleton alphabet X”. Unary sugeruje, ze jest wiele symboli
unarnych.

e Str. 38. Twierdzenie 7. “equivalence of functional OF register transducers”.
e Str. 46. “ We assume all relational structureS to be finite.”
e Str. 54-55 AgX — ApX.

e Str. 89. Zastanawiam sie, czy usuniecie pojecia “reduced” i zastapienie go “I is radical” nie
uproscitoby prezentacji?

e Str. 911 1417—061 :’U~1—>’l~)—5'171:1]~1
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