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Recenzja rozprawy doktorskiej
Parra Huberta Balsarua

Podpotządkowane ruchy Browna na flaktalach
i związane z nimi losowe ope?atory schródin9e'a

W swojej rozplawie doktoNkiej pan m8T HuLreIt Ba]sam Tozs,aża proce§y stochastycz-
ne na plzestMeniach netrycznyc}r Lędących d-zbiorami. Rozprarva składa się z sicdmiu
Iozdzialów, Pierwszy z nich jest Wprov,,adzeniem podstawowych pojęć. Ttzy kolejne za
wierają opis v-yników otlzynarrych w placach:

r Balsam FL, T|ans,itxon d,ensl,tlJ estxmates far su,bovJ,inatelJ, 7'e,JleLLed, Brou ża,n moLźo,n

on sźmple nested, hacżals, 2021, arXiv:2106,00081.

r Baisam H,, Pietruska Pałrrba K., Tftr,nsźtźon d,ensit!] estim,O,tes Jor reLo,tiuist,ic a-
stabLe procesles on metrźc spaces, PMS (2020), Vol- 40, Fasc, 2, 183 204.

l(olejne trzy rozdziały opisują wvniki zawalte w artykułach:

r Błlsaul IT.. Iialeta Ii,, Otszeu,s]ti \l,, l'ir:t rrrskrr- I'rrl u bł K,. DanliLl] 0| stal..s |or t]rc

nurno] Alulr:,stll. nal.1 an n6lld Jra(l.als.

r Błlsanl IT,, Iia]eta I(, olszel,ski N1,, Piet,rlslvr-Pałlrba K.. ID5 Jor sLlhar.Li]].ak!

Rrouilian nlotiDrń,ln Paislo,n mlldatn .,n.Oi],jt1,:ltcltl. an. n.csl.ei lrI(:tals-

Te.]lvje osl,al,lrie pr,łc]c nic sąjcsżczf dostęlrne pul)liczuie, rvięl,rr. trilliejszej opiIi nl,i.r. n

się rlyłąrzlrie na i,leś.]i PlZ.dslewionej rozpllrrr,v doktor-sliicj i jej autorefr:lłtu,

'W'prowadzenie

O(l Polżt{l 1rzv(lzicsltL ]al lożwijłna jcst tcolia plocesó§ sto(]]astvczrlvc]l na lirlrta-
iatlr, llrrclr Brllrvur ni trój]alcic Siclpiils](icgo skonstnro§:enl,został $, Ioku t9Eij §, pra(l
\,I.T, Rłllorł,a i ll,\\i, l'erkirrs.L. a tr rlvrr.:urie Sierpiilslticgo plzcz XL'I'. Barlol,a i R,
Rassa rł, l9tl9 ],ok]l, ]\]aslop i. podaDo konslrlLk(j9 cir iirzji rra z4nir:źrlżonych tl,al;talar:h

i og(ihLl,clt pl7es1 lzelriacłr nrcłryr:znlr'h, Slal.r, siq rlrrc popllal,nr: v zrviązku z te łr,1 lrlel,"
gulart]vcI l przepłv\\,aN.,

Rozrr,ażano rórr,,nież lrieciag}e prtlr,esr, lla fuakle]adr oirż!nlżltlc pl,Zcz podpr]Izi!Clko\\,;1-

Dic ws]]ornniaDvch i:Jorł.r,,źej d1-|llzji §lll)old}, alor D slilJi]nvnr, Najlcpiei z])adnxe 5ą pro-
r:esv s{,tr]li]rrc, skonstnro$,łnc plzcz A, St(isn §. 2l]l]0 rokll llraz (uiczrrloźlicj ptzaz Z. L),

Cllena i T. l(rlna8ei \\,,200,J..i]lr lrtilr\.c]l otrzvlrrano rrl,i , llokiadnc osza.otania 8qstoścj
pl,zejśr:ia,

\v pi.]l,wszcj czqści l,ozpr.nnvv doktorsliiej pan Hrlbelt tsżlls.lrn loZ\ł,ijŁ1 tq Lcnlal\,kp, rLrZ

\\,ażż]ją{] pr-occsv otIz.\,lDłDe pi,ze7 p.]dpolZi!(lkoulłIrie dllrrzji fi,aktłhcj -.ulrold},natore]n

o Cł-
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Ie]atywistycznym, tzw, proce§y re]atywistyczne, i otlzymując o§żacowania ich 8ęstości
plzejścia. JeSt to pMypadek $.yraunie trtdnicjszy niż Wspomniane powyźej,

Dltgim tematem podję|ym w rożpra\ĄIic jest calkolla gęltaść 5lożółr (IDS) na lrak-
talach dla szerokicj klasy procesów podporz:ldkowanych. Badanie tej miały ma ważlą
motywacjg §u]rczną jest to jeden z najwi iejszyclr obiektów w mechanice kwa[towej,
Opisuje ona przybliźoną iiczbę stanów enelgelycjznych ułładn z ]osowym potencjałern,
które zawarte §ą lV Zadanym pMedziale, Dla potetrcja}ów typ[ Poissona lub Andersona
(kratowyclr) olaz dostatecżnie re8xlar-nych fratta]i w lożprawic doktorskiej otlzymalro
ist ienie IDS olau żachodzenie całliou)e] osabli1|ości Ll,tsch,itza f<:rLorr.enl, po]egającpgo

na szybszym zanilru lDS plzy blzesll obsza i W przypadku ]osowym niż przypadku nie
losowym, Badana k]asa procesów iest tutaj Znacząco szefsza nlż w dotychczas znanyc.h
pracach.

Oszacowania 8ęstości prżejścia

Dla procesu ad,, +babilnego r'ż, d.zbiove 'F, o gęstości przejścia p5(ż, z,9), dla o e
(0,1), znane są następujące osżaćo$ąnia

.,,,,* ((ffi)'"'"' n,) 
",,,{,,,,,.,) 

< cs.i;* ((*)' 
* 

^,)

dla dowolnych c,9 ę F, t > 0, gdzie rl- jesl tzŃ. wymiarem błądzenia zbioru ł Proces
stabilny X1 otrzymujcmy tutaj poprzez podporządkowanie, tun, Xł: Zs,, gdzie Zt jest

dyfuzją fraktalną, a S1 subordyrratorern c-stabilnym, o translbrmacie Laplace'a d()) : ,\",

Jcżeli w powyżsżym wzorze zixtąpirny subordynatol a stabilny subordyrratolem le-
]abywi§tycżnym, o transformacie Laplace'a ó(^) : () + m'l")' m, clla pewrrego m > 0,

to otTzymarny relal]Jużstyczny praces ad,-,stabi,Lą]- Ten włŃnie obiekt jest głównym te
matem rozważń w pierwszej części lozplawy.

Ploccsy takie były już dokładnie badane w przypa.dku 'F : ]Rd- \Ąr szczególności
olrzymano oszacowania icil gęstości przejścia zarówno dla małyclr jalr i dla dużyc,h cza-
sórv, Wyniki, któIe preze towane są w rozplav,,ic doktorskiej są zateln Z jedl]ej §trony
rozwinięciem wsponrrriaIrych powyże.j osżacowań procesów stabiinych na d zbioraclr na
ogólniejsze plocesyl a Z drugie.j uzupełnieniem oszacowŃ proccsów relat}wistycznych Da
przypadki ogólnicjszych przestlzel7i.

Jeżeli ptzez p ą(t, x , y) oznaczymy gęstość ploce§u relal,ywistycu nego na rl zbiorze (Ą p, p) ,

to

1. dlar>liZ,9,€"Fmamy

p.\,l..ł.ll) , r-t o " "rul f min (plr,p,, (p,..",' ' 1' \\
L \ )I

2, dltr l e (0, 1), i ż, g € F tatdch, że p(x. y) ż I tnar.'y

pR(t,ż,a) x C,t exp I-C-p(r,y)) ,

3, dla ź € (0, 1) i ż,9 e .F t6kich, że p(x,y) < 1, many

pą(r,y) x C-mh (tp@,d-,1,"ą, ,rd/l,d-)) ,
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gdzie stałe ą mogą mieć lóżne wartości w oszacowaniach dolnych i górnych. Dla uprosz-
czenia zakładamy tńaj też,, że r11 : d-, glzie dJ jest dodatkowym pa,r,ametrem (tzw.
uspółczynnxk,icm cllem,tcznJJm') Vrystępuiąc}Ąn w pelnei welsji oszacowń. War1]o Zauwa-
źyć, że o§zacowania te zgar]zają się ż oszacov"Ia.niami otlzymanymi dla procesu stabilnego
<1Ia, t < 1i p(:t,9) < 1 olaz z o§zacovlaniarni otlzymanymi dla procesów relatl.wistvcznych
w przypadku ,ł: ]Rd (wtedy d. :2),

Dorvody tych nierówności są dość żrrruclrre rachunkowo, Wskaźują na duże umiejęlności
techBiczne autola. Ccnnym ich uzupełnie.niem jest otfzymana postać formy Dilichleta
te8o plocesrr,

Podobnie trudne i żmudne są dowody oszacowań zawźirtych W Rozdziale 4. R.oz\łażane
są ta,rll plocesy na fraktalach ograniczonyci, odbijarre przy doiściu do brzeSu, otMymano
w nim oszacowania gęstości pżejścia odbijanego §[bor(łnowarreBo luchu Blowna zarówno
dla subordynatorów stabilnych jak i relat}.Wistycznych. W tym pierw,szym przypaclku
ma]11y

p! (r:, :t,,y) x p5(t,r,u), t < L'"M'L,

pY (t.r,!J) :< L 'u, t > L"u,
gdzie py je§t gęstością procesu odbijanego, a 

' 
to czynnik skalujący frattala. W tym

drugim

Ą(t,r,y) = pl(t,cr,cy), t < LMd-,

p!j(t,x,y) =L 
Md; t>Ltta,,

gdzic pĄ jest gęstością proces relatywistycznego.

Całkowa gęstość stanów i osobliwość Lifschitza

3
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R.ozważany je§t tutaj model nrchu cząsteczkj na f}aldalu nieskończonym, mode}owany
plzcz ploces trdarkowa z ge-neratorelt ą- Losowość ukladu otvymujcmy dodając loso-
v,,y potencjal V', ńezależny od rtrclru cząsteczki, Po obcięcirr otluyman€go operatora
SchródingeT8 H- : Ho+v' do pcwncgo synrplrłslr AM oLrżymujemy operator.{§r, któ
ry generuie półgrupę opeIatoTów z\i,Ia,Itych, a zatem je8o spektTllm je§t dyskletne i można
rvprowadzić nriarę

\łn,, .' \-o,,,,
A,rł 1 t- ll

gdzic )| są lvarlościami rvłasnymi opelatola 1łl. Jeśli granica przy ,Ą1 - 66 islrri";",
to nazywamy ją ca,lhouq ąęstoścxq stanóal (IDś),

W rozprawie doktorsidej udov/odniono istnicnie lDS dla szerokiej klasy procesórv sub
ordyuowanych i dwóch rodzajów potencjałów klatowego i Poissorrowskiego, W tl.m
pierwszym przypatlku dowód jest powtóIzeniem lozumowania z prar:y doktorskiej dra
i,l, Olszewskiego, a w tym drugim jego niewielką modyfika.ją.

Zasa.dniczą część placy stanowi jednak dowód zac-hodzenia osobliwości Lifśchitza dla
t),ch dwóch rodzajów potencjału. Drogą wiodącą do ł,e.go wyniku jest tlwustrorrne osza-
cowanie tlansfolmaty Laplace'a IDSu oraz Zastosowa ie twierdzeń Tauberowskich typu
el§poncncjalnego. Autorży stosują 1,ttaj lóvnież inne zaawar$owane rtafzędzia, ta]de ja](

wzóI Feynmana Kaca, proces warurrkowarry, rrierówrrość Bernsteina, nierówność Temple'a.
Te mctody dowotlu wydają się być zlale z litelatury, zostaŁy tutai jeclnak zmodyfiko

Wane i lozszelzone na nowe przypaclki proce§Ów i potencjałów. Pan IrrgT Hubelt Balsam



rnykazał sig więc doblą żnajomością tych skomplikowanych metod i dużą biegłością w ich
stosowaniu,

Redakcja rozprawy

Fraca jest §konstruowa.:na i zredagowana w stosrrnkowo czytehy i logiczny sposób,
Zdecydowana większość tekstu jest napisana Poplawnie i nie budzi za"strzeźeń, Można
jednak żauwa.zyć ldlka miejsc, które mogły być lepiej dopracowane. W}stępuje tutai tlochę
usterek, drobnvch pomylek i niezgralxych sformułowań, W kilku miejscach można było
deco lepiej jr'rńłtmaczyć pewne pojęcia, podać dodatkowe przyk}ady, wydiije bję więc, że
a[tor Irrógł nieco baJdziej zaclbać o czytelników, Poniżej vrynienialn Ęie]ftóIe żauważonc
pzeze mnic ustelki. Zaznaczarn, że nie wpływają one w żarlen sposób lra poprawność
dowodów i zawartość merytolyczną pracjy, Ńeco jednak utrudniają jej cz},tanic,

r w kilku miejscach (np. strona 15) §ą pozostałości angielskiego tekstu.

r Tlumaczerrie angielskiego 'fractional diffirsion' na 'dyfirzja ułamkowa' wydale mi się
nieco niezgrabne, trłowa tutai o dytuzjach na lrakta]ach, czyli dyfuzjach fraktalnych,

o W Przykładzie 1,3,1 moż a było nieco więcej napisać o srrbordynatoraci stabj]nvch.
podać ich miarę Lów'c6o. Ponadto w (3) rnarny potęgę tr zairria§t 1/rr, a w (5)
zamienione miejscalrri granice ) * 6+ i 1+ oo. W (6) zdanie o spełnieniu (1.3,4)
oraz (1,3.5) jest niezlęcznym powtórzeniem, ponieważ wyżcj clcklarlrjenrl.juz, ze
spełniony jest wanrnck (B),

. Na stlonic 18 rólĄ,nieź, w trzeciej linii od dołu, jest zdanie, w którym braktje orze-
czenia. Natomiast ostatnie Zda,nie na tei strorrie (poza literówĘ 'uwa8e') je§t deco
enigmatycźne, prosiłobv się o nieco dokładniejsze wyjaśnienie w jakin sensie
rozumiemy tę równość, skąd ona się wzięła.

. W l)odlozdzia]e 1.3.4 mowa jest o procesach podPorządkos,anych. Temat podpo-
rządkowania b),ł poruszony wcześniej, na stronie 18, a nie wida,ć żarlnc8o nawiążaria
do tego wcześniejszeSo tckst[. Sprawia to wra.żanie pewnego bałaganrr, jakby auLor
Zapomniał, Źe wczeŚniej iuź opisał to zagadnienie,

o Pierwsze zdanie w 2.2 jest niezgrabne, nie wiadomo czego dotycży sformułowanie
'udowodnimy w nim', Poniźej zawartajest wzmianka o oszacowaniacb gęstos(r przej
ścia na ]Rd. Tutaj można było tlochę staxanniej sprawdzić źródla, gdyż wymieniona
placa nie jesl, ani jedyna, ani nie zawiela najdokładniejszych o§zacowań,

. Na stlonic 25, uvaga 'zmiełiaiąc lolejność całkowania'jest myląca, tutaj nie ma
takiej operacji, a jedłą linię poniżcj brakuje 1/2,

. l\4onoijonicżność funkcji iest własnością dotyczącą żbioru, a nie pojedynczych je8o
elernentów, zatem napis 'funkcja jest rosrrąca dla 5 € 1' nie jest właściwy (cho-
cir:r,ż powszechrrie przyjęty rv naszych szkołach), tepiei pisać: fu kcja jest losnąca na
ptze<lziale I.

o Delirricja stałej łł na stlonie 30. wydaje się być b}ędna, autol miał na myśli za,
pewne ł4: Ina.r.{ł!,m12 1/'} lub podobne wyraźenie. Tak przynajmniej wynika
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ż rac}runku poniżei, Nawias (1/2) w wyrażeniu 1/2ra1l"s i następnych podobnycli
ułatwiłby nieco .z}ta,nie,

o Równość w definicji lblmy ą jąsl, błędna, po jej plawcj stlonie powirrno być od
wrotnie: }(l T1!,f|. oczywtście ful&cja l + &(1,1) jest niemalejąca (błędnie
podallo, źe nielosnąca) i dlatego istrrieje glanica tych wylaźcń nieujemnych, ale mo
że być nieskończona. Poza tyn podwójny znak + w mianowniku w oszacowanirr
€"tń.

r w kilku miejscach można bylo rlokładniej wyjaśnić pojalviające się poięcia i związ
ki, W rozprawie doktorskiej rie musimy oszczgdzać miejsca i można poświęcić temu
trochę więcej uwagi, niź w artykułach. Na przykład można było wyja.śnić dokładniej
pochodzenie oznaczcnia 'Lip' i znaczenie paIamelróW dla dżiedzirly formy Wplowa
clzonc na §1,Ionie 35., tvyjŃnić co lożumiemy przez środek ciężkości lia,ktala (sLr.
42.), podać defrnicię procesu Fellcrolvskiego (str, 44.), podać plzynajmdcj j"sż.ze
jeden (poza tlóiĘtem Sierpińskiego) przykład fi,aktala spełniającego rozwaźane za-
łożenia,

. o§tatDie zdanie lla stlonic 36. nie je§L zbyt trafne, ponieważ PIzy za\Ę,ierĄIriu w drugą
stlonę tlzeba jednak użyć r}odaLkowo oszacowań p(t, c,9).

r W definicji rł2 na stlonic 39. powinno być (1/2,0) zamiasŁ (ll2,1l2).

o Zdar'ie'Tenz przeiclziemy do dorvodrr twierdzenia,' na stronie 50. jest nieco zagu-
bione, skofo ki]l€ Jinii wcześnicj zaczy[a §ię te dowód-

oWdcfrrricir:.ch5_1,2i5,1,3nlejcstjźr,srlcczvlllźrlryć^tęZczyMęZ+,nspisysą
nieco §przeczne.

r !V opisie waruIlkórł (a) (c) na stronie 65, jesl duźy bałagan. W nielównościach
rł, punkcie (b) brakuje (raz z lewej stlony, a faz z ob stron) {unkcji {1(r), rt drugiei
nielówności rI za7t|ast r, a w (c) brakuje dość wńrLej części, odpowiedni fragment
w c}towanej l,1llaj pracy [42] zawiera bowicm żałożenie spełniania war-unku (b)
w prżypadku (12 : ą1.

Konkluzja

i.ulą:O.nc z nhll.i. lallur o!r.n1.1olll Sc.]l.rótLiłIlcfa pa[a Hlll)elta Ba]sinr8 stanowi or}3j-
nalrlc rozrviązanie przedstawiorrego ploblemrr naukowego. oraz rvykazuic ogól-
ną wiedzę teoretycżrlą aut()ra w dyscyplinie rrratettatyk1. Spcłrria ona zwycza-
jowe i ustawowe wylnagarlia stawiane lozpraworn doktorskirn. U$,ażl Ln, ;c l,, tl
mgr Hlll)efl Balsrrnl rr. pehri zasłrrglric na nłdrrrrie rrtll slo]rrii (](rkkn;r,

ę",§fr*"-.4
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