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Podporzadkowane ruchy Browna na fraktalach
i zwigzane z nimi losowe operatory Schrodingera

W swojej rogprawie doktorskiej pan mgr Hubert Balsam rozwaza procesy stochastycz-
ne na przestrzeniach metrycznych bedacych d-zbiorami. Rozprawa sktada sie z siedmiu
rozdzialéw. Pierwszy z nich jest wprowadzeniem podstawowych poje¢. Trzy kolejne za-
wieraja opis wynikéw otrzymanych w pracach:

e Balsam H., Transition density estimates for subordinated reflected Brownian motion
on stmple nested fractals, 2021, arXiv:2106.00081.

e Balsam H., Pietruska-Patuba K., Transition density estimates for relativistic -
stable processes on metric spaces, PMS (2020), Vol. 40, Fasc. 2, 183-204.

Kolejne trzy rozdzialy opisuja wyniki zawarte w artykutach:

e Balsam H., Kaleta K., Olszewski M., Pietruska-Patuba K., Density of states for the
normal Anderson model on nested fractals.

e Balsam H., Kaleta K., Olszewski M., Pietruska-Patuba K., IDS for subordinate
Brownian motions in Poisson random environment on nested fractals.

Te dwie ostatnie prace nie sa jeszcze dostepne publicznie, wiec w niniejszej opinii opieram
sie wyltgcznie na tredci przedstawionej rozprawy doktorskiej i jej autoreferatu.

Wprowadzenie

Od ponad trzydziestu lat rozwijana jest teoria proceséw stochastycznych na frakta-
lach. Ruch Browna na tréjkacie Sierpinskiego skonstruowany zostat w roku 1988 w pracy
M.T. Barlowa i E.W. Perkinsa, a na dywanie Sierpinskiego przez M.T. Barlowa i R.
Bassa w 1989 roku. Nastepnie podano konstrukeje dyfuzji na zagniezdzonych fraktalach
1 ogdlnych przestrzeniach metryeznych. Staty sie one popularne w zwiazku z teorig niere-
gularnych przepltywow.

Rozwazano réwniez nieciggle procesy na fraktalach otrzymane przez podporzadkowa-
nie wspomnianych powyzej dyfuzji subordynatorem stabilnym. Najlepiej zbadane sg pro-
cesy stabilne, skonstruowane przez A. Stésa w 2000 roku oraz (niezaleznie) przez Z.-Q).
Chena i T. Kumagai w 2003, dla ktérych otrzymano m.in. doktadne oszacowania gestosci
przejscia.

W pierwszej czesci rozprawy doktorskiej pan Hubert Balsam rozwija t¢ tematyke, roz-
wazajac procesy otrzymane przez podporzadkowanie dyfuzji fraktalnej subordynatorem
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relatywistycznym, tzw. procesy relatywistyczne, i otrzymujac oszacowania ich gestosci
przejécia. Jest to przypadek wyraznie trudniejszy niz wspomniane powyze;.

Drugim tematem podjetym w rozprawie jest catkowa gestosé¢ standw (IDS) na frak-
talach dla szerokiej klasy proceséw podporzadkowanych. Badanie tej miary ma wazng
motywacje fizycznag - jest to jeden z najwazniejszych obiektéw w mechanice kwantowe].-
Opisuje ona przyblizong liczbe stanéw energetycznych uktadu z losowym potencjatem,
ktére zawarte s3 w zadanym przedziale. Dla potencjatéw typu Poissona lub Andersona
(kratowych) oraz dostatecznie regularnych fraktali w rozprawie doktorskiej otrzymano
istnienie IDS oraz zachodzenie calkowej osobliwosci Lifschitza - fenomenu polegajacego
na szybszym zaniku IDS przy brzegu obszaru w przypadku losowym niz przypadku nie-
losowym. Badana klasa proceséw jest tutaj znaczaco szersza niz w dotychczas znanych
pracach.

Oszacowania gestosci przejscia

Dla procesu ad,,—stabilnego na d-zbiorze F, o gestosci przejécia ps(t, z,y), dla a €
(0,1), znane sa nastepujace oszacowania

1 dt+ody 1 d+ady,
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dla dowolnych z,y € F, t > 0, gdzie d,, jest tzw. wymiarem bladzenia zbioru F. Proces
stabilny X; otrzymujemy tuta] poprzez podporzadkowanie, tzn. Xy = Zg,, gdzie Z; jest
dyfuzja fraktalng, a S; subordynatorem a-stabilnym, o transformacie Laplace’a ¢(X) = A°.

Jezell w powyzszym wzorze zastgpimy subordynator a- stabilny subordynatorem re-
latywistycznym, o transformacie Laplace’a ¢(A) = (A +m!/®)* —m, dla pewnego m > 0,
to otrzymamy relatywistyczny proces cd,, —stabilny. Ten wlasnie obiekt jest gléwnym te-
matem rozwazan w pierwszej czesci rozprawy.

Procesy takie byly juz dokladnie badane w przypadku F = RY. W szczegdlnodci
otrzymano oszacowania ich gestodci przejécia zaréwno dla matych jak 1 dla duzych cza-
séw. Wyniki, ktore prezentowane sa w rozprawie doktorskiej sa zatem z jednej strony
rozwinieciem wspomnianych powyzej oszacowan procesow stabilnych na d-zbiorach na
ogdlniejsze procesy, a z drugiej uzupetnieniem oszacowan proceséw relatywistycznych na
przypadki ogélniejszych przestrzeni.

Jezeli przez pr(t, x,y) oznaczymy gestosé procesu relatywistycznego na d-zbiorze (F p, p1),
to

l.dlat>1iz,y,€ F mamy
pr(t,z,y) =< Ct ™% exp {—C* min (p(:r:,y), (p(:r;,-;,r)f:_]f’{”)%) } :
2. dlat e (0,1),1iz,y € F takich, ze p(z,y) > 1 mamy
pr(t,2,y) =< Cutexp {-Cip(z,y)},
3. dlat e (0,1)iz,y € F takich, ze p(z,y) < 1 mamy
pa(@,y) < Coin (tp(z, y) =%, W),
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gdzie stale C, moga mieé¢ rozne wartoéci w oszacowaniach dolnych i gérnych. Dla uprosz-
czenia zakladamy tutaj tez, ze d; = d,,, gdzie d; jest dodatkowym parametrem (tzw.
wspblczynnikiem chemicznym) wystepujacym w pelnej wersji oszacowan. Warto zauwa-
zyce, ze oszacowania te zgadzaja sie z oszacowaniami otrzymanymi dla procesu stabilnego
dlat < 11 p(z,y) < 1 oraz z oszacowaniami otrzymanymi dla proceséw relatywistycznych
w przypadku F = R? (wtedy d,, = 2).

Dowody tych nierownoéci sa dosé zmudne rachunkowo, wskazuja na duze umiejetnosci
techmiczne autora. Cennym ich uzupelnieniem jest otrzymana postaé formy Dirichleta
tego procesu.

Podobnie trudne 1 Zzmudne sa dowody oszacowan zawartych w Rozdziale 4. Rozwazane
sy tam procesy na fraktalach ograniczonych, odbijane przy dojéciu do brzegu. Otrzymano
w nim oszacowania gestosci przejscia odbijanego subordynowanego ruchu Browna zaréwno
dla subordynatoréw stabilnych jak i relatywistycznych. W tym pierwszym przypadku
mamy '

o8 Cw )y =asltsy), FSImMY,

pgf{(f z, U) — L—M‘ct: t 2 Lu:ﬂ'fdu,j

gdzie pl jest gestodcia procesu odbijanego, a L to czynnik skalujacy fraktala. W tym

drugim
< L M,

7

p}f(t T, y) = pR(‘{: cr, ry)
M(f T 'r') = I, .?t'fd.?_ t > LM{L“,

gdzie pr jest gestodcia procesu relatywistycznego.

Calkowa gestosc standw i osobliwosé Lifschitza

Rozwazany jest tutaj model ruchu czasteczki na fraktalu nieskonczonym, modelowany
przez proces Markowa z generatorem Hj. Losowosé ukladu otrzymujemy dodajac loso-
wy potencjal V*, niezalezny od ruchu czasteczki. Po obcigciu otrzymanego operatora
Schrodingera H* = Hy+V* do pewnego sympleksu Ay otrzymujemy operator Hyy, kto-
ry generuje polgrupe operatorow zwartych, a zatem jego spektrum jest dyskretne i mozna
wprowadzi¢ miare

A’XHE'\:'I - |AM‘| Z ; M’
gdzie )\ff{f sa wartosciami wiasnymi operatora HY;. Jedli granica przy M — oo istnieje,
to nagywamy ja catkowg gestoscig standéw (IDS).

W rozprawie doktorskiej udowodniono istnienie IDS dla szerokiej klasy procesdéw sub-
ordynowanych i dwéch rodzajéow potencjatéw - kratowego i Poissonowskiego. W tym
plerwszym przypadku dowod jest powtdérzeniem rozumowania z pracy doktorskiej dra
M. Olszewskiego, a w tym drugim jego niewielkg modyfikacja.

Zasadnicza czesé pracy stanowi jednak dowdd zachodzenia osobliwosei Lifschitza dla
tych dwoch rodzajow potencjahu. Droga wiodaca do tego wyniku jest dwustronne osza-
cowanie transformaty Laplace’a IDSu oraz zastosowanie twierdzen Tauberowskich typu
eksponencjalnego. Autorzy stosuja tutaj rowniez inne zaawansowane narzedzia, takie jak
wzor Feynmana—Kaca, proces warunkowany, nieréwnosé¢ Bernsteina, nieréwnosé Temple’a.

Te metody dowodu wydaja sie by¢ znane z literatury, zostaly tutaj jednak zmodyfiko-
wane 1 rozszerzone na nowe przypadki proceséw i potencjatdéw. Pan mgr Hubert Balsam
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wykazat si¢ wiec dobra znajomoscig tych skomplikowanych metod i duza biegtosdcig w ich
stosowaniu.

Redakcja rozprawy

Praca jest skonstruowana i zredagowana w stosunkowo czytelny i logiczny sposéb.
Zdecydowana wiekszo$¢ tekstu jest napisana poprawnie 1 nie budzi zastrzezen. Mozna
jednak zauwazy¢ kilka miejsc, ktore mogty by¢ lepiej dopracowane. Wystepuje tutaj troche
usterek, drobnych pomylek i niezgrabnych sformutowaii. W kilku miejscach mozna byto
nieco lepiej wytlumaczy¢ pewne pojecia, podaé dodatkowe przyktady. Wydaje sie wiec, ze
autor moégt nieco bardziej zadbaé o czytelnikéw. Ponizej wymieniam niektére zauwazone
przeze mnie usterki. Zaznaczam, ze nie wplywaja one w zaden sposdéb na poprawnosé
dowodow i zawarto$¢ merytoryczng pracy, nieco jednak utrudniaja jej czytanie.

W kilku miejscach (np. strona 15) sa pozostalosci angielskiego tekstu.

Thumaczenie angielskiego "fractional diffusion’ na ’dyfuzja utamkowa’ wydaje mi sie
nieco niezgrabne. Mowa tutaj o dyfuzjach na fraktalach, czyli dyfuzjach fraktalnych.

W Przyktadzie 1.3.1 mozna bylo nieco wiecej napisaé o subordynatorach stabilnych,
poda¢ ich miar¢ Lévy'ego. Ponadto w (3) mamy potege o zamiast 1/a, a w (5)
zamienione miejscami granice A — 0% i A — oo. W (6) zdanie o spelnieniu (1.3.4)
oraz (1.3.5) jest niezrecznym powtdérzeniem, poniewaz wyzej deklarujemy juz, ze
spetniony jest warunek (B).

Na stronie 18 réwniez, w trzeciej linii od dotu, jest zdanie, w ktérym brakuje orze-
czenia. Natomiast ostatnie zdanie na tej stronie (poza literéwka uwage’) jest nieco
enigmatyczne, prositoby sie o nieco dokladniejsze wyjasnienie — w jakim sensie
rozumiemy te réwnosé, skad ona sie wziela.

W podrozdziale 1.3.4 mowa jest o procesach podporzadkowanych. Temat podpo-
rzgdkowania byl poruszony wezedniej, na stronie 18, a nie widaé¢ zadnego nawigzania
do tego wezeéniejszego tekstu. Sprawia to wrazanie pewnego balaganu, jakby autor
zapomnial, ze wezedniej juz opisat to zagadnienie.

Pierwsze zdanie w 2.2 jest niezgrabne, nie wiadomo czego dotyczy sformulowanie
'udowodnimy w nim’. Ponizej zawarta jest wzmianka o oszacowaniach gestodci przej-
Scia na R%. Tutaj mozna bylo troche staranniej sprawdzié¢ zrodta, gdyz wymieniona
praca nie jest ani jedyna, ani nie zawiera najdokladniejszych oszacowan.

Na stronie 25. uwaga 'zmieniajgc kolejnosé catkowania’ jest mylgca, tutaj nie ma
takiej operacji, a jedna linie ponizej brakuje 1/2.

Monotonicznosé funkcji jest wlasnodcia dotyczaca zbioru, a nie pojedynczych jego
elementéw, zatem napis 'funkcja jest rosngca dla s € I’ nie jest wladciwy (cho-
ciaz powszechnie przyjety w naszych szkotach), lepiej pisaé: funkcja jest rosnaca na
przedziale I.

Definicja statej k4 na stronie 30. wydaje sie by¢ bledna, autor mial na mysli za-
pewne kg = max{ks, m +m~/*} lub podobne wyrazenie. Tak przynajmniej wynika
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z rachunku ponizej. Nawias (1/2) w wyrazeniu —1/2m!“s 1 nastepnych podobnych

ulatwitby nieco czytanie.

e Rownosé w definicji formy & jest bledna, po jej prawej stronie powinno byé¢ od-
wrotnie: 3(f — T.f, f). Oczywidcie funkcja t — &(f, f) jest niemalejaca (btednie
podano, ze nierosngca) i dlatego istnieje granica tych wyrazen nieujemnych, ale mo-
ze by¢ nieskonczona. Poza tym podwdéjny znak + w mianowniku w oszacowaniu
5%.3!,(&,{3‘

o W kilku miejscach mozna bylo doktadniej wyjasnié pojawiajgce sie pojecia i zwigz-
ki. W rozprawie doktorskiej nie musimy oszczedzaé miejsca i mozna poswiecié temu
troche wigcej uwagi, niz w artykutach. Na przyktad mozna bylo wyjasnié¢ dokladniej
pochodzenie oznaczenia 'Lip’ i znaczenie parametréw dla dziedziny formy wprowa-
dzone na stronie 35., wyjasni¢ co rozumiemy przez $rodek ciezkosci fraktala (str.
42.), podaé definicje procesu Fellerowskiego (str. 44.), podaé przynajmnie] jeszcze
jeden (poza tréjkatem Sierpinskiego) przyktad fraktala spelniajacego rozwazane za-
tozenia.

e Ostatnie zdanie na stronie 36. nie jest zbyt trafne, poniewaz przy zawieraniu w druga
strong trzeba jednak uzy¢ dodatkowo oszacowan p(t, z,y).

e W definicji ¥; na stronie 39. powinno by¢ (1/2,0) zamiast (1/2,1/2).

e Zdanie 'Teraz przejdziemy do dowodu twierdzenia.’ na stronie 50. jest nieco zagu-
bione, skoro kilka linii wezesniej zaczyna sie ten dowdd.

o W definicjach 5.1.2 1 5.1.3 nie jest jasne czy ma by¢ M € Z czy M € Z., napisy sa
nieco sprzeczne.

e W opisie warunkéw (a) — (¢) na stronie 65. jest duzy batagan. W nieréwnodciach
w punkcie (b) brakuje (raz z lewej strony, a raz z obu stron) funkeji ¢ (r), w drugiej
nieréwnosci r' zamiast r, a w (¢) brakuje do$¢ waznej czedci, odpowiedni fragment
w cytowanej tutaj pracy [42] zawiera bowiem zalozenie spelniania warunku (b)
w przypadku ap = .

Konkluzja

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa Podporzgdkowane ruchy Browna na frakialach
© qwigzane z nimi losowe operatory Schrédingera pana Huberta Balsama stanowi orygi-
nalne rozwigzanie przedstawionego problemu naukowego, oraz wykazuje ogdl-
na wiedze teoretyczng autora w dyscyplinie matematyka. Spelnia ona zwycza-
jowe 1 ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Uwazam, ze pan
mgr Hubert Balsam w pelni zastuguje na nadanie mu stopnia doktora.
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