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Ziawisko koncentracii miary, ktérego dotyezy przedstawiona do oceny rozprawa doktorska,
jest jednym z glownych zagadniers wspolezesnej teorii prawdopodobienstwa. Chociaz tematyka
ta zostala zainicjowana juz ponad 50 lat temu, to nadal jest bardzo aktywnie rozwijana w wielu
waznych odrodkach naukowych na gwiecie. Jesh (X, B, i) jest przestrzenia probabilistyczna, to
koncentracja miary jest zazwycza] opisywana pray pomocy nierdwnodci postaci

W(f = fdu> ) <alt),  p(if =T fdpi > 8) al)), 120,

gdzie o jest pewna funkeja szybko malejyca do zera przy t — co. a f przebiega pewna dostatecz-
nie obszerny, klase funkcji na X. Ze wzgledu na liczne i réznorodne zastosowania w informatyce,
fimyce statystycznej i kwantowej, analizie czy statystyce, kluczowe znaczenie ma tu jak najlep-
sze dopasowanie funkeji @, w tym jej ksztaltu oraz zaleznodci od parametrow, kidre definiuja
rozwazany model probabilistyczny, przy czym w rozprawie rozwazane sg gléwnie modele dys-
kretne. Jedna z mozliwych technik badania zagadnienia koncentracji wykorzystuje nierdwnoscr
funkeyine. Jest to podejécie analityezne, czgsto bardzo efektywne, ktére pozwala zinterpretowad
badane miary jako rozklady stacjonarne pewnych proceséw Markowa (lub ich poigrup przejscia),
a co za tym idzie - lacay zagadnienie zbicznodcl proceséw do ich miar stacjonarnych z wlasno-
$ciami koncentracyjnymi tych miar. To piekna i régnorodna teoria, ktora na przestrzeni lat
przyciagneta uwage wielu wybitaych matematykow. Zaleinodel pomigdzy niektorymi nierdéwno-
Sciami funkeyjnymi 1 ich zastosowania w teorii koncentracji miary sg takze przedmiotem badan
tej pracy doktorskiej.

Rozprawa jest dosé obszerna jak na dysertacje z matematyki. liczy niemal 160 stron i jest
napisana w jezyku angielskim. Sktada si¢ z 5 rozdzialéw oraz dwoch dodatkéw, a bibliografia
ma 202 pozycje. Rozdzial 1 to bardzo uzyteczne wprowadzenie do poszezegoluych zagadniert
rozwazanych w pracy wraz z motywacja 1 zwieztym opisem wkladu autora. Wyniki rozprawy
zaprezentowane sa w kolejnych rozdzialach, przy czym rozdzial 2 jest oparty na pracy |6] *
{napisanej wspélnie z prof. R. Adamczakiem, promotorem rozprawy, oraz dr. M. Strzeleckim i
opublikowanej w prestizowym Journal of Functional Analysis), rozdzialy 415 sa oparte na nie-
opublikowanych dotychezas preprintach |5] (wspolny z R. Adamezakiem) oraz [173], a rezultaty
opisane w rozdziale 3 nie zostaly jeszcze upublicznione. Dodajmy, ze mgr Bartlomiej Polaczyk
jest takze autorem lub wspolautorem trzech innych opublikowanych artykutéw naukowych.

Omoéwienie wynikéw rozprawy

Zmodyfikowana logarytmiczna nierdwnosé Sobolewa, nierdéwnosé Becknera i oszaco-
wania momentow. W rozdziale 2 autor udowadnia najpierw (twierdzenie 2.2.1}, ze zrnodyfiko-
wana logarytmiczne nierdunodé Sobolewa

oo Bt () < E(JJog ), (mLSD)

gdaie Ent,(f) = p(flog f) — u(f)log p{f) jest funkcjonatem entropii (p(f) oznacza [ Fdu),
pociaga nierdwno$é Becknera
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# parametrem p € (1, 2] i stala oy, jest dobrze kontolowana przez stala py dla wszystkich p € (1, 2);
£ jest symetryezna, nieujemna forma dwuliniowa, a f 22 0z dziledziny formy £ sq takie, ze rownie?
log fi fP~1, odpowiednio, naleza do dziedziny £. Nastepnie, budujac na tym wyniku, uzyskuje
nowe oszacowania momentow dla pewnych kias funkeji (stwierdzenia 2.3.1 oraz 2.3.3) i bardzo
szeroko dyskutuje zastosowania (podrozdzialy 2.4 1 2.5}, w tym takze nieréwosei koncentracyjne.
Dodajmy, ze twierdzenie 2.2.1 uzupelnia znans wezesdniej w dodé duiei ogdlnodci przeciwng im-
plikacje (tuta] stwierdzenie A.2.3) i prowadzi do réwnowainoscl pomiedzy {mLSI) oraz (Bec-p)
(dla p € (1.2]). a takie do wniosku, ze optymalne stale w tych nierdwnosciach spelniaja rownosé
s g 2 1imyyy + aﬁm (wniosek 2.2.2 lub twierdzenie 2.1.1}.

Twierdzenie 2.2.1 uzyskane jest w bardzo duzej ogdlnosei, dla form & spelniajacych waru-
nek kontrokeji oraz pewien warunek monotonicznodei (zalozenie 1). Warunki te sa czeSciowo
motywowane przez formy Dirichleta zwiazane z polgrupami operatoréw (procesdéw) Markowa sy-
metryzowanych przez miare u, kiére naturalnie mieszeza sie w tej klasie. Jednak, na co zwraca
uwage autor, podstawowe motywacje dla tych rozwazan wyplyvwaja z checi zastosowania tego
rezultatu do szacowania momentéw i koncentracji miary dla pewnych klas funkeji, a to czesto
wymaga nieco szerszego spojrzenia na badane nierdwnogei funkeyjne. Dlatego taki abstrakeyjny
kontekst jest bardzo wygodny. Dowdd jest zredukowany do analizy funkeji ograniczonych (Jemat
2.2.3). Moim zdaniem waznym i dod¢ pomystowym krokiem jest sprowadzenie rozumowania do
analizy funkcji pomocniczej, ktéra powstaje poprzez odpowiednie odseparowanie wartosci wyj-
gciowej funkeii od zera. Do niej stosuje siz oszacowanic pomocnicze ze stwierdzenia 2.2.9, ktore
pozwala znalesé dobre ograniczenie dolne na stala w (Bec-p) dla p bliskich 1. Konkluzja wy-
maga zastosowania rozwiniecia Taylora oraz nierownosel Czebyszewa. Finalna stala uwzglednia
takze bardziej bezposrednie oszacowanie ze stwierdzenia 2.28, ktére moze prowadzié¢ do lepszego
ograniczenia na a, dla niektorych p. Uzyskuje si¢ je przechodzac przez kowariancjg i nierdwnose
Poincaré. Dowod wspomnianego stwierdzenia 2.2.9 jest rowniez bardzo clekawy w tak duzej ogol-
nosei ~ opiera sie na lemacie 2.2.7 dotycsaeym pochodnej funkeji s — E(f, F4 N, edy inf f > 0,
i wzorze wariacyjnym na entropieg.

QOszacowania momentéw w stwierdzeniach 2.3.1 oraz 2.3.3 wyprowadzone sa z nieréwnoscl
Becknera (Bec-p), pray ezym pierwszy rezulbat dotyery form niclokalnych. zdefiniowanych pracz
odpowiednie jadra, i daje oszacowanic dla dowolnych funkeji mierzalnych, a drugi jest bardziej
abstrakcyjny — zostal uzyskany przy zalozeniu 1 oraz dodatkowym zaloZeniu 2, i dotyczy funkeji
« odpowiednicj podprzestrzeni liniowej dziedziny formy £. Dowody maja charakter indukeyjny
i zostaly zainspirowane tnetodami dla miar produktowych % podrozdziatu 15.2 monografii i51].
W wielu przypadlkach, w polaczeniu z poprzednim wynikiem z twierdzenia 2.2.1, oszacowania
te prowadzy do znacznie lepszych rezultabow, niz te otrzymane bardzie] klasycznymi metodarmni.
np. w oparciu o logarytmiczna nierownosé Sobolewa (LSE). Pozwalaja takze uzyskiwac wyniki
w sytuacjl, gdy zachodzi (mLSI), ale nie ma (LSI). W rozprawie szezegdlowo omowiono wiele
cickawych zastosowart, m.in. do modeli dyfazyinych ~ miar g o podgaussowskich ogonach (wnio-
sek 2.2.2) i typu Cauchy’ego (wniosek 2.4.3), modeli dynamiki Glaubera fwnioski 2.4.5, 2.4.7
oraz wazne przyktady na s. 31-34), wraz z nieréwnodeiami koncentracyjnymi wyzszego rzedu dla
wielomianéw tetrahedralnych (podrozdzial 2.5.3), permutacji losowych (podrozdzial 2.4.4) cay
przestrzeni Poissona (podrozdzial 2.4.6), w tym oszacowania dla supremow poissonowskich calek
stochastycznyeh (wnioski 2.4.22, 2.4.23).

Otwarty problem dotyczacy p-logarytmicznych nieréwnosci Sobolewa. W rozdziale
3 autor rozwiazuje otwarty problem postawiony przez Mossela, Oleszkiewicza i Sena w pracy
[158] dotyvezacy zaleznodei pomiedzy p-logarytmiczoyii nierownosciami Sobolewa dla p € (0,1]
w przypadku dyskreinej przestrzeni probabilistycznej, Mowimy, ze p-logarytmiczng nieréumosé
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. A
Ent, {f") € ————sz E(fPL D, gdy p> 0, p# L. \f v
TS L%
oraz e

But,(f) < SE(flogl).  wdyp=1:




£ jest tu forma Dirichleta zwiazana 2 poigrupa (procesem) Markowa symetryzowans, przez miare
p, a f > 0z dziedziny formy & jest taka, ze rowniez 7! {odp. log f) nalezy do dziedziny £.
W rozprawie nieréwnodei te sa oznaczane przez p-LS(C), przy czym 1-LS{C) jest zmodyfikowand
nieréumnoscia Sobolewa (mLST), ktora jest takze razwazana w rozdziale 2.

Autorzy pracy |158l, motywowani zastosowaniem do odwrotnej hiperkontrakeii, udowodnili,
e p-LS(C) = ¢-LS(C) gdy 0 < ¢ < p £ 2. W przypadku 1 < ¢ < p € 2 uzyskall takze
odwrotna implikacje ¢-L3(C) = p-LS(C) ze stala C=Cl*(p - 1)/ (p*(q — 1)) 1 zapytali czy
istnieje takze przedzial [ C @,1] o dodatniej diugoéci, taki ze dla p.g € [, ¢ < 1. zachodzi
podobna implikacja ze stala C' = e{f YC. gdrie o(f) > 0 zalezy wylaczuie od I {problem (0w
rozdziale 12 cytowanej pracy).

Twierdzenie 3.2.2, glowny wynik rozdzialu 3 rozprawy, orzeka. ze dla kazdego p € {0,1) ist-
nieje rozklad g na N, dla ktorego ¢-logarytmiczna nierdwnosé Sobolewa nie zachodzi gdy ¢ = p,
ale zachodzi dla wszystkich ¢ € {0,p). Stanowi ono wige negatywne rozwigzanie tego problemi -
kontrprzykladem jest rodzina rozkladdw Conwaya -Mazwello-Poissona 1 zwigzane 7 nia procesy
wrodzin i $mierci. Wervfikacja przebiega tuta] pray zastosowaniu twierdzenia 3.2.3, drugiego
glownego rezultatu tego rozdzialu, ktore podaje warunek wystarczajacy oraz bliski mu, chod
nieréwnowazny, warunek konieczny dia p-L.8{C) w klasie proceséw urodzin i smierci. Niezaleznie
od powyzszego problemu jest to rowniez bardzo ciekawy i dalece nietrywialuy wynik. Duza czedc
rozumowail w tym rozdziale jest bardzo trudna 1 zaawansowana technicznie, co przeklada sig w
wielu miejscach na dosé diugie 1 smudne rachunki. Waznym punktem startowym tych rozwa-
zait jest przeformulowanie problemu w jevyku pewnej funkeji pomocnicaej Hy, ktore] wlasnodel
opisane sa w lemacie 3.3.10. Iune wazne kroki/narzedzia to m.in. uzyskanie dostatecznie dobraj
kontroli zachowania ogona miary p (lernat 3.3.4 oraz stwierdzenie 3.3.6), redukeja do analizy
niemalejacych funkeji o skoficzenie wielu skokach (stwierdzenie 3.3.8 1 wniosek 3.3.9) oraz osza-
cowania z lematu 3.3.11. Czesé pomnystow zostala tutaj zainspirowana metodami dla prostej
rzeczywistej z pracy [26].

Oszacowania koncentracyjne na hiperkostce dyskretnej. Rozdzial 4 jest podwigcony osza-
cowaniom koncentracyjnym na kostce dyskretne] {0,1}", pray czym uzyskane wyniki mozna
podzieli¢ na dwie grupy.

Pierwsza czes¢ wynikow dotyczy szerokie] klasy miar probabilistycznych 7, ktore maja wla-
snosé SCP (ang. stochastic covering property). Twierdzenie 4.2.3 zawiera nieréwnosé koncen-
tracyjng postaci w(f > #(f) +#) € exp ( - 3/ (8lal?)), t > 0. dla funkeji lipschitzowskich
wrzgledem odlegloset Hamminga dq (2, y) = g O Ly gy ZWARR O E [0,00)" oraz jej wersjg dla
k-jednorodnych miar 7 (tzn. miar skupionych na zbiorze {x S = k}). Rezultat ten nogélnia
(a nawet poprawia) wezesniejsze oszacowania z prac [170, 114] nzyskane dla wagl o = (1,..., 1}
Twierdzenie 4.2.5, drugi wynik w tym rozdziale, zawiera wersje oszacowania z twierdzenia 4.2.3
dla funkeji o wartogeiach w przestrzeni macierzy hermitowskich wymiaru d, ktory istotnie wzmac-
nia oszacowania z prac |16, 146}, a twierdzenie 4.2.8 uogodlnia nieréwnosé typu Bernsteina z pracy
[131] do przypadku macierzy hermitowskich wymiaru d, spelniajacych pewne ograniczenia rozni-
cowe. Ostatnia nieréwnosé jest uzyskana przy nieco mocnicjszym zalozeniu, ze miara T posiada
mocna wlasnosé Rayleigha, ale to wzmocnienie potrzebne jest tylko w jednym miejscu dowodu.

Rozumowania w tej czeSci rozprawy maja charakier martyngalowy 1 sa oparte na pewnej
modyfikacji metody z pracy {170]. Jedoym z kluczowych krokéw jest tu odpowiedni wybor
filoracji. Dowody twicrdzen 4.2.3, 4.2.5 wykorzystuja oszacowania régnic martyngatowych z
lematow 4.5.1, 4.5.2 oraz nierdwnosé Azumy-Hoeffdinga (odp. macierzows wersje nierdwnosel
Azumy—-Hoeffdinga), a dowad twierdzenia 4.2.8 pewna Macierzowg wersje nierownosel Freedmana
z pracy [196].

Druga czesé rozdziatu 2 prezentuje inne podejicie, oparte na zmodyfikowane]j nieréwnoscl So-
bolewa (mLSI). Tutaj obiektem wyjscowym jest process Markowa o wartosciach w hiperkostce
dyskretnej i o szczegdluej dynamice (tzw. flip-swap random walk) oraz miara probabilistyczna
7, ktora symetryzuje jego generator L {w szezegdlnodel jest miara stacjonarna). Przykladem ta-
kicgo spaceru jest model Bernoulliego—Laplace’a. Autor formutuje pewien abstrykeyjny warunck




(definicja 4.4.3}), ktory postuluje istnienie stalej 2 > 0 talkiej, ze

max Z L{xz,y) < Bp(L},
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sdzie p(L) jest najlepsza staly w (mLSI) dia formy swigzanej z L (tzw. warunek stobilnodci).
Nastepnie, przy tym zalozeniu, uzyskuje odpowiedniki nierownodet koncentracyjnyvch z pierwszc
czesel rozdziatu 4 dla takich bladzen, stwierdzenia 4.4.7 1 4.4.9. Przy tym samym zaloZeniu udo-
wodniony jest takze wariant nieréwnoscei Talagranda (tuw. conver distance inequality) oraz osza-
cowanie koncentracyjne wyzszego rzedu dla wielomianow tetrahedralnych (stwierdzenia 4.4.10 i
4.4.11). Wazne zastosowania tych wynikow do warunkowych rozkladéw Bernoulliego (wraz z cie-
kawa konstrukeja odpowiednich proceséw Markowa spehiajacych warunek stabilnodei) oméwione
sa w podrozdziatach 4.3 1 4.7.

Rozumowania z drugiej czescl rozdziaty 4 adaptujg pomysly i argumenty wykorzystane weze-

énjej w literaturze, z istotnymi modyfikacjami. Antor podkredla, ze wigkszod¢ zastosowanych
tutaj technik dowodowych byla wczesniej znana. jednak sam warunek stabilnodel 1 pomysl wy-
korzystania go jako zatozenia w ogodinofci rozwazanc] klasy proceséw sy nowe i prowadza do
pewnego rodzaju unifikacji. Uwazam to podejscie za bardzo inspirujace i udane.
Oszacowania koncentracyjne dla permutacji losowych. W rozdziale 5 uzyskano nierow-
nosci koncentracyjne dla pewnych funkcjonalow permutacji losowyvch zbioru [0] == {1,....n} 2
rozkladem jednostajnym m,. Twierdzenie 5.2.2 zawiera oszacowanie tvpu Bennetta dla supre-
muam statystyki Hoeffdinga

T

Z = sup Z ()
TEX LTy
gdzie & C [—1,1]™ jest ustalonym zbiorem wektorow, m € n, (C"m)?,;:i jest macierzg kwadratowa
wymiaru n, taks e of; = x; dlad s m. j € (n). oraz af, = G dlad>m, j€ ], a o ~ .
Oszacowanie to poprawia w niektorych przypadkach wynik z pracy 1195]. Ponadto w twierdzeniu
5.3.1 uzyskano oszacowanie dla statystyk Hoeffdinga

F(O) =Y ioite-

.

gdzie {a)} ;- jest macierzg o wspolezynnikach a;; € [-1,1), takich Ze 3 ; ; ai; = 0. Oszacowanie

to istotnie poprawia wyniki z prac [62, 30, 11} dla duzych odchylen. J

Dowody powyiszych twierdzen wykorzystuja m.in. nierownosel typu Bernsteina, ktore wyni-
kaja z ogdlnicjszego oszacowania dla supremow statystyk Hoetidinga w stwierdzenin 5.4.1, osza-
cowanie oparte na argumencie Hoeffdinga dla funkcji wypuklych {lemat 5.2.1) oraz oszacoOwanie
Ledoux z pracy [137]. Ciekawymi krokami dowodow sa m.in. rozklad statystyk na te o oddpo-
wiednio duzych i malych wspoltezynnikach oraz zastosowanie (mLSI) do transformat Laplace’a
statystyk w polaczeniu z odpowiednimi wariantami oszacowari Herbsta opisanymi w dodatku B.

Ocena rangi naukowe]j uzyskanych wynikoéw

W rozprawie zaprezentowano wiele nowych rezultatow, istotnie rozszerzajapcych stan wiedzy w
obrebie teorii koncentracji miary i nierownoscl funkeyvinych. Jest to tematyka, lezaca na styku
rachunku prawdopowodobiefistwa i analizy, ktora jest intensywnie rozwijana w czotowych odrod-
kach naukowych na §wiecie. Wazny wklad w rozwdj tej dziedziny maja takze matematycy 2
Zakladu Rachunku Prawdopodobienstwa Uniwersytetu Warszawskiego i ten doktorat doskonale
wpisuje sig w te badania. W swojej rozprawie pan Ingr Bartlomiej Polaczyk nie tylko znaczgco
poprawia rozne wyniki nalezace do wnanych gpecjalistow w tej dziedzinie i znajduje nowe wer-
sje znanych twierdzen, ale takie uzyskuje zupetnie nowe, moim zdaniem bardzo nietrywiakne.
rezultaty. W szczegoinosci rozwiazuje trudny otwarty problem, ktory zostal postawiony przez
Mossela, Oleszkiewicza i Sena ponad dziesige lat temu. Najbardziej zainteresowaly mnie rezultast_v




7 pierwszej czedel rozdziatu 2, rozdziatu 3 oraz drugiej czesei rozdziahu 4, pewnie sc wazgledu na
to. %o sa najblizej moich zainteresowai badawczych. Cheialbym jednak podkregli¢, ze wszystkie
oléwne wyniki uzyskane w rozprawie uweram za wazne i ciekawe, Duzy wplyw na t¢ oceng ma
bardzo dobre umotywowanie tych badait - glowne twicrdzenia z kazdego rozdzialu sa opatrzone
szezegdlowymi komentarzami {wraz z referencjami), ktore pordwnuja jo ze zhanyini wezesiie
rezultatami i wskazujg na zastosowania.

Jesli chodzi o rozumowania prowadzone w rozprawie, to sa one w duze] czedel trudne 1 wyma-
gajace, ale takze bardzo pomystowe. Nic snalazlem w nich zadego blgdu merytoryeznego. Moja
uwage zwrécila natomiast biegios¢ autors w postugiwaniu si¢ réZnorodnymi i ZAAWATISOWRAIYII
narzedziami, m.in. formami Dirichleta, procesami Markowa, ich polgrupami i generatorami, sze-
rokim wachlarzem réznyeh nierownosci funkeyjnych oraz zwiazkdw migdzy nimi, martyngalami.
a takze klasycznymi 1 bardziej nowoczesnymi (specjalistycznymi) nieréwnosciami teorii praw-
dopodobienistwa 1 analizy. Jestem takze pod wrazeniem bardzo dobrej znajomodel literatury i
umiejetnosei adaptacii znanych technik dowodowych do swoich potrzeb oraz laczenia ich z wla-
snymi pomystami i koncepcjami. W tym miejscu cheiatbym takze podkreslié rzadko spotykana
rretelnosé odwolan do literatury Zrodlowe). Dotyezy to zaréwno sformulowar twierdzen (gdy au-
tor poréwnuje swoj wynik z rezultatami otrzymanymi przez innveh badaczy), jak i rozumowart
w dowodach (gdy antor chee podkreglié, e skorzystal ze znane] wezednie] techniki, zaadaptowal
jakies podejécie lub jedynie zainspirowal sig jakims pomysiem).

Jak juz wspomniatemn na poczgtku, rozdzial drugl rozprawy ukazal sie w prestizowym perio-
dyku Journal of Functional Analysis. Sadze, Ze wyniki 2 pozostalych rozdzialow talie zastugujg
na publikacje w wiodacych 1 bardzo dobrych czasopismach matematycznych.

Ocena jakosci prezentacji wynikéw i redakeji rozprawy

Strukture rozprawy, sposob prezentacji wiynikéw, jakodé redakeji, takze od strony jezykowej, oce-
niam bardzo pozytywnie. Chelatbym zaznacayé, Ze praca jest napisana bardzo starannie, z duza
dbaloécia o szcregoly i zawiera tylko nicliczne usterki jezykowe. Material jest podzielony na
cztery niezalezne czedcl, ktdre dotycza réunych tematéw, pray CzyI rozdziaty 2, 41 5 podazaja
doé¢ wiernie, cho¢ z pewnymi modyfikacjami. za tredcia publikacji i preprintow autora dostep-
nych w repozytorium arXiv, Rozdzial 3 jest z pewnodcia dopiero przygotowywany do publikacji.
Uwasam taka strukture rozprawy za przejrzysts i racjonalna. cho¢ wiaze sie to z pewiymi rozbiez-
nosciami w oznaczeniach (np. calek wzgledem miary p lub przestrzeni Lebesgue’a) czy sposobie
prezentacji niektorych nierownodei funkeyjnych. Kazdy rozdzial zawiera swoje wprowadzenie, a
calo§é rozprawy jest opatrzona tresciwym i bardzo informatywnyr wstgpem oraz dwoma bardzo
uzytecznymi dodatkari.

Niestety niekiore czesci rozumowan zostaly zaprezentowane bardzo skrotowo fub wregez porni-
nigte. Tekst rozprawy jest juz na tyle dlugi, Ze taki sposoh redakeji jest zrozumialy, ale czasem
dopisanie krotkiego nzasadnienia lub jednego zdania wyjagnienia byloby bardzo pomocne i znacz-
nie usprawnialoby czytanie (np. w dowodsie pierwszej nieréwnosci w lemacie 3.3.4 lub pierwsze]
nierownodci w (5.2.7)). Réwnowaznodé nieréwnodel Poincaré i Hardy’ego omdwiona w nwadze
3.3.3 (a w szezegolnosel nieréwnodé pornigdzy stalyimni 2;1.(}6'1.1 £ C‘p) jest waznym elementein
dowodu stwierdzenia 3.3.6. Ten fakt mogiby by¢ sformulowany w postaci lematu wraz z doktad-
nym dowodern, by¢ moze zamieszczonyim w dodatku, lub dokladna referencja. Dowody lematow
2.2.3 1 2.2.7 sa cickawe w tej ogblnosei 1 moglyby sig znalesé w podrozdziale 2.2.2.

Tnne drobne uwagi i niektére zauwazone usterki pozwalam sobie wymienié ponizej w wersjt
skroconej (oddzielone érednikami): w cawartej linii drugiego akapitu na s. 12 dwukrotnie poja~
wia sie d zamiast n, a funkcja V' ponige; jest okreslona na R": E(f,g)" zamiast E(f, f)" w
ostatniej linii na s. 14; sformulowanie wniosku 2.2.2 na koricu podrozdzialu 2.2.1 jest tozsame ze
sformulowaniem twierdzenia 2.2.1 i mogioby zostaé pominiete; zdanie poprzedzajace zalozenie 2
na s. 20 wydaje mi si¢ nieco niezgrabne; funkcje f w formulowaniu wniosku 2.4.2 s okreslone
na E; Theorem 2.3.1”7 w drugim akapicie na s. 53 to JProposition 2.3.17; h zamiast t w definicji
generatora na s. 60 oraz w dodatku A na . 143; twierdzenie 3.1.6 powinno zawiera¢ takze odwo-
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tanie do [158, Proposition 3.3|. # ktdrego pochodzi druga czgdé tezy: ostatnic zdanic twierdzenia
3.2.2 odwoluje sie {jak sadze) do podrozdzialu 3.1.1, a nie do problemu o tym numerze — by¢
moze wiaénie nadanie numeru sformulowaniu problemu pod twierdzeniem 3.1.6 byloby najlep-
szym rozwiazaniem; poczatek rozdzialu 3.2 skoro p jest miary na N, to wyrazenie ,ufk, o0)”
oznacza jednak ,u({k,k+1,...})" w dalszej czedei roudziatn 3.2 ta sama notacja plt. co} jest
wykorzystywana dla ¢t rzecaywistych: sformulowanie twierdzenia 3.2.3 odsyla raczej do (3.2.2}, a
nie do (3.2.1.); funkcja g, w sformulowaniu stwierdzenia 3.3.6 jest okredlona na zbiorze [0.oc):
nawias kwadratowy na zewnatrz sumy w defnicii funkeji fas na s. 76 wydaje sig zbedny; kostka
dyskretna w rozdziale 4 jest oznaczana przez By, podezas, gdy we wstepie do tej czescl w rozdziale
1 byla oznaczana przez 3 numery rozdzialow 4.2 1 4.3 w plerwszym zdaniu podrozdziatu 4.4.3 sa
zamienione; w liniach 3-5 drugicgo akapitu na s, 112 mamy .a” zamiast o™ oraz 045" zamiast
waf;” (dwa wystapienia).

Rozprawa zawlera bardzo nieliczne usterki redakeyine. co jest moim zdaniem duzym osiagnie-
ciem w przypadku tak dlugiego tekstu. Ponadto wiekszo§é moich uwag powyzej ma charakter
subicktywny. Nie wplywaja one wiec znaczaco na moja oceng redakeji rozprawy.

Konkluzja

7 opinii przestawionej powyzej jednoznacznie wynika, ze rozprawa doktorska pana mgr. Bartio-
mieja Polaczyka stanowi oryginalne rozwiazanie kilku trudnych probieméw naukowych, w tym
otwartego problemu postawionego przez uznanych specjalistéw, 1 prezentuje ogolng wiedze teore-
tyczng autora w dyscyplinie. Spelnia wigc, 1 fo z naddatkiem, wszystkie ustawowe i zwyczajowe
wymagania stawiane rozprawom doktorskim. W zwigzku 2 tym, wnosze o prayjecie tej rozprawy
i dopuszczenie pana Bartlomieja Polaczyka do dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia
doktora.

Ponadto, ze wzgledu na to, Ze praca zawiera szereg wagnych rezultatow (moim zdaniem z
tego materialu mozna by wytworzyé nawet dwie solidse rogprawy doktorskie!) 1 zostala zredago-
wana z duza starannoscia, chcialbym zaproponowaé komisji doktorskiej sformulowanie wniosku
0 uznanie tej rozprawy za wyrdzniajgca.
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