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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Adama Spiewaka.

Tematem rozprawy jest analiza wlasnosci uktadéw dynamicznych oraz ukta-
dow dynamicznych z elementem losowo$ci z punktu widzenia geometrycznej
teorii miary. Tego typu tematyka jest obecnie istotnie rozwijana z kilku
wzgledow. Jako pierwszy mozna wymienié¢ atrakcyjnosé¢ z punktu widze-
nia matematycznego ze wzgledu na mozliwos¢ uzycia zespotu roznorodnych
narzedzi, a w szczeg6lnosci typowych metod teorii uktadéw dynamicznych,
analizy, teorii miary, kombinatoryki, a niekiedy arytmetyki i algebry. Meto-
dami dynamicznymi mozna uzyskaé¢ wyniki i przyktady, ktore sa interesujace
i trudne choc¢by z punktu widzenia teorii miary. Dodatkowym zrédtem mo-
tywacji i problemoéw sg takze zastosowania.

Twierdzenie Takensa, ktore stanowi motyw przewodni pierwszej czesci roz-
prawy, ma wtasnie rodowdd w zastosowaniach. Pytanie jest bardzo naturalne
- a wiec do jakiego stopnia majac pewien uktad dynamiczny, czyli model z
punktu widzenia zastosowan, mozemy ustali¢ jego stan na podstawie ciggu
czasowego utworzonego z wartosci pewnej funkeji, czyli obserwowalnej warto-
sci w modelu, w kolejnych momentah czasu. Wydawaloby sie, ze dla uktadu
o k stopniach swobody k obserwacji, to znaczy wartosci badanej funkcji w
czasach od 0 do k — 1, powinny wystarczy¢. Okazuje sie jednak, ze tak nie
jest, sa kontrprzyklady i ogélnie potrzeba wiecej niz 2k obserwacji.

Jednym z gléwnych osiagnieé¢ pracy jest uzyskanie intuicyjnego oszacowania
przez k w kontekscie probabilistycznym, co zreszta byto podejrzewane przez
innych autoréw, ale bez dowodu. Ogolnie rzecz biorac role “liczby stopni swo-



body” gra wymiar Hausdorffa rozwazanego uktadu. Jest tez jasne, ze funkcja,
ktorej wartosci tworza szereg czasowy, nie moze by¢é catkiem dowolna, nie po-
winna by¢ na przyktad stata, a stad zaktada sie, ze jest typowa w odpowiednio
zdefiniowanym sensie. Co przy tym kluczowe, na przestrzeni fazowej zakta-
damy takze istnienie pewnej miary borelowskiej p, ktéra nie musi jednak
by¢ zwiazana z dynamika. Jeden z podstawowych wynikéow pracy jest taki,
ze wtedy po wyrzuceniu z przestrzeni fazowej zbioru miary zero, wartosci
zadanej funkcji w k£ kolejnych punktach orbity pozwalaja jednoznacznie wy-
znaczy¢ punkt poczatkowy, o ile tylko k jest wieksze od wymiaru Hausdorffa
uktadu. Rezultat ten jest nastepnie wzmocniony w ten sposob, ze nie tylko
przeksztalcenie ¢ z przestrzeni fazowej w ciagi czasowe jest 1 — 1, ale miary
przeciwobrazéw kul gb*l(B(gb(x), e)) znormalizowane do 1 zbiegaja stabo z
gwiazdka do delty Diraca w x wraz z € dazacym do 0. Tak wiec, przeciwo-
brazy malych kul pod dziataniem ¢ kurcza sie do x w sposéb réwnomierny
wzgledem miary p. Ta silniejsza wersja pozwala na dowdd kilku dalszych
przypuszczen znajdujacych sie w literaturze.

Druga czes¢ pracy dotyczy przyktadu, ktory pojawil sie stosunkowo niedawno
w pracy Alsedy i Misiurewicza. Chodzi tu pary kawatkami liniowych rosna-
ych przeksztalcen odcinka z dynamika o charakterze losowym, ktora formal-
nie jest produktem skosnym odcinka nad przestrzenia probabilistyczng cia-
gow prob Bernouilliego: majac ciag i punkt, interpetujemy pierwszy element
ciagu jako losowanie jednego z dwoch przeksztalcen odcinka, przez ktory
przenosimy punkt, jednoczesnie przesuwajac ciag o 1. Taki uktad jest bli-
sko zwigzany z iterowanym uktadem funkcji, w ktorym rozwazamy wszystkie
mozliwe ztozenia dwoch generujacych funkcji bez jakiegokolwiek rozktadu
prawdopodobienistwa. W sytuacji produktu sko$nego powstaje pytanie o
istnienie i wlasnosci miar stacjonarnych na odcinku. Istnienie i jednoznacz-
noé¢ takich miar wynika z ogélnej teorii, natomiast przedmiotem badan sa
ich wlasnosci. Chodzi wlasnosci takie jak osobliwo$¢ wzgledem miary Le-
besgue’a, wymiar Hausdorffa, lub zwiazek z klasa sprzezenia topologicznego
dla odpowiadajacych iterowanych uktadéw funkcji. Mozna z niewielka tylko
doza przesady powiedzieé¢, ze rozprawa rozwiazuje przyktad Alsedy i Misiu-
rewicza w sytuacji bez nachodzenia (non-overlapping) dla odpowiadajacych
iterowanych ukladow funkc;ji.

Obie czesci rozprawy wywodza sie ze wspolnych prac autora K. Barariskim,
promotorem rozprawy, oraz Y. Gutmanem.



Cho¢ te dwa rozdzialy taczy pewne podobienistwo podejscia, to r6znig sie dosé
znacznie pod wzgledem stopnia trudnosci i charakteru stosowanych technik.
Omowie zatem je zatem pod wzgledem technicznym oddzielnie. Jak wia-
domo, narzedzia geometrycznej teorii miary sa réznorodne, ale w swej istocie
nie bardzo skomplikowane. Duza role odgrywa zreczny doboér pokryé roz-
wazanych zbioréw, do tego dochodzi transformata Fouriera, twierdzenie Fu-
biniego oraz szereg wynikow swoistych dla tej teorii takich jak twierdzenie
Marstranda czy lemat Frostmana. Kluczem do sukcesu jest tu biegte opano-
wanie tych nie zawsze intuicyjnych narzedzi oraz ich pomystowe zastosowanie.
Jak sie wydaje, w pierwszej czesci pracy najistoniejsze jest twierdzenie 3.15 -
probabilistyczne twierdzenie o zanurzeniu. Zwraca w nim uwage pomystowe
zastosowanie twierdzenia Fubinego wplecione w strategie wyboru pokrycia
zbioru wyjatkowego. Jest to bardzo elegancki argument, nie zajmujacy wiele
miejsca, ale z pewnoscig nie bylo tatwo na ten pomyst ani wpasé, ani dojsé
do przedstawienia dowodu w jasny i zwiezlty sposob. Glowny wynik doty-
czacy probalistycznego twierdzenia Takensa wynika podobna metoda. Z kolei
jego wzmocnienie poprzez wykazanie zbieznosci miar matych kul wynika z
uzycia mniej znanego twierdzenia D. Simmonsa dotyczacego charakteryzacji
uktadu odpowiednich miar warunkowych. Ta czes¢ pracy konczy sie rozwaza-
niem szeregu przyktadéow. Najwiecej miejsca zajmuje analiza kontrprzyktadu
Kana w ktorym zadna funkcja liniowa nie pozwala na jednoznaczng rekon-
strukcje stanu uktadu na cafej przestrzeni fazowej. Aby przekonaé sie, ze
nie ma tu jednak sprzecznosci z jego gtownym twierdzeniem, autor konstru-
uje naturalng miare i pokazuje bezposrednio, ze jednoznacznosé zachodzi po
wyrzuceniu zbiory miary zero. Nie zachodzita potrzeba uzycia transformaty
Fouriera, ale ogdlnie ta czes¢ pracy jest oparta na pomystowym zastosowa-
niu narzedzi analitycznych i teorii miary, a tylko w niewielkim stopniu na
rozumowaniach dynamicznych - wlasciwie wchodzi tu tylko pojecie orbity.

Inaczej jest w drugiej czesci rozprawy majacej do czynienia z przyktadem
Alsedy i Misiurewicza. Glownym krokiem jest tu zrozumienie dynamiki ite-
rowanego uktadu funkcji, czego dokonuje sie w sekcji 4.4 przy okazji dowodu
twierdzen 4.10 i 4.12 w przypadku ¢ = 1. Jest to zatem rozwazanie typowo
dynamiczne. Nastepnie gtowne rezultaty pracy daja sie osiagnaé¢ bezposred-
nio przy uzyciu do$¢ prostych, choé¢ nader eleganckich rachunkéw algebra-
icznych i bezposrednich konstrukeji. Nalezy tu podresli¢, ze w kluczowych
przypadkach rozwazany iterowany uktad funkcji spetnia warunek silnego roz-
dzielenia (strong separation), co zdecydowanie utatwia rozwazania o charak-



terze miarowym.

Oceniajgc matematyczne walory pracy, trzeba podkreslié zaréwno jest po-
mystowosé, jak i bardzo wysoki poziom warsztatowy. Inwencje autora wi-
da¢ zaréwno w bezposrednich rozwazaniach dynamiki i wtasnosci miarowych
przykladu Alsedy i Misiurewicza, jak i w zastosowaniu bardziej abstrakcyj-
nych narzedzi w pierwszej czesci pracy. Przy znacznej oryginalnosci podej-
Scia, nieuchronny zapewne bol tworzenia pracy jest juz dla czytelnika roz-
prawy niewidoczny. Dowody sa dopracowane pod wzgledem technicznym i
zaprezentowane w sposob jasny i czytelny. Jako pewien wymowny szczegol
chciatbym tu przytoczyé dowdd lematu 3.17 ze zwieztym i precyzyjnym ar-
gumentem algebraicznym. Wsérod nawet wytrawnych dynamikéw staranne i
umiejetne podejscie do zagadnieni algebraicznych nie jest czeste. Notacja jest
starannie przemyslana i objasniona w w ten sposob, ze nawet przy lekturze
tak obszernej pracy niewiele czasu strawilem na szukanie oznaczen.

Co nieuchoronne, natrafitem na pare miejsc, w ktérych mozna by co§ w pracy
poprawi¢. W oszacowaniu (3.3) wydaje mi sie, ze powinien by¢ pierwiastek z
k, a nie N, co ma tez dalsze konsekwencje np. w ciagu oszacowan na $rodku
str. 22. Ostatnie zdanie na str. 21 jest zle zbudowane gramatycznie, cze-
Sciowo ze wzgledu na niezrecznie wtragcona uwage w nawiasie. Na str. 26
tuz nad nieréwnoscia (3.5) sformulowanie “can be written as one condition”
jest nieprecyzyjne, chodzi o to, ze “follow from one condition”. Ogolniej, wy-
daje sie ze autor ma pewng sktonnosé do nazbyt formalnego zapisu kosztem
przejrzystosci. Na przyktad u gory strony 20, czy nie prosciej by byto na-
pisac, ze EY to po prostu macierze k x N traktowane jako podzbior R 7
miarg Lebesgue’a? 7 kolei proba nieformalnego opisu konstrukeji zbioru A
na str. 52 wydaje mi sie nieczytelna. Na szczescie jest rysunek 4.3, a przy
tym formalny zapis jest na tyle przejrzysty i czytelny, ze mozna sie z niego
zorientowac, o co chodzi. Sa to, jak wida¢, drobne utyskiwania bez wplywu
na wartos¢ naukowa rozprawy.

Jesli idzie o glebie, poziom trudnodci i znaczenie rezultatow, to wyzej sta-
wiam pierwsza czesS¢ rozprawy. Rozwigzuje ona otwarte przypuszczenia na-
lezace do waznego nurtu badan w uktadach dynamicznych, zatem bez wat-
pienia trudne. Rozwigzanie to wymagato pomystowego doboru i zastosowa-
nia do$¢ zaawansowanych narzedzi, na wysokim poziomie abstrakcji wymu-
szonym przez ogdlny charakter problemu. Zaleta czesci drugiej jest to, ze
dotyczy bardzo tadnego przyktadu, o wielkiej prostocie, a niemniej prow-
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dzacego do bogatej problematyki. Wydaje mi si¢ jednak, ze przypadek bez
zachodzenia okazatl sie stosunkowo tatwy i po zrozumieniu dynamiki iterowa-
nego problemu funkcji potrzebne byto jedynie do$é¢ elementarne podejscie do
probleméw miarowych. Zapewne znacznie wyzszy bytby poziom trudnosci
w przyadku z zachodzeniem (overlapping) i o to chetnie spytam autora na
obronie. Podsumowujac uwazam, ze druga cze$¢ rozprawy spetlnia warunki
stawiane pracom doktorskim w stopniu bardzo dobrym, podobnie jak i czes¢
pierwsza, ktora jednak poza te oczekiwania wyraznie wykracza podajac roz-
wiazanie trudnych i waznych dla dziedziny probleméw, co stanowi standard
osiagniecia habilitacyjnego.

Wypada jeszcze zastanowié¢ sie nad mozliwoscia wyrdznienia pracy. Jak wy-
nika z podsumowania, ktore zamie$citem powyzej, pod wzgledem wartosci
matematycznej rozprawa na to zastuguje. Przeszkode stanowi jednak fakt,
ze powstawala na kanwie wspolnych prac. Nie ma oczywiscie podstaw do
kwestionowania tego, ze Doktorant jest samodzielnym autorem tresci roz-
prawy. Jednak inspiracja matematyczna jest kluczowym elementem kazdego
osiagniecia, a w przypadku prac zespotowych trudno jest dociekaé jej zrodta.
7 pewnoscia trudniej jest doktorantowi, ktéry musi jej szuka¢ sam.

W konkluzji stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa bez watpliwosci spelnia
wymogi ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskich i powinna
stanowi¢ podstawe do dopuszczenia jej autora do dalszych etapow przewodu
doktorskiego.

Grzegorz Swiatek



