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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgra Adama åpiewaka zatytu≥owanej

„Geometric properties of measures in finite-dimensional dynamical systems”

Rozprawa doktorska mgra åpiewaka, bÍdπca przedmiotem tej recenzji, sk≥ada siÍ z 92
stron i podzielona zosta≥a na 4 rozdzia≥y. Zawiera spis treúci oraz bibliografiÍ i krótkie
podsumowanie wyników doktoranta. Rozprawa napisana jest w jÍzyku angielskim, ale
do≥πczono do niej 8 stronicowy autoreferat/rozszerzone streszczenie. Rozprawa zosta≥a
napisana pod kierunkiem dr. hab. Krzysztofa BaraÒskiego, prof. UW, podzielona zosta≥a
na dwie zasadnicze czÍúci, z których pierwsza oparta jest na jeszcze nie opublikowanym
manuskrypcie przygotowanym we wspó≥pracy z Y. Gutmanem i K. BaraÒskim ([8] we-
d≥ug bibliografii rozprawy), natomiast druga czÍúÊ opiera siÍ na opublikowanej juø pracy
wspólnej z K. BaraÒskim (pozycja [9]).
Pierwsza czeúÊ rozprawy skupia siÍ na twierdzeniach typu Takensa, które mówiπc

bardzo ogólnie, pozwalajπ identyfikowaÊ stan uk≥adu na podstawie mierzonego w czasie
kaødej iteracji parametru h(T i(x)) obserwowanego przez odpowiednio d≥ugπ liczbÍ itera-
cji i = 0, 1, . . . , k. Twierdzenia te pozwalajπ oszacowaÊ niezbÍdnπ, minimalna liczbÍ k,
niezaleønπ od wyboru (nieznanego) punktu startowego x. Druga czÍúÊ rozprawy dotyczy
dynamiki tzw. uk≥adów Alsedy-Misiurewicza (uk≥adów zadanych przez dwa homeomorfi-
zmy odcinka [0, 1], kaødy o dwóch przedzia≥ach monotonicznoúci), a dok≥adniej ich miar
stacjonarnych. Na pierwszy rzut oka juø widaÊ, øe sπ to dwa doúÊ odleg≥e tematy. Jednak
rozprawa skupia siÍ bardziej na narzÍdziach niø na samyc h problemach, a elementem
≥πczπcym jest szeroko rozumiany wymiar miary, w pierwszym przypadku referencyjnej, w
drugim stacjonarnej. BÍdzie to bardziej widoczne w dalszej czÍúci recenzji, gdy przejdÍ
do omówienia najwaøniejszych wyników rozprawy.
Pierwszy rozdzia≥ stanowi szersze wprowadzenie do tematyki, opisujπc w sposób doúÊ

obszerny wczeúniejsze wyniki innych autorów, motywacjÍ do podjÍcia rozwaøaÒ oraz g≥ów-
ne wyniki osiπgniÍte przez autora.
Rozdzia≥ 2 stanowi eleganckie i uøyteczne wprowadzenie do g≥ównych pojÍÊ rozwaøa-

nych w rozprawie. Znajdziemy w nim: elementy teorii wymiaru, w tym róøne definicje
wymiaru i podsumowanie zaleønoúci miÍdzy nimi; pojÍcia z zakresu wymiaru miar pro-
babilistycznych; podstawowe w≥asnoúci wymiaru miar stacjonarnych (dla IFSów) oraz
powiπzanych z nimi atraktorów; zwiπzki pomiÍdzy wymiarem atraktora a wyk≥adnikami
Lapunowa czy entropiπ.
Rozdzia≥ 3 stanowi pierwszπ, zasadniczπ czÍúÊ rozprawy. Rozwaøa siÍ w nim tak zwane

probabilistyczne twierdzenie Takensa. Klasyczna wersja tego twierdzenia mówi, øe gdy
M jest g≥adkπ rozmaitoúciπ wymiaru m, T : M æ M jest dyfeomorfizmem klasy C2 a
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h : M æ R jest odwzorowaniem klasy C2 (reprezentujπcym obserwowany parametr), przy
czym T, h sπ typowe (w sensie kategorii Baire’a) to odwzorowanie

x ‘æ (h(x), h(T (x)), . . . , h(T 2m(x)))

jest iniekcjπ. Innymi s≥owy, znajπc wartoúÊ parametru h w k > dim(M) krokach czasowych
jesteúmy w stanie odtworzyÊ stan poczπtkowy. Przy czym odwzorowanie „typowe” jest tu-
taj rozumiane w sensie topologicznym. Twierdzenie Takensa w wersji probabilistycznej ma
podobny charakter, przy czym typowoúÊ w tym przypadku wypowiada siÍ w jÍzyku teorii
miary. Liczy siÍ przy tym, øe rozwaøanie prawie wszystkich a nie wszystkich elementów
pozwoli obniøyÊ granicznπ wartoúÊ k.
Pierwszym z g≥ównych wyników tego rozdzia≥u jest Twierzenie 3.15 stanowiπce roz-

szerzenie wersji probabilistycznej twierdzenia Takensa. MotywacjÍ stanowi twierdzenie w
wersji Sauera, Yorke’a i Casdagli (przytoczone za monografiπ [81]) które ma zastosowanie
dla zwartego zbioru X µ RN , odwzorowania iniektywnego T : X æ X bez punktów okre-
sowych spe≥niajπcego warunek Lipschitza oraz funkcji Lipschitzowskiej h : RN æ R. Jeúli
h1, . . . , hm stanowi bazÍ przestrzeni wielomianów rzeczywistych N zmiennych stopnia co
najwyøej k, gdzie k > 2dimBX to dla dla prawie wszystkich wzglÍdem miary Lebesgue’a
wyborów wspó≥czynników (–1, . . . ,–m) œ Rm odwzorowanie

„T
–
: X æ Rk, x ‘æ (h–(x), h–(T (x)), . . . , h–(T k≠1(x)))

jest iniekcjπ na X, gdzie

h–(x) = h(x) +
mÿ

j=1
–jhj(x).

Rozszerzenie wprowadzone przez autora, doprowadzajπce do Twierdzenia 3.15 polega
na uøyciu miary Borelowskiej ‡-skoÒczonej na X która jest singularna wzglÍdem ma-
iry HausdorÄa H

—k na RN dla pewnych — œ (0, 1] oraz k > 0. W ten sposób zezwala
siÍ by funkcja T mia≥a punkty okresowe o ile µ|Perp(T ) jest singularna wzglÍdem H

—k dla
p = 1, 2, . . . , k≠ 1. Wielomiany zastπpione zostajπ przez rodzinÍ 2k-interpolujπcπ z≥oøonπ
z funkcji —-Hölderowskich. Natomiast cenÍ którπ trzeba za te modyfikacje zap≥aciÊ, jest
fakt, øe „T

–
jest iniekcjπ na zbiorze X– pe≥nej miary µ. Konsekwencjπ tego podejúcia

(Twierdzenie 1.2) jest obniøenie wymiaru k (czyli ciπgu potrzebnego do rekonstrukcji) z
k > 2dimBX do k > dimH(µ) (wyjaúnia to szczegó≥owo Uwaga 3.6). Twierdzenie 3.15
jest teø istotnym elementem sk≥adowym dowodu twierdzenia 3.24, które to twierdzenie
pozwala odpowiedzieÊ pozytywnie na [85, Conjecture 1], poprawiajπc dodatkowo prze-
widywane w tej hipotezie oszacowanie na k (przy czym nie sprecyzowana “typowoúÊ” z
pracy [85] jest rozumiana tutaj w sensie miary Lebesgue’a). Ciekawe uzupe≥nienie wyni-
ków rozdzia≥u 3 stanowi twierdzenie 3.25 które wskazuje na miarÍ probabilistycznπ µ na
[0, 1]2 o tej w≥asnoúci, øe dimH µ = 1 ale dimMBµ = 2. Pokazuje to, øe twierdzenie 3.5,
stanowiπce swoiste przygotowanie do dowodu twierdzenia 3.15 jest istotnym rozszerze-
niem podobnego wyniku z [1]. Rozdzia≥ 3 zamyka przyk≥ad zamieszczony w podrozdziale
3.6.1, motywowany konstrukcjπ Ittai Kan (co ciekawe, przedstawionego w dodatku do [84]
której to pracy nie jest on autorem; jego nazwisko pojawia siÍ tylko przy sekcji Appendix).
Konstruowany jest tam zbiór X µ R2 spe≥niajπcy warunek dimH X = 0 na którym øadne
odwzorowanie liniowe L : R2 æ R nie jest liniowe. Z drugiej strony konstruowana jest
‡-skoÒczona miara Borelowska µ spe≥niajπca warunek suppµ = X (czyli ≥H µ = 0) oraz
zbiór XL µ X pe≥nej miary µ taki, øe kaøde odwzorowanie liniowe L(x, y) = –x + —y,
–, — œ R, — ”= 0, jest iniektywne na XL. Ten zaskakujπcy dualizm jest konsekwencjπ
twierdzenia 3.5, tzn. XL istnieje dla prawie wszystkich –, —, natomiast autor jest w stanie
dodatkowo wskazaÊ ten zbiór „dobrych” parametrów –, — w sposób jawny.
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Drugπ istotnπ czÍúÊ rozprawy stanowi rozdzia≥ 4, w którym rozwaøane sπ uk≥ady
Alsedy-Misiurewicza, czyli dzia≥anie grupy wolnej zadanej przez dwa odwzorowania ciπg≥e,
kawa≥kami liniowe

f≠(x) =

Y
]

[
a≠x , gdy x œ [0, x≠]
1≠ b≠(1≠ x) , gdy x œ [x≠, 1]

, f+(x) =

Y
]

[
b+x , gdy x œ [0, x+]
1≠ a+(1≠ x) , gdy x œ [x+, 1]

.

gdzie 1 < a≠ < 1, b≠, 0 < a+ < 1 < b+. Rozwaøania dotyczπ w≥asnoúci miar stacjonarnych,
tzn. miar spe≥niajπcych warunek

µ = p≠(f≠)úµ+ p+(f+)úµ

gdzie wektor prawdopodobieÒstwa (p≠, p+) jest z góry ustalony. Wczeúniejsze badania
wykaza≥y, øe gdy wyk≥adniki Lapunowa spe≥niajπ Ë(0),Ë(1) > 0 to istnieje jedyna miara
stacjonarna µ dla (f≠, f+) nie posiadajπca atomów w {0, 1}. Celem podjÍtym w rozpra-
wie jest ustalenie zakresu parametrów a±, b± gwarantujπcych, øe µ jest miarπ Lebesgue’a
oraz wskazanie przypadków kiedy µ jest wzglÍdem miary Lebesgue’a singularna. Pierw-
szy z tych przypadków opisuje twierdzenie 4.4. Okazuje siÍ, øe warunkiem koniecznym
i wystarczajπcym (przy za≥oøeniu o wyk≥adnikach Lapunowa) jest by (f≠, f+) by≥ typu
granicznego (tzn. f≠(x≠) = f+(x+)) oraz zachodzi≥ warunek p≠/a≠ + p+/b+ = 1. Jest to
istotne rozszerzenie wyniku z [2] opisujπcy pewien szczególny przypadek gdy µ jest miarπ
Lebesgue’a. Dodatkowo autor uzasadnia, øe miara stacjonarna µ musi byÊ singularna lub
absolutnie ciπg≥a wzglÍdem miary Lebesgue’a, tzn. nie jest moøliwy przypadek mieszany.
Drugie przypadek, dotyczπcy singularnoúci miary stacjonarnej µ motywowany jest bez-
poúrednio hipotezπ z [2] dotyczπcπ typowych uk≥adów (f≠, f+) . CzÍúciowπ odpowiedü
przynosi twierdzenie 10, mówiπce o tym, øe dla uk≥adów (f≠, f+) typu roz≥πcznego (tzn.
f≠(x≠) < f+(x+)) wykazujπcych rezonans posiadajπ w≥asnoúÊ dimH(suppµ) < 1. Zawiera
ono takøe pewne dodatkowe charakteryzacje suppµ. Rozprawa takøe zawiera opis sytu-
acji, w której mimo, øe suppµ = [0, 1] to µ jest singularna wzglÍdem miary Lebesgue’a
(twierdzenie 4.16). Dowody sπ d≥ugie i technicznie zaawansowane. WidaÊ, øe z ≥atwoúciπ
porusza siÍ pomiÍdzy rozwaøanymi pojÍciami oraz jest w stanie w sposób elegancki dzieliÊ
dowód na mniejsze kroki.
Rozprawa napisana jest w sposób staranny i przemyúlany. Pomimo, øe nie uda≥o siÍ

uniknπÊ pewnych drobnych b≥Ídów edytorskich, typu „(??)”” nas stronie 24, jÍzykowych
typu „there exists i1, . . . , in” w wypowiedzi Lematu 4.36, to jednak wydajπ siÍ one byÊ
bardzo sporadyczne. Pewnym mankamentem jest to, øe praca wielokrotnie wymusza na
czytelniku dok≥adne sprawdzanie przeliczeÒ. Przyk≥adowo funkcja „r(x) = fl ≠ flrx ze
strony 52 przekszta≥ca zbiór

I≠1 =
C
fl≠ fl2

1≠ flk+1 ,
fl≠ flk+1

1≠ flk+1

D

w siebie, gdy r = 1, . . . , k, co jest podawane bez dalszego komentarza. Jest to oczywiúcie
tylko przyk≥ad, gdyø takich miejsc jest doúÊ duøo. Pewnym usprawiedliwieniem moøe
byÊ zwiπzek pracy z opublikowanymi artyku≥ami, jednak w sytuacji gdy rozprawa nie
ma górnych ograniczeÒ na objÍtoúÊ, autor móg≥ zadaÊ sobie wiÍcej trudu zwiÍkszajπc
czytelnoúÊ pracy.
Art. 13 ust. 1. ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach i tytule

w zakresie sztuki stwierdza, øe „Rozprawa doktorska, [...] powinna stanowiÊ oryginalne
rozwiπzanie problemu naukowego lub oryginalne dokonanie artystyczne oraz wykazywaÊ
ogólnπ wiedzÍ teoretycznπ kandydata w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej oraz
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