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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgra Adama Spiewaka zatytutowanej
,Geometric properties of measures in finite-dimensional dynamical systems”

Rozprawa doktorska mgra Spiewaka, bedaca przedmiotem tej recenzji, sktada sie z 92
stron i podzielona zostata na 4 rozdzialy. Zawiera spis tresci oraz bibliografie i krotkie
podsumowanie wynikow doktoranta. Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim, ale
dotaczono do niej 8 stronicowy autoreferat/rozszerzone streszczenie. Rozprawa zostata
napisana pod kierunkiem dr. hab. Krzysztofa Baranskiego, prof. UW, podzielona zostata
na dwie zasadnicze czesci, z ktorych pierwsza oparta jest na jeszcze nie opublikowanym
manuskrypcie przygotowanym we wspoélpracy z Y. Gutmanem i K. Baranskim ([8] we-
dtug bibliografii rozprawy), natomiast druga czesé¢ opiera sie na opublikowanej juz pracy
wspoélnej z K. Baranskim (pozycja [9]).

Pierwsza czes¢ rozprawy skupia sie na twierdzeniach typu Takensa, ktore mowiac
bardzo ogdlnie, pozwalajg identyfikowaé stan ukltadu na podstawie mierzonego w czasie
kazdej iteracji parametru h(T"(z)) obserwowanego przez odpowiednio dtuga liczbe itera-
cjii = 0,1,..., k. Twierdzenia te pozwalaja oszacowa¢ niezbedna, minimalna liczbe k,
niezalezng od wyboru (nieznanego) punktu startowego x. Druga cze$¢ rozprawy dotyczy
dynamiki tzw. uktadéw Alsedy-Misiurewicza (uktadéw zadanych przez dwa homeomorfi-
zmy odcinka [0, 1], kazdy o dwdch przedziatach monotonicznosci), a doktadniej ich miar
stacjonarnych. Na pierwszy rzut oka juz widac, ze sa to dwa dos$¢ odlegte tematy. Jednak
rozprawa skupia sie bardziej na narzedziach niz na samyc h problemach, a elementem
taczacym jest szeroko rozumiany wymiar miary, w pierwszym przypadku referencyjnej, w
drugim stacjonarnej. Bedzie to bardziej widoczne w dalszej czesci recenzji, gdy przejde
do omoéwienia najwazniejszych wynikoéw rozprawy.

Pierwszy rozdziat stanowi szersze wprowadzenie do tematyki, opisujac w sposéb dosé
obszerny wezesniejsze wyniki innych autoréw, motywacje do podjecia rozwazan oraz gtow-
ne wyniki osiggniete przez autora.

Rozdziat 2 stanowi eleganckie i uzyteczne wprowadzenie do gtéwnych poje¢ rozwaza-
nych w rozprawie. Znajdziemy w nim: elementy teorii wymiaru, w tym rdézne definicje
wymiaru i podsumowanie zaleznosci miedzy nimi; pojecia z zakresu wymiaru miar pro-
babilistycznych; podstawowe wlasnosci wymiaru miar stacjonarnych (dla IFS6w) oraz
powiazanych z nimi atraktoréw; zwigzki pomiedzy wymiarem atraktora a wyktadnikami
Lapunowa czy entropia.

Rozdziat 3 stanowi pierwsza, zasadniczg czes¢ rozprawy. Rozwaza sie w nim tak zwane
probabilistyczne twierdzenie Takensa. Klasyczna wersja tego twierdzenia mowi, ze gdy
M jest gladka rozmaitoécig wymiaru m, T: M — M jest dyfeomorfizmem klasy C? a
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h: M — R jest odwzorowaniem klasy C? (reprezentujacym obserwowany parametr), przy
czym T, h sa typowe (w sensie kategorii Baire’a) to odwzorowanie

z — (h(z), h(T(z)),..., (T (x)))

jest iniekcja. Innymi stowy, znajac warto$¢ parametru h w k > dim(M ) krokach czasowych
jestedmy w stanie odtworzy¢ stan poczatkowy. Przy czym odwzorowanie ,typowe” jest tu-
taj rozumiane w sensie topologicznym. Twierdzenie Takensa w wersji probabilistycznej ma
podobny charakter, przy czym typowos$¢ w tym przypadku wypowiada si¢ w jezyku teorii
miary. Liczy sie przy tym, ze rozwazanie prawie wszystkich a nie wszystkich elementéw
pozwoli obnizy¢ graniczng wartos¢ k.

Pierwszym z gtéwnych wynikéw tego rozdzialu jest Twierzenie 3.15 stanowiace roz-
szerzenie wersji probabilistycznej twierdzenia Takensa. Motywacje stanowi twierdzenie w
wersji Sauera, Yorke’a i Casdagli (przytoczone za monografia [81]) ktére ma zastosowanie
dla zwartego zbioru X C RY, odwzorowania inicktywnego 7': X — X bez punktéw okre-
sowych spehiajgcego warunek Lipschitza oraz funkcji Lipschitzowskiej h: RY — R. Jedli
hi,...,h, stanowi baze przestrzeni wielomianow rzeczywistych N zmiennych stopnia co
najwyzej k, gdzie k > 2dimpX to dla dla prawie wszystkich wzgledem miary Lebesgue’a
wyboréw wspoétezynnikow (aq, ..., ay,) € R™ odwzorowanie

Go: X = R, 2= (ha(@), ha(T(2)), .., ha(T"(2)))
jest iniekcja na X, gdzie
ha(z) = h(z) + Y ajhj(x).
j=1

Rozszerzenie wprowadzone przez autora, doprowadzajace do Twierdzenia 3.15 polega
na uzyciu miary Borelowskiej o-skonczonej na X ktora jest singularna wzgledem ma-
iry Hausdorffa HP* na RY dla pewnych § € (0,1] oraz k > 0. W ten sposob zezwala
si¢ by funkcja 7' miata punkty okresowe o ile p|per, () jest singularna wzgledem HA* dla
p=1,2,...,k—1. Wielomiany zastapione zostaja przez rodzine 2k-interpolujaca ztozona
z funkcji B-Holderowskich. Natomiast cene ktora trzeba za te modyfikacje zaptacié, jest
fakt, ze ¢L jest iniekcja na zbiorze X, pelnej miary u. Konsekwencja tego podejscia
(Twierdzenie 1.2) jest obnizenie wymiaru k (czyli ciagu potrzebnego do rekonstrukeji) z
k > 2dimpX do k > dimpg(u) (wyjasnia to szczegdlowo Uwaga 3.6). Twierdzenie 3.15
jest tez istotnym elementem sktadowym dowodu twierdzenia 3.24, ktore to twierdzenie
pozwala odpowiedzie¢ pozytywnie na [85, Conjecture 1], poprawiajac dodatkowo prze-
widywane w tej hipotezie oszacowanie na k (przy czym nie sprecyzowana “typowos¢” z
pracy [85] jest rozumiana tutaj w sensie miary Lebesgue’a). Ciekawe uzupelnienie wyni-
koéw rozdziatu 3 stanowi twierdzenie 3.25 ktore wskazuje na miare probabilistyczng p na
[0,1] o tej wlasnodci, ze dimy p = 1 ale dimy,;zu = 2. Pokazuje to, ze twierdzenie 3.5,
stanowiace swoiste przygotowanie do dowodu twierdzenia 3.15 jest istotnym rozszerze-
niem podobnego wyniku z [1]. Rozdziat 3 zamyka przyktad zamieszczony w podrozdziale
3.6.1, motywowany konstrukcja Ittai Kan (co ciekawe, przedstawionego w dodatku do [84]
ktérej to pracy nie jest on autorem; jego nazwisko pojawia sie tylko przy sekcji Appendix).
Konstruowany jest tam zbiér X C R? spetiajacy warunek dimy X = 0 na ktérym zadne
odwzorowanie liniowe L: R? — R nie jest liniowe. Z drugiej strony konstruowana jest
o-skoniczona miara Borelowska p spelniajaca warunek supp p = X (czyli ~y p = 0) oraz
zbior X C X pelnej miary p taki, ze kazde odwzorowanie liniowe L(z,y) = az + [y,
a,B € R, B # 0, jest iniektywne na X. Ten zaskakujacy dualizm jest konsekwencja
twierdzenia 3.5, tzn. X, istnieje dla prawie wszystkich «, 3, natomiast autor jest w stanie
dodatkowo wskazaé ten zbiér ,dobrych” parametréw a, 3 w sposob jawny.
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Druga istotna cze$¢ rozprawy stanowi rozdziat 4, w ktorym rozwazane sg uktady
Alsedy-Misiurewicza, czyli dziatanie grupy wolnej zadanej przez dwa odwzorowania ciggte,
kawatkami liniowe

Ja_z ,edy x € [0, z_] b ,gdy x € [0, 2, |
J-(2) = {1 —b_(1—2) ,gdyze[r_,1]’ fel@) = {1 —a,(1—2) ,gdyx € vy, 1]

gdziel <a_ <1,b_,0 < ay <1< by. Rozwazania dotycza wlasnosci miar stacjonarnych,
tzn. miar spetiajacych warunek

o= p-(f-)upt + p+(f4 )t

gdzie wektor prawdopodobienstwa (p_,py) jest z géry ustalony. Wezesniejsze badania
wykazaty, ze gdy wyktadniki Lapunowa spelniaja A(0), A(1) > 0 to istnieje jedyna miara
stacjonarna p dla (f_, fy) nie posiadajaca atoméw w {0,1}. Celem podjetym w rozpra-
wie jest ustalenie zakresu parametrow ay, by gwarantujacych, ze u jest miara Lebesgue’a
oraz wskazanie przypadkow kiedy p jest wzgledem miary Lebesgue’a singularna. Pierw-
szy z tych przypadkow opisuje twierdzenie 4.4. Okazuje sie, ze warunkiem koniecznym
i wystarczajacym (przy zatozeniu o wykladnikach Lapunowa) jest by (f_, fi) byt typu
granicznego (tzn. f_(z_) = fi(x)) oraz zachodzil warunek p_/a_ + p, /by = 1. Jest to
istotne rozszerzenie wyniku z [2] opisujacy pewien szczegdlny przypadek gdy p jest miara
Lebesgue’a. Dodatkowo autor uzasadnia, ze miara stacjonarna p musi by¢ singularna lub
absolutnie ciagta wzgledem miary Lebesgue’a, tzn. nie jest mozliwy przypadek mieszany.
Drugie przypadek, dotyczacy singularnosci miary stacjonarnej pu motywowany jest bez-
posrednio hipoteza z [2] dotyczaca typowych uktadow (f_, fy) . Czesciowa odpowiedZ
przynosi twierdzenie 10, méwiace o tym, ze dla uktadéw (f_, f1) typu roztacznego (tzn.
f-(xz_) < fi(xy)) wykazujacych rezonans posiadaja wlasnos¢ dimy (supp p) < 1. Zawiera
ono takze pewne dodatkowe charakteryzacje supp p. Rozprawa takze zawiera opis sytu-
acji, w ktorej mimo, ze supp pu = [0, 1] to u jest singularna wzgledem miary Lebesgue’a
(twierdzenie 4.16). Dowody sa dtugie i technicznie zaawansowane. Widaé, ze z tatwoscia
porusza sie pomiedzy rozwazanymi pojeciami oraz jest w stanie w sposob elegancki dzieli¢
dowdd na mniejsze kroki.

Rozprawa napisana jest w sposob staranny i przemyslany. Pomimo, ze nie udato sie
unikna¢ pewnych drobnych btedéw edytorskich, typu ,,(77)”” nas stronie 24, jezykowych
typu ,there exists 71,...,7,” w wypowiedzi Lematu 4.36, to jednak wydaja si¢ one by¢
bardzo sporadyczne. Pewnym mankamentem jest to, ze praca wielokrotnie wymusza na
czytelniku dokladne sprawdzanie przeliczen. Przyktadowo funkcja ¢,.(z) = p — p'x ze
strony 52 przeksztatca zbioér

_ p—pt p—phtl

I 1 — pht17 ] — phitl

w siebie, gdy r = 1,...,k, co jest podawane bez dalszego komentarza. Jest to oczywiscie
tylko przyktad, gdyz takich miejsc jest do$¢ duzo. Pewnym usprawiedliwieniem moze
by¢ zwiazek pracy z opublikowanymi artykutami, jednak w sytuacji gdy rozprawa nie
ma gornych ograniczen na objetos¢, autor mogt zadaé sobie wiecej trudu zwickszajac
czytelnos$é pracy.

Art. 13 ust. 1. ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach i tytule
w zakresie sztuki stwierdza, ze ,Rozprawa doktorska, [...] powinna stanowié¢ oryginalne
rozwiagzanie problemu naukowego lub oryginalne dokonanie artystyczne oraz wykazywaé
ogblng wiedze teoretyczng kandydata w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej oraz
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umiejetnoéé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej”. W mojej opinii
przedstawiona rozprawa w pelni spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane
wobec rozpraw doktorskich, rozszerzajac w sposéb istotny wiedze z zakresu teorii wymiaru
stosowanej do uktadéw dynamicznych. Rozwazane problemy wynikaja w sposéb naturalny
z wezeéniejszych badan innych autoréw i odpowiadaja na stawiane w literaturze pytania
otwarte. Autor bez probleméw porusza si¢ pomiedzy pojeciami z teorii miary i w bardzo
ladny sposéb stosuje ja do zagadnien z teorii uktadéw dynamicznych, prowadzac czesto
do$é¢ skomplikowane technicznie rozwazania. W zwigzku z powyzszym, wnioskuje
o przyjecie rozprawy doktorskiej i dopuszczenie mgra Adama Spiewaka do
dalszych etap6éw przewodu doktorskiego.




