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Wstep

Egzamin trwa co najmniej 210 minut i sktada sie z siedmiu zadan wybranych z ponizszego zestawu:
trzech z czesci pierwszej, dwoch z czesci drugiej, jednego z czesci trzeciej i jednego z czesci
czwartej. Zadania wybierane sa tak, aby tematyka objetego nimi materiatu byla mozliwie na-
jszersza. Podczas egzaminu nie wolno postugiwaé sie telefonami komoérkowymi, kalkulatorami,
laptopami, palmtopami itp. Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnic.

Rozwiazania kazdego zadania punktowane sa w skali 0-10. Wynik kazdego zdajacego jest
suma zdobytych przezenn punktéw. Nie sg wystawiane oceny w tradycyjnej skali, a na zyczenie
kandydata wydaje sie tylko zaswiadczenia o liczbie zdobytych punktéw. Ranking kandydatéw
tworzony jest w kolejnosci uzyskanych wynikéw.

1 Analiza Matematyczna i Ro6wnania Rézniczkowe

1. Poda¢ przyktad funkcji f: R — R, ktora nie jest ciggta w zadnym punkcie swojej dziedziny,
oraz przyktad takiej funkcji f: R — R, ktora jest ciaggta w dokladnie jednym punkcie swojej
dziedziny.

2. Udowodnié, ze jesli funkcja f: R — R jest wielomianem nieparzystego stopnia, to dla kazdej
liczby y € R istnieje taka liczba x € R, ze f(z) = y. Wykazad, ze nie jest to prawda dla zadnego
wielomianu stopnia parzystego.

3. Podaé¢ przyktad takiej funkcji f: R — R, ze dla kazdej liczby § > 0 zachodzi inkluzja

4. Zmalez¢ wszystkie punkty ciggltosci funkcji f: R? — R,

lyz=2| el dlax £0;
z,y) =
f@9) {0 dlaz=0.

5. Udowodni¢, ze jedli funkcja f: [0, +00) — R jest ciagla i ma asymptote w +oo, czyli gdy
istnieja takie liczby a,b € R, ze limy o0 (f(z) — (az 4+ b)) =0, to f jest jednostajnie ciagta.

6. Znalez¢ pochodng funkeji f(z) = (2 +sinz)?, z € R.



7. Podac przyktad funkcji ciagtej w (a, b) i nier6zniczkowalnej w ustalonych punktach a < x1 <
xTo < -0 < Xy < b, n > 1, ale rézniczkowalnej w kazdym przedziale (a, z1), (xn, b), (zi, Tit1),
i=1,....n—1

8. Sformutowaé i udowodni¢ twierdzenie Rolle’a. Poda¢ przyktad funkcji f: R — R, ktoéra jest
rozniczkowalna, §cigle rosnaca i spelnia warunek: f’(a) = 0 dla nieskonczenie wielu a € R.

9. Dowiesé, ze arctg x + arctg % =7 dlax>-1

10. Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla, zas a < b liczbami rzeczywistymi. Udowodnié¢, ze
jesli g: R — R jest okreslona wzorem g(z) = f(f f(z + t)dt, to funkcja g jest rozniczkowalna
i rownos¢ ¢'(x) = f(x +b) — f(x + a) zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x.

11. Niech f(x) = %]w—lQH—%\/ 22 + 25 dlaxz € R. Wykazac¢, ze f przyjmuje warto$¢ najmniejsza
i znalez¢ te wartosc.

12. Znalez¢ maksimum objetosci stozka wpisanego w kule o promieniu 1.

13. Znalez¢ minimum objetosci stozka opisanego na kuli o promieniu 1.

14. Niech
(2) 0 dla z =0,
€Tr) =
4 x? cos% dla x # 0.
Znalez¢ @' (x) dla z € R.
Niech
1 S|
sin=, x #0; sin=, x #0;
flx) = ! g(x) = ’
0, z =0, 1, z=0.

Wykazaé, ze funkcja f jest pochodng pewnej funkcji r6zniczkowalnej na calej prostej R, a funkcja
g nie jest pochodng zadnej funkcji rézniczkowalnej na catej proste;j.

15. Niech f(z) = 3z* — 42% — 362%. Znalez¢ lokalne ekstrema i kresy funkcji f na przedziale
[ — 1, 4] oraz na przedziale [ -1, 5}.

16. Niech h(z,y) = ay(e* —1)+zsinx —cosy dla x,y € R. Wykaza¢, ze h ma ekstremum lokalne
w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy a € (—v/2,v/2).

17. Znalez¢ punkty zerowania sie gradientu funkcji f danej wzorem f(z,y) = x*—y* —4xy? — 222
dla (x,y) € R?, a nastepnie wyjasni¢, w ktorych z nich funkcja f ma lokalne ekstrema.

18. Niech A = {(z,y,2) € R3: 522 +5y> — 22 =0 i o + 2y + 3z = 20}. Znalez¢ kresy gorny i
dolny funkcji f zdefiniowanej wzorem f(z,y, z) = 22 + y? + 22 na zbiorze A.

19. Niech H = {(z,y,2) € R3: 22 +y? — 22 + 4 = 0}. Znalez¢ w zbiorze H punkt, ktérego
odlegltosé od punktu (2,4, 0) jest najmniejsza.

20. Niech A = {(z,y,2) € R3: 22 +y? + 22 =2, 2y +yz + 2z + 1 = 0}. Znalez¢ kresy gorny i
dolny funkcji f zdefiniowanej wzorem f(z,y, z) = 2x 4+ 2y — 3z na zbiorze A.

21. Znalez¢ najmniejszg i najwieksza wartosé¢ iloczynu xyz przy zatozeniu, ze x +y + 2z = 10 i
2?4+ y* + 2% = 36.

22. Niech
A:{(:El,l'g,...,l’lg)GRlO: Z :L'Z':Ej:45, l’lzo, ZEQZO, ...,{L‘1020}
1<i<j<10
i niech f(x1,z9,...,210) = 1 + 22 + -+ + z19. Znalez¢ kres gorny i kres dolny funkcji f na

zbiorze A; wskazaé, ktory z nich jest osiagany.



[o.¢]
23. Wykazaé, ze szereg Y. n'3¢", gdzie ¢ € R, jest zbiesny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € (—1,1).

n=1

24. Zdefiniowaé pojecia szeregu zbieznego i szeregu zbieznego bezwzglednie. Dla jakich a € R

szereg
o0
y ey
n=1 n®

jest zbiezny, a dla jakich jest zbiezny bezwzglednie ?

25. Wykazaé, ze szereg

Z sm( ) cos(mn)

jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie.

26. Wykazaé, ze szereg

o0

1
Z n(lnn)P

n=2

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

27. Udowodnié, ze

oo

Znn—i—l

n=1

28. Udowodni¢, ze szereg
o0
Zna(%—l), a € R,
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0.

29. Sformutowaé¢ warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregu. Dane sg trzy szeregi liczb rzeczywis-
tych D07y an, Yoo by 1Y oy ¢, Przy czym ap < by < ¢, dla wszystkich n € N. Wiadomo, ze
szeregl y > an iy . ¢y sa zbiezne. Wykazac, ze szereg » 7 | by, tez jest zbiezny.

30. Dane sa dwa szeregi zbiezne liczb rzeczywistych » > a, = A, > >, ¢p = C, przy czym
an < ¢ dla wszystkich n € N. Niech B € (A, C); skonstruowac taki szereg zbiezny > 7 | by, ze
an < by < ¢, dla wszystkich n € Ni ) >° b, = B.

31. Rozwina¢ funkcje f(z) = In(l — x) w szereg potegowy o srodku w zerze. Wykaza¢, ze
otrzymany szereg jest zbiezny jednostajnie na przedziale (—1,0), ale nie jest zbiezny jednostajnie
na przedziale (0, 1).

32. Poda¢ przyktad funkcji rézniczkowalnej f: R? — R3, dla ktorej f(R?) jest torusem.
33. Znalez¢ rownanie plaszczyzny stycznej do powierzchni M w punkcie p € M, jesli
(a) M = {(x,y,2) €R3: 22+ 29> +322=6},p=(1,1,1) € M.
(b) M ma parametryzacje
f(u,v) = (ucosv,usinv,v), u>0, veER,
zas p = (2,0,27) € M.
34. Obliczy¢ granice

™
lim Yxsinzdz.

n—-+00 0



35. Obliczy¢ granice
. 3 sin"x
lim

dx.
n—too Jo Itz

36. Wykazaé, ze

o

// drdy Z 1
(0,1)x(0,1) 1—uzy n?’

n=1

2
37. Zbada¢, czy funkcja f(z,y) = (1_1%,) jest catkowalna na kwadracie (0, 1) x (0, 1).

38. Wykazac, ze

+oo s
. sin x
lim ——dx=0.

n—+oo [y g+l

39. Poda¢ przyktad funkcji ciaglej na przedziale [a, b], ktora jest nier6zniczkowalna tylko w
jednym punkcie przedziatu (a,b) i nie spelnia tezy twierdzenia Lagrange’a o wartosci redniej.

40. Niech f(z) = z + 2sin(In(1/z)) dla > 1. Wykaza¢, ze |f(z) — f(y)| < 3|z — y| dla
wszystkich z,y > 1.

41. Funkcja ciagta f: [0, 1] — R jest rézniczkowalna na (0, 1], przy czym istnieje skoriczona
granica lim,_ o+ f'(z). Wykaza¢, ze f ma pochodng prawostronng w zerze.

42. Wykazacé, ze funkcje f(x) =In(1+ z) i g(z) = 22/(2 + x) spelniaja nier6wnosé

f(x) > g(x) dla z > 0.

43. Wykazaé, ze 1 + z1n (:U +V1+ x2) > V1 + 22 dla wszystkich z € R.

44. Udowodni¢, ze odwzorowanie ® : [0,+00) — R, ®(x) = In(z + 2), ma dokladnie jeden
punkt staly a > 0. Wykazaé, ze dla dowolnego ¢y > 0 ciag zadany wzorem rekurencyjnym
Tnt1 = In (2, + 2) jest zbiezny do «.

45. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a i b, takich, ze a+b = 1, zachodza nieréwnosci a3+b> > i,
441
a®+b* > 3.
46. Korzystajac z wklestosci odpowiedniej funkeji udowodnié¢ nieré6wnosé Younga
Py

1 1
ry<—+=— dla z,yp¢>0, —+-=1
P q P q

Nastepnie udowodni¢ nier6wnosé¢ Holdera:

n

" Ip s 1/q 1 1
Zﬂfiyi < <Z l‘f) (Z yf) dla =z, y5, p, ¢ > 0, ]; + g =1
i=1 i=1

i=1
47. Udowodnié, ze jesli 0 < p < 1, to dla dowolnych z, y € R zachodzi
2P + [y > |z +yl” .

48. Wykazaé, ze ciag

- T
12402 0 22492 n2 +n2’

ap : n=12...

ma granice rowng 7 /4.

Wskazowka. Ciag a, jest ciagiem sum catkowych pewnej funkcji f: [0,1] — R.



49. Wykazaé, ze ciag

1 1 1 1
ap = —= + + ...+ , n=12...
" \/ﬁ<\/1+n V2+n \/n+n>

ma granice réwng 2v/2 — 2.
Wskazowka. Ciag a,, jest ciagiem sum catkowych pewnej funkcji f: [0, 1] — R.

50. Wykaza¢, ze ciag

an::%’\L/(n+1)(n+2)--~(n+n), n=12...

ma, granice réwng, 4e !,

Wskazowka. Ciag loga, jest ciagiem sum catkowych pewnej funkeji f: [0,1] — R.

51. Znalez¢ dwa trojkaty rownoboczne o sumie pol réwnej 2, ktérych suma obwoddéw jest maksy-
malna.

52. Znalez¢ punkty przegiecia krzywych y = e i Yy = ze= .

T
/ el sint dt.
0

54. Udowodni¢, ze fol " sinz dx < n%rl dla n € N.

53. Obliczy¢ wartosé calki oznaczonej

55. Wartosé catki I = fol e dx przyblizono, korzystajac z prostej kwadratury trapezow, liczba
T = %(1 —|1— e~ 1). Wykaza¢, ze btad bezwzgledny |I — T'| tego przyblizenia spelnia nieréwnosé
=T < 5.

56. Wyznaczy¢ taka trdojke liczb rzeczywistych a, b, ¢, zeby dla dowolnego wielomianu w stopnia
nie wiekszego niz 2 spetniona byta zaleznosé

/1 w(z) 22 dz = aw(0) + bw(1/2) + cw(1).
0

57. Dla rzeczywistych z i y obliczamy a = 22 — y? oraz b = 2zy, stosujac algorytm:

P:=x—Yy; Qq:=x+y; a=p*xq b=2x(xxy);
Uzasadnic, ze ten algorytm jest numerycznie stabilny.

58. Funkcja f: [a, b] — (0, 400) jest ciagta. Okreslamy nowa funkcje ¢: (a, b) — R, ¢(t) =
ff(aj — )2 f(z) de. Wykazaé, ze funkcja 1 osiaga na (a, b) swoje minimum. W jakim punkcie?
Scharakteryzowaé ten punkt w terminach wyjsciowej funkeji f.

59. Obliczy¢ dltugosc¢ jednej fali cykloidy ¢ +— (¢ — sint, 1 — cost), 0 < t < 27.

2/3 2/3

60. Obliczy¢ dtugoécé asteroidy |z|*° + |y|*/° = 1, gdzie (z,y) € R2.

61. Wykazaé¢, ze dlugosé elipsy a2 + 2y?> = 2 jest réwna dlugosci jednej pelnej fali wykresu
sinusoidy x +— sinz, 0 < z < 27.

62. Obliczy¢ dlugosé wykresu funkcji

flz) = é(ﬁ +2)*2 welo 1]

63. Dla jakich a > 0 funkcja f(z) = ( L )a jest calkowalna na przedziale (0, 5) ?

sin x




64. Dowies¢ zbieznodci calki niewlasciwe] f0+°° 111;2 dx .

65. Dowies¢ zbieznodci calki niewladciwej ffroo % dx .
66. Czy istnieje skoriczona catka niewlasciwa [ In(sinz) da ?
67. Czy funkcja f(z) = ﬁ jest catkowalna na (0, 1) 7

68. Obliczy¢ objetosé elipsoidy powstatej przez obrot elipsy

2

[

+ <1l, z=0,

Qw‘ 8
<ls

—

wokol osi Oz.

69. Obliczy¢ pole figury plaskiej ograniczonej przez petle krzywej 32 = 22 + 3.

Wskazowka. Podstawienie y = tx pozwala znale7¢ parametryzacje catej krzywej parametrem ¢.

70. Obliczy¢ pole figury w R? zawartej miedzy osia @} i jedna pelna fala cykloidy x(t) = t—sint,
y(t) =1—cost, 0 <t < 2.

71. Wykaza¢, ze funkcja f(x,y) =

3 3 3 ™ T m™ T
coszcosy hie jest calkowalna na kwadracie (=3, 3) x (=3, 5).

72. Wykazac, ze funkcja f(z,y) = IZ:J_FZQ jest catkowalna na kwadracie (0, 1) x (0, 1) i obliczy¢
jej catke po tym kwadracie.

2

73. Wykazac, ze funkcja f(z,y) = (;ir;;’z)z nie jest catkowalna na kwadracie (0, 1) x (0, 1).
74. Poda¢ przyktad dyfeomorfizmu klasy C?, ktory przeprowadza zbior {(z,y) € R%: 1 < 22 +
y? < 2, z <y <2z} nakwadrat {(z,y) € R?: |z < 1,|y| < 1}.

75. Poda¢ przyktad dyfeomorfizmu klasy C!, ktory przeprowadza zbior {(z, y) € R?: 0 < 22 +
y?> < 1} na zbior {(z, y) € R?: 2% + % > 1}.

76. Wykazaé, ze funkcja

1 1 2202
—(— 4 = ey
en =5+ 35)°
jest catkowalna na R?, a jej catka po R? jest réwna 0.
77. Obliczy¢ pole figury ptaskiej ograniczonej przez lemniskate Bernoulliego ($2+y2)2 = 22—y

78. Krzywa zwana kardioida ma opis parametryczny () = 2 cost — cos 2t, y(t) = 2sint —sin 2¢,
0 <t < 27. Obliczyé¢ dtugosé kardioidy.

79. Krzywa zwana kardioida ma opis parametryczny z(t) = 2 cost — cos 2t, y(t) = 2sint —sin 2¢,
0 < t < 27. Obliczy¢ pole obszaru w R? ograniczonego ta krzywa.

80. Obliczy¢ granice
lim v/1-—3z.

z—07t
81. Sformutowaé twierdzenie o rozniczkowaniu szeregéw potegowych. Wykazaé, ze

> 1
;Tﬂxn — m dla wszystkich = € (—1,1).

82. Niech f(z) = = dla > 1. Znalez¢ lokalne ekstrema funkcji f oraz jej kres dolny i gorny.
Zbadaé, na jakich przedziatach f jest wypukla, a na jakich wklesta. Naszkicowaé¢ wykres tej
funkc;ji.



83. Znalez¢ rozwiniecie Taylora w punkcie x = 1 — do wyrazéw drugiego rzedu, z reszta w pos-
taci Lagrange’a — funkcji f(z) = sin(n/x), x # 0.

84. Znalez¢ wszystkie lokalne minima i maksima funkcji f: R? — R, zadanej wzorem
f(z,y) = (1 +eY)cosx + ye¥.

85. Znalez¢ rownanie plaszczyzny stycznej do powierzchni opisanej rownaniem
x2+2y2—z3+xyz—2:0

w punkcie (2,1,2).

86. Znalez¢ kres dolny i gorny funkcji f(x,vy,2) = ryz na sferze jednostkowej {(z,v,2) € R3:
22 +y? + 22 =1}.

87. Znalez¢ kres gorny i dolny funkcji f(z,y) = 2% + y3 na zbiorze {(x,y) € R?: 22 +y? < 1}.

2
88. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego obliczy¢ < / e da:) . Nastepnie, uzywajac otrzy-
R

manego wyniku, znalezé wartos¢ funkcji I' Eulera,
o0
[(s) := / t= et at
0

w punkcie s = %

89. Zbada¢, czy funkcja F: R? — R okreslona wzorem

ﬂ%w_{;; dla (z,y) # (0, 0),
0 dla (x,y) = (0,0

jest rozniczkowalna w punkcie (0, 0).

90. Wykazac¢, ze funkcja f: R? — R okreglona wzorem f(z,y) = |e* — y|(e® — 1) jest rézniczko-
walna w punkcie (a,b) € R? wtedy i tylko wtedy, gdy e* # blub a =0,b = 1.

91. Wykazaé, ze jedli ciag liczb rzeczywistych a,, jest zbiezny do skoriczonej granicy a, to

. a1 +ag+---+apn
lim =aq

n—-+00 n

Poda¢ przyktad, ktory swiadczy, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

92. Sformutowaé nieréwnosci miedzy $rednimi: arytmetyczna, geometryczng i harmoniczng liczb
dodatnich ay,...,a,. Udowodnié, ze dla kazdych liczb naturalnych k£ i m zachodzi nieréwnosc¢

Yk < £

93. Sformutowaé nieréwnosci miedzy $rednimi: arytmetyczna, geometryczng i harmoniczng liczb
dodatnich aq,...,a,. Udowodnié, ze dla kazdych liczb naturalnych k£ i m zachodzi nieréwnosé

Hm/ikk'mmz k:—;m

Uwaga: Wszystkie rozwigzania réwnan rézniczkowych w zadaniach 94-112 rozwazane sa na
maksymalnym przedziale, na ktérym mozna je okreslic.

d
94. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania d—f = /x spelniajace warunek z(0) = 0.



dz
95. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania i ||

96. Duzy garnek $wiezo ugotowanej zupy o temperaturze 100° C chtodzony jest w biezacej wo-
dzie o temperaturze 5° C; zupa jest mieszana, wiec mozna przyjac, ze jej temperatura jest taka
sama we wszystkich punktach garnka. W ciggu 10 minut temperatura zupy obnizona zostala do
60° C. Zaktadajac, ze obowiazuje prawo stygniecia Newtona (szybkosé zmniejszania si¢ tempera-
tury uktadu jest proporcjonalna do réznicy temperatur miedzy uktadem a otoczeniem), obliczy¢,
w jakim czasie garnek ostygnie do temperatury 20° C.

97. Wykazac, ze jesli funkcja f: R™ — R"™ spelnia warunek Lipschitza, to rozwigzania rownania

fli—f = f(z) sa okreslone dla wszystkich ¢ € R.

. L, . 42 .
98. Rozwiaza¢ réwnanie 2’ + 2tx = e~ sint.

99. Rozwigzaé¢ rownanie tz’ = 1 + 22,

100. Rozwiaza¢ rownanie ta’ = z(lnxz — Int).

z42t—6

S .y
101. Rozwiaza¢ rownanie 2’ = 5222,

102. Niech A bedzie funkcja ciagta okreslona na przedziale (a,b), a < b, ktorej wartosciami
sa macierze wymiaru n x n. Udowodnié¢, ze zbior rozwiazan ukladu rownan o’ = A(t)z jest
przestrzenia liniowa. Znalezé¢ jej wymiar.

103. Obliczy¢ exp(tA), jesli

(a)A:G _1> (b)A:<g _;‘>

104. Macierz

2 0 0 -1
o 2 1 1
A= 1 -1 2 0
1 0 0 2

ma dokltadnie dwie r6zne wartosci wlasne, obie nierzeczywiste, jej wyznacznik jest rowny 25.
Rozwiazaé¢ uktad rownar liniowych jednorodnych 2/ = Awx.

105. Rozwiazac¢ uklad rownan liniowych jednorodnych z’ = Az, jesli

4 —1 -1
A= 1 2 -1,
1 2 3

wiedzac, ze jedng z wartosci wtasnych macierzy A jest liczba 3, dwie nastepne nie sg rzeczywiste,
a wyznacznik A jest réwny 30.

106. Udowodni¢, ze dziedzina kazdego rozwiazania uktadu rownan

d

d—? = a(z®+ay+1),
dy 9

= = 1).
7 y(y* +zy + 1)

zawiera polprosta (—oo, 0] oraz ze kazde rozwigzanie tego uktadu spelnia warunek

lim (z(t)? + y(t)?) = 0.
t——00
107. A jest macierza wymiaru n X n, ktorej wszystkie wartosci wtasne maja ujemne czesci
rzeczywiste. Funkcja x: R — R jest dowolnym rozwiazaniem uktadu: 2/(t) = Az(t). Udowodnic,
ze tlim z(t) = 0.
— 00



108. A jest macierzg wymiaru n x n. Czes$é rzeczywista jednej z jej wartosci wlasnych jest
dodatnia. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby § > 0 istnieje taka funkcja z: R — R™, ze: 2/(t) =
Az(t) oraz ||z(0)|| < 0 i nie jest prawda, ze lim;_. ||z (t)|| = 0.

109. Niech H: R? — R bedzie funkcja klasy C?. Rozwazamy uktad rownarn z’ = %—Ij, Yy = —%—Ij.
Zatozmy, ze grad H(0) = 0. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby § > 0 istnieje takie rozwiazanie
(z(t),y(t)), ze |z(0)], |y(0)| < 4 i nie jest prawda, ze lim;—.oc (z(t)? + y(t)*) = 0.

110. Znalez¢ rozwiazanie ogblne rownania

2O 422 4 220) 4 40” + 2/ + 22 = 100e 2.
111. Znalez¢ rozwiazanie ogblne rownania

2" (t) + 32/ (t) + 2x(t) = 10e’ 4 10e" + 10sint.

112. Znale7¢ taky funkcje x zmiennej ¢, ze o/(t) cost — 2zsint =1dlat € (- %, %) i z(0) = 1.

2 Geometria z Algebra Liniowa i Algebra

4

113. Cgzy istnieja ciata charakterystyki 47 Ile rozwigzan ma réwnanie x* = 1 w ciele charak-

terystyki 27
114. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wielomianu 2% — 2 w ciatach R i C.

115. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem R, oraz vi,ve,vs € V. Wykazaé, ze zbiory
wektorow {vy + 2vg, v1 + vo — v3, bxg} i {v1,4ve, 6us} rozpinaja te sama podprzestrzen liniowa.

116. Wykazac, ze jesli zbior {vi,ve,...,v,} jest baza pewnej przestrzeni liniowej V', to zbior
{v1,v1 +vo,...,v1 +va+ ...+ v,} rOwniez jest baza tej przestrzeni.

117. Sprawdzi¢, ktore z ponizszych podzbioréw przestrzeni liniowej wszystkich funkcji z R w R
sa jej podprzestrzeniami liniowymi:

a) zbior wszystkich funkeji przyjmujacych w punkcie 0 wartosé 7,

b) zbior wszystkich funkcji majacych co najwyzej skonczenie wiele punktow nieciggloscei,

c¢) zbior wszystkich funkcji przyjmujacych wartosé 0 poza zbiorem skonczonym (zaleznym od
funkcji).

118. Niech W bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V nad cialem K iv € V' \W. Wykaza¢,
ze jezeli dim (lin{W U {v}}) = dim W, to wymiar przestrzeni V jest nieskoriczony.

119. Znalez¢ baze podprzestrzeni lin{(1,2,3), (1,2,1),(1,2,2),(2,4,6)} C R3.

1 0 2 3 2 -1
120. Znalez¢ macierze odwrotne (o ile istnieja) macierzy: [7 2 9], |5 3 —4
2 0 5 1 1 2

121. Obliczy¢ wyznacznik macierzy

e =)
—_ = O =
— O~
O = =

122. Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe f: R? — R3 ma w pewnych bazach macierz

1
7
1
1 0 2
Wykazaé, ze nie istnieja takie bazy w R3, w ktorych f mialoby macierz [ 1 —1 1) .
1



123. Niech przeksztalcenie liniowe f: V — V ma w bazie {v1, ve,v3} macierz A. Jaka macierz
ma f w bazie {v1 + va, va + vs, v3}7

124. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wykazaé, ze jadro ker f i obraz Im f
sa podprzestrzeniami liniowymi oraz dim V' = dim ker f + dim Im f.

125. Wyznaczy¢ zbior rozwiazan uktadu rownan (nad cialem R)

r1 — 229+ 3x3 —4x4 =5
T, + 2x9 + 33 + 4xy = —10
4x1 + 1223 =1

w zaleznosci od parametru ¢t € R.

126. Niech a, b, c € R. Zaltdézmy, ze zbioér rozwigzan uktadu réwnan

ary + brys =c
ary +crs3=">

bro +cxs =a
jest jednoelementowy. Wykazaé, ze abc # 0 i znalezé rozwigzanie powyzszego uktadu.

127. Znalez¢ macierz przeksztalcenia sprzezonego do f(z,y) = (x — y, 2x) w bazie (R?)* sprze-
zonej do bazy {(1,1),(1,2)} przestrzeni R,

128. Wyznaczy¢ postaé¢ Jordana macierzy

o

N~
— s
N OO

129. Podacé definicje wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f skonczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V nad cialem K. Uzasadnié¢, ze definicja ta nie zalezy od wyboru bazy w
przestrzeni V.

130. Poda¢ definicje sladu endomorfizmu f skoriczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad
clatem K. Wykazaé, ze definicja ta nie zalezy od wyboru bazy w przestrzeni V.

131. Niech f bedzie niezerowym endomorfizmem przestrzeni liniowej V' takim, ze f3 jest od-
wzorowaniem zerowym. Wykazaé, ze nie istnieje baza, w ktorej f ma macierz diagonalna.

132. Sprawdzi¢, czy zbiory punktow {(1,1,0),(2,1,0),(3,1,1)} i {(2,1,0),(3,1,0),(3,1,1)}

rozpinaja w R? te sama podprzestrzen afiniczna.

133. Poda¢ wzér na obrot plaszczyzny R? o kat T wokot punktu (1,1).

134. Forma dwuliniowa ¢ : R? x R® — R ma w bazie standardowej macierz

0 0
1 0
0 2

(<Y SO

Obliczy¢ £((1,2,0), (2,0, 1)).

135. Sprawdzi¢, czy forma dwuliniowa zadana w bazie standardowej macierza

(SR

4
4
0

N OO

zadaje na R? pewien iloczyn skalarny.
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136. Ktore sposrod przeksztalcen liniowych zadanych w bazie standardowej macierzami

1 2 0 13 10 1

0 1], Vi1, 0 1 0
2 2

0 ¥ 0 0 0 1 10 -1

sg izometriami przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym?

137. Znalez¢ — w wybranej przez siebie bazie — macierz rzutu prostopadlego R? (ze standar-
dowym iloczynem skalarnym) na podprzestrzen opisang roéwnaniem 1 + 2x9 — 3z3 = 0. Podac
wektory tej bazy.

138. Rozwazmy przestrzen R" ze standardowym iloczynem skalarnym. Wykazacé, ze jesli przek-
sztalcenie liniowe f: R"™ — R"™ zachowuje prostopadlosé¢ wektoréw, to istnieje g: R — R"™
zachowujace iloczyn skalarny i takie, ze f = cg dla pewnej statej ¢ € R.

139. Obliczy¢ objetos¢ caworoécianu, ktory ma wierzchotki w punktach (1,1,1), (2,1,1), (2,2,1)
i(2,2,2) przestrzeni R3,

140. Obliczy¢ odlegtosé punktu (1,1,0) od plaszczyzny opisanej rownaniem xj + xo + x3 = 5.
141. Zastosowaé algorytm ortogonalizacji Grama—Schmidta do uktadu wektorow

(1,1,1), (3,3,0), (0,6,6)
przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym.

142. Dla jakich wartosci parametru ¢ € R hiperpowierzchnie rzeczywiste opisane réwnaniami:
522 + 323 + 6172 + 47173 + 471 + 43 + 8 = 0 oraz —a? + 23 + (t + 2)23 —4wa + 2 = 0 sa
réwnowazne afinicznie?

143. Obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach w punktach (1,2,3), (2,3,5), (2,2,3).

144. Wykazaé, ze dowolna symetryczna macierz rzeczywista jest diagonalizowalna, a kazde dwa
wektory wlasne takiej macierzy odpowiadajace jej roznym warto$ciom wiasnym sg prostopadte.

145. Niech V bedzie przestrzenia liniowg wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n. Dla
jakich w € V zbior {w, w', w”, ..., w™} jest baza V ?

146. Znalez¢ wielomian f stopnia 4 o wspoélezynnikach rzeczywistych, dla ktorego f(2) = 5,
F(2) = 19, 17(2) = 40, fO(2) = 48, fI(2) = 24.

147. Czy istnieje wielomian w stopnia 4 o wspotczynnikach rzeczywistych taki, ze w(0) = w(1l) =
w(2) =w(3) =w4) =1, w(d) =57

148. Czy dla dowolnych dwoch parabol na ptaszczyznie istnieje podobieiistwo, ktore przeprowa-
dza jedng z nich na druga?

149. Niech V bedzie przestrzenig liniowa wielomianéw jednej zmiennej stopnia co najwyzej n
nad cialem R, zas ¢ : V — V odwzorowaniem rézniczkowania. Wykazaé, ze ¢ jest liniowe.
Znalez¢ baze, w ktorej ¢ ma macierz w postaci Jordana. Poda¢ te macierz.

150. Dany jest rownolegtobok o przekatnych @ i . Wpisano w niego romb o bokach réwnoleg-
tych do ' i v'. Wykaza¢, ze dtugoéé boku tego rombu jest réwna ‘%%

151. Znalez¢ wielomian w mozliwie niskiego stopnia, ktéry przyjmuje wartosci:

Obliczy¢ w'(0).
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152. Dla danego niezerowego v € R* okreslamy macierz H = I — T’UUT, gdzie I jest macierza
vl
identycznosciowa. Wykazac, ze H = HT = H~'. Wskaza¢ taki wektor v, zeby przeksztalcenie,
ktore w standardowej bazie R* ma macierz H, przeprowadzato wektor (1, —1,—1,1)” na pewien

wektor réwnolegly do wektora (1,0,0,0)7.

153. Znalez¢ wszystkie wektory i wartosci wtasne macierzy

1(3 2
A_4<2 o)'

Wykazaé, ze cigg zadany wzorem rekurencyjnym x,1 = Ax,, gdzie 2o = (3, —1)T, jest zbiezny
do wektora (2,1)%.

154. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem
f()‘) = HA"L' - /\xHQ )

gdzie = jest niezerowym wektorem w R", natomiast A jest kwadratowa macierza rzeczywista
T
xt Az

wymiaru n. Wykaza¢, ze minimum f jest osiagane dla A = ——.
lx

155. Wykaza¢, ze kazda grupa skoriczona jest izomorficzna z podgrupa pewnej grupy permutacji.
156. Niech p bedzie liczbe pierwsza. Wykazac, ze dla dowolnego = € Z jest 2P =, x.

157. Niech G bedzie skoniczong grupa cykliczna. Wykazaé, ze jezeli n dzieli |G|, to w G istuieje
element rzedu n. Ile jest takich elementow?

158. Podaé przyktad grupy skoriczonej G i liczby naturalnej n takiej, ze n dzieli |G|, ale w G
nie ma elementu rzedu n.

159. Wykazaé, ze jezeli grupa G zawiera dokladnie jeden element rzedu n, to n =1 lub n = 2.

160. Wykazadé, ze kazda grupa, ktorej rzad jest liczba pierwsza jest cykliczna. Opisa¢, z doktad-
noscia do izomorfizmu, wszystkie obrazy homomorficzne grupy cyklicznej rzedu 36.

161. Wykazaé, ze jezeli a™ = e, gdzie e oznacza element neutralny w grupie G, to rzad a dzieli
n. Obliczy¢ ilos¢ elementow rzedu 6 w grupie S3 x Cq, gdzie S3 oznacza grupe permutacji zbioru
3—elementowego, zas§ Cy oznacza 2—elementowa grupe cykliczna.

162. Niech G bedzie grupa. Wykazaé, ze odwzorowanie f: G — G x G dane wzorem f(a) =
(a?,a) jest homomorfizmem grup wtedy i tylko wtedy gdy G jest grupa abelowa.

163. Wykazac, ze grupa (Z x Z)/H, gdzie H = {(a,b) € Z X Z | 2a + 6b = 0}, jest izomorficzna
z grupa liczb catkowitych Z.

164. Czy istnieje dzialanie grupy 12-elementowej na zbiorze liczb catkowitych majace co najmniej
jedna orbite 5—elementowa?

165. Wykazaé, ze zbiér wszystkich automorfizméw wewnetrznych grupy G tworzy podgrupe
normalna w grupie wszystkich automorfizméw grupy G.

166. Wykazaé, ze kazda grupa rzedu 4 jest abelowa.

Uwaga: W zadaniach 167-173 stowo pierscien oznacza zawsze pierscien przemienny z 1.

167. Wykaza¢, ze w pierscieniu skonczonym R kazdy element, ktéry nie jest dzielnikiem zera,
jest odwracalny. Wskaza¢ przyktad pierscienia i elementu nie bedacego dzielnikiem zera, ktory
nie jest odwracalny.

168. Znalez¢ najwigkszy wspolny dzielnik wielomianéw 2® + 2+ 1, 2% + x4+ 1 w pierdcieniu Za[z].

12



169. Zbada¢ nierozktadalnog¢ wielomianu 225 + 42* + 122 4 4 w kazdym z pierscieni C[z], R[z],

Q[z], Z[x].
170. Wykaza¢, ze Z[i1/5] nie jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu.

171. Niech R bedzie dziedzing. Dla elementéw a,b € R zdefiniowaé ich najwiekszy wspolny
dzielnik NW D(a,b). Wykazaé, ze jezeli R jest dziedzing idealow gltéwnych, to zachodzi wzor
NWD(a,b)R = aR + bR, gdzie cR oznacza ideal generowany przez element ¢ € R.

172. Wykazac, ze pierscien R[z|/((x + 1)z) zawiera niezerowe dzielniki zera, ale nie zawiera
niezerowych elementéw nilpotentnych.

173. Wykazaé, ze jezeli f: R — T jest homomorfizmem pierécieni i I jest idealem w T, to
przeciwobraz f~!(I) jest idealem w R. Niech J bedzie idealem w R. Czy f(J) musi by¢ ideatem
w 17

3 Topologia z elementami Teorii MnogoS$ci

174. Niech (X,d) bedzie przestrzeniag metryczng. Srednica zbioru A C X nazywamy liczbe

0(A) =sup{d(x,y) : x,y € A}. Wykazac, ze §(A) = §(A) dla dowolnego A C X.

175. Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczna. Wykazac¢, ze dla a € X funkcja f, : X — R
okreslona wzorem f,(z) = d(a, z) jest ciagla.

176. Na zbiorze C(]0, 1]) funkcji ciagtych z przedziatlu [0, 1] w R okreslamy metryki

1
a(f.9) = /0 @) —gldt,  dalfrg) = sup |£(0) — g(t)].

t€(0,1]
Niech 7; bedzie topologia w C([0, 1]) generowana przez d;, i = 1,2. Wykazac, ze 11 C 191 71 # To.

177. Niech L C C([0,1]) bedzie podzbiorem funkcji postaci f,(t) = at, a € R. Wykaza¢, ze
metryki dy i do okre§lone w poprzednim zadaniu generuja na zbiorze L takie same topologie.

178. Poda¢ przyktad przestrzeni metrycznej, ktorej topologia nie ma przeliczalnej bazy.

179. Poda¢ przyklad przestrzeni metrycznej, ktora nie jest homeomorficzna z zadna podprzes-
trzenia przestrzeni euklidesowej R™ (n =1,2,...).

180. Wykazaé, ze dla kazdego podzbioru A przestrzeni euklidesowej R™ zbior a € A takich, ze
a ¢ A\ {a} jest przeliczalny.

181. Okredli¢ ciggly bijekcje z przedziatu (0,1] C R na okrag S* € R%. Wykaza¢, ze nie istnieje
ciggta bijekcja z St na (0, 1].

182. Niech f,g: X — R beda przeksztalceniami cigglymi okreslonymi na zwartej przestrzeni X
i niech I, oznacza odcinek w R3 laczacy punkt (cos(f(x)),sin(f(z)),0) z punktem (0,0, g(z))

(wraz z koficami). Wykaza¢, ze Z = |,y I jest zwartym podzbiorem R?.

183. Wykazaé, ze podzbior A przestrzeniu euklidesowej R™ jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

kazda funkcja ciaggta f: A — R jest ograniczona.

184. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni euklidesowej R™ takim, ze R™\ A jest nieograniczony.
Wykazac, ze A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy d(A, B) > 0 dla kazdego domknietego zbioru
B roztacznego z A (gdzie d(A, B) = inf{d(a,b): a € A,b € B}, a d jest metryka euklidesowa na
przestrzeni R").

185. Niech Zy =N, Z; = {0} U {% i=1,2,...}, Zo = Z1 UN. Wykaza¢, ze zadne dwie sposrod
podprzestrzeni Zy, Z1, Zs prostej euklidesowej nie s3 homeomorficzne.
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186. Niech Zp = N, Z; = {0} U {3: i =1,2,...}, Zo = Z; UN. Wykaza¢, ze podprzestrzenie
Zy X Z1 1 Zy X Zy plaszezyzny euklidesowej sa homeomorficzne.

187. Sformutowaé twierdzenie Baire’a. Wykazaé, ze kazda niepusta i przeliczalna przestrzen
metryczna zupelna ma punkt izolowany.

188. Sformutowaé twierdzenie Banacha o punkcie statym. Niech (X, d) bedzie przestrzenia zu-
pelna, a T : X — X funkcja taka, ze T(X) = X. Wykazac, ze jesli T jest rozszerzajace (tzn.
istnieje r > 1 takie, ze d(T(x),T(y)) > rd(x,y) dla z,y € X), to T ma dokltadnie jeden punkt
staly.

189. Dla A C R, niech X(A) C R? bedzie suma odcinkéow (z koricami) taczacych punkt (0, 1)
plaszczyzny z punktami (a,0), a € A. Wykazaé, ze zbior X (A) jest zupelny w metryce euklides-
owej wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwarty.

190. Dla A C R, niech X(A4) C R? bedzie sumg odcinkéw (z koricami) taczacych punkt (0, 1)
ptaszczyzny z punktami (a,0), gdzie a € A, i niech X_(A) = {(z,y) € R?*: (z,—y) € X(A)}.
Wykazac, ze dla A, B C R podzbior plaszczyzny euklidesowej X (A, B) = X(A) U X_(B) jest
spojny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory A i B nie sg rozgraniczone jako podzbiory prostej euk-
lidesowej (tzn. (AN B) U (AN B) # 0).

191. Wykazaé, ze przedzial [0,1] C R nie jest homeomorficzny z okregiem S' C R2.
192. Wykazadé, ze nie istnieje ciagla bijekcja z przedziatu (0,1) C R na okrag S' C R2.

193. Niech Zy = {% i=1,2,...}, Z1 = {0} U Zy i niech Iy = (0,1), I = [0,1]. Wykazac¢, ze
zadne dwie sposrod podprzestrzeni Zy x Iy, Z1 x Iy, Zg x Iy, Z1 x I plaszczyzny euklidesowej
nie s3 homeomorficzne.

194. Wykazaé, 7e jesli A C R? jest zbiorem przeliczalnym, to R? \ A jest sp6jnym podzbiorem
plaszczyzny euklidesowe;.

195. Zdefiniowa¢ bijekcje ¢ : A — B zbioru A = {f € NY: V,cy f(n) < f(n + 1)} na zbiér
B={feN": V,ey f(n) < f(n+1)} (zaktadamy, ze 0 € N).

196. Wykazad, ze nie istnieje funkcja ciggta f: R — R taka, ze dla kazdego r € R zbior f=1(r)
ma doktadnie dwa elementy. Wykazaé, ze istnieje funkcja nieciggla o tej wtasnosci.

197. Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji f: R — R zbiér punktéow, w ktorych f ma minimum
lokalne wtlasciwe, jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym (uwaga: przyjmujemy, ze f ma w
punkcie g € R minimum lokalne wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje € > 0 takie, ze
f(z) > f(zo) dla wszystkich x € R spelniajacych warunek 0 < |z — x| < €).

198. Niech a, oznacza liczbe ciagow dlugosci n o wyrazach nalezacych do zbioru {0,1,2,3}
majacych parzysta liczbe zer. Znalezé definicje indukcyjna ciagu (an)n>1 1 wykazaé, ze a, =
(A +2m).

Wskazowka. Zauwazy¢, ze 4™ — a,, jest liczba ciagdéw dlugodci n majacych nieparzystg liczbe zer.
199. Niech A, C X (gdzie n = 1,2,...) beda podzbiorami ustalonego zbioru X. Wykaza¢, ze
ciag funkcji charakterystycznych (1 An)n21 jest zbiezny punktowo do 14 wtedy i tylko wtedy,

gdy
A Ua=UNa-=a

meNn>m meNn>m
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4 Rachunek Prawdopodobieiistwa z elementami Statystyki
Uwaga: Dystrybuantq zmiennej losowej X nazywamy funkcje F(t) = P(X <t),t € R.

200. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze w nieograniczonym ciggu rzutéw moneta wypadnie
seria. OOOROORR, przy zatozeniu, ze orzet wypada z prawdopodobienstwem 0 < p < 1.

201. W urnie znajduja sie dwie kule — jedna czarna i jedna biata. Wykonujemy nastepujacy
nieskonczony ciag losowan: wyciggamy z urny jedna kule, ogladamy ja, wrzucamy z powrotem
oraz doktadamy do urny jedna kule biatg. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze nieskoriczenie
wiele razy wyciagniemy czarng kule.

202. Trzech mysliwych, z ktorych kazdy trafia do celu z prawdopodobienistwem 0,8, strzelito do
dzika. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze dzik zostal trafiony? Jezeli wiadomo, ze dzik zostat
trafiony, to jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze trafito go co najmniej dwoéch mysliwych?

203. W szufladzie znajduje sie¢ 100 monet — 90 symetrycznych, na ktérych orzet i reszka
wypadaja z rownym prawdopodobienistwem oraz 10 monet asymetrycznych, na ktérych orzet
wypada trzy razy czesciej niz reszka. Z pudetka wylosowano monete i rzucono nig 3 razy,
uzyskujac za kazdym razem orta. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana moneta
jest niesymetryczna.

204. Urna zawiera pie¢ kul: bialg, czarna, czerwona, niebiesks i zielona. Losujemy 20 razy kule,
za kazdym razem zwracajac ja do urny.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze kazda kula zostanie wylosowana przynajmniej raz?
b) Jaka jest wartos¢ oczekiwana liczby roznych kolorow, ktore otrzymamy?

205. Nauczyciel na kazdej lekcji wybiera losowo do odpowiedzi dwoch uczniéw i jedng uczennice.
Wiedzac, ze w klasie, do ktorej chodza Jacek i Agatka uczy sie 18 chlopcow i 8 dziewczynek
znalezé

a) prawdopodobienistwo tego, ze zaréwno Jacek jak i Agatka beda odpowiadaé¢ przynajmniej raz
w czasie 5 pierwszych lekcji;

b) warto$¢ oczekiwana liczby dzieci wybranych do odpowiedzi w czasie 5 pierwszych lekcji.

206. Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dla ¢t <0,

1 < 1
Fy(t) = ; dla 01_t< lé,

1 dla t > 2.

Obliczy¢ P(0 < X < 2), P(X = 0) oraz EX.

207. (a) Dla jakich wartosci parametrow a,b € R funkcja

—_a__ 1
Py =" m =
0 dla t < —3

jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowej?

(b) Niech X bedzie zmienng losowa o dystrybuancie F' postaci takiej jak w czesci (a) z a = i i
b = 1. Znalez¢ dystrybuante zmiennej losowej Y = ﬁ yvkazaé, ze zmienna Y ma gestosc¢ i
ja obliczy¢.

208. Zmienna losowa X ma ciaglta dystrybuante F. Wykazaé¢, ze zmienna losowa F(X) ma
rozklad jednostajny na [0, 1].

209. Z odcinka o dtugosci 2 losujemy na chybit trafit (,prawdopodobieristwo geometryczne”) i
niezaleznie dwa punkty X i Y. Znalez¢ gestosé rozktadu odleglosci pomiedzy X i Y.
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210. Zmienne losowe X,Y, Z s3 niezalezne, przy czym X i Y maja standardowy rozktad nor-
malny, a Z rozklad dwupunktowy P(Z = 3) = P(Z = —3) = 1. Wykaza¢, ze zmienna X +YZ
ma rozkltad normalny i zidentyfikowa¢ parametry tego rozktadu.

211. Zmienna losowa X ma gestosé g(z) = az?1(_y 3)(z). Znalez¢ a oraz obliczy¢ warto$¢ oczeki-
wang i wariancje zmiennej X.

212. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne o wspolnym rozkladzie jednostajnym na (0, 1). Znalez¢
gestos¢ zmiennej losowej 2X — Y.

213. Znalez¢ gesto$é zmiennej losowej 2X?% 4+ 5, gdy X ma rozklad normalny ze érednig 1 i
wariancja o.

214. Obliczy¢ EX?, gdy X ma rozklad normalny ze $rednig a i wariancja o2.

215. Zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem 2. Obliczy¢ wartosé oczekiwang i

wariancje zmiennej losowej e3X.

216. Rzucamy para kostek, dopoki na ktorejs z kostek nie pojawi sie széstka. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang i wariancje liczby wykonanych rzutow.

217. Zmienna losowe X i Y sa takie, ze P(X = 1,Y = —-1) = 3, P(X = 1,Y = 3) = 1,
P(X=2Y=-1)=}PX=2Y=3)=4.

a) Czy X 1Y sa niezalezne?

b) Znalez¢ EX, Var(X), EY, Cov(X,Y).

218. Poda¢ przyktad nieskorelowanych zmiennych losowych, ktére nie sg niezalezne. Wykazacé,
ze jesli wspotczynnik korelacji zmiennych losowych X i Y jest réwny 1, to istnieja liczby a > 0 i
b takie, ze X = aY + b prawie na pewno.

219. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne i maja rozktad Poissona z parametrem 3. Obliczy¢
a) PX+Y =7);
b) P(XY <1).

220. Zmienne losowe X i Y sag niezalezne. X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 2, a Y
rozktad wyktadniczy z parametrem 3. Obliczy¢

a) P(X >Y);

b)P(X —-Y >t X >Y),dlat e R.

221. Niech (X,Y’) bedzie wektorem losowym z gestoscia

8xy 0<x<y<l,
fla,y) = :
0 w przeciwnym przypadku.

Znalez¢ gestosci rozktadow X i Y. Obliczy¢ kowariancje X i Y.

222. Zmienne losowe X 1Y sa takie, ze EX =1, Var(X) =2, EY =3, Var(Y) =2, EXY = 5.
Czy te informacje pozwalaja wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej X — Y7

223. Rzucamy 3600 razy symetryczna kostks. Jakie jest przyblizone prawdopodobieristwo tego,
ze otrzymamy co najmniej 700 szostek? Wynik prosze wyrazi¢ za pomoca dystrybuanty standar-
dowego rozkladu normalnego.

224. Losowania pewnej gry liczbowej odbywaja sie raz na tydzien, typuje je niezaleznie od siebie
60000 oso6b. Dla kazdego z grajacych prawdopodobienistwo wygrania w pojedynczym losowaniu
jest réwne m.

a) Znalez¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w ciagu trzech ustalonych tygodni beda
tacznie co najmniej dwie wygrane;

b) Jesli wiadomo, ze w ciaggu ustalonych czterech tygodni padto w sumie 10 wygranych, to jakie
jest przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w pierwszym z tych tygodni byly dokitadnie 3
wygrane?
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225. Zmienne losowe X1, Xg,... sa niezalezne i maja wspoélny rozktad jednostajny na odcinku
(—1,1). Wykaza¢, ze X; - Xo--- X,, dazy do zera prawie na pewno.

226. Zmienne losowe X7, Xy, ... sa niezalezne i maja wspolny rozktad taki, ze P(X, = 1) =
3/4,P(X,, = —1) = 1/4. Wykaza¢, ze X; + ... + X,, zbiega do +o00 prawie na pewno.

227. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne i maja wspolny rozktad wyktadniczy z parametrem
3. Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych
Xi+...+X,+3n
X2+ ..+ X2

jest zbiezny prawie na pewno i wyznaczy¢ jego granice.

228. Niech Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie z dys-

trybuanta F, za$ F,(t) = %#{z < n: X; < t} oznacza dystrybuante empiryczng. Obliczy¢
EF,(z), Var F,,(z), Cov(F,(z), Fi.(y)).

229. Niech Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie z dys-
trybuantyg F, za$ Fn(t) = %#{z < n: X; <t} oznacza dystrybuante empiryczna. Pokazac, ze
cigg zmiennych losowych /n(F,(z)— F(z)) jest zbiezny do rozkladu normalnego. Zidentyfikowac
parametry tego rozktadu.

230. Niech Xi,...,X,, bedzie probka z rozktadu o dystrybuancie F, za$ Xi1., < Xo < --- <
X beda statystykami porzadkowymi (pozycyjnymi). Wykaza¢, ze zmienna losowa Xj., ma
dystrybuante

n
( ) Zz; ;) E @) ()
231. Mamy trzy skrzynie, kazda napeliona towarem pochodzacym z jednej z trzech fabryk.
Wiemy, ze pierwsza fabryka wypuszcza 6% wadliwych towarow, druga 10%, a trzecia 4%. Losowo
wybieramy jedng ze skrzyn (z jednakowym prawdopodobienstwem 1/3), a nastepnie losowo
wybieramy jedng sztuke towaru.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy produkt wadliwy?

b) Widzimy, ze wybrana losowo sztuka towaru jest wadliwa. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
ze pochodzi z pierwszej fabryki?

¢) Widzimy, ze wybrana losowo sztuka towaru jest wadliwa. Odktadamy ja do skrzyni i losujemy
drugi raz, wciaz z tej samej skrzyni. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze za drugim razem
wylosujemy produkt wadliwy?

232. Samoloty bombowe przedzieraja sie przez dwie linie obrony przeciwlotniczej. Kazdy samo-
lot, niezaleznie od pozostatych, z prawdopodobieristwem 6 moze zostaé stracony przez pierwsza
linie obrony. Jesli pokona pierwsza linie, z prawdopodobienstwem 6 moze zosta¢ stracony przez
druga linie. Prawdopodobieristwo 6 jest nieznane. Sposréd n = 100 samolotéw, K7 = 40 zostato
straconych przez pierwsza linie, a dalszych Ko = 20 zostalo straconych przez druga linie.

a) Obliczy¢ wiarogodnosé dla zaobserwowanych wartosci K 1 Ko, czyli Py(K; = 40, Ky = 20).
b) Podaé estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru 6.

233. Niech Xj,..., X, bedzie probka z rozktadu normalnego N(0,02) (o wartosci oczekiwanej
rownej 0 i nieznanej wariancji).

a) Poda¢ wzor na estymator ¢ najwiekszej wiarogodnosci parametru o, czyli odchylenia stan-
dardowego.

b) Obliczy¢ wartosé oczekiwang i wariancje 62.

234. Wykonujemy n = 8 doswiadczen zgodnie ze schematem Bernoulliego, z nieznanym praw-

dopodobienistwem 6 sukcesu. Niech K bedzie liczba sukceséw. Rozwazamy dwa estymatory:

G _K_K 5 K+l K+l
1= 2T hy2 10

n 8’
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Niech R;(0) = Eg(6; — 0)2, i = 1,2 oznaczaja funkcje ryzyka obu estymatorow. Wyznaczy¢ te
funkcje.

235. Zaltézmy, ze X1, Xo, ..., Xy jest probka z nieznanego rozktadu prawdopodobieristwa z me-
diang m. Wiemy, ze rozklad ma ciagla dystrybuante i m jest jedyna mediang. Niech Xj.g <
Xo.g < --- < Xg.g beda statystykami porzadkowymi (pozycyjnymi). Przyjmijmy, ze przedziatem
ufnosci dla m jest [Xy.g, X5:8]. Obliczy¢ poziom ufnosci, czyli P(Xg.8 < m < Xs.8).

236. Niech X, Xo,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samy rozkltadzie o
gestosci
1 5 —x/0
- 1200613 e dla z > 0,
folx) =
0 w przeciwnym przypadku,

gdzie @ > 0 jest nieznanym parametrem. Wiadomo, ze EgX; = 66 i Vary X; = 6 6°.
Dobrac¢ staly c tak, aby statystyka T' = =(X; + X2 + ... + X,;) byla estymatorem nieob-
cigzonym parametru 6 i obliczy¢ wariancje 7.

237. Zwazono 10 paczek biatego sera i otrzymano nastepujace wyniki:
195; 198; 201; 191; 202; 194; 196; 198; 197; 198.

a) Znalez¢ $rednig i wariancje otrzymanej probki.

b) Zatézmy, ze jest to probka losowa z rozktadu normalnego N(u, 9) z nieznanym parametrem f i
wariancjg 9. Poda¢ przedzial ufnosci dla $redniej masy paczki p na poziomie ufnosci 1 —a = 0.95.
W rozwigzaniu mozna przyjac, ze ®1(0,95) ~ 1,645 i ®1(0,975) ~ 1,96.

238. Niech X7, Xo,...,X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
N(u, 0?). Wykazaé, ze statystyki
= 1
X:EE:&,
(2

1 _
§P=—=> (Xi—X)

1

sa niezalezne.

Wskazowka: Kombinacje liniowe niezaleznych zmiennych normalnych sg niezalezne, jesli s nie-
skorelowane.

239. W jeziorze jest nieznana liczba N ryb. W celu oszacowania N ztowiono m ryb, oznakowano
je 1 wpuszczono do jeziora. Po pewnym czasie ztowiono ponownie n ryb i okazalo sie, ze k z nich
jest oznakowanych. Poda¢ oszacowanie N uzyskane metoda najwiekszej wiarogodnosci.

240. Niech X7, X, ..., X,, bedzie proba z rozkladu jednostajnego na przedziale (0,6), 6 > 0.

Niech 1
r="T

max{X1,...,Xn},

S =2X

beda estymatorami parametru 6. Czy sa to estymatory nieobcigzone? Ktoéry z nich ma mniejsza
wariancje?
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5 Przyklady rozwigzanych zadan

Ponizej zamieszczono kilka przyktadowych zadan z dosé szczegdélowymi rozwiazaniami.

Zadanie. Wiedzac, ze

T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 = (=)™
=1-= - _ = - _ _ _ .
4 SR A R R TR T B TR T AR TR z_:o2n+1’

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 >, 2¢/2sin EHT
R R T I e R .
n:03+6n—cos(n7r)

Rozwiazanie. Wyrazy drugiego szeregu sa réwniez wyrazami pierwszego, ale oprocz wyrazow

drugiego szeregu w pierwszym pojawiaja sie dodatkowo —%, %, —%, 2—11, —%, .... Ich suma jest
1(1 1+1 1+ )_ 1 = 7
3 35 7 3 4 12
Mozemy wiec napisac
7r 7r m
5 - 1 ()
_(1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+)
B 35 79 13 15 17 19 23
< 1+1 1+1 i )
39 15 27
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- (1-=42 s )4 (== - )
(( 3+5)+( 7+9 11)+(13 15+17)+( 19+ 23>+

( 1+1 1+1 1+ )
3 9 15 21 27
1 1 1 1 1 1 1

= (g + (-l (g+rF) g5+

Otrzymalismy w zasadzie to, co mieliSmy obliczy¢. Pozostaje tylko wyjas’nié dlaczego wolno
,otworzyé¢ nawiasy”. Niech s; = 1, so = 1+ %, s3 =1 +% 7, sg =1 + F— 5 — 111, ... 0z-
naczaja kolejne sumy cze$ciowe szeregu, ktéry powstaje przez ,otworzenie naw1asow z szeregu

zbieznego (1 + %) + ( - % - ﬁ) + (%3 + %7) + ( - %—2%’) + ---. Zbieznos¢ tego szeregu oz-

nacza, ze ciag s, 54, S¢, - - . ma skoriczong granice (i juz wiemy, ze jest nig 7). Poniewaz jednak
lim (32n_1 — SQn) = 0, wiec ta granica jest réwniez granica ciagu si, S3, S5, . . . . Wynika stad,
n—oo

ze ciag si,S2,S3,54,... jest zbiezny do granicy skonczonej, a to oznacza zbieznos¢ szeregu, o

ktéorym mowa w tezie zadania. Wykazalismy wiec, ze

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _imﬁsm@”f)“
B —3+6n— cos(nm)’

Zadanie. Zalézmy, ze a,b > 0. Wykazaé, 7e (2 — v/3)a2tV3 + (2 + V3)b2~V3 > 4V/ab.

Rozwigzanie. Pochodna funkcji e® jest §cisle rosnaca, wiec funkcja ta jest $cisle wypukta.
Ponadto, liczby p = 2= \[ ig= 2+‘[ = 1 sa dodatnie i spelniaja warunek p + ¢ = 1 = 16pq.

Wobec tego, 7 nierownosc1 Jensena (tzn. wprost z definicji funkeji wypuktej),

2 —4\/§a2+\/§ n 2 +4\/§b2_\/§

4glna 4plnb

= pe + qge
4pq Ina+4pqInb

1 1na+ lnb
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Uwaga. Oczywiscie zamiast korzysta¢ z wypuktosci funkeji wyktadniczej, mozna skorzystac z wk-
lestosci logarytmu. Po podzieleniu stronami przez 4 nieréwnosci, ktéra nalezy udowodnié, mozna
ja zlogarytmowaé, po czym zastosowaé definicje funkcji wklestej. Wyglada to tak: mamy wykazaé,

ze In (2%\/5612%/5 + 2+T\/§b2*\/5> > In Vab = (Ina + Inb); poniewaz pochodna funkcji In jest
scigle malejaca, wiec funkcja In jest scisle wklesta, zatem

In (pa4q + qb4p) > pln (a4q) +qIn (b4p)
= 4pg(Ina+1Ind) = %(lna—i—lnb).

Dodajmy jeszcze, ze poniewaz funkcja wyktadnicza jest $cisle wypukta, wiec dla a # b nieréwnoscé
jest ostra.

Zadanie. Niech f(z,y) = 42? + y%(1 + 22)3 dla (z,y) € R2. Wykaza¢, ze jedynym punktem, w
ktorym gradient tej funkcji jest wektorem zerowym, jest punkt (0,0) € R2. Wyjasnié, czy funkcja
f ma lokalne ekstremum w punkcie (0,0); okresli¢, czy jest to minimum, czy maksimum.

Niech @ = {(z,y) € R?: |z| <2 i |y| <2}. Znales¢ kresy funkcji f w kwadracie Q.
Rozwigzanie. Mamy grad f(z,y) = (8z+6y*(1+2x)?, 2y(1422)3). Z réwnosci 2y(1+2z)* = 0
wynika, ze x = —% lub y = 0. W pierwszym przypadku otrzymujemy 8x = 0, czyli z = 0, co
przeczy temu, ze x = —%. W drugim przypadku wnioskujemy, ze 8x = 0, zatem jedynym punktem

zerowania sie gradientu funkcji f jest punkt (0,0). Bez trudu stwierdzamy, ze %(0,0) =8,

aajgy (0,0)=01 giy{(o, 0) = 2. Macierzg drugiej rézniczki f w punkcie (0,0) jest wiec

(h2)

Z kryterium Sylvestera wynika natychmiast, ze jest ona dodatnio okre§lona, zatem w punkcie
(0,0) funkcja f ma lokalne minimum wtasciwe, co zreszta wida¢ od razu, bo f(z,y) = 42% +y>+
sktadniki wyzszego stopnia (por. dowodd twierdzenia o lokalnych ekstremach).

Kwadrat @ jest oczywiscie zbiorem zwartym, wiec funkcja ciggta f osiaga na nim kresy.
Wewnatrz moze osiggaé tylko kres dolny, bo w jedynym punkcie krytycznym funkcja ma lokalne
minimum wtasciwe.

Zbadamy zachowanie f na brzegu Q. Mamy f(z,2) = f(z,—2) = 4($2+(1+2m)3). Najwiek-

sz3 1 najmniejsza wartosé¢ tej funkcji na przedziale [—2,2] znajdujemy w standardowy sposob.
Okazuje sie, ze najmniejsza wartos¢ tej funkcji to f(—2,2) = f(—2,-2) = 4-(-23) = —92,
a najwieksza to f(2,2) = f(2,—2) = 4-129 = 516. Podobnie, mamy f(—2,y) = 16 — 27y
Na przedziale [—2, 2] najmniejsza wartos¢ tej funkcji to f(—2,—-2) = f(—2,2) = 16 — 27 -4 =
4(4—27) = —92, a najwigksza to f(—2,0) = 16. Dalej, f(2,y) = 16+125y%. Najmniejsza wartos¢
tej funkcji to f(2,0) = 16, a najwieksza to f(2,—2) = f(2,2) =16 + 4 - 125 = 516.
Widaé¢ wiec, ze najmniejsza warto$é¢ funkcji f na kwadracie @ to —92, a najwieksza to 516,
natomiast w §rodku kwadratu funkcja ma lokalne minimum wtasciwe, f(0,0) =0 € (—92,516).
Uwaga: funkcja jednej zmiennej f(x,1) = 422 + (1 + 22)3 jest wielomianem trzeciego stopnia,
wiec jest nieograniczona zaréwno z gory jak i z dotu; wynika stad, ze kres goérny funkcji f w calej
plaszczyznie jest rowny 400, a dolny — —oo.

Zadanie. Niech

14 -1 0 2

-1 5 -1 0 2

A= 00 30 O
00 23 =3

00 00 3

Znalez¢ rozwigzanie ogolne uktadu x’ = Ax, wiedzac, ze macierz A ma dokladnie jedng wartos¢
wlasna.
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Rozwigzanie. Poniewaz macierz A ma doktadnie jedng wartos$¢ wlasna, wiec ta wartosé jest
réwna %(1 +54+3+43+3) =3, bo wartos¢ wlasna musi w tej sytuacji by¢ pieciokrotna, a suma
wszystkich wartosci wlasnych macierzy to jej §lad. (To, ze 3 jest wartoscia wlasng macierzy A,
wida¢ tez bez obliczania §ladu: det(A — 3I) = 0, bo macierz A — 3] ma przedostatnia kolumne
zlozong z samych zer, przy okazji e4 to jeden z wektorow wlasnych macierzy A.) Rzad macierz

-2 4 -1 0 2
-1 2 -1 0 2
A—-3I= oo 00 0|,
00 20 =3
00 00 O

ktorej jadro sktada sie z wektoréw wtasnych macierzy A, jest rowny 3, bo jadro sktada sie z tych
wektorow (z1,zo,z3, x4, 25), dla ktorych 2z — 3z5 = 0, —z1 + 229 = 0 oraz —x3 + 2x5 = 0,
czyli z takich (z1, 2, 23,24, 25), dla ktorych x3 = x5 = 01 x1 = 229, wiec dimker(A — 31) = 2.
Prosty (to nie zart) rachunek pokazuje, ze

00 —2 0 4
00 —1 0 2
(A=30)*=|00 00 0|,
00 000
00 000

a stad natychmiast wynika, ze (A — 3I)> = 0. Macierz A zapisana w postaci Jordana ma wiec
dwie klatki: jedna wymiaru 3, a drugg wymiaru 2. Mamy

(A—3le3 = —e; —ez+2ey,
(A—3I)(—e1 —eax+2e4) = —2e;—ez+4de;+2es = 2e; + e

i wreszcie (A — 31)(2e; + e2) = 0. Wlasnie wykazalismy, ze wektory es, —e; — eg + 2ey4 i
2ej + ey rozpinaja trowymiarowa przestrzer niezmiennicza wrzgledem przeksztatcenia liniowego
zdefiniowanego macierza A. Do pelni szczescia brakuje nam wektora spoza tej przestrzeni i spoza
ker(A—3I), ktorego obraz jest w jadrze A—3I. Mamy (A—31)(2es3+e5) = e4 oraz (A—31)e, = 0.
Mozemy wiec napisaé rozwigzanie ogolne uktadu:

1
x(t) =1 [83 +t(—e; —ezx+2e4) + §t2(2e1 + 62)]63t + ¢ [t(2e1 +e2)+ (—e —ex+ 2e4)]e3t+

+ c3 [2e1 + eg)]egt +cy [(2e3 +e5)+ te4] &3t 4 creqe’t .

Przy okazji: stwierdziliSmy, ze jedna z licznych baz Jordana dla przeksztalcenia liniowego
zdefiniowanego macierza A jest piatka wektorow ez, —e; — es + 2ey4, 2€1 + €2, 2e3 + €5, €4.

Zadanie. Predkos¢ wody wypltywajacej przez otwoér w dnie naczynia jest rowna 0,6v/2Gh, gdzie
G =103, a h oznacza gl¢bokos¢ wody. Naczynie ma ksztalt walca o $rednicy podstawy 2R = 1,8
m. Otwér w dnie ma Srednice 2r = 6 cm. Wysokos$¢ walca jest réwna H = 2,45 m. Po jakim
czasie cala woda wycieknie z walca? Zakladamy, ze w chwili poczatkowej walec jest wypelniony
w catosci wodg.

Rozwiazanie. Niech h(t) oznacza gtebokos¢ wody w naczyniu w chwili t. W szczegolnosci h(0) =
2,45. W bardzo krotkim czasie At z naczynia wyptynie w przyblizeniu 0,61/2Gh(t) - At - 7 - 12

. " 2 .. . .
wody; poziom wody obnizy sie wtedy o h(t) — h(t + At) ~ 0.8 2G:(1?2 abmr”, (Przyblizenie bierze

sie stad, ze predkos¢ wody w zadnym momencie nie jest stata). Po podzieleniu obu stron przez
At, przejsciu do granicy At — 0 i podstawieniu wartosci r, R otrzymujemy

s h(t) —h(t+At) r? V5
—h/(t) = lim_ N =0,6V2G - I Vh(t) = o V().
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/ 2
Mamy wiec h((i) = 750 Stad 24/h(t) = — [ %g)dt ;§)t+ C, wiec h(t) = ($ %t) .

g
Stad wynika, ze 2,45 = h(0) = (%) , nalezy wiec wzia¢ § 5 = v/2,45. Oczywiscie h(t) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy

1 2,4
= 500-9— . > =750-+/0,49 = 750-0,7 = 525 s —8 min.

Zadanie. Znalez¢ rozwiazanie ogblne rownania 2”(t) — 22/(t) + 5x(t) = 4e! + 17cos(2t) —
12! sin(2t).

Rozwigzanie: Mamy do czynienia z réwnaniem liniowym niejednorodnym o statych wspotczyn-
nikach. Réwnanie charakterystyczne to 0 = A2 — 2\ + 5 = (A — 1)2 4 4. Jego pierwiastkami
sa wiec liczby 1 £ 2¢. Wynika stad, ze rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego ma postacé
c1e(H20t 4 0061220 odzie ¢, ¢y oznaczaja liczby zespolone.

Po prawej stronie wystepuja quasiwielomiany (e!) lub ich czesci rzeczywiste (17 cos(2t)) badz
urojone (—12e’sin(2t)). Liczba 1 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec ist-
nieje taka liczba c, ze funkcja ce! jest rozwigzaniem réwnania pomocniczego

2" (t) — 22/ (t) + 5z (t) = 4e’.

By tak byto musi by¢ spelniona réwnos¢ c—2c+5c¢ = 4, czyli ¢ = 1. Poszukiwanym rozwigzaniem
jest funkcja e’

Kolej na réwnanie z”(t) — 22/(t) + 5z(t) = 17cos(2t) = R(17e**). Rozwigzemy réwnanie
2"(t) — 22'(t) + 5x(t) = 17e*". Poniewaz liczba 2i nie jest pierwiastkiem rownania charak-
terystycznego, wiec istnieje taka liczba zespolona c, ze funkcja ce?® jest rozwigzaniem réwnania
2" (t) — 22/ (t) + 52(t) = 17e*". Podstawiajac ce? w miejsce x w tym réwnaniu otrzymujemy
—4ce?™ — 4ciet + Beet = 17e¥, czyli ¢(1 — 4i)e = 17e*". Wobec tego ¢ = {0z = 1+ 4i.
Wobec tego funkcja (1 + 4i)e?” jest rozwigzaniem réwnania z”(t) — 22'(t) + 5x(t) = 17¢*", a
poniewaz wszystkie wspolczynniki z lewej jego strony sa liczbami rzeczywistymi, wiec funkcja
R((1+44i)e*) = R((1+44)(cos(2t) +isin(2t))) = cos(2t) — 4sin(2t) jest rozwigzaniem réwnania
2" (t) — 22/ (t) + bx(t) = 17 cos(2t).

Wreszcie, rozpatrzmy rownanie z”(t) — 22/(t) + 5x(t) = —12e'sin(2t) = ( — 12e1+201).
Tym razem liczba 1 + 2¢ jest pierwiastkiem jednokrotnym réwnania charakterystycznego, wiec
rozwigzaniem rownania ¢ et29! bedzie quasiwielomian stopnia pierwszego z wykladnikiem
1 + 24, czyli funkcja postaci (ct + d)e(lﬁi)t, gdzie symbole c¢,d oznaczajg liczby zespolone.
Z tego, jak wyglada rozwigzanie réwnania jednorodnego, jasno wynika, ze nie ma zadnych
ograniczen na liczbe d (w rozwiazaniu wystepuje sktadnik c1eH20t - wiec mozna uznac, ze
d = ¢1). Znajdziemy c¢. Podstawiamy do réwnania z”(t) — 22/(t) + 5z(t) = —12e(1+2)t funkcje
x(t) = cte(120t - Obliczamy pochodne tej funkcji, wstawiamy je do lewej strony réwnania i po
krotkim rachunku otrzymujemy warunek —12e0420t = 4jce(1+20t . Zatem ¢ = 3i. Wobec tego,
ze wszystkie wspotczynniki po lewej stronie rownania sy rzeczywiste, funkcja %(3ite(1+2i)t) =
3tel cos(2t) jest rozwigzaniem szczegdlnym ostatniego réwnania pomocniczego z”(t) — 22/ (t) +
5z(t) = —12¢’ sin(2t).

Wobec tego rozwiazaniem ogblnym réwnania

2" (t) — 22/ (t) + 5x(t) = 4e’ + 17 cos(2t) — 12¢" sin(2t)

jest suma rozwiagzan szczeg6lnych trzech pomocniczych rownan niejednorodnych oraz rozwigzania
ogolnego réwnania jednorodnego, czyli funkcja et + cos(2t) — 4 sin(2t) + 3tet cos(2t) + ¢ e(1H2)t 4
c2e(1=20 gdzie ¢y, ¢y oznaczaja dowolne liczby zespolone. Mozna bez trudu zauwazy¢, ze jesli
co = €1, to wartosci tej funkcji sy rzeczywiste. Mozna tez zapisaé to samo rozwigzanie w postaci

e' + cos(2t) — 4sin(2t) + 3te’ cos(2t) + dyie’ cos(2t) + dae’ sin(2t) .

W tym przypadku rozwiazania rzeczywiste otrzymujemy dla rzeczywistych di, ds.
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Zadanie. Niech f(x) = 2 — M — ksin(z), gdzie M € (0,27) oraz k € (0,1). Wykaz, ze mozna
wskaza¢ takie punkty poczatkowe a,b € [0, 27| dla metody bisekcji, ze miejsce zerowe f bedzie
mozna z jej pomoca wyznaczy¢ z btedem bezwzglednym nie przekraczajacym 2724, obliczajac
przy tym nie wiecej niz 32 wartosci funkcji.

Rozwigzanie. Warunkiem dostatecznym zbieznosci metody bisekcji startujacej z pary punktow
a < b jest, by f byla ciagta w [a,b] oraz f(a) f(b) < 0. Wowczas metoda bisekcji startujaca
z przedziatu [ag, bo] = [a,b] generuje ciag przedzialow [a,,by], zawierajacych miejsce zerowe f,
przy czym na n-tej iteracji,

b — an| < [b—al/2"

i konsekwentnie przyblizenie miejsca zerowego z, = (a, + b,)/2 ma blad nie przekraczajacy
|b — a|/2""1. Stad wynika, ze dla uzyskania przyblizenia miejsca zerowego f z btedem ponizej
zadanego € € (0, |b — a]) (wieksze wartosci nie mialyby sensu) wystarczy wykonaé

n > [logQ ]b—a\-‘ -1
€

iteracji. Funkcja f podana w zadaniu jest ciaggta, przy czym

f0O)=—-M <0 oraz f@2m)=2r—M >0,

zatem spelnia warunki zbieznosci metody bisekcji dla przedziatlu poczatkowego [a,b] = [0, 27].
Poniewaz

2
[logQ 2_7;41 ~1=26,

a n iteracji metody bisekcji wymaga obliczenia n + 2 wartosci funkcji f, to tacznie wystarczy
obliczy¢ 28 wartosci funkcji.

Zadanie. Niech R = Z[i]. Czy a = 2 + i jest elementem nierozkladalnym pierécienia R?

Rozwiazanie. Rozpatrzmy funkcje N : R — Z okreglong formuty N(n + mi) := n? + m? (jest
to w istocie kwadrat modutu liczby zespolonej n + mai).

Latwo sprawdzi¢, ze dla z,y € R zachodzi réwnos¢ N(zy) = N(x)N(y), oraz ze x € R jest
elementem odwracalnym R wtedy i tylko wtedy, gdy N(z) = 1 (tak jest, poniewaz

Nngmi))

Przypusémy teraz, ze a = xy dla pewnych z,y € R. Wowczas, poniewaz N(a) = 5, wiec
N(z) =1 lub N(y) = 1. Oznacza to, iz = lub y jest odwracalne. Wykazalismy wiec, ze a jest
elementem nierozktadalnym.

n+mi

Zadanie. Niech Zy = N, Z; = {0} U {% ci=1,2,...}. Wykaza¢, ze podprzestrzenie Zy x Z i
Z1 x Z1\ {(0,0)} ptaszczyzny euklidesowej sa homeomorficzne.

Rozwigzanie. Przestrzen S = Zy X Z; jest sumag przeliczalnie wielu parami roztacznych ot-
wartych podprzestrzeni U,, = {n} x Z; (n =0,1,...) homeomorficznych z Z; (Z; ma topologie
podprzestrzeni prostej euklidesowej).

Niech T = Z; x Z1\{(0,0)}. Dla kazdego i = 1,2, ... zbiér V; = {1} x Z; jest otwarty w T' (bo
2 jest punktem izolowanym Z;). Analogicznie, dla kazdego j = 1,2, ..., zbior H; = Z; x {%} jest
otwarty w T'. Zauwazmy, ze zbiory V; (a takze H;) sa parami rozltaczne, ale V; N H; = {(%, %)}

Niech W = {W,, : n =0,1,...} bedzie rodzina tak zdefiniowanych zbior6w otwartych, usta-
Wionych W c1adg W = {W,Hl,%,Hz, .. } (tO Znaczy ng,Q = ‘/Z i ngfl = HJ)

Przestrzenn T jest suma rodziny W otwartych podprzestrzeni T homeomorficznych z Z; i dla
kazdego n, W, N, <, Wm jest skoniczonym podzbiorem W,, ztozonym z punktéw izolowanych
Wh. Potozmy W, = Wi \ U,cr, Win-

Dla kazdego n zbior W), jest otwarty (bo zbiory skonczone sg domkniete) i homeomorficzny
z Z1 (bo podprzestrzen Z; uzyskana z Z; przez usuniecie skoriczenie wielu punktow izolowanych
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jest homeomorficzna z Z1). Rodzina W = {W), : n = 0,1,...} jest wiec przeliczalnym pokryciem
T ztozonym z parami roztacznych otwartych podprzestrzeni T homeomorficznych z Zj.

Dla kazdego n € N ustalmy homeomorfizm h,, przeprowadzajacy U, na W/. Funkcja h :
S — T zdefiniowana wzorem h(p) = h,(p) dla p € U,, jest homeomorfizmem S na 7.

Uwaga: uroztacznienie rodziny W mozna rowniez uzyskaé rozktadajac 7' na dwa (otwarte)
zbiory T =T' U (T \T'), gdzie T' = T N {(x,y) € R? : 2 >y} W' = {V{,H|,VJ,H},...}, dla
V/i=v,nT, H]’ =H;\T).

Zadanie. Zmienna losowa X ma rozktad normalny ze §rednig 5 i wariancja 4. Znajdz gestosé
oraz oblicz warto$é¢ oczekiwang zmiennej X3 4 2.

Rozwigzanie. Zmienna X ma ten sam rozkltad, co 5 + 2Y, gdzie Y ma standardowy rozktad
normalny. Dystrybuanta zmiennej X3 4 2 jest réwna:

F)=B(X* +2<1) =B(X < T2 =B(¥ < (Vi 2-5)) =a(L(Vi—2-5)),

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego. Dystrybuanta ta jest ciagta i
rézniczkowalna poza punktem t = 2. Zatem zmienna X° + 2 ma gestosé, ktora dla z # 2 jest
réwna

g(z) = F'(x) = @’(%(m— 5))%(33 —2)723 = 61

2T

(o2 exp (~ (Va2 -5))

(w punkcie z = 2 gesto$¢ mozna okresli¢ dowolnie).
Wartosé¢ oczekiwana zmiennej X3 + 2 wynosi

E(X3 +2) =E((5+2Y)? +2) = 127 4+ 150EY + 60EY? + 8EY> = 127 4+ 0 + 60 + 0 = 187.
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