Liczby zespolone

historycznie 1 genetycznie



Praca matematykéw w 90% polega na staraniu sie,

by dobrze zrozumie¢, co robili nasi poprzednicy.

Nie ulega bowiem watpliwosci, ze powstawanie nowych pojec

1 nowych twierdzen nosi na sobie — poza merytoryczng trescig —

wiele elementow przypadkowych, wiele technicznych
niedoskonatosci.

W efekcie pojecia matematyczne zmieniaja swéj ksztalt z biegiem

czasu, by kolejnym pokoleniom prezentowac¢ sie w coraz czystsze],

a przez to prostszej, bardziej zrozumialte] postaci.

Koronnym przyktadem moze tutaj by¢ rachunek rézniczkowy, zbyt
zagmatwany w pracach takich gigantéw jak Newton, Leibniz, Euler
czy Lagrange nawet dla nich samych, a dzis dostepny nawet dla
licealistow.

W przypadku poje¢ uzywanych w wielu postaciach
(jak np. liczby zespolone), kolejno$é¢ ich pojawiania sie
wlasciwie zawsze jest odmienna od ich matematycznej genezy.



Liczby zespolone zaistnialy w Ars magna Cardana jako twor
z zalozenia transcendentalny, magiczny, nienalezacy
do swiata liczb, a stuzacy do uzyskiwania wbrew rozsadkowi
poprawnych pierwiastkow réwnan algebraicznych stopnia 3

w przypadku, gdy tych pierwiastkow jest trzy.
Niesmiata proba racjonalizacji w Algebrze Bombellego niewiele
to zmieniata 1 dopiero pomyst Eulera, by te transcendentalnos¢
sprowadzi¢ na ziemie przez wprowadzenie liczb urojonych
(zwanych tez ghuchymi) jako$ sytuowal liczby zespolone wzgledem
liczb, cho¢ "porzadnych” liczb z nich nie czynit. W kazdym razie
wiadomo byto, jak — zgodnie z regutami algebry — nimi operowac.
Tenze Euler wskazat zwigzki liczb zespolonych z geometrig

(tzw. plaszczyzna Gaussa).

Gauss dowodzac algebraicznej domknietosci liczb zespolonych
zapewnil im pozycje pelnoprawnych liczb, a dojrzaty ksztatt
algebraiczny i geometryczny nadat im niebawem Hamilton.



Tymczasem genetycznie liczby zespolone
to algebra punktéw ptaszczyzny
21420 Z WYrdznionymi na niej
-2 dwoma punktami 0 i 1
/ 1 dwiema operacjami: przesunieciem
1 podobienstwem spiralnym
(to drugie to ztozenie obrotu
i jednoktadnosci o tym samym S$rodku):
suma z1 1 29 to przesuniecie z; o 029 (lub 25 0 0z, ),
iloczyn z1 i 29 to wynik obrotu z; 0 41025 (lub 25 0 41027)
oraz (w obu przypadkach) jednoktadnosci o skali |0z1] - |0z2].

0 1

Inaczej: domykamy 21029 do rownolegloboku (to suma)

i budujemy tréjkat 200(21 - 22) podobny do trojkata 1024

i tak samo zorientowany (”symetryczna” sytuacje, ktérej nie ma
na rysunku, kazdy wyobrazi sobie z tatwoscia).

Stad inne postaci liczb zespolonych wynikajg ”bezbolesnie” .



Takie ujecie liczb zespolonych pozwala

zauwazyc¢, ze kazda z nich jest okreslona
21+ 2 Przez liczbe r mowiacy, ile razy musiat
27" sie przedluzyé wektor 1, aby ja
/ otrzymac i liczbe ¢ mowiaca, o jaki kat
wektor 1 musiat sie obrocic.
Pierwszg z tych liczb nazywamy
modutem liczby zespolonej,
a drugg jej argumentem.
Jezeli przedstawimy liczbe zespolong w postaci (r, @), to — wobec
powyzszych uwag — wzor na mnozenie bedzie wygladat tak:
(11, 1) - (r2,02) = (r1 - 72,01 + ©2).
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wektor 1 musiat sie obrocic.
Pierwszg z tych liczb nazywamy
modutem liczby zespolonej,
a drugg jej argumentem.
Jezeli przedstawimy liczbe zespolong w postaci (r, @), to — wobec
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Przetlumaczenie tego na zwykle wspoélrzedne kartezjanskie daje
(bez rachunkéw!) wzor zwany nazwiskiem de Moivre’a

r1(cos p1,8in@y) - ro(cos s, sins) = (11 - o) (cos(gpl + ©s), sin(p1 + gpz)),
co tatwo sie uogdlnia na wzory mowiace o potegowaniu

1 pierwiastkowaniu liczb zespolonych.



Hamilton zauwazyt, ze rachunki na liczbach zespolonych mozna
wyrazi¢ bezposrednio za pomoca wspotrzednych kartezjanskich.

Dodawanie ma bardzo prosta postaé (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
bo tak sie przeciez dodaje wektory. Wzor na mnozenie tez nie jest
zbyt skomplikowany (a,b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc),
co jest prosta konsekwencjg wzoru de Moivre’a: jesli
(CL, b) — (Tl COS L1,71, Sin 901)7 a (Ca d) — (TZ COS @2, 72 sin <702)7 to
(a,b) - (c,d) = (r1cospi,r18in 1) - (12 COS o, 12 8IN Yy ) =
= ((r1-72) cos(p1 + ¥2), (11 - 12)sin(p1 + p2)) =
= (r1 - 1r9) (COS (1 COS Yo — Sin Y1 Sin Yo,
COS (V1 SIN Y9 + SIN Y1 COS gpg) =
= (rl COS (1 * T'9 COS (Po — T'1 SIN (V1 - T9 SIN V9,
71 COS (01 * T9 SIN Yo + 71 SIN Y * T2 COS 902) =
= (ac — bd, ad + bc).



7, tego wynikaja historycznie wczesniejsze postaci
liczb zespolonych.
Zauwazmy, ze kazda liczba zespolona da sie przedstawi¢ jako
(a,b) = a(1,0) 4+ b(0,1).
Takie (1,0) to po prostu 1 — kazdy moze sprawdzi¢, jak sie przez
(1,0) mnozy. Natomiast
(0,1)*=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0),
co jest zwykta minus jedynks, i to tez mozna sprawdzi¢ mnozac.

Liczba (0, 1) jest oznaczana przez i (od imaginarius), nazywana
jednostkq urojong i stanowi wielky tajemnice dla roznego
rodzaju filozoféw (bo jak to mozliwe, aby kwadrat byt ujemny. .. ),
co cofa ich do czaséw Cardana.

7 owego 1 (juz rozsadnie) korzystal jego wynalazca, Leonard Euler,
uzyskujac ciekawe rezultaty.



Tak algebraicznie ujete liczby zespolone to sumy a + 20,
gdzie a 1 b to liczby rzeczywiste.

Rachunki na nich przeprowadza sie tak jak na wielomianach,

pamietajac zawsze, ze i = —1.

Na przykltad wzor na mnozenie wyprowadza sie

przy tej interpretacji tak:

(@ +1ib) - (c +id) = ac + aid + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc).
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Fuler uzywat takze mieszanego sposobu zapisywania liczb
zespolonych z uzyciem zaréwno ¢, jak tez modutu i argumentu:

r(cos i + 1 sin )
Pozwolito mu to na znalezienie zaleznosci

e'Y = cos ¢ + isin o,
wiazacej funkcje wyktadnicze i trygonometryczne,
a ktorej szczegbdlnym przypadkiem jest stawny wzor zawierajacy
"wszystkie stale matematyczne”
e'™ +1=0.



Symbolika FEulera jest najczesciej dzis stosowanym sposobem

uzywania liczb zespolonych.
Wiaze sie z tym istotne nieporozumienie zwigzane z wyrazeniami
Re z 1 Im z, czeScia rzeczywistg 1 czescig urojong liczby z.
Gdy z = a + b, piszemy, ze Re z =aiIm z = b, w czym

nie wida¢ niczego dziwnego.
Tymczasem gdy mamy liczbe zespolona z okreslenie jej czesci
rzeczywistej 1 czesci urojonej nie jest mozliwe metodami
algebraicznymi, a nawet nie jest mozliwe podanie algebraicznej
(czyli sformutowanej za pomoca 0, 1, +, -) definicji liczby
rzeczywistej, podanie formuty spetnianej tylko przez

liczby rzeczywiste.

Powszechnie uzywana definicja: z jest liczbg rzeczywistq, gdy z = z
jest poprawna, ale by to sprzezenie (a + ib) = (a — b) zdefiniowaé
trzeba juz wczesniej dysponowac rozbiciami liczb zespolonych
na czescl rzeczywiste 1 urojone.




Jak dalece jednak jestesmy przywigzani do uzywania jednostki
urojonej ¢ moze swiadczy¢ fakt, iz Hamilton, twérca wzoru

(a,b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc),
obywajacego sie bez zadnych ”urojen”,
pracujac bezowocnie nad stworzeniem algebry przestrzeni
trojwymiarowej (pdzniej Frobenius udowodnil, ze to niemozliwe)
1 juz owocnie nad stworzeniem algebry przestrzeni
czterowymiarowe]j, sukces odnidst dopiero, gdy odwotal sie
do obiektéw wyimaginowanych, tym razem czterech.

Uzyskane obiekty — kwaterniony — maja ksztalt analogiczny
do liczb zespolonych Eulera:
a + 1b + jc + kd, gdzie a, b, ¢, d to liczby rzeczywiste,
a 1, 7, k liczbami rzeczywistymi nie sa
i spelniaja warunki i? = j% = k? = ijk = —1.



O tym zas, jak matematycy, sledzacy dokonania swych
poprzednikéw, potrafig je udoskonali¢ swiadczy fakt,
iz Artur Cayley stwierdzil, ze wzor Hamiltona definiujacy
mnozenie liczb zespolonych, przy niewielkiej modyfikacji pozwala
wyeliminowaé¢ z definicji kwaternionéw wszelkie ”imaginacje”,
okreslajac kwaterniony jako pary liczb zespolonych,
a ich mnozenie wzorem

(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bé),
gdzie uzyte jest poprzednio wspomniane sprzezenie.
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a ich mnozenie wzorem
(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bé),
gdzie uzyte jest poprzednio wspomniane sprzezenie.
Stwierdzona przez Frobeniusa niemoznos$¢ zbudowania przyzwoite] algebry
przestrzeni tréojwymiarowej sprowadza sie do spostrzezenia, iz
(przy ”wektorowym dodawaniu”) musiatyby pojawié sie dzielniki zera
— a tego przyzwoitos¢ nie dopuszcza.
Kwaterniony majg co prawda wade, bo mnozenie nie jest tam przemienne,
ale uznano, ze to daje sie przebaczyc.
Frobenius udowodnit dalej, ze przyzwoitos¢ dopuszcza jedynie

przestrzenie 1, 2 1 4 wymiarowe.



