Zatacznik do szczegétowych zasad dyplomowania na kierunku matematyka

ZAGADNIENIA NA EGZAMIN LICENCJACKI

WSTEP DO MATEMATYKI

1.

3.

Relacja (czesciowego) porzadku. Przyktady wtasnosci zbiorow
liniowo uporzgdkowanych, ktorych nie musi mie¢ kazdy zbior
(czesciowo) uporzadkowany, i wkasnosci zbiorow dobrze
uporzgdkowanych, ktorych nie musi mie¢ kazdy zbidr liniowo
uporzadkowany. Pojecie izomorfizmu porzadkowego. Lemat
Kuratowskiego-Zorna, przyktady zastosowan.

Réwnolicznosc¢ zbioréw. Co to znaczy, ze moc zbioru A jest mniejsza
od mocy zbioru B? Twierdzenie Cantora (moc zbioru X jest mniejsza
od mocy zbioru potegowego zbioru X). Twierdzenie
Cantora-Bernsteina. Przyklady zbiorow przeliczalnych i
nieprzeliczalnych. Czy kazdy zbior nieprzeliczalny jest réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych? Czy istnieje zbior o
najwiekszej mocy?

Wiasnosci obrazu i przeciwobrazu zbioru wzgledem funkciji.
Zachowanie operacji obrazu i przeciwobrazu wzgledem dziatan na
zbiorach.Rownolicznos$¢ obrazu zbioru A z odpowiednim zbiorem
llorazowym zbioru A.

ANALIZA MATEMATYCZNA

1.

2.

o o

Ciagi liczb rzeczywistych. Zbieznos¢ ciggu, warunek Cauchy'ego,
zupetnosé zbioru liczb rzeczywistych.

Szeregi liczbowe, zbieznos$¢ bezwzgledna i warunkowa. Przyktady
kryteriow zbieznosci i ich zastosowan.

Ciggtos¢ i jednostajna ciggtos¢ funkcji i odwzorowan. Twierdzenie o
osigganiu kresow przez funkcje ciggta na przedziale domknietym.
Przykiad funkcji ciagtej niejednostajnie ciggtej.

Pochodna funkciji:

° zmiennej rzeczywistej o wartosciach rzeczywistych;

° odwzorowania z przestrzeni R" o wartosciach w R™.
Pochodne czastkowe. Obliczanie pochodnych.

. Twierdzenia o wartosci Sredniej rachunku rézniczkowego funkcji

jednej zmiennej (twierdzenie Rolle'a i Lagrange'a). Przykfad
zastosowania.



7. Szeregi potegowe; przedziat zbieznosci, rézniczkowanie i catkowanie
szeregu potegowego, przykiady.

8. Ekstrema funkcji:

° jednej zmiennej;

° wielu zmiennych.

° Warunki konieczne i dostateczne. Przyktad wyznaczania
ekstremum.

9. Twierdzenie Banacha o punkcie statym, twierdzenie o funkc;ji
odwrotnej i twierdzenie o funkcji uwiklanej. Pojecie rozmaitosci
rozniczkowej.

10. Calka funkcji jednej zmiennej. Catka nieoznaczona i oznaczona.
Zasadnicze twierdzenie rachunku rézniczkowego i
catkowego. Obliczanie caitek.

11. Konstrukcja catki i miary Lebesgue’a oraz miary powierzchniowej.
Przykiad zbioru niemierzalnego w sensie Lebesgue’a

12. Calki iterowane (twierdzenie Fubiniego). Przyktady obliczania
catek iterowanych.

13. Wz0r na catkowanie przez podstawienie:

° dla funkcji jednej zmiennej;
° dla funkcji wielu zmiennych.
° Przyktad zastosowania.

14. Twierdzenie o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy w teorii
catki Lebesgue'a. Przyktad zastosowania.

15. Przykfad wzoru zamieniajgcego catke po obszarze na
ptaszczyznie na catke po brzegu tego obszaru.

GEOMETRIA Z ALGEBRA LINIOWA

1. Rozwigzywanie uktadow réwnan liniowych. Elementarne operacje na
macierzach, metoda eliminacji Gaussa. Twierdzenia
Kroneckera-Cappellego i Cramera.

2. Ciala: definicja, przyktady. Liczby zespolone: wtasnosci, postac
trygonometryczna, pierwiastkowanie, zasadnicze twierdzenie
algebry.

3. Przestrzenie liniowe: definicja, przyktady. Uktady liniowo niezalezne,
bazy, wymiar przestrzeni liniowej.

4. Przeksztatcenia liniowe: definicja, przyktady, macierz przeksztatcenia
liniowego. Monomorfizmy, epimorfizmy, izomorfizmy. Jadro i obraz
przeksztatcenia liniowego.

5. Przestrzenie whasne i wartosci wkasne endomorfizmow liniowych,
sposoby ich znajdowania. Podobienstwo macierzy,
diagonalizowalnosc¢, posta¢ Jordana macierzy, twierdzenie Jordana.

6. Rzad, wyznacznik i Slad macierzy. Sposoby obliczania. Przyktady



zastosowan.

. Przestrzenie przeksztatcen liniowych. Funkcjonaty liniowe, przestrzen

sprzezona do przestrzeni liniowej, baza sprzezona.

. Formy dwuliniowe i kwadratowe: definicje, przyktady, macierz formy

dwuliniowej. Diagonalizacja form dwuliniowych i kwadratowych,
twierdzenie o bezwitadnosci.

. lloczyny skalarne: definicja, przyktady, kryterium Sylvestera.

Przestrzenie euklidesowe, miary, katy. Izometrie.

ALGEBRA DLA MSEM:

=

10.

11.

12.

Relacje rownowaznosci. Klasy abstrakcji, zbior ilorazowy.

. Relacja porzadku czesciowego i liniowego, elementy maksymalne i

najwieksze.

. Poréwnywanie mocy zbioréw. Zbiory przeliczalne, nieprzeliczalne.

Przeliczalnos¢ sumy i iloczynu kartezjanskiego zbiorow
przeliczalnych. Nieprzeliczalnosc¢ zbioru liczb rzeczywistych.
Twierdzenie Cantora.

Ciala: definicja, przyktady. Liczby zespolone: wtasnosci, postac
trygonometryczna, pierwiastkowanie, zasadnicze twierdzenie
algebry.

. Rozwigzywanie uktadow réwnan liniowych. Operacje elementarne na

macierzach, metoda eliminacji Gaussa.

. Przestrzenie liniowe: definicja, przyktady. Uktady liniowo niezalezne,

bazy, wymiar przestrzeni liniowe,j.

. Przeksztalcenia liniowe: definicja, przyktady, macierz przeksztatcenia

liniowego. Monomorfizmy, epimorfizmy, izomorfizmy. Jadro i obraz
przeksztatcenia liniowego.

. Rzad, wyznacznik i Slad macierzy. Sposoby obliczania. Przykfady

zastosowan.

. Endomorfizmy przestrzeni liniowych. Macierz endomorfizmu w bazie,

zalezno$¢ od bazy, macierze podobne. Wektory i wartosci wkasne
endomorfizmow liniowych, sposoby ich znajdowania. Podobienstwo
macierzy, diagonalizowalnosc¢, posta¢ Jordana macierzy, twierdzenie
Jordana.

Formy dwuliniowe i kwadratowe: definicje, przyktady, macierz
formy dwuliniowej.

lloczyny skalarne: definicja, przyktady, kryterium Sylvestera.
Przestrzenie euklidesowe, miary, katy. Izometrie.

Grupa, grupa abelowa, podgrupa. Grupy permutacji. Warstwy
grupy wzgledem podgrupy, twierdzenie Lagrange'a. Homomorfizm
grup, jadro homomorfizmu, dzielnik normalny, grupa ilorazowa,



twierdzenie o homomorfizmie. Dziatanie grupy na zbiorze.

13. Pierscienie przemienne z 1, homomorfizmy. Ideal, pierscien
ilorazowy, twierdzenie o homomorfizmie. Pierscien K[X] i ideaty w
nim.

WSTEP DO INFORMATYKI

Problem algorytmiczny i jego rozwigzanie. Przykiady.

Funkcje i procedury rekurencyjne. Przykfady.

Metoda programowania “dziel i rzgdz". Zastosowania.
Dynamiczne struktury danych: listy, stos, kolejki, drzewa binarnych
poszukiwan.

Sposoby reprezentacji grafu, przeszukiwanie grafu wszerz i w giab.
Zastosowania.

6. Ztozonosc obliczeniowa algorytmu. Przykitady algorytmow o réznej
zlozonosci obliczeniowej.

Hipoteza P=NP, sformutowanie, znaczenie i konsekwencje
Reprezentacja i arytmetyka liczb rzeczywistych w komputerze.
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ALGEBRA

1. Podstawowe struktury algebraiczne: grupy, pierscienie, ciata i ich
homomorfizmy. Przykfady :
e Qrup — grupy permutacji, grupy izometrii, grupy macierzy;
e pierscieni — pierscien wielomianow, pierscien szeregow
formalnych, pierscien funkcji ciggtych;
e ciat — ciala liczbowe, ciato funkcji wymiernych, ciata skonczone.
2. Konstrukcje ilorazowe na przykitadzie grup i pierscieni. Przykiady:
abelianizacja grupy, rozszerzenie ciata o pierwiastek wielomianu.
3. Zwigzki pomiedzy rzedem grupy i rzedami podgrup, twierdzenia
Lagrange’a, Cauchy’ego i Sylowa.
4. Dzialania grupy na zbiorach - orbity, grupy izotropii, zbior orbit.
Przyktady: dziatanie grupy na zbiorze warstw wzgledem podgrupy,
dziatanie grupy na zbiorze swoich elementéw przez automorfizmy
wewnetrzne. Przyktady zastosowan.
lloczyn prosty grup, klasyfikacja skonczonych grup abelowych.
Wiasnosci elementow pierscienia: elementy odwracalne, dzielniki
zera. Dziedziny catkowitosci: elementy pierwsze i nierozktadalne.
Dziedziny z jednoznacznoscig rozktadu i ich przyktady: pierscienie
wielomianow, pierscien Gaussa.
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7.

Rozszerzenia ciat: elementy algebraiczne i przestepne. Ciata
algebraicznie domkniete, algebraiczne domkniecie.

TOPOLOGIA

1.

o o

Pojecie przestrzeni topologicznej. Topologia przestrzeni. Czy kazda
topologia pochodzi od jakiej$ metryki? (wyjasnij uzyte pojecia, podaj
przykiady).

. Definicja ciggtosci funkcji dla przestrzeni metrycznych i dla

przestrzeni topologicznych. Réwnowaznosé tych definicji w
przypadku przestrzeni metrycznych (z uzasadnieniem).

. Przestrzenie zwarte: definicja, przyktady. Metryczny warunek

zwartosci. Zwarte podzbiory przestrzeni R", funkcje ciggte okreslone

na przestrzeni zwartej.

Przestrzenie metryczne zupetne: definicje, przyktady. Czy przestrzen
metryczna zwarta jest zupetna, czy przestrzen zupetna i ograniczona
jest zwarta (dlaczego tak/nie)?

. Twierdzenie Baire'a. Dlaczego nie mozna opusci¢ zadnego z zatozen

tego twierdzenia?

. Spojnosé i tukowa spijnosE przestrzeni topologicznych. Czy ktoras z

tych wiasnosci implikuje druga? (przyktad na brak wynikania w ktéras
strone, wyjasnij uzyte pojecia, podaj przyktady).

. Homeomorficznos$¢ przestrzeni topologicznych, przyktady. Czy z

istnienia ciagtej bijekcji f: X -> Y wynika istnienie homeomorfizmu?
Czy takie wynikanie ma miejsce przy jakich$ szczegoélnych
zalozeniach o przestrzeniach?

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan zagadnienia Cauchy'ego.

Globalnosc¢ rozwigzan.

. 2. Rozwigzywanie réwnan o zmiennych rozdzielonych, a takze

jednorodnych i niejednorodnych metodg uzmienniania statej.

. Uktady réwnan liniowych o statych wspétczynnikach. RGwnania

wyzszych rzeddw o statych wspotczynnikach.

Stabilno$¢ i asymptotyczna stabilnoS¢ rozwigzania stacjonarnego
rownan autonomicznych; w szczegolnosci, dla uktadu liniowego.
Calki pierwsze.

. Definicja potoku i orbity. Szkicowanie portretow fazowych

autonomicznych uktadow liniowych o statych wspotczynnikach w
RN2.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Model doswiadczenia losowego. Aksjomaty teorii
prawdopodobienstwa. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo geometryczne. Paradoksy w teorii
prawdopodobienstwa.

. Prawdopodobienstwo warunkowe. Wz6r na prawdopodobienstwo

catkowite i wzor Bayesa. Przyktady zastosowan obu wzorow.

. Niezaleznosc¢ zdarzen i zmiennych losowych. Model probabilistyczny

dla ciggu niezaleznych doswiadczen. Schemat Bernoulliego i
twierdzenie Poissona.

Zmienne losowe i rozklady prawdopodobienstwa. Dystrybuanty,
gestosci. Typy rozkladow (dyskretne, ciggte). Parametry rozktadow
(wartosc oczekiwana i wariancja). Nierownos¢ Czebyszewa.

. Wazniejsze rozktady prawdopodobienstwa (Bernoulliego, Poissona,

wyktadniczy, gaussowski). Przyktady zagadnien, w ktorych pojawiajg
sie poszczegolne rozktady.

. Suma niezaleznych zmiennych losowych. Wyznaczanie jej rozktadu

(gestosci, dystrybuanty) przy uzyciu pojecia splotu funkciji.

. Zbieznos¢ zmiennych losowych okreslonych na wspdlnej przestrzeni

probabilistycznej: wedtug prawdopodobienstwa, prawie na pewno i
wedtug p-tego momentu. Zwigzki miedzy tymi rodzajami zbieznosci.
Twierdzenia graniczne: prawa wielkich liczb, twierdzenie de
Moivre'a-Laplace'a jako szczegodlny przypadek centralnego
twierdzenia granicznego. Przyktady zastosowan.

MATEMATYKA OBLICZENIOWA

1.

ok

Numeryczne rozklady macierzy: trojkgtno-trojkatny (LU) i
ortogonalno-trojkatny (QR). Zastosowania do rozwigzywania uktadow
rownan algebraicznych liniowych. Koszt, wkasnosci numeryczne.
Normy wektorowe i macierzowe oraz ich wkasnosci. Wrazliwos¢
numerycznych rozwigzan uktadu réwnan liniowych na zaburzenia
danych.

. Interpolacja wielomianowa. Wz0r na reszte interpolacyjng i jego

zastosowania.

Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych oraz jednostajna.
Kwadratury interpolacyjne i ztozone dla numerycznego catkowania
funkcji jednej zmiennej. Zbieznos¢ kwadratur ztozonych.

Metody numerycznego rozwigzywania rownan nieliniowych
skalarnych. Szybkosc¢ i warunki zbieznosci tych metod.



STATYSTYKAISTATYSTYCZNA ANALIZA DANYCH

1.
2.
3.
4.

Estymatory

Przedziaty ufnosci

Testowanie hipotez statystycznych
Model liniowy Gaussa

FUNKCJE ANALITYCZNE

1.

Rd&zniczkowalnos¢ w sensie zespolonym i jej zwigzek z rownaniami
Cauchy’ego-Riemanna. Co funkcje holomorficzne majg wspolnego z
odwzorowaniami konforemnymi podzbioréw ptaszczyzny zespolonej?
Funkcje harmoniczne i ich zwigzek z funkcjami holomorficznymi.
Podstawowe funkcje elementarne w dziedzinie zespolonej: funkcja
wyktadnicza, funkcje trygonometryczne, gatezie logarytmu i potegi
zespolonej. Ich podstawowe whasnosci. Grupa homografii. Obrazy
prostych i okregow w przeksztatceniu homograficznym. Homografie
jako przeksztatcenia sfery Riemanna.

Caitki krzywoliniowe. Twierdzenie Cauchy’ego o catkach po krzywych
homotopijnych. Wzor catkowy Cauchy’ego. Indeks krzywej
zamknietej na ptaszczyznie zespolonej wzgledem punktu tej
ptaszczyzny - definicja i podstawowe wiasnosci.

R&zne charakteryzacje funkcji holomorficznych. Twierdzenie Morery.
Twierdzenie Weierstrassa o ciggach funkcji holomorficznych.
Zasada maksimum. Twierdzenie Liouville’a. Zasadnicze Twierdzenie
Algebry.

Twierdzenie Laurenta. Osobliwosci punktowe (izolowane) funkcji
holomorficznych - ich klasyfikacja i podstawowe wtasnosci.
Twierdzenie Riemanna o osobliwosci pozornej. Twierdzenie
Casoratiego-Weierstrassa. Twierdzenie o residuach i jego
zastosowania.

. Zera i bieguny funkcji meromorficznej. Ich zwigzek z pochodng

logarytmiczng funkcji - zasada argumentu. Twierdzenie Rouchégo.



