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Metoda wyczerpywania
Eudoksos (—408;—355)

Jesli z jakiejs figury plaskiej (przestrzennej) wyjmiesz wiecej niz
potowe,

z tego co zostanie znow wyjmiesz wiecej niz potowe

1 bedziesz tak postepowat dalej,

to suma pol (objetosci) wyjetych czesci

dowolnie doktadnie przyblizy pole (objetosc) tej figury.



Uzasadnia to nastepujacy rachunek.

Oznaczmy poszukiwane pole (objetosé) figury przez S, a kolejno
wyjmowane fragmentéw (nie muszg byé¢ w jednym kawatku) przez

Ui, Uy, Us,...7Z zalozenia U; > %SiUk > %(S—(Ul—l—. AUR_1)).
Wykazemy, ze Uy + Uz + ...+ U, > S 2+ 55+ ...+ 5=

Dla n = 1 mamy tak z zatozenia. Jesli wiec dla pewnego £
powyzsza zaleznos¢ ma miejsce, mamy tez

U +Us+ ...+ Uy 2
2U1+U2—|—...+Uk+%(5—(U1+U2-|----+Uk)) —

= %’(S+(U1‘|‘U2—|—...—|—Uk)) > %-(S—I—S-(%—I—Q%—i—...—l—%k)) -
=S (%+2L2+.”+#)7 co konczy dowdd.

Zatemmamy5>(U1—|—U2—|—...)>S(%—|—2i2—|—...) S.



Pozostaje pytanie, jak dowodzono, rownosci ) 2% = 1.
n=1
Eudoksos wykorzystywal w tym celu aksjomat Archimedesa,

(nazwa ahistoryczna, Archimedes byt o 121 lat mtodszy od Eudoksosa)
ktory orzeka, ze dowolnie matymi krokami mozna przejsé¢ dowolnie
dtugg droge, czyli dla dowolnych dodatnich a 1 b

istnieje takie naturalne n, ze n - a > b.
Zabierajac z odcinka kolejno potowe tego, co jeszcze zostato, za

kazdym razem pozostawiamy tyle, ile zabraliSmy w danym kroku

| | DT .. :
X | E— |'+1 zabierajac 2%, zostawiamy 2%

Calego odcinka nie przekroczymy — wystarczy wiec wykazac, ze
nic nie zostawimy; niech punkt e bedzie odlegty od 1 o x.

Wobec aksjomatu Archimedesa istnieje takie n, ze n-x > 1.

A stad z > % > 2% Zatem po n krokach przekroczymy e.

o
W konsekwencji ) 2% nie jest mniejsza od 1.
n=1



Zastosowanie metody wyczerpywania przez Euklidesa (FElementy,
Ksiega XII, twierdzenie 3) do obliczenia objetosci czworoécianu
(czyli dowolnego wieloscianu, bo kazdy mozna podzieli¢ na czwo-
ro$ciany) stworzyto problem, ktory czekal na rozwigzanie 2300 lat
(nawet problem piatego postulatu Euklidesa czekal krécej — zaledwie 1400 lat)
Metoda wyczerpywania zawiera przejScie nieskonczone — czy
objetosci czworoscianu nie da sie obliczy¢ bez takiego przejscia?
Odpowiedz brzmi NIE (patrz Dehn).
Problem zostal przez Hilberta postawiony w 1900 roku na
trzeciej pozycji, gdy idzie o waznos¢ wowczas nierozwigzanych
problemow, a to dlatego, ze ustalenie pola wielokata da sie
wykona¢ bez nieskonczonosciowego przejscia (patrz konstrukcje,
str.27-31). Z tego wynika od razu ustalenie pola dowolnego
graniastostupa — po prostu mnozymy podstawe przez wysokos¢.
Hilbert uwazal, ze nieumiejetnos¢ odpowiedzenia na pytanie
o czworoScian to dla matematykow wielki wstyd.



Punkty ABCDFEF' sa srodkami
krawedzi czworoscianu PQRS.
Fuklides jako U; wyczerpal dwa
wielosciany AQBDEF i ABRCDF'.
Pozostaly dwa czworosciany

DEFS, ktory wsuwa sie z zapasem
(wzdtuz krawedzi QS) w AQBDEF,
i PACD, wsuwajacy sie (wzdtuz PR)
w ABRCDF'.

Zatem U; jest wieksze od potowy objetosci PQQ RS — warunek spet-
niony.

Jesli P to pole PQR, a h to wysokos¢ PQRS, to objetosé

graniastostupa AQBDEF to (3+P) - (3h) = sPh.

ABRCDF to potowa graniastostupa ABRCDF XY , wiec jego ob-

jetosé to 2(3P) - (3h) = 2 Ph.

Zatem tacznie U; = iPh.



Zostawaly dwa czworosciany podobne
do wyjsciowego w stosunku liniowym %
Podobna operacja wykonana na nich
dawata

R Uy =2- (13U, = LU,

Iterujac to postepowanie otrzymujemy
U1 = 3Up.

Zgodnie wiec z metodg wyczerpywania otrzymamy koncowy
rezultat

V=Ui(l+i+5+..)=1Ph 3 =1Ph,
co odpowiada powszechnie dzi§ uzywanemu wzorowi.

Ale Euklides tak nie zrobit.



Wyczerpywanie pokazalo, ze objetosé
czworoscianu jest proporcjonalna do iloczynu
pola podstawy (niezaleznie od tego, ktora
Sciane za podstawe uznamy) przez wysokosé
(odpowiednig). Euklides wspotczynnik te;
proporcjonalnosci ustalil nie arytmetycznie,
lecz geometrycznie.

W wierzcholtkach A i B czworo$cianu ABCC' wystawiamy
odcinki AA" i BB’ réwne i réwnolegle do C'C".

Laczac A’ z B, B' 1 C'" oraz B’ z (', otrzymujemy

trzy czworosciany, dajace w sumie graniastostup ABCA'B'C".

Fuklides dowodzi, ze maja one takag sama objetosc,
a wiec objetos¢ kazdego z nich to % objetosci graniastostupa.



.¢' Oto ten dowod
(Elementy, Ksiega XII, twierdzenie 7).

Poniewaz ABC i A’B'C" — podstawy

¢ czworoé$cianéw ABCC' 1 A’B'C'B —
sg identyczne, a czworoSciany te maja te sama
wysokoS$¢, wiec majg tez taka samg objetosc.

Z kolei A’B'B i A'B’A — podstawy czworoscianéw A'B'BC" i
A'B’AC" — sg identyczne, a ponadto czworoS$ciany te majg wspolny
wierzchotek i tym samym rowna wysokosé, wiec i one majg te sama
objetosc.

A poniewaz A'B'C'B i A’B’BC’ to ten sam czworo$cian, wiec
wszystkie trzy czworosSciany majg te sama objetosc.



.¢' Przytoczony na poprzedniej stronie dowod, jak
kazdy dowdd, ma zatozenia. Jednym z nich jest

uzyskane poprzez wyczerpywanie
spostrzezenie, ze objetos¢ czworoscianu dana
jest przez c-Ph, gdzie c jest statyg uniwersalna,

£ czyli ta samg dla wszystkich czworoscianow.

Wledmal to Euklides, wiedzial o tym Hilbert, formutujac swoj
[IT problem, wiedzial Max Dehn, rozwigzujac ten problem (patrz
Dehn), ale niestety nie wszyscy autorzy podrecznikow szkolnych
o tym wiedza. Dlatego widoczny tu rysunek niejednokrotnie
podawany jest jako dowdd poprawnosci wzoru na objetosc¢
czworoscianu.

#

To daje asumpt do zapytania, czy w szkole uczymy matematyki,
czy tylko korzystania z niej.



Metoda wyczerpywania jest obecna w wielu pracach Archimedesa,
ale szczegblnie wazne jest jej uzycie w pracy Pomiar kola (patrz
pi.



