Stabilnie czy dynamicznie?

Gdy w potowie XIX wieku w matematyce pojawily sie dziwne twory, w rodzaju
funkcji ciaglych odcinka [0, 1] na odcinek [0, 1] w zadnym przedziale nie
monotonicznych, czy zadan majacych jednakowo poprawne, cho¢ sprzeczne
rozwiazania, jak paradoks Bertranda, potrzeba nadania matematyce jakiegos
jednoznacznego porzadku, znalezienia odpowiedzi na pytanie, jak mozna, a jak
nie nalezy matematyki uprawia¢ stala sie naglaca.

Luka w FElementach

Rozwiazanie, ktore na ponad stulecie dominowalo wéréd matematykow,
powstalo w zwiazku ze znalezieniem przez Moritza Pascha przestanki, z ktorej
przez ponad dwa tysiace lat wszyscy uprawiajacy geometrie korzystaliu, a ktéra
nie wynika z postulatéw zawartych w Elementach Euklidesa. Dzi$ przstanka ta
jest znana jako aksjomat Pascha i orzeka, ze

Jesli na plaszczyinie prosta przecina jeden z bokow trojkgta i nie przechodzi przez
zaden wierzcholek, to przecina ona jeszcze jedna z bokow

(topologowie formuluja to jako prosta rozcina plaszczyzne).

Pasch stwierdzil, ze owo korzystanie z niesformulowanego zalozenia dowodzi,
iz matematycy czesto do przyjmowanych zalozen dodaja wiele swoich intuicji,
i uznal, ze matematyke nalezy od tego rodzaju dowolnosci uwolni¢. Pierwsza
przymiarke do takiego doformulowania metodologii matematycznej zawart

w wydanym w 1882 roku Vorlesungen tiber neue Geometrie (Wyklady nowej
geometrii), gdzie przedstawil usci$lona wersje Elementow.

Teoria formalna

Koncepcja Pascha trafila na podatny grunt, a przez Hilberta zostala
doprecyzowana i pod nazwa teoria formalna podniesiona do godnosci jedynie
shusznego sposobu uprawiania matematyki. A wyglada to tak.

Jakie$ znaczki, np. a, b, ¢, ... nazywamy zmiennymi, wyrézniajac wsréd nich
niektore, np. 0, 1, ..., i zmytkowo nazywajac je stalymi.
Potem dolaczmy do nich inne znaczki, funktory, np. +, —, ... wskazujac

przy tym ich sposéb wspélzycia ze zmiennymi, np. a + b, —a

i nazywajac tak zrodzone potomstwo termami

oraz zalecajac kazirodztwo, a wiec traktowanie przez funktory termdw
jak zmienne, ktére dla niepoznaki od tego momentu tez termami
nazywamy.

Nastepnie dotaczamy jeszcze inne znaczki, predykaty, np. =, L, ...
rowniez je instruujac, jak maja sobie z termami poczynac
np.a+1=b+c¢, b.lec, ... tymrazem potomstwo nazywajac
formutami elementarnymi.

Spéjniki logiczne tworza z nich formuly (juz bezprzymiotnikowe).

Zbiér tak otrzymanych formut to jezyk.

Wystepujace w formulach zmienne wiazemy kwantyfikatorami dotad,

az niezwigzane pozostang tylko stale — efektem sa zdania.
Zdania rozmnazaja sie przez paczkowanie za pomoca operacji konsekwencji.
Zbioér zdan, ktéry juz paczkowaé nie moze, to wlasdnie teoria.

Dla dowolnego zbioru zdan A oznaczmy przez Cn(A) =: T wszystko, co moze si¢
z niego wypaczkowaé. Dla tak otrzymanej teorii 7 zbiér A jest aksjomatyka.

Dawid Hilbert wierzyl, ze w taki sposéb (ewentualnie ,nieco” bardziej
skomplikowany — teorie wyzszych rzedéw) da sie opisa¢ wszystko, czym zajmuja
sie matematycy. Wierzyl do tego stopnia, ze nawet narzucit na przyzwoite teorie
formalne dodatkowe wymagania.



Za odrzuceniem hibertowskiego
formalizmy przemawialy badania jego
zwolennikéw. Np. Thoralf Skolem i
Leopold Lowenheim wykazali, ze jesli
teoria ma model nieskonczony to ma
model dowolnej mocy, co wyklucza
kategorycznosé. W poprzednim numerze
zamies$ciliémy artykut Wojciecha
Czerwinskiego, gdzie wskazano trudnosci
z nierozstrzygalnoécig. Wielky stawe
zyskaly twierdzenia Kurta Goédla,

w szczegdlnodci o niedowodliwoéci
niesprzecznoéci. Forcing Paula Cohena
byl chyba coupe de grace dla badczy tej
problematyki.

Zazadal mianowicie (a moze marzyt o tym) by taka teoria byla

e niesprzeczna (z dwéch zdan « i -« do teorii nalezy co najwyzej jedno);

e zupelna (z dwéch zdan a i -« do teorii nalezy co najmniej jedno);

e kategoryczna (wszystkie jej modele sg izomorficzne, jednakowo zbudowane);

e rozstrzygalna (istnieje skonczona procedura sprawdzajaca,
czy dane zdanie do teorii nalezy).

Dzis§ wiemy, ze zadna z interesujacych matematykéw dziedzin takiej aksjomatyki
mie¢ nie moze i starania nad jej poszukiwaniem dla przynajmniej niektérych
dyscyplin zostaly zarzucone w latach 70. ubieglego stulecia. Jednak sam pomyst
jest na tyle elegancki i przystajacy do specyfiki informatyki, ze w ramach
computer science podobne problemy bada si¢ nadal.

W matematyce w latach 30. XX wieku na taki sposéb definiowania matematyki
przypuszczono zdecydowany atak. Atak ten wykorzystal pomyst, ktérego
precyzyjne sformulowanie bylto o 10 lat starsze od koncepcji Pascha.

Wieza Babel

Juz w latach 30. XIX wieku Michel Chasles pisal: Dzis kaZdy moze przyjsé,
wziqgl jakgkolwiek prawde i poddac jg rozmaitym ogolnym zasadom przeksztatcen;
otrzyma z niej nowe prawdy, inne lub ogolniejsze; i te poddaé bedzie mozna
podobnym operacjom;w ten sposob mozliwe bedziepommnozenie, prawie do
nieskoriczonosci, liczby nowych prawd, wyprowadzonych z pierwszej|. .. |nie musi
Juz byé geniuszem, kto chce dolozyé cegielke do gmachu geometrii. Ta ponura
opinia bralta sie stad, ze coraz bardziej zasadnie podejrzewano, ze niektére

nowe teorie sa tylko thumaczeniem na inny jezyk rzeczy znanych. Powstalo
zapotrzebowanie na sposéb identyfikacji stwierdzen rézniacych sie jedynie
formalizmem, w jakim sa sformutowane.

Ale mozna byto z moztiwoéci postugiwania sie réznymi formalizmami wyciagnaé
pozytywne wnioski — przenoszenie rezultatow z jednej dziedziny do drugiej
moglo pomagaé¢ w uprawianiu owej drugiej dziedziny. Duze wrazenie zrobil

U bertragungsprinzip (Ogdlna zasada przenoszenia) Ludwiga Ottona Hessego.
Hesse wskazal, Zze geometria rzutowa prostej (czyli prosta z homografiami)

przez rzut stereograficzny da sie¢ przenie$¢ na stozkowa, a gdy znamy geometrie
rzutowa stozkowej, to mozemy to rozciagnaé¢ na jej wnetrze, a to juz jest
geometria plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego. To sformulowanie moze
wydawaé sie metne nawet tym, ktorzy znaja osobiscie pojecia wystepujace

w poprzednim zdaniu. Wszelako na wielu matematykach zrobito ono wielkie
wrazenie. Julius Pliicker w swoim Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die
Betrachtung der Geraden Linie als Raumelement (Nowa geometria przestrzeni,
w ktoérej proste sa rozwazane jako elementy) swobodnie wskazywal, ze proste
przestrzeni trojwymiarowej tworza rozmaitosé czterowymiarowa, ale moga tez
by¢ potraktowane jak szesciowymiarowa kwadryka, a wiec siedmiowymiarowa
geometria Bolyaia-F.obaczewskiego.

Te wszystkie oszalamiajace hiperbole intelektualne zostaly sprowadzone na
ziemie przez ucznia Plickera, Felixa Kleina.

Program Erlangenski

Dwudziestotrzyletni Felix Klein, obejmujac w 1872 roku katedre matematyki

w Erlangen sformutowal program badawczy, ktérego glowna mysl polegata na
tym, ze dwa obiekty matematyczne nalezy uwazacé za tozsame, gdy maja te sama
grupe automorfizméw, co oznacza, ze przeksztalcenia, ktére przeprowadzaja te
obiekty na nie same, maja takie same wlasnosci.

Jest rewelacyjna zmiana sposobu patrzenia. Nie interesuje nas ,z czego” jest
zbudowany nasz obiekt, a jedynie to jak moze si¢ sam na siebie przeksztalcac.
Odpowiednikami twierdzen, czyli elementéw teorii formalnej, w ujeciu Kleina sa
wlasnosci niezmiennikéw, czyli tych obiektéw, ktore podcezas przeksztalcen z
grupy automorfizmow pozostaja niezmienne.
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Program erlangenski wedle kursu
geometrii analitycznej AD 1958

Grupy przeksztalcen R™ uporzadkowane
przez relacje zawierania tworzg krate.

Ma ona element najmniejszy — grupe
trywialng {Id}, i element najwigkszy —
grupe bijekcji. Mozna si¢ temu przygladac
np. dla naturalnego dla nas n = 3.

Oznaczmy niezmienniki grupy G
przez Ng. Gdy zachodzi G1 C Ga,
mamy Ng, 2 Ng,. Zatem geometria
(traktowana po kleinowsku) wyznaczona
przez grupe¢ G jest bardziej szczegbétowa
od geometrii wyznaczonej przez grupe
G2, ma wiecej pojeé i wiecej twierdzen.
Np. geometrig wyznaczong przez grupe
trywialng postuguja sie w swych pracach
geografowie. Inzynierowie uzywaja
geometrii bardziej szczegdltowej od
geometrii wyznaczonej przez grupe
izometrii, gdyz srubka lewoskretna
jest izometryczna (przystajaca) do
$rubki prawoskretnej, a zamieni¢ ich
przy montazu si¢ nie da. Nie bardzo
wiadomo, kto mialtby si¢ postugiwaé
geometrig dana przez grupe izometrii.
‘Wiadomo natomiast, kto postuguje si¢
geometrig dang przez grupe podobienstw
takiej geometrii uczy si¢ w szkole (patrz
przytoczony przyklad kwadratu czy
kota). Pojecia takie, jak graniastostup czy
ostrostup, pojawiaja si¢ juz w geometrii
afinicznej (przeksztalcenia afiniczne to te
bijekcje, ktére zachowuja proste). Tamze
mamy juz twierdzenia Menelaosa i Cevy.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze

istotnie jest to krata, a nie porzadek
liniowy. Geometria dana przez
podobienstwa i geometria dana przez
grupe generowang przez symetrie skoéne
nie sg poréwnywalne: pierwsza z nich

nie zachowuje objetosci figur, a druga
zachowuje. Ich grupy automorfizmoéow

nie s wigc polaczone relacja zawierania,
ale obie zawiera grupa przeksztalcen
afinicznych (te zachowuja stosunek
objetosci, jak i one) i obie zawieraja
grupe izometrii. (Objasnienie. symetria
sko$na dana jest przez plaszczyzne m

i nieréwnolegta do niej prostag K w
nastepujacy sposob: przez punkt P i jego
obraz P’ przechodzi prosta réwnolegta
do k, a érodek PP’ lezy na m; gdy K L 7
otrzymujemy zwyktla symetrie.

‘Wadg takiego zredukowanego podejscia
jest mozliwo$¢ rozpatrywania tylko teorii
operujacych na tym samym zbiorze, co

w przypadku préb pisania o zwigzku
geometrii afinicznej i rzutowej na ogdét
wéwcezas prowadzito, delikatnie méwiagc do
niescistosci.

Przyktadem niezmiennikéw moga by¢ znane figury: kwadrat, koto, ktoére
nie zmieniaja si¢ podczas podobienstw (tak! — kwadrat przy podobienstwie
pozostaje kwadratem, a koto kolem).

Od razu widac¢ potencjalna przewage metody Kleina nad teoria formalna:
zaréwno niezmiennikow, jak tez ich wlasnosci moze by¢ nieprzeliczalnie wiele,
podczas gdy teoria formalna ledwie sie do przeliczalnodci zbliza (znéw odsylam
do wspomnianego na marginesie artykulu w Delcie 10/2016).

Ale tym, co jeszcze mocniej zawazylo na sukcesach tego podejscia byla
mozliowo$¢ uzyskiwania ,za frajer” twierdzen jakiej$ teorii, gdy istniaty
stosowne twierdzenia teorii innej.

Oto dwa przyktady prac pokazujacych natychmiast uzyskane tego rodzaju zyski.
Felix Klein, Vorlesungen tber das Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungen
von fiften Gerade

(Wyklady o dwudziestoscianie i rozwiazywaniu réwnan piatego stopnia)

Sophus Lie, Uber Compleze, inbesonders Linien und Kugelcomplexe, mit
Anwendungen auf die Theorie partielle Differentailgleichungen

(O liezbach zespolonych, a w szczegdlnosei prostych i stozkach zespolonych,

z ich zastosowaniem w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych)

Rysujace sie tutaj mozliwosci byly wykorzystywane jednak tylko przez nieliczna
grupe matematykow. Na przyklad ja, zaczynajac studia 58 lat temu, bylem z
pomystem Kleina zapoznawany jedynie poprzez jego zastosowanie do klasyfikacji
roznych geometrii zwyklej plaszczyzny, o czym pisze na marginesie.

Ale tak byto do czasu.
Rewolucja bourbakistowska

Pewnego dnia w obfitujacym w wydarzenia nie tylko matematyczne 1933 roku
na Sorbonie wyklad wygtosil nieznany i zamaskowany jakoby-profesor Nicolas
Bourbaki i wezwal Swiatowa spolecznos¢ matematyczna do porzucenia
skostnialej matematyki wywodzacej sie z metody aksjomatycznej i bazujacej

na inspiracjach zaczerpywanych z fizyki. W zamian proponowal dostrzezenie, iz
znakomite rezultaty uzyskujemy obserwujac dynamiczne zmiany, bo modyfikacja
obserwowanych obiektéw dostarcza nam wiecej o nich informacji, tak, jak
obserwacja pedzacych rumakéw wiecej o nich nam powie niz wizyta w stajni.

Grupa matematykow ukrywajaca sie zbiorowo pod pseudonimem Bourbaki
zaproponowala przeredagowanie matematyki na kleinowski sposéb publikujac
ponad 40 monografii obejmujacych prawie wszystkie dziedziny matematyki.
Czlonkowie za$ tej grupy swoimi wynikami dokumentowali, iz obrana przez nich
metoda przynosi obfite owoce.

Jednak przeredagowywanie matematyki to robota niebagatelna i napotykajaca
wiele oporéw. Spory na temat tego, w ktéra strone matematyke poprowadzié,
byly bardzo ostre, niemal krwawe. W Polsce przesilenie nastapitlo w latach 60.
XX wieku. Bourbakizm zwyciezyl i dzi$, gdy minelo juz pét wieku, slady po
tej konfrontacji mozna odkryé¢ poréwnujac programy studiow z moich czaséow z
dzisiejszymi.

Ewentualnych archoelogéow zainteresowanych problemem moge odestaé¢ do
wtérnej ksiazki Nicolasa Bourbakiego Elementy historii matematyki, gdzie hejtu
na formalistéw nazbierane jest niemalo (ale ja tego hejtu cytowaé nie bede, bo
to rzecz obrzydliwa, zwlaszcza u ludzi stwarzajacych podejrzenie, ze intelekt
maja niezerowy).

Istnieje, oczywiscie, takze teoria obstugujaca technike kleinowska, tak jak logika
obslugiwala (a w computer science nadal obstuguje) formalizm. To stworzona
przez Samuela Eilenberga i Saundersa Mac Laine’a teoria kategorii, badajaca
obiekty i ich morfizmy, cokolwiek by to oznaczalo.

Ale sukceséw dynamicznej metodzie badan matematycznych odméwié niesposéb:
choéby klasyfikacja rozmaitosci Grigorija Perelmana powstata z badan nad ich
tranformacjami w potokach Ricciego.
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