Rownania algebraiczne
plerwszego, drugiego,
trzeciego, czwartego
oraz wyzszych stopni

1 egzotyczne liczby
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Ale tego, co robili z réwnaniami stopnia 2, dzi$ nie rozumiemy,
a ponadto

— cho¢ czesto uzyskiwali dobre rezultaty, to jednak nie zawsze.



Réwnania drugiego stopnia

2% +ax = b
Grecy rozwigzywali coraz sprawniej,



Réwnania drugiego stopnia

2 +ax =b
Grecy rozwiazywali coraz sprawniej, by wreszcie

— gdy powstawalto cesarstwo rzymskie — robi¢ to tak:
2 2

2 2
$2+CL$—|—QZ:Z?—|—&Z, czyli (CE—I—%) :b—l—az;



Roéwnania drugiego stopnia

2 +ax =b
Grecy rozwiazywali coraz sprawniej, by wreszcie

— gdy powstawalto cesarstwo rzymskie — robi¢ to tak:
2

:U2—|—aaf;—|—a—2—b—|—a—2 czyli (x+g)2—b—|—a—'
R 2) ~ 7T

2

a a\ 2 a?\ 2
jeéliwi@cb+ZZO,tomamy (x—|—§) —( b—I_Z) = 0,



Roéwnania drugiego stopnia

2 +ax =b
Grecy rozwiazywali coraz sprawniej, by wreszcie

— gdy powstawalto cesarstwo rzymskie — robi¢ to tak:
2 2

2 2
:U2—|—aaf;—|—azzb—|—az, czyli (:U%—%) :b—l—az;

2

a a\ 2 a?\ 2
jeéliwi@cb+ZZO,tomamy (x—|—§) —( b—I_Z) = 0,

a zatem (réznica kwadratéw)

a a? a a?
($+§— b—|—z>'($—|—§—|—\/b—|—z)—0,
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2 +ax =b
Grecy rozwiazywali coraz sprawniej, by wreszcie

— gdy powstawalto cesarstwo rzymskie — robi¢ to tak:
2 2
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1 pierwiastkow nie ma.
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Tysigc lat pozniej Arabowie réwnania drugiego stopnia
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xr  to dwa jednakowe prostokaty.
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Tysigc lat pozniej Arabowie réwnania drugiego stopnia
rozwiazywali geometrycznie: aby rozwiazaé¢ réwnanie x° + ax = b

rysowali kwadrat z wycietymi w rogach dwoma kwadratami
1 zauwazali, ze pozostatosc

xr  to dwa jednakowe prostokaty.

7 zaleznosci A? = B? + z? + 2Bz,
| czyli ? + 2Bz = A? — B?,

B wnioskowali, ze
2B =a1iA? — B? =,
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Roéwnania trzeciego stopnia

ey ——

Pie¢set lat pézniej Wiosi
ten arabski sposéb
zastosowali do szeScianu

i poréwnujac réwnanie z° + ax = b
7z zaleznodcig A% = B® + 2° + 3ABx
czyli 2° + 3ABx = A° — B?,
uzyskali zaleznos¢

3AB =ai A% — B =b.

Gdyby udato sie stad wyliczy¢
A i B, znalezlibySmy z = A — B.
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Aby rozwiazaé¢ uklad réwnan 3AB =a i A° — B® =D,
wystarczy podstawié p := A% i ¢ := B3, co daje
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Mamy wiec dla réwnania z° + ax = b rozwiegzanie

gt e

Na przyktad dla réwnania 2> + 9z = 26 daje to

= §’/¢132+33+13—{’/\/132+33—13:

:i/\/196+13—i/\/196—13:\3/14+13—{3/14—13:
=3—-1=2.




Mamy wiec dla réwnania z° + ax = b rozwiegzanie

3\/()2_'_0, \/
xr = — 4+ =4+ - — — — =
4 27
Ale dla réwnania z° — 72 = 6 otrzymujemy
NS Y=
B 4 27 2 4 21 2
3 343 3 343
\/\/9—+3\/\/9—3
/—100 /—100
27 27

a przeciez roéwnanie ma rozwiazania: 3, —1, —2.




Gdy w przypadku réwnania stopnia 2
pojawial sie pierwiastek z liczby ujemnej,
stwierdzaliSmy, ze rozwigzan nie ma.

Ale réwnanie stopnia 3 ma zawsze rozwiazanie!

Powstaja zatem dwa pytania:
1. Jaki jest zakres stosowania uzyskanego wzoru?

2. Co zrobi¢, gdy ten wzor zawodzi?



Najpierw zwroé¢my uwage, ze kazde roOwnanie stopnia trzeciego
daje sie sprowadzi¢ do takiej postaci, jaka rozpatrywalismy,
czyli bez wyrazu stopnia 2.

Rzeczywidcie, jedli w réwnaniu 22 + kz? +maz +n =0
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daje sie sprowadzi¢ do takiej postaci, jaka rozpatrywalismy,
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k

zastaplmy x przez y — 3 to wyraz stopnia 2 zniknie:
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Np. z 2% — 322 — 32 — 4 = 0 otrzymamy y°> — 6y = 9.
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Pozostaje pytanie, co WyréZnia te réwnania x° + ax = b,

dla ktorych \/ - + - Jest mniejsze od zera.

Okazuje sie, ze jest tak wtedy, gdy réwnanie to ma wiecej niz jedno
rozwiazanie. Jak je wtedy znalez¢?

Tu sa dwie mozliwosci:

pierwsza polega na zaprzegnieciu do roboty
funkcji trygonometrycznych (tak zrobil Francois Viete);

druga, algebraiczna, polega na wprowadzeniu dodatkowych liczb,
zwanych zespolonymi, ktore pozwalaja uzyska¢ wszystkie trzy
rozwigzania rzeczywiste — oczywiscie, gdy one istnieja

(tak zrobil Girolamo Cardano).

Obie mozliwosci uznano za zbyt ztozone i pracochtonne,
by znalazly sie w programie szkolnym.



Rownania czwartego stopnia rozwigzano
zaledwie kilka lat p6zniej od rownan trzeciego stopnia.

Lodovico Ferrari doszedt do wniosku, ze

skoro do rozwigzania r6wnan trzeciego stopnia
przydaje sie rOwnanie drugiego stopnia,

to do rownan czwartego stopnia

przydadza sie rOwnania trzeciego stopnia.

A zastosowal sposéb grecki (czyli dopisz co$ do obu stron),
bo nie bardzo wyobrazal sobie
jak to jest z geometrig w czterech wymiarach.



Dopisal mianowicie do réwnania z* + az® + bz? +cx +d =0
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Dopisal mianowicie do réwnania z* + az® + bz? +cx +d =0

2 2 2
(CB2 -+ g:c -+ %) czyli zt + %:LQ -+ yz + ax® + 2%y + %aj.
Aby to byto dalej wyjsciowe réwnanie
(teraz zgadza sie tylko 2 i ax?) trzeba je polaczy¢:

2 2

g2 A ) e -0+ (5
(a?+237+2 Pl Hy—b)+a(5 —c)+ (5 .

Teraz dobieramy nowg niewiadomg tak, by lewa strona

byta pelnym kwadratem, czyli chcemy by “delta” byta zerem:
2 2

:@_)2_(& 1) (L —d) =
A (2 C 4 4+y b 1
= y® — by* + (ac — 4d)y + 4(bd — a*d — ¢*) = 0.

To réwnanie nazywa sie rezolwentg rownania wyjsciowego.



Jesli teraz jedno z rozwigzan rezolwenty r{ wstawimy do réwnania

2 2

e ) = (G ) (- (-
(:C—|—2m—|—2 x 4—|—y b+x2 c—l—4 ,

przybierze ono postac
2 ay

(x2+9x+ﬁ)2—(a—+r —b) (a:+ 2~ °© )2
7t e) 2 #Z o)

CL2

I teraz, gdy (Z +ry — b) > (0, sg cztery rozwigzania,
02
gdy (Z +ry — b) = 0, sg dwa

CL2

1 gdy (Z +7ry — b) < 0, rozwigzan nie ma.
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Wyglada to dos¢ okropnie — zobaczmy to w praktyce dla réwnania
z* — 523 + 522 + 5z — 6 = 0.

Rezolwenta to y° — 5y? — y + 5 = 0, co mozna tatwo rozwiazaé,
boy’ —by? —y+5=y*(y—5)—(y—5 =(y*—1)(y —5) =

= (y+ 1)y —1)(y - 5).
Pierwiastki rezolwenty, czyli —1, 1, 5, Wstawiamy do réwnania

(= 3o+ )+ 2 o5 (o4 22 ))
27 2 4 " 2(%5+n—5)
25

5 T —2r; =5
2 ? o I
€ )T A TE I
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Wyglada to dos¢ okropnie — zobaczmy to w praktyce dla réwnania
z* — 523 + 522 + 5z — 6 = 0.
Rezolwenta to y° — 5y? — y + 5 = 0, co mozna tatwo rozwiazaé,
boy’ —5y* —y+5=9y*(y—5)—(y—5)=(y° - )(y—5) =

= (y+1)(y—1(y—5).
Pierwiastki rezolwenty, czyli —1, 1, 5, Wstawiamy do réwnania

(= 3o+ )+ 2 o5 (o4 22 ))
27 2 4 " 2(%5+n—5)
25

5, ST
2 ? o I
((@2=Zz+5) =/ T +7 (G S—

otrzymujac

(2% =32+ 2)(z° — 22 —-3) =0
(:1:2—4x+3)(x2—:1:—2) 0

(22 — 5z +6)(2% — 1) =

Mamy wiec 12 rozwigzan wyjsciowego rownania 7!



Oczywiscie nie:

(2% — 3z +2)(2? — 22— 3) =0

(x% — 4z +3)(2* —2—2)=0

(22 —5x +6)(2* —1) =0

to wszystko tylko inne postaci réwnania x* — 5z +52%+52—6 = 0
o czym latwo sie przekona¢ wymnazajac nawiasy,

ale z kazdego z nich mozna bez trudu uzyskac¢ (oczywiscie te same)
rozwigzania, a mianowicie —1, 1, 2, 3.



Oczywiscie nie:

(2% — 3z +2)(2? — 22— 3) =0

(x% — 4z +3)(2* —2—2)=0

(22 —5x +6)(2* —1) =0

to wszystko tylko inne postaci réwnania x* — 5z +52°+52—6 = 0
o czym latwo sie przekona¢ wymnazajac nawiasy,

ale z kazdego z nich mozna bez trudu uzyskac¢ (oczywiscie te same)
rozwigzania, a mianowicie —1, 1, 2, 3.

Gdy rezolwenta ma tylko jedno rozwiazanie,

tak jak dla x* + 223 — 2z — 1 = 0, gdzie jest to y> = 0,
otrzymujemy tylko jedng wygodng posta¢ réwnania,
tu (2% + 2z + 1)(2? — 1),

1 dwa rozwiazania wyjSciowego réwnania.
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wykonywanych na wspotczynnikach tego rownania nie ma.

(mowi sie: nie ma rozwigzania przez pierwiastniki).

A szesé lat pdézniej Evariste Galois podatl metode
pozwalajaca stwierdzi¢, czy rozwiazania
konkretnego rownania stopnia wiekszego od 4
dadza sie wyrazi¢ przez pierwiastniki, czy nie.



Na przyktad réwnanie z° — 62 +3 =0

nie ma rozwiazania przez pierwiastniki, czyli jego rozwigzan
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mimo 1z wiemy, ze ma rozwiazanie
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dla —2 jest ujemne (—17), dla —1 i 0 jest dodatnie (10 i 3),
dla 1 jest ujemne (—2), a dla 2 znéw dodatnie (23).
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nie ma rozwiazania przez pierwiastniki, czyli jego rozwigzan
nie da sie zapisaé¢ za pomoca symboli +, —, -, :, ¥V

mimo 1z wiemy, ze ma rozwiazanie

miedzy —2 1 —1, miedzy 01 1 oraz miedzy 1 1 2,

bo z° — 6z + 3

dla —2 jest ujemne (—17), dla —1 i 0 jest dodatnie (10 i 3),
dla 1 jest ujemne (—2), a dla 2 znéw dodatnie (23).

W ten sposdéb do matematyki wkroczyty nie dajace sie zapisac
doktadnie liczby wzbogacajace rodzine liczb algebraicznych,

czyli takich, ktore sa rozwiazaniami réwnan wielomianowych

o wspotczynnikach catkowitych.



Mamy wiec liczby wymierne,
czyli to, co da sie uzyskac¢ z 1 za pomoca dziatan +, —, -, :

zawierajace je liczby osiggalne przez pierwiastniki,
czyli to, co da si¢ uzyskaé z 1 za pomocy dziatan +, —, -, :i /'

oraz zawierajace je liczby algebraiczne,
czyli pierwiastki réwnan o wspotczynnikach catkowitych

(albo wymiernych, to wszystko jedno — prawda?)

Reszta — a okazuje sie, ze to wiekszos¢ — to liczby przestepne.



Mamy wiec liczby wymierne,
czyli to, co da sie uzyskac¢ z 1 za pomoca dziatan +, —, -, :

zawierajace je liczby osiggalne przez pierwiastniki,
czyli to, co da si¢ uzyskaé z 1 za pomocy dziatan +, —, -, :i /'

oraz zawierajace je liczby algebraiczne,
czyli pierwiastki réwnan o wspotczynnikach catkowitych
(albo wymiernych, to wszystko jedno — prawda?)

Reszta — a okazuje sie, ze to wiekszos¢ — to liczby przestepne.

Do potowy XIX wieku nie umiano wskaza¢ ani jednej z nich!



Liouville budowat takie liczby w bardzo skomplikowany sposéb, az
wpadl na pomyst, ze liczbg taka jest

&
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czyli jest to 0, ¢1c2000¢300000000000000000¢4000000000000000. . .

c5 pojawl sie na 120 miejscu po przecinku itd.
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Liouville budowat takie liczby w bardzo skomplikowany sposéb, az
wpadl na pomyst, ze liczbg taka jest

&
; 10%!’
gdzie (¢;) to dowolny ciagg liczb jednocyfrowych réznych od 0,
czyli jest to 0, ¢1c2000¢300000000000000000¢4000000000000000. . .

c5 pojawl sie na 120 miejscu po przecinku itd.

Sto lat pézniej Kurt Mahler odkryt, ze taka liczba jest
0,123456789101112131415161718192021222324252627282930 . . .

Podstawa logarytméw naturalnych, liczba e,
okazala sie przestepna dopiero w 1873 roku (Charles Hermite),

a liczba m w 1882 roku (Ferdinand Lindemann).



Do dzis mato wiemy o liczbach przestepnych
(badajacy je mowia, ze rozwiazuja VII problem Hilberta),

ale wtasng liczbe przestepng moze sobie zbudowac¢ kazdy,
bo wiadomo od 80 lat, ze

jesli a 1 b sg liczbami algebraicznymi i b jest niewymierna,
to a® jest liczba przestepna,

tak wiec np. V2 jest przestepna.



Pomiedzy liczbami wymiernymi
a liczbami osiggalnymi przez pierwiastniki
mieszczg sie liczby konstruowalne,

czyli takie, ktore dadzg sie z liczb wymiernych
uzyskac przez dziatania +, —, -, ;1 v .

Nazwa jest w oczywisty sposob zwiazana z konstrukcjami
geometrycznymi cyrklem 1 linijkg bez podziaitki,
czyli konstrukcjami platonskimi.

Proste to bowiem rownania stopnia pierwszego,
okregi to rownania stopnia drugiego,
a wiec do ich rozwigzania wymienione narzedzia wystarczajg.



Problem konstruowalnosci, czyli rozwigzalnosci
przytoczonymi Srodkami

odpowiadajacych konstrukcjom réwnan
rozstrzygnat w latach 40. XIX wieku Pierre Wanzel.

Dobrym i kompletnym zrodiem do zapoznania sie z tymi wynikami
jest ksigzka

Anna Zofia Krygowska, Konstrukcje geometryczne
na ptaszczyznie, PWN, 1958

bo na ogdét mowi sie tylko o tym, jak wykonac to,
co sie skonstruowac¢ da.
Powazniejsza lektura na podobne tematy to

Maciej Brynski, Elementy teorii Galois, seria delta przedstawia,
Wydawnictwo Alfa, 1985



Tak, jak juz zauwazylisSmy, punkt — a wiec jego wspolrzedne —
sg konstruowalne srodkami platonskimi wtedy 1 tylko wtedy, gdy
mozna, je przedstawi¢ za pomoca wspotczynnikéw opisujacych je
réwnan uzywajac dziatan +, —, -, i v/ .



Wymnika z tego wiele prawidtowosci, z ktérych wymienie tylko jedng

jesli chcemy skonstruowac¢ odcinek o dlugosci danej rownaniem
ax® + bx® + cx + d = 0, to jest to wykonalne wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnanie to ma rozwigzanie dajgce sie uzyskac z a, b, ¢, d

za pomocy dziatan 4+, —, -, :.



Wymnika z tego wiele prawidtowosci, z ktérych wymienie tylko jedng

jesli chcemy skonstruowac¢ odcinek o dlugosci danej rownaniem
ax® + bx® + cx + d = 0, to jest to wykonalne wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnanie to ma rozwigzanie dajgce sie uzyskac z a, b, ¢, d

za pomocy dziatan 4+, —, -, :.

Standardowy przyktad: problem trysekcji kata.

Poniewaz cos 3a = 4 cos? a — 3 cos a,

wiec znalezienie kosinusa 1/3 kata, ktorego kosinus jest rowny a,
sprowadza sie do rozwigzania rownania trzeciego stopnia,

a konkretnie

a =4z — 3z, czyli 42° — 3z —a = 0.



/Zmany przyktad negatywny:

Kat 60° mozna podzieli¢ na trzy réwne czesci
wtedy 1 tylko wtedy, gdy rownanie

1
4:1;3—3:(;—5 =0, czyli8® —6zx—1=0
ma rozwigzanie dajace sie uzyskac¢ z 8, —61 1
za pomoca +, —, -, :, czyli rozwiazanie wymierne.

Mozliwymi rozwigzaniami sg tutaj tylko utamki, ktorych licznik
jest rowny +£1, a mianownik to 1, 2, 4, lub 8.
Proste sprawdzenie pokazuje, ze zadna z tych liczb
nie jest rozwigzaniem, stad
trysekcja kata 60° jest niemozliwa.



/Zmany, ale pouczajacy, przyktad pozytywny:

kat 45° stopni da sie podzieli¢ na trzy rowne czesci,
jesli istnieje rozwigzanie réwnania
V2

4x3—3:1:—7:(), CzylinS—Gx—\/?:O

dajace sie uzyskaé z liczb 8, —6 1 v/2 za pomoca dziatan +, —, -, :,
czyli bedace postaci v+w+/2, gdzie v i w sa liczbami wymiernymi.
Podstawiajac to wyrazenie do rOwnania otrzymujemy

803 + 2402 wV2 + 48vw? + 16w3V2 — 6v — 6wV2 — V2 = 0,
co jest rownowazne uktadowi réwnan

8v3 + 48vw? — 6v
24v%w + 16w> — 6w — 1

|
o O



Uktad

8v3 + 48vw? — 6v 0
24v°w + 16w —6w—1 = 0

ma tatwe do znalezienia rozwiazanie, gdyz pierwsze réwnanie
spelnione jest dla v = 0, co redukuje drugie réwnanie do postaci

16w® — 6w —1 =0,

ktorego ewentualne wymierne rozwigzanie musi miec licznik =41,
a mianownikiem moze by¢ 1, 2, 4 lub 8.

Jak tatwo zauwazy¢ dobre jest —3

. . V2
A zatem nasze poczatkowe rownanie ma rozwiazanie —5



V2

Zaraz zaraz, ktos zakrzyknie: przeciez — 5 to nie jest kosinus 15°!

Tego nikt nie obiecywat — twierdzenie Wanzela méwito jedynie,

ze istnienie takiego rozwigzania
jest warunkiem koniecznym 1 dostatecznym konstruowalnosci.



V2

Zaraz zaraz, ktos zakrzyknie: przeciez — 5 to nie jest kosinus 15°!

Tego nikt nie obiecywal — twierdzenie Wanzela méwito jedynie,
ze istnienie takiego rozwigzania
jest warunkiem koniecznym 1 dostatecznym konstruowalnosci.

V6 + V2

Kosinus 15° to 1 — inne rozwiazanie tego réwnania

(a jakie jest trzecie rozwiazanie?).



Na zakonczenie pare propozycji gimnastyki umystowe;j:

Sprowadz do réwnania trzeciego stopnia problem

1. zbudowac tréjkat majac dane dtugosci dwoch jego bokow
1 promienia kota wpisanego w ten trojkat,
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Na zakonczenie pare propozycji gimnastyki umystowe;j:

Sprowadz do réwnania trzeciego stopnia problem

1. zbudowac tréjkat majac dane dtugosci dwoch jego bokow
1 promienia kota wpisanego w ten trojkat,

2. zbudowac trojkat prostokatny majac dang diugosé
dwusiecznej jednego z katoéw tego trojkata oraz
dtugosé przyprostokatne] lezacej naprzeciw tego kata,

3. zbudowa¢ trojkat majac dane diugosci

trzech jego dwusiecznych,

a potem wykaz, ze zadna z tych konstrukcji
nie da sie wykonac¢ cyrklem 1 linijkg bez podziaitki.



A dla lubiacych bardzo strome podejscia zadanie:

wykaz, ze konstrukcja siedmiokata foremnego jest réwnowazna
istnieniu rozwigzania wymiernego réwnania

2+ x? -2 —1=0,

a wiec konstrukcja taka cyrklem i linijkg bez podziatki
jest niewykonalna.

Powodzenia!



