to jest fragment wspomnienia o moim matematycznie najblizszym
koledze (wspdlne prace, a nawet gruba ksigzka) i przyjacielu
Lestawie W. Szczerbie.

Fragment ten dotyczy jeqgo pracy o aksjomacie Pascha.



Jak (prawie) wszyscy wiedza, pierwsza usterka w Elementach
Fuklidesa zostata znaleziona dopiero pod koniec XIX stulecia.

Okazato sie bowiem, ze pojecie odcinka jest w Elementach
czysto intuicyjne — to, czy punkt na prostej lezy w danym odcinku,
czy poza nim, bylo okreslane zawsze prawidiowo,

ale w tym dedukcyjnym dziele nie bylo podstaw,

aby owo potozenie z czegos wywnioskowac.

Spostrzezenie to jest autorstwa Moritza Pascha i zostato
opublikowane w jego Vorlesungen tiber neuere Geometrie (1882).



Oczywiscie, natychmiast wyprodukowano szereg paradokséw,
w stylu “kazdy trojkat jest rownoramienny”, co wystarczy dowiesé
jedynie dla tréjkata nieréwnoramiennego.



Oczywiscie, natychmiast wyprodukowano szereg paradokséw,

w stylu “kazdy trojkat jest rownoramienny”, co wystarczy dowiesé
jedynie dla tréjkata nieréwnoramiennego.

Skoro AB # AC

dwusieczna <X BAC i symetralna BC
przecinaja sie w punkcie O.

OP = 0Q),

bo O jest na dwusieczne]j,
OB =0C,

bo O jest na symetralnej,
zatem

AP = JAO? — OP2 = \/AOZ — OQ2 = AQ,
BP =+/BO? — OP? = \/COZ - 0Q2 = CQ,

a wiec AB= AP — BP = AQ — CQ = AC.




We wspomnianiej monografii podany jest “brakujacy” aksjomat,
zwany od tej pory aksjomatem Pascha
1 obecny nie tylko w podrecznikach geometrii, ale 1 topologii.

Glosi on, ze

prosta przecinajgca jeden z bokow trojkgta

1 nie przechodzgca przez zaden jego wierzchotek
przecina jeszcze jeden jego bok.

W topologii za jego pomocg stwierdza sie, ze
prosta rozcina ptaszczyzne na dwie spojne czesci.



Jak tatwo zauwazy¢, aksjomat Pascha nie tylko okresla porzadek,
lecz takze wymiar
— W sposOb oczywisty nie moze on byé¢ wiekszy niz 2.

Pedantycznos¢ charakterystyczna dla podstaw geometrii kazata
zastanowic sie, czy tych dwoch spraw nie mozna by rozdzielic.
Propozycje wydzielenia czesci porzadkowe] podatl w 1909 roku
Friedrich Schur (profesor uniwersytetéw w Poznaniu i Wroclawiu)
w postaci, ktoéra mozna odczytac jako zdanie

wnetrze trojkgta nie zalezy od porzgdku wierzchotkow,
co formalnie wyglada tak

Vabepx dq B(azp) A B(bpc) — B(agb) A B(cxq), a =7

Y
gdzie B(zyz) oznacza, ze punkt y jest punktem odcinka zz,
lub, jak kto woli, y lezy miedzy z 1 z.




Obalajac hipoteze Tarskiego, ze porzadek musi by¢ zamieszany
w wymiar, jako czesé¢ “czystowymiarowsa’ zaproponowalem zdanie
orzekajace, ze

przynajmniej jedna para prostych — z trzech par wyznaczonych
przez cztery punkty — ma punkt wspolny,

co formalnie wyglada tak
Vabed 3z (L(abz) AL(cdx))V (L(acx) AL(bdx)) V (L(adz) AL(bcx)),
(gdzie L(xyz) oznacza, ze te punkty sa wspotliniowe),

a "po ludzku” znaczy, ze na ptaszczyznie nie ma czworoscianow.

Dalo mi to (60 lat temu) satysfakcje wygloszenia na Zjezdzie
Kol Matematycznych dowodu, ze koniunkcja przytoczonych zdan,
Schura 1 mojego, zastepuje aksjomat Pascha,

(i to wygloszenia w krakowskim Collegium Maius!).



Pozostalo pytanie, czy w zaproponowanych zdaniach
nie kryja sie jednak jakie$ fakty, ktore sa juz zawarte réwniez
w innych aksjomatach.

W przypadku aksjomatu wymiarowego dowod byt trywialny,
ale z aksjomatem podanym przez Schura

(a zwanym zewnetrznym aksjomatem Pascha)
byto trudniej.

I tego dotyczyta praca Leszka, ktérg chce zreferowac.



Ale najpierw zdarzenie, ktére byto powodem zawartego w niej
twierdzenia. Ot6z Leszek wspoélnie z Wolframem Schwabhauserem
udowodnili pewnego razu mocne twierdzenie (dotyczyto ono
sumowania modeli, co tutaj nie ma zadnego znaczenia), ktére
bylo nawet za mocne, gdyz po zreferowaniu go na seminarium
okazalo sie, ze mozna podac prosty, nie budzacy watpliwosci
kontrprzyktad.

Zatem owo twierdzenie twierdzeniem nie byto. Ale w dowodzie nie
sposob byto znalezé¢ bledu. Kazdy wyrzucitby to twierdzenie 1 nie
zawracalby sobie nim glowy. Ale nie Leszek. On zaczal
podejrzewaé o falszywosé¢ po kolei kazda, nawet najoczywistszg —
wydawaloby sie — uzyta w nim przestanke.

Po prawie roku analiza ta przyniosta sukces.
Przestanka, ktéra zawiodta, bylo stwierdzenie
podprzestrzen przestrzent lintowe] ma nie wiekszy od niej wymiar.



(Gdzie lezy niestusznos¢ tego argumentu?
Okazuje sie, ze w nieprecyzyjnosci pojecia podprzestrzen.

Jest to zreszta skutek ogdlnego braku dopracowania logicznego
pojeé¢ dotyczacych struktur wielosortowych.

Zauwazmy np., ze na ogot przez podprzestrzen przestrzeni liniowej
(V,§,+, ) rozumiemy (V' §,+,-), gdzie V' C V,

czyli zmniejszamy zbiér wektorow, podczas gdy ciato
pozostawiamy bez zmian.

I wtedy wszystko jest w porzadku.

Lecz mozna za podprzestrzen (V. §, +, ) uwaza¢ (V' §,+, ),
gdzie takze § C§ — i tak zrobili Leszek i Wolfram.

Ale wtedy uzyta przestanka jest nieprawdziwa.



Bardzo dobitnym przyktadem jest tu fakt, ze R,
jako przestrzen liniowa nad R, jest, oczywiScie, wymiaru 1,
a nad Q — wymiaru nieskonczonego c.

Drugie z powyzszych stwierdzen jest dzietem Georga Hamela
i podana przez niego baza R nad Q nazywa sie baza Hamela.

Jest to zbiodr liczb rzeczywistych liniowo niezaleznych nad Q.
Postugujac sie pewnikiem wyboru mozna uzyskac¢ ten zbidr tak,
by kazda liczba rzeczywista byta kombinacja liniowa

o wspolczynnikach wymiernych elementow tego zbioru.



Bardzo dobitnym przyktadem jest tu fakt, ze R,
jako przestrzen liniowa nad R, jest, oczywiScie, wymiaru 1,
a nad Q — wymiaru nieskonczonego c.

Drugie z powyzszych stwierdzen jest dzielem Georga Hamela
i podana przez niego baza R nad Q nazywa sie baza Hamela.

Jest to zbiodr liczb rzeczywistych liniowo niezaleznych nad Q.
Postugujac sie pewnikiem wyboru mozna uzyskac¢ ten zbidr tak,
by kazda liczba rzeczywista byta kombinacja liniowa

o wspolczynnikach wymiernych elementow tego zbioru.

Hamel uzyt jej do tego, by wskazaé inne od f(x) = ax rozwiazania
réwnania funkcyjnego f(z +y) = f(x) + f(y).

Rozwigzania te musza by¢ bardzo paskudne — nie tylko nieciagte,
ale tez nieograniczone w zadnym przedziale, a nawet niemierzalne.



Kolejne narzedzie, ktéorym wygodnie bedzie sie postuzy¢, to
stozek dodatnioSci.
To poreczne narzedzie do badania porzadku w ciele liczbowym

wylansowane przez Emila Artina, patrz Emil Artin, Geometric algebra (1957),
Nicolas Bourbaki, Algebre communicative (1964, po angielsku 1972).

Jest to formalny zabieg, polegajacy na utozsamieniu napisow
a>bi(a—0b)e P, gdzie P to wlasnie stozek dodatniodci.



Kolejne narzedzie, ktéorym wygodnie bedzie sie postuzy¢, to
stozek dodatnioSci.
To poreczne narzedzie do badania porzadku w ciele liczbowym

wylansowane przez Emila Artina, patrz Emil Artin, Geometric algebra (1957),
Nicolas Bourbaki, Algebre communicative (1964, po angielsku 1972).

Jest to formalny zabieg, polegajacy na utozsamieniu napisow
a>bi(a—0b)e P, gdzie P to wlasnie stozek dodatniodci.

Zatem wskazujagc w konkretnym ciele jakis zbior P jako stozek
dodatniosci okreslamy tym samym w tym ciele zwiazany z nim
porzadek.

Jak sie tatwo domysli¢, fantazyjnie wybrany stozek dodatniosci
moze dawac¢ zupeinie zdumiewajace uporzadkowanie elementow
ciata, w szczegblnosci kompletnie naruszajace jego standardowe
(zwyczajowe) zwiazki z dziatlaniami.



Dla R, ze zwyklym porzadkiem (danym przez stozek
dodatnioéci P), wezmy pewna baze Hamela {b, }
(w ktorej dla konkretnych ilustracji niech

bo =1, by = V2, by = V/2).

Kazda liczba rzeczywista to pozaskonczona suma
T =10 by + ) To - ba,
(87

gdzie xg 1 wszystkie x, sa liczbami wymiernymi.

Wykonajmy w R nastepujaca operacje
f: f(x)=2z9—> x4 ba.

(mozna na to patrzeé¢ jak na zmiane bazy Hamela)
1 zmienmy za jej pomoca stozek dodatnioSci:

P*: xeP*« f(x)€P,
powodujac przemieszanie elementow R;

np. v2 & P*, —/2 € P*, —y/2 € P* .



Zobaczmy, jak wielki zapanowat batagan.



Zobaczmy, jak wielki zapanowat batagan.

Nietrudno zauwazyé, ze
r,yeP* " —-ax+yebP* i x,yEP"—-ax+y<&P~,
bo dodawanie odbywa sie “po wspoirzednych”.

Stad wniosek, ze f jest izomorfizmem (R, +,P) i (R, +,P*).

Czyli balagan nie jest zbyt wielki, choé np. zaréwno 1 — 10v/2, jak
10 — /2 sa teraz liczbami dodatnimi.



Zobaczmy, jak wielki zapanowat batagan.

Nietrudno zauwazyé, ze
r,yeP* " —-ax+yebP* i x,yEP"—-ax+y<&P~,
bo dodawanie odbywa sie “po wspoirzednych”.

Stad wniosek, ze f jest izomorfizmem (R, +,P) i (R, +,P*).

Czyli balagan nie jest zbyt wielki, choé np. zaréwno 1 — 10v/2, jak
10 — /2 sa teraz liczbami dodatnimi.

Ale jednak R:= (R, +,-,P) i ®* .= (R, +, -, P*)
nie sa izomorficzne,

bo np. (—v/2)%2 =2 & P*, czyli (P*)? ¢ P*; méwiac po ludzku:
kwadraty liczb “nowododatnich” nie muszg by¢ “nowododatnie”



Konsekwentnie odmienne bedzie pojecie modutu:

*
‘x,*:{x,x gdy = € P,

gdy © &€ P™.
Okazuje sie, ze ma on bardzo regularne wtasnosci:
z] =yl = |z[* = |y[",

bo kazda z tych rownosci ma miejsce, gdy x i y rdznig sie
co najwyzej znakami. Mamy wiec
x * x|
of|" = =" 1 |lz]*] = |z].

Druga zmiana, to konsekwentne dostosowanie normy w R*:
lal[* := |\/af + a3|*

Zauwazmy, ze podobnie jak dla modulu mamy

* .
lall = [[B]] < [lall* = [|b]]* oraz [[lall[” = llal* i [lal*| = |a].



A teraz wreszcie geometria (oczywiscie euklidesowa).

Powszechnie(?) wiadomo, ze do jej opisania wystarczaja
dwie relacje: relacja lezenia miedzy (betweenness,
czyli wspomniana juz relacja B)

i czteroargumentowa relacja przystawania (equidistance,
gdzie D(abcd) oznacza, ze odlegltosé punktéw a i b jest taka sama,
jak odlegtosé punktow c i d).

patrz np. Alfred Tarski, What is elementary geometry?
i A decision method for elementary algebra and geometry.

Poréwnamy geometrie jedno- i dwuwymiarowe
odpowiednio nad R i R™.



Okazuje sie, ze w przypadku geometrii jednowymiarowej nic sie
nie zmienito. W jednowymiarowej geometrii nad R i nad R*
interpretujemy relacje B 1 D w oczywisty sposob:
Bi(zyz) = |z —y|+ |y — 2| = |z — 2

Di(zyzt) < | —y| = |z — ¢
oraz
Bi(zyz) < [z —y[ + |y —2[" = [z — 2|

Di(zyzt) < o —y[* = [z —t[*.

Poniewaz, jak ustaliliémy |a| = |b| < |a|* = |b|",
a w powyzszych interpretacjach nie uzywane jest mnozenie,
wiec geometria prostej pozostata bez zmian.



Okazuje sie, ze w przypadku geometrii jednowymiarowej nic sie
nie zmienito. W jednowymiarowej geometrii nad R i nad R*
interpretujemy relacje B 1 D w oczywisty sposob:
Bi(zyz) = |z —y|+ |y — 2| = |z — 2

Di(zyzt) < | —y| = |z — ¢
oraz
Bi(zyz) < |z —y[" + |y — 2" = |z — 2|

Di(zyzt) < o —y[* = [z —t[*.

Poniewaz, jak ustaliliémy |a| = |b| < |a|* = |b|",
a w powyzszych interpretacjach nie uzywane jest mnozenie,
wiec geometria prostej pozostata bez zmian.

Bardziej formalnie:

Jednowymiarowe geometrie €:= (R, By, D) i €1:= (R*, By, D})
sq 1zomorficzne,

jako struktury jednakowo okreslone nad izomorficznymi algebrami.



Przejdzmy do przypadku dwuwymiarowego

Analogicznie do €; i €7 okreslamy geometrie
¢y:= (R?, By, Dy) i &4:= ((R*)2, B3, D3) przyjmujac

Ba(zyz) « [l —yl[ +[ly — 2] = [lz — 2|

i Do(zyzt) < |lz =yl = [z =]
oraz
B3 (zyz) < [lz —yll* + lly — 2[I* = [z — 2|I"

i D3 (wyzt) < |lv =yl = [z —#]]".

Wobec [|al| = [|b]] < lla]* = [[o]* mamy
Do (zyzt) <« D3(xyzt).

Jednak &5 i €} nie sg izomorficzne, bo By #B3,
gdyz np. dla a = (0, 0), b= (1, 0) i c = (v/2, 0)
mamy Bs(abc), a wiec =Bsa(cab) i réwnoczesnie B3 (cab).



To przemieszanie punktow, zmieniajace pojecie odcinka,
nie zmienia jednak pojecia prostej.

W tym celu nalezy sprawdzié, ze relacje wspoiliniowosci,
okreslone w oczywisty sposob dla &, i €5 przez warunki
L(zyz) < Ba(zyz) V Ba(yzx) V Ba(zxy),

i L*(zyz) < Bi(ayz) vV Bi(yzz) V B3 (zay),

sg spelniane przez te same punkty.

Sprowadza, sie to do sprawdzenia, ze trzy punkty zwiazane
relacja Ba, sg zwigzane — by¢ moze w innej kolejnosci — relacja B5.
Doktadnie;:

Bo(zyz) — Bi(xyz) V B3 (yzz) V B3 (z2y),
B3 (xyz) — Ba(xyz) V Ba(yzx) V Ba(zzy),
czego sprawdzenie jest wylgcznie zmudne.



Zatem, poniewaz Do = D3 1 Ly = L3, okazato sie, ze
proste w “zwykle]” dwuwymiarowej geometrii i w “przemieszanej”
maja identyczne witasnosci, co mozna wyrazi¢ tak:

Kazde zdanie sformutowane w terminach wspotliniowosct L
1 przystawania D jest prawdziwe w &y wtedy 1 tylko wtedy,
gdy jest prawdziwe w E3.

W &5 zakldécony jest jednak zwiazek porzadkdéw
na roznych prostych, wyrazony przez aksjomat Pascha
— tu w wersji Schura. Sprawdzmy.

Rozwazmy punkty

t=1(1,0),z= (_@7 0), y = (0, \/§)v
z= (0, —v2), u = (0, 0).

Poniewaz v/2 <* 0 <* 1 <* —v/2, wiec B} (ztu) A Bi(yuz),

a tymczasem proste xy 1 zt sg roztaczne, zatem

skoro Vv —L(zyv) V —L(ztv), tym bardziej —(B3(zvy) A B} (ztv)).




Oczywiscie, aby sie przekonac, ze €5

rozni sie od “zwyczajnej” geometrii jedynie tym,

ze nie jest w niej spetniony aksjomat Pascha,

a “wszystko inne” jest w porzadku,

nalezatoby sprawdzi¢, ze w niej spelnione sg wszystkie
pozostate aksjomaty “zwyczajne]” geometrii.



Oczywiscie, aby sie przekonac, ze €5

rozni sie od “zwyczajnej” geometrii jedynie tym,

ze nie jest w niej spetniony aksjomat Pascha,

a “wszystko inne” jest w porzadku,

nalezatoby sprawdzi¢, ze w niej spelnione sg wszystkie
pozostate aksjomaty “zwyczajne]” geometrii.

Warunkiem niezbednym, aby to wykonaé¢ jest
dysponowanie aksjomatyka “zwykle]” geometrii.

W omawianej pracy taks aksjomatyks byta
aksjomatyka Tarskiego.

Prosze przygotowac sie na wstrzas. Oto ona.



Vey B(zyzr) — x =y
Vaxyzu B(zyu) A B(yzu) — B(xyz)
Veyzu B(zyz) AB(zyu) Az # y — B(xzu) V B(zuz)
Vzy D(zyyr)
Veyz D(zxyzz) — x =y
Vaeyzuvw D(zyzu) A D(zuvw) — D(zyvw)
Vtxyzu dv B(axtu) A B(yuz) — B(xvy) A B(ztv)
Vixyzu FJvw B(xut) A B(yuz) Ax #y —
— B(xyv) A B(xzw) A B(vtw)
Vex'yy zz'uu D(xyz'y’) A D(yzy'2") A D(zux'u")A
AD(yuy'u’) A B(xyz) AB(2'y'2") — D(zuz’u’)
A10 Vxyuv 3z B(xyz) A D(yzuv)
A1l dzyz —-B(zyz) A =B(yzx) A =B(zxy)
A12 Vxyzuv D(zuzv) A D(yuyv) AD(zuzv) Au # v —
— B(zyz) V B(yzz) V B(zzy)
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Jesli do tych aksjomatéw podejsé bez leku, to okaze sie, ze po dosé
prostych w interpretacji aksjomatach A1 — A6 i A10 pozostate
majg nie tylko formalny sens.

A7 to aksjomat Pascha w wersji Schura,

A8 to V postulat Elementéow w wersji ”btedu Legendre’a”,
czyli fakt, ze przez kazdy punkt wnetrza kata wypuklego
mozna przeprowadzi¢ prostg przecinajacg oba jego ramiona,

A9 to druga cecha przystawania tréjkatéw (tzw. bkb),

A11 gtosi, ze wymiar jest wiekszy niz 1,
a A12 — Ze mniejszy niz 3 (symetralna jest prosta).



Niestety czegos lepszego od tej aksjomatyki nie ma
1 racze] nigdy nie bedzie.

Ale co to znaczy lepsza? Albo choéby dobra?

Nie tylko ma to by¢ aksjomatyka spelniajaca wymogi wspotczesne]
logiki matematycznej, lecz takze ma sie sktadac¢ ze zdan
przedstawiajacych — wedle wskazan Kartezjusza —

prawdy jasne i oczywiste.

Ta jasnos$c¢ 1 oczywistos¢ ma by¢ postrzegana przez wszystkich,
W szczegolnoscl przez uczniow.

Pierwsza aksjomatyke spelniajgca kryterium zgodnosci z logika
podal Dawid Hilbert w Grundlagen der Geometrie (1899),

ale byla ona niestychanie rozlegta i trudno bylto wszystkie jej
sformutowania uznaé za oczywiste.



Podejmowano dalsze liczne proby zbudowania dobrej aksjomatyki
geometrii euklidesowej, ale niestety znajdowane rozwigzania nie
spetniaty kartezjanskich kryteriow.

Niektorzy mieli bardzo atrakcyjne pomysty, jak choéby
Mario Pieri, chcacy oprze¢ aksjomatyke jedynie na pojeciu
trojkata rownobocznego,

czy Alfred Tarski z wyprodukowang w prezencie dla Le$niewskiego
“geometria naturalnag”, w ktorej byty tylko kule i ich zawieranie.

To wszystko bylo ciekawe, ale do szkolnego spozycia sie
nie nadawalo.



Podejmowano dalsze liczne proby zbudowania dobrej aksjomatyki
geometrii euklidesowej, ale niestety znajdowane rozwigzania nie
spetniaty kartezjanskich kryteriow.

Niektorzy mieli bardzo atrakcyjne pomysty, jak choéby

Mario Pieri, chcacy oprze¢ aksjomatyke jedynie na pojeciu
trojkata rownobocznego,

czy Alfred Tarski z wyprodukowang w prezencie dla Le$niewskiego
“geometria naturalnag”, w ktorej byty tylko kule i ich zawieranie.

To wszystko bylo ciekawe, ale do szkolnego spozycia sie
nie nadawalo.

Czyzby Immanuel Kant w Krytyce czystego rozumu mial racje,
iz badz przychodzimy na $wiat z gotowa swiadomoscia geometrii,
badz tez (jako ssaki) wysysamy ja z mlekiem matki?

I tego zadna aksjomatyks wyrazié¢ sie przystepnie nie da?



Wyjasnienie tej zagadkowej tajemnicy jest jednak catkowicie
racjonalne.

Gdy spojrzymy na definicje np. przestrzeni Banacha, powinno nam
rzuci¢ sie w oczy, jak wiele jest teorii poprzedzajacych je]
konstrukcje, cho¢by od teorii liczb rzeczywistych poczynajac.
Majac tak wiele bardzo zaawansowanych “poéttabrykatéw”

nie trudno ztozy¢ z nich bardzo doskonaty produkt.

Czyz nie tak wyglada konstruowanie cho¢by laptopéw

czy stacji kosmicznych?



Wyjasnienie tej zagadkowej tajemnicy jest jednak catkowicie
racjonalne.

Gdy spojrzymy na definicje np. przestrzeni Banacha, powinno nam
rzuci¢ sie w oczy, jak wiele jest teorii poprzedzajacych je]
konstrukcje, cho¢by od teorii liczb rzeczywistych poczynajac.
Majac tak wiele bardzo zaawansowanych “poéttabrykatéw”

nie trudno ztozy¢ z nich bardzo doskonaty produkt.

Czyz nie tak wyglada konstruowanie cho¢by laptopéw

czy stacji kosmicznych?

Tymczasem — uwiedzeni Elementami — chcemy (chcielismy)
opisa¢ bardzo ztozona, bogata teorie ab owvo.

A przeciez juz w Starozytnosci uczono nas, ze

nie ma krolewskiej drogi do geometrii.



