Np. dla 2, 5,41 3 mamy 7 i 26

lub 23 i 14, bo (4 + 25)(16 + 9) =

= (8 —15)% 4 (6 +20)% =

= (8 +15)% + (6 — 20)2,

czyli 29 - 25 = 49 + 676 = 529 + 196.

|n] oznacza czes$é catkowitg liczby n.

Przyklady ,paczek”

Dwie ,paczki” kwadratowe liczb naturalnych a’ i b? daja ,paczke” kwadratowa
c? (czyli a® + b7 = ¢7) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg takie liczby naturalne
P, q, 7T, 7e aibtor(p?® —q?) i2rpg oraz c to r(p? + ¢?).

Przyktady takich trojek liczb a, b, ¢ byly znane juz Sumerom, a ich kojarzenie
z geometria, czyli dlugosciami bokéw tréjkatéw prostokatnych (gdzie nie jest
wymagane, by byly to liczby calkowite), jest o blisko 2 tysiace lat pdzniejsze,
juz greckie. I wtedy powstaje nazwa ,tréjki pitagorejskie” (nazwa za$ ,tréojkat
egipski” dla tréjkata o bokach 3, 4, 5, to XIX-wieczny wymyst dydaktykéw).

Dowdd, ze tak wygladaja wszystkie tréjki pitagorejskie, przypisujemy
Diofantosowi (I wiek).

W jego pracach znajdujemy tez spostrzezenie, ze iloczyn dwoch sum dwéch
spaczek” kwadratowych jest suma dwéch (innych) ,paczek” kwadratowych,
(czyli dla calkowitych a, b, ¢, d istnieja takie catkowite p, ¢, ze
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(a® +b2)(c? + d?) = p? + ¢?).
Mianowicie jest tak dla p = (ac — bd) i ¢ = (ad + bc)

oraz dla p = (ac+bd) i ¢ = (ad — be).
Wytltumaczyé¢ to spostrzezenie, gdy zna sie liczby zespolone, jest tatwo: to fakt,
ze modut iloczynu jest réwny iloczynowi modutéw — Diofantos, rzecz jasna, liczb

zespolonych nie znat.

»Paczki” kwadratowe wystepuja w twierdzeniu Lagrange’a (XVIII wiek), ze
kazda liczba calkowita nieujemna jest rowna sumie czterech kwadratéw liczb
naturalnych. Niedlugo potem Euler wykazal, ze kazda taka liczba jest suma
dziewieciu szedcianéw liczb naturalnych.

Dato to asumpt Edmundowi Waringowi do postawienia hipotezy, iz co$
podobnego dotyczy réwniez wszelkich ,,paczek” potegowych (dalej nie bede

juz uzywal stowa paczki). Mianowicie dla kazdego naturalnego n istnieje taka
liczba naturalna m, ze dowolna liczba naturalna k da sie przedstawic¢ jako suma
dhugosci m zlozona z n-tych poteg liczb catkowitych nieujemnych.

formalnie wyglada to obrzydliwie: VnimVkday, ..., am(k=a+...+a}).

Ta hipoteza Waringa zostata udowodniona w 1910 roku przez Dawida Hilberta.
Waring wysunal jeszcze druga hipoteze, mianowicie, ze m = 2™ + | ( %)”J — 2.
Latwo zauwazy¢, ze m > 2" + [(2)" | — 2, bowiem w minimalnym rozkladzie
liczby k = [(2)"] - 2" — 1 (mniejszej od 3") wystepuje |(2)"| — 1 skladnikéw
2™ i (reszta) 2" — 1 skladnikéw 1". Natomiast problem réwnosci pozostaje do
dzi$ otwarty, cho¢ odpowiedz brzmi zapewne ,tak” —w 1957 Mahler wykazat,
ze dla odpowiednio duzych n zachodzi rownosé natomiast komputery sprawdzity
réwnosé dla n do 471 600 000.

Problematyka rownosci réznych sum réznych poteg jest obszernym dzialem teorii
liczb (i nie tylko). Powszechnie znanym celebryta (czyli uznanym za wielkiej
wagi, cho¢ dla matematyki bez znaczenia) bylo przez trzy stulecia Wielkie
Twierdzenie Fermata, orzekajace, ze rownanie z" + y™ = 2" dla n > 2 nie ma
rozwiazania wérdd liczb catkowitych dodatnich. Wykazal, ze tak jest (na gruncie
krzywych eliptycznych) Andrew Wiles 1993-1995.



