Krzywa lancuchowa



Metoda, za pomoca ktérej Jakub Bernoulli opisat, jaki ksztalt
przyjmuje pod wplywem grawitacji zawieszony na pionowej scianie
lancuch, stata sie wzorcowa zaréwno dla powstajacego rachunku
wariacyjnego, jak tez klasycznej geometrii rézniczkowej.
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Rozwazmy kawaltek tancucha, od jego

¥r najnizszego punktu (W — wierzcholek)
do jakiegos punktu P.

Fr. W najnizszym punkcie tancuch ciggnie

w prawo (oznaczmy te site Fp).

Aby wszystko pozostato na miejscu

w P musi dziata¢ jakas sita
utrzymujaca status quo (Fp).

Jej pozioma sktadowa rownowazy site dziatajaca w wierzchotku, a
sktadowa pionowa — ciezar tancucha (Q) = p - s, gdzie p to ciezar
wlasciwy materii tancucha, a s jego dtugo$é od W do P).

Dla uproszczenia rachunkow umawiamy sie, ze Fp. = Fy = p - a.



Rewelacyjny pomyst Jakuba Bernoulliego to potraktowanie

krzywej, niezaleznie od jej pochodzenia, jako toru ruchu,

na dodatek odbywajacego sie ze statly szybkoscia 1.

Tak uzyskany obiekt matematyczny to przedstawienie

parametryczne, na dodatek normalne (to ta jednostkowa szybko$c¢)
— dawniej uzywano tez nazwy wektorfunkcja.

Przyjmujac te konwencje mamy do czynienia z ruchomym

punktem (x(s), y(s)), a jego predkos¢ to, oczywiscie, (z'(s), ' (s))

(na obrazku te predko$é oznaczyliémy Fp). To wszystko, co tam
J(s) p-s s

¥ (s)  pra  a
Warunek stalej szybkoéci daje drugie réwnanie: 2/(s)” 41/ (5)* = 1.

ogladalismy daje nam réwnosc

Te dwa réwnania to razem zwykle réwnanie kwadratowe

a s
o prostym rozwiazaniu v = (2, y') = ( : )
PTOStY 2 (@ y) Vs?2 +a? Vs?+a?



Gdy znamy wektor predkosci, mozemy (ponoé¢ bez trudu)
znalez¢ tor ruchu — wystarczy scatkowaé¢ wspoétrzedne.
W naszym prostym przypadku nie jest to jednak calkiem proste,

2 1 2
a wynikiem jest (z(s), y(s)) = | aln s+ Vst ta Vs + a2>.

a
Trudno w to uwierzy¢, ale gdy zechcemy za pomoca tego

— X

z ———
€ a —l—ea
2 Y,

okropnego x obliczy¢ proste y, to otrzymamy y = a
co jest lepiej znane jako acosh(%).

OtrzymaliSmy wiec zarowno przedstawienie parametryczne,
jak 1 rownanie krzywej tancuchowej.

Jeszcze trudnie] uwierzy¢, ze z jej przedstawienia parametrycznego
wynika wiele zaskakujacych geometrycznych wnioskéw.



Druga wspoéirzedna przedstawienia
parametrycznego skojarzyta sie
Bernoulliemu z twierdzeniem
Pitagorasa, co
— jakkolwiek proste —
okazato sie bardzo
O S P’ T OWwWOCHE.
Narysujmy bowiem okrag, ktoéry jest styczny do osi x-6w
(punkt P’), a ktérego drugi koniec Srednicy jest w punkcie P
— dlugos$é odcinka PP’ to druga wspolrzedna punktu P,
czyli v/s2 + a?. Jeéli zatem poprowadzimy cieciwe P’Q
o dlugosci a, to odcinek P() bedzie mial dlugosé s.

Tak wiec, gdy mamy narysowana krzywg tancuchowa, mozemy
za, pomoca cyrkla i linijki przeprowadzi¢ jej rektyfikacje

(a wiec znalezé odcinek réwny jej dtugosci)

— przeciez s to dtugos¢ krzywej tancuchowej od W do P.



Nieco bardziej skomplikowane rozumowanie
prowadzi do stwierdzenia, ze pole
krzywoliniowego " czworokata”
OW PP’ jest podwojonym
polem trojkata QP P’
(czyli wynosi as)

O S P’ T — zatem
cyrklem i linijkg mozna tez wykonaé¢ kwadrature
(a wiec znalez¢ wielokat o tym samym polu) krzywej tancuchowe;j.
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Podobnie cyrklem i linijkg mozna skonstruowac styczna do krzywe]
lancuchowej. Bernoulli zauwazyl bowiem ze jest nig prosta P(Q).
W tym celu nalezy obliczy¢, jaki jest tangens kata nachylenia tej
prostej do poziomu:

tg APSP = ctg IQPP = > =
a




Kolejne spostrzezenie Bernoulliego, to
interesujace wtasnosci ewolwenty
krzywej tancuchowej, zakreslone;j
przez koniec z nici odwijane]j

z punktu W.

Krzywa ta nazywa sie
_______________________ T  traktrysa

1, jak tatwo zauwazy¢, moze by¢ rownowaznie
zdefiniowana jako krzywa, ktorej styczna

do osi z-6w ma stale te sama dtugosé a.
Realizuje ja kaczuszka ciggnieta na sznurku

przez dziecko idace po krawezniku.




Po Bernoullim badania nad krzywa tancuchowsg
podjeli kolejni badacze.
Leonard Euler obliczyt jej krzywizne i
— obracajac ja wokot osi z-Ow —
uzyskat z niej katenoide
(tanicuch to po tacinie

T catena).
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Krzywizna to tempo, w jakim zmienia si¢ jednostkowy wektor
styczny. Trzeba wiec znalez¢ pochodng predkosci — otrzymujemy
7' = ( o ! ) Jej dlugosé to S

(\/32 I &2)3’ (\/32 + a2)3 s2 + g2
Geometrycznie krzywizna to odwrotnos¢ promienia okregu
najlepiej przyblizajacego krzywag w otoczeniu danego punktu.
Srodek tego okregu lezy, oczywiScie, na prostopadte] do styczne].
Patrzac na rysunek widzimy, ze krzywizna jest odwrotnoscig
dtugosci PT', a jej srodek jest symetryczny do 1" wzgledem P.




Euler wykazal, ze na kazdej (gltadkiej) powierzchni krzywizna
przecie¢ normalnych (czyli prostopadtych do ptaszczyzny stycznej)
przyjmuje dwa ekstrema 1 te ekstremalne przeciecia sg wzajemnie
prostopadie.

Wykazal tez, ze na katenoidzie w kazdym punkcie obie te
krzywizny maja te sama bezwzgledng wartosé réwna krzywiznie
krzywej tancuchowej, tyle, ze sa odwrotnie

(do wewnatrz — na zewnatrz) skierowane.

Wyprowadzit stad wniosek, ze
katenoida jest powierzchnig minimalna.
Oznacza to, ze dowolna powierzchnia
rozpieta na dowolnym zamknietym
konturze narysowanym na katenoidzie
ma pole nie mniejsze niz odpowiedni
fragment katenoidy.




Jean Baptiste Meusnier ponad p6t wieku p6zniej udowodnit,

ze kazda powierzchnia, ktora ma w kazdym punkcie ekstremalne
krzywizny tej samej wartosci bezwzglednej, ale przeciwnego znaku,
jest powierzchnig minimalng.

Odnosnie za$ katenoidy, wykazal, iz jest to
jedyna minimalna powierzchnia obrotowa.
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ze kazda powierzchnia, ktora ma w kazdym punkcie ekstremalne
krzywizny tej samej wartosci bezwzglednej, ale przeciwnego znaku,
jest powierzchnig minimalng.

Odnosnie za$ katenoidy, wykazal, iz jest to
jedyna minimalna powierzchnia obrotowa.

Katenoide mozna obejrze¢ "na zywo”
korzystajac z tfaktu, iz woda

z. detergentem (np. mydtem) ma duze
napecie powierzchniowe. Jesli wiec
rozepniemy banke mydlang na dwdéch
réwnolegtych okregach z drutu,
otrzymamy miedzy nimi witasnie
katenoide.

Dalsza kariere zrobita ewolwenta krzywej tancuchowej — traktrysa.



Gauss w swoim wspanialym twierdzeniu
o powierzchniach (theorema egregium)
udowodnit, ze iloczyn krzywizn
ekstermalnych nie zmienia sie przy
dowolnym odksztatceniu powierzchni,
o ile nie zmienia ono dlugosci

zadnej lezacej na niej krzywe].
Ten iloczyn nazywamy krzywizng Gaussa.
Powierzchnig o statej krzywiznie Gaussa jest

stera — jej krzywizna Gaussa to —.
r

Okazuje sie, ze istnieje takze

powierzchnia o stalej krzywiznie

ujemnej 1 mozna jg uzyskac

przez obracanie traktrysy.



Wracajac do krzywej tancuchowej, widzimy, ze

X krzywizny ekstremalne powierzchni

powstalte] z obracania traktrysy

a noszacej nazwe pseudosfera,

to odwrotnosci odpowiednio

dtugosci PQ i Q)S,
1. —s

T
ale z odmiennymi znakami, czyli np. — 1 —-.
S a

Krzywizna Gaussa pseudostery to zatem —-,
a
czyli "tak samo” jak dla zwyktej dodatniej

cadet e - sfery.

Mimo tego, ze sfera jest gtadka

i jest ograniczona, a pseudosfera ma osobliwosci
1 ograniczona nie jest, to pole pseudosfery

jest takie samo, jak sfery: 4mwa?.



Traktryse mozna uzyskac¢ takze w inny sposob: jest to linia

przecinajaca okregi o srodkach na osi z-6w pod katem prostym.

Mozna zatem badania rozpocza¢ od traktrysy i uzyska¢ krzywa
tancuchowa jako ewolute (zbior srodkéw krzywizny) traktrysy.



