O tym, jak Starozytni wykonywalt
SPrawnie i poprawnie

trysekcje kagta, kwadrature kota
1 podwojenie szescianu,

oraz dlaczego 1 od kiedy
wwazamy, ze to jest niewykonalne



Wymienione w tytule trzy zadania konstrukcyjne
w czasach Ztotego Wieku Grecji po zwycieskich wojnach perskich
uchodzity za test geometrycznego mistrzostwa.

Przedstawie trzy bardzo elementarne rozwiazania trysekcji kata,
t.j. podzielenia kata na trzy réwne czesci,
autorstwa Nikomedesa i Archimedesa (obaj —III wiek) i Pascala (XVII wiek);

dwa, juz mniej elementarne, rozwigzania kwadratury kota
(a wladciwie jego rektyfikacji),
t.J. znalezienia kwadratu o polu rownym polu danego kota
(rownowazne znalezieniu odcinka o dtugosci rownej danemu okregowi),
autorstwa Dinostratosa (—IV wiek) i Archimedesa (—III wiek),
ktore rozwiazuja tez tryskecje, a nawet n-sekcje kata;

oraz jedno (stereometryczne!) rozwigzanie podwojenia szescianu,

t.J. znalezienia szescianu o objetosci dwukrotnie wiekszej od danego,
autorstwa Archytasa (—V wiek),

za to z komentarzami Platona i Norwida.



Zaczynamy od trysekcji.

" Zaréwno Nikomedes, Archimedes, jak i Pascal
postuzyli sie konchoidografem.

Jest to urzadzenie pozwalajace nakresli¢ figure

ztozona z punktow, ktére na kazdej prostej przechodzace]
przez ustalony punkt zwany biegunem

sg odlegle od punktéw danej linii

blizej i dalej o te samg odlegtos¢ zwang rozwartoscia.

Te metng definicje realizuje patyk z trzema otworkami,
z ktoérych srodkowy lezy nomen omen
w Srodku odcinka wyznaczonego przez dwa pozostale.

Jesli patykiem stale opartym o biegun wodzimy tak,
aby przez srodkowsa dziurke widzie¢ punkty linii,
pisaki wetkniete w pozostate otwory nakresla nam
konchoide tej linii.

Grekom konchoida przypominala muszle (kovxn, konche)
pertoplawu, zawierajacg owsq linie jak perte.



Ksztalt konchoidy zalezy zaréwno od linii, dla ktérej ja znajdujemy,
jak potozenia bieguna oraz rozwartosci konchoidografu.

W przypadku konchoidy prostej, znanej jako konchoida Nikomedesa,
o charakterze linii decyduje stosunek rozwartosci konchoidografu

do odleglosci bieguna od proste;j. \ p
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Tu wyraznie wida¢ dwie czesci konchoidy — wewnetrzng i zewnetrzng. Obie z
obu stron zbiegaja asymptotycznie do prostej. Gdy stosunek rozwartosci do
odleglosci bieguna od prostej jest mniejszy od jednosci, czeS¢ wewnetrzna jest
gtadka, gdy jest réwny 1 — ma ostrze, gdy jest wiekszy od jednosci — ma petle.
Czes¢ zewnetrzna jest w kazdym przypadku gltadka i ma podobny ksztatt.

W konstrukeji trysekcji Nikomedes postuzyt sie tylko zewnetrzng czescia.



Konchoid okregu jest wiele, a wsréd nich wyrdznione sa te,
w ktorych biegun konchoidy lezy na okregu — majg nazwe slimak Pascala.

Parametrem decydujacym o ksztatcie slimaka jest stosunek rozwartosci
konchoidografu do promienia okregu.
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Tu nie ma podziatu na zewnetrzng i wewnetrzng czesc¢ slimaka.

Podobnie jak dla konchoidy prostej, gdy rozwartos¢ jest wicksza od Srednicy
okregu, $limak jest gladki (i lezy na zewnatrz okregu), gdy jest réwna Srednicy
— slimak ma ostrze (i nazywa sie wtedy kardioida) a gdy jest mniejsza — ma
pette (ktéra jest wewnatrz okregu).



trysekcja wg. Nikomedesa

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata,
ktory chcemy podzielié,
uzupetlniamy rysunek punktami A, B, C,
jak widag;
biegun konchoidogratu w O, rozwartos¢ BC',
konchoida prostej AB przecina AC w K;



trysekcja wg. Nikomedesa

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata,
ktory chcemy podzielié,
uzupetlniamy rysunek punktami A, B, C,
jak widag;
biegun konchoidogratu w O, rozwartos¢ BC',
konchoida prostej AB przecina AC w K;

JXCAB prosty, bo oparty na $rednicy;
AK AP prostokatny, KP = BC,
S — srodek KP, wiec AS = AO;
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trysekcja wg. Nikomedesa

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata,
ktory chcemy podzielié,
uzupetlniamy rysunek punktami A, B, C,
jak widag;
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JASO zewnetrzny w AASK;
ASAQO réwnoramienny,
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trysekcja wg. Nikomedesa

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata,
ktory chcemy podzielié,
uzupetlniamy rysunek punktami A, B, C,
jak widag;
biegun konchoidogratu w O, rozwartos¢ BC',
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trysekcja wg. Nikomedesa

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata,
ktory chcemy podzielié,
uzupetlniamy rysunek punktami A, B, C,
jak widag;
biegun konchoidogratu w O, rozwartos¢ BC',
konchoida prostej AB przecina AC w K;

JXCAB prosty, bo oparty na $rednicy;
AK AP prostokatny, KP = BC,
S — srodek KP, wiec AS = AO;
AASK réwnoramienny,
JASO zewnetrzny w AASK;
ASAQO réwnoramienny,
JXCAO zewnetrzny w AKAO;
AAOC rownoramienny,
I KOB zewnetrzny w AKOC,

ZATEM < AOK = 5<AOB.



trysekcja wg. Archimedesa

W jednej ze swych trysekcji Archimedes
postuzyt sie slimakiem Pascala.

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata.

Slimak o biegunie w punkcie przeciecia
jednego z ramion kata z okregiem

1 rozwartosci rownej promieniowi okregu

przecina przedituzenie drugiego ramienia
w punkcie K.

Uzupelniamy rysunek punktem P.
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postuzyt sie slimakiem Pascala.

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata.
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trysekcja wg. Archimedesa

W jednej ze swych trysekcji Archimedes
postuzyt sie slimakiem Pascala.

Rysujemy okrag o srodku w wierzchotku kata.

Slimak o biegunie w punkcie przeciecia
jednego z ramion kata z okregiem

1 rozwartosci rownej promieniowi okregu

przecina przedituzenie drugiego ramienia
w punkcie K.

Uzupelniamy rysunek punktem P.

AK PO jest rownoramienny,
JXOPA jest zewnetrzny w AK PO,
APQOA jest rownoramienny,
JAOB jest zewnetrzny w AAKOQO,

ZATEM <AKB = :<AOB.




trysekcja wg. Pascala

Pascal tez uzyt slimaka, ale inaczej.

Rysujemy okrag o srodku S
obranym na jednym z ramion kata
i przechodzacy przez jego wierzchotek W
oraz prowadzimy przez S prostg réwnolegta
do drugiego ramienia kata.

Slimak o biegunie W

i rozwartosci rownej promieniowi okregu
przecina te rownolegta w punkcie K.
Uzupeliamy rysunek punktem P.
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Pascal tez uzyt slimaka, ale inaczej.

Rysujemy okrag o srodku S
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do drugiego ramienia kata.

Slimak o biegunie W

i rozwartosci rownej promieniowi okregu
przecina te rownolegta w punkcie K.
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ITWK =xWKS
(dwie proste réwnolegle przeciete trzecia),
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Pascal tez uzyt slimaka, ale inaczej.

Rysujemy okrag o srodku S
obranym na jednym z ramion kata
i przechodzacy przez jego wierzchotek W
oraz prowadzimy przez S prostg réwnolegta
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trysekcja wg. Pascala

Pascal tez uzyt slimaka, ale inaczej.

Rysujemy okrag o srodku S
obranym na jednym z ramion kata
i przechodzacy przez jego wierzchotek W
oraz prowadzimy przez S prostg réwnolegta
do drugiego ramienia kata.

Slimak o biegunie W

i rozwartosci rownej promieniowi okregu
przecina te rownolegta w punkcie K.
Uzupeliamy rysunek punktem P.

LTWK =xWKS
(dwie proste réwnolegle przeciete trzecia),
AKPS jest r6wnoramienny,
X SPW jest zewnetrzny w AKPS,
APSW jest rGwnoramienny;




trysekcja wg. Pascala

Pascal tez uzyt slimaka, ale inaczej.

Rysujemy okrag o srodku S
obranym na jednym z ramion kata
i przechodzacy przez jego wierzchotek W
oraz prowadzimy przez S prostg réwnolegta
do drugiego ramienia kata.

Slimak o biegunie W

i rozwartosci rownej promieniowi okregu
przecina te rownolegta w punkcie K.
Uzupeliamy rysunek punktem P.

ITWK =xWKS
(dwie proste réwnolegle przeciete trzecia),
AKPS jest r6wnoramienny,

X SPW jest zewnetrzny w AKPS,
APSW jest rGwnoramienny;

ZATEM STWK = s <TWS.




Teraz kwadratura kola.

Potrzebne spostrzezenie: Dowolny wielokat mozna pocia¢ na mniejsze wielokaty,
z ktorych da sie utozy¢ kwadrat.
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zatem przesuniecie ACGK o CE daje AEHA, D C G
a przesuniecie AHGF o B daje AAK B;



Teraz kwadratura kola.

Potrzebne spostrzezenie: Dowolny wielokat mozna pociac¢ na mniejsze wielokaty,
z ktorych da sie utozy¢ kwadrat.

Oto uzasadnienie:

— dowolny wielokat mozna pociac¢ na trojkaty:; 7 N

— dowolny tréjkat mozna zamieni¢ na prostokat;

— dowolny prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat, 4 B
oznaczmy DG = a, GF = b i niech ABCD BN D P i
bedzie kwadratem o boku ¢, takim ze ¢ = ab, a \
wowczas ¢ = ¢ = 2= a wiec CE || GA || FB
wobec twierdzenia odwrotnego do tw. Talesa, B
zatem przesuniecie ACGK o CE daje AEFHA, D - c G

a przesuniecie AHGF o B daje AAK B;
— dowolna liczbe kwadratéw mozna zamienic

na jeden (wystarczy wykazac¢ to dla dwoch).




Teraz kwadratura kola.

Potrzebne spostrzezenie: Dowolny wielokat mozna pociac¢ na mniejsze wielokaty,
z ktorych da sie utozy¢ kwadrat.

Oto uzasadnienie:
— dowolny wielokat mozna pociac¢ na tréjkaty;

— dowolny tréjkat mozna zamieni¢ na prostokat;
— dowolny prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat,
oznaczmy DG = a, GF = b i niech ABCD

bedzie kwadratem o boku ¢, takim ze ¢ = ab,

wowczas ¢ = ¢ = 2= a wiec CE || GA || FB

wobec twierdzenia odwrotnego do tw. Talesa,

zatem przesuniecie ACGK o CE daje AEHA,

a przesuniecie AHGF o B daje AAK B;
— dowolna liczbe kwadratéw mozna zamienic
na jeden (wystarczy wykazac¢ to dla dwoch).

Whniosek: Dla wykonania kwadratury kota
wystarczy zbudowanie tréjkata prostokatnego
o przyprostokatnych w stosunku 1 : 2.
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Whniosek: Dla wykonania kwadratury kota wystarczy zbudowanie
trojkata prostokatnego o przyprostokatnych w stosunku 1 : 2.

Zmieniajac bowiem jednoktadnie ten trojkat w stosunku r otrzymamy
trojkat o polu %7“ - 27r = 7r?, czyli réwnym polu kota o promieniu 7.

Dtuzsza przyprostokatna tego tréjkata to dlugos¢ okregu o promieniu r
— znajdowanie odcinka o tej dtugosci nazywa sie
rektyfikacjq (wyprostowaniem) okregu.

Zatem rektyfikacja okregu i kwadratura kota to zadania rownowazne.

Zarowno Dinostratos, jak Archimedes konstruowali wtasnie takie tréjkaty, czyli
rozwiazywali rektyfikacje okregu.
Uzywali do tego nieco bardziej skomplikowanych przyrzadéw, niz konchoidograf.



kwadratura wg. Dinostratosa

Dinostratos uzywal kwadratrysy Hippiasza (— V wiek),
ktory wcale nie rozwigzywal kwadratury, lecz trysekcje kata.

—_\ Powstaje ona jako linia zakre$lona przez wspolny punkt
0 prostej obracajacej sie wokot srodka okregu i prostej
[T przesuwajacej sie rownolegle ku srodkowi tego okregu,
- przy czym oba te ruchy sg jednostajne i dobrane w ten sposéb,
’ \:L ze obie proste pokrywaja sie, gdy pierwsza z nich
ol ™
0 A , . .
I przyjmuje kierunek rownolegly do drugiej, co wyraza prosty
a
warunek — = —, gdzie a to promien okregu.

o 2



kwadratura wg. Dinostratosa

Dinostratos uzywal kwadratrysy Hippiasza (— V wiek),
ktory wcale nie rozwigzywal kwadratury, lecz trysekcje kata.

—_\ Powstaje ona jako linia zakre$lona przez wspolny punkt
prostej obracajacej sie wokot srodka okregu i prostej

i przesuwajacej sie rownolegle ku srodkowi tego okregu,

- przy czym oba te ruchy sg jednostajne i dobrane w ten sposéb,
:L ze obie proste pokrywaja sie, gdy pierwsza z nich
ol ™

A
. I przyjmuje kierunek réwnolegly do drugiej, co wyraza prosty
a

warunek = gdzie a to promien okregu.
2

Hippiasz za pomoca tej krzywej realizowat podzial kata na dowolng liczbe
réwnych czesci, bo, gdy n-krotnie zmniejszymy d,
to n-krotnie zmniejszy sie kat .



kwadratura wg. Dinostratosa

Dinostratos uzywal kwadratrysy Hippiasza (— V wiek),
ktory wcale nie rozwigzywal kwadratury, lecz trysekcje kata.

—_\ Powstaje ona jako linia zakre$lona przez wspolny punkt
0 prostej obracajacej sie wokot srodka okregu i prostej

i przesuwajacej sie rownolegle ku srodkowi tego okregu,
przy czym oba te ruchy sg jednostajne i dobrane w ten sposéb,

’ \:L ze obie proste pokrywaja sie, gdy pierwsza z nich
ol ™
0 A , . .
I przyjmuje kierunek rownolegly do drugiej, co wyraza prosty
a
warunek — = —, gdzie a to promien okregu.
a —_
2
ou . a—d a—2a 20 Z—-a 2a o
Stad d = Zfair = = T = —. = — - dla p = 5 —«a.
COS v COS T  COSQ m sinp

Poniewaz Sif@ > 1 dla ¢ — 0, wiec OP = 22



kwadratura wg. Dinostratosa

Dinostratos uzywal kwadratrysy Hippiasza (— V wiek),
ktory wcale nie rozwigzywal kwadratury, lecz trysekcje kata.

—_\ Powstaje ona jako linia zakre$lona przez wspolny punkt
0 prostej obracajacej sie wokot srodka okregu i prostej

i przesuwajacej sie rownolegle ku srodkowi tego okregu,
przy czym oba te ruchy sa jednostajne i dobrane w ten sposéb,

’ \:L ze obie proste pokrywaja sie, gdy pierwsza z nich
w \ le ) 1
0 A , .. Q :
I przyjmuje kierunek rownolegly do drugiej, co wyraza prosty
a
warunek — = —, gdzie a to promien okregu.
a —_
2
ou . a—d a—2a 20 Z—-a 2a o
Stad d = Zfair = = T = —. = —  — dla p = 5 —«a.
COS v COS T  COSQ m sinp
Poniewaz —* > 1 dla ¢ — 0, wiec OP = 22
P s

i przedtuzajac OA czterokrotnie otrzymujemy tréjkat POQ
o zadanej proporcji przyprostokatnych, bo 2?“ :4a =1:2m.



kwadratura wg. Archimedesa

Archimedes tez uzyt zlozenia jednostajnego obrotu
z jednostajnym przemieszczeniem:

Po obracajacym sie promieniu oddala sie

od srodka obrotu punkt i tworzy
spirale Archimedesa,

co mozna zapisa¢ w uktadzie biegunowym
jako r(¢) = a - ¢ dla pewnej stalej a.




kwadratura wg. Archimedesa

Archimedes tez uzyt zlozenia jednostajnego obrotu
z jednostajnym przemieszczeniem:

Po obracajacym sie promieniu oddala sie
od srodka obrotu punkt i tworzy
spirale Archimedesa,
co mozna zapisa¢ w uktadzie biegunowym
jako r(¢) = a - ¢ dla pewnej stalej a.

Za pomocy tej spirali tez mozna uzyskac

podzial kata na dowolna liczbe n réwnych czesci,
co na rysunku jest pokazane dla n = 3:

poniewaz okrag o srodku O przez P ma promien
trzykrotnie mniejszy od okregu przez A,

wiec LAOQ = %{AOB.




kwadratura wg. Archimedesa
Archimedes udowodnit bardzo przydatna wlasnosé¢ swojej spirali:

w punkcie r(p) tangens kata miedzy styczna do spirali
a promieniem wodzacym jest réwny .



kwadratura wg. Archimedesa

Archimedes udowodnit bardzo przydatna wlasnosé¢ swojej spirali:

w punkcie r(p) tangens kata miedzy styczna do spirali
a promieniem wodzacym jest réwny .

Niech P =1(p+ Ap), Q =71(p) i XOPQ = 9.

Przy Ay — 0 sieczna P() staje sie styczna,
a kat 0 katem, o ktérym méwi dowodzona wlasnose.
sind  sin(m — (0 + Ayp))
ayp alp+Ap)
czyli (¢ + Ap)sind = @sin(d + Ap) =
= p(sin d cos Ay + cos d sin Ayp),
a wiec (¢ + Ap — pcos Ap)sind = psin Ayp cos .

7, twierdzenia sinusOw mamy




kwadratura wg. Archimedesa

Archimedes udowodnit bardzo przydatna wlasnosé¢ swojej spirali:

w punkcie r(p) tangens kata miedzy styczna do spirali
a promieniem wodzacym jest réwny .

Niech P =1(p+ Ap), Q =71(p) i XOPQ = 9.

Przy Ay — 0 sieczna P() staje sie styczna,
a kat 0 katem, o ktérym méwi dowodzona wlasnose.
sing  sin(m — (6 + Ayp))
ayp alp+Ap)
czyli (¢ + Ap)sind = @sin(d + Ap) =
= p(sin d cos Ay + cos d sin Ayp),
a wiec (¢ + Ap — pcos Ap)sind = psin Ayp cos .
1 1 Ay cosAp 1 Ap 1l —cosAp
sin AAgp i psinAp  sinAg  @sinAgp i sinAp
.2 A
1 Ay 2 sin 2AS0_1 Ay +tg% b

—;SinASp—'_QSiH%COST _;sinAgp 2 Ap—0

7, twierdzenia sinusOw mamy

Ostatecznie ctgd =




kwadratura wg. Archimedesa
Rysujac wiec styczna w r(27) otrzymujemy tréjkat, w ktérym

OQ
_— = — 2
0P tgexOPQ 7

czyli rektyfikacje i kwadrature.




O ile konchoidograf i jego uzytkowanie przypominaja postugiwanie sie cyrklem
i linijka, o tyle urzadzenia potrzebne do realizacji kwadratur Dinostratosa
i Archimedesa moga budzi¢ watpliwosci.

Nie chodzi tutaj o sporzadzenie przyrzadu rysujacego kwadratyse czy spirale.
To da sie zrobic.

W przypadku kwadratrysy zastrzezenia budzi¢ moze fakt, ze punkt wspdélny
zblizajacych sie prostych jest trudny do precyzyjnego zlokalizowania,

a wiec dokladno$¢ narysowania koncowego punktu kwadratrysy jest niezbyt
wielka.

W przypadku zas$ spirali potrzebne jest narysowanie stycznej,
co réwniez jest trudne do precyzyjnej realizacji.

Ale idzmy dalej.



By zrealizowa¢ podwojenie szescianu, mogg przydac sie srednie proporcjonale.

To, jeszcze w latach 40. ubiegtego wieku obecne w szkole, pojecie
okresla sie nastepujaco:

X1, T2, ..., Tp_1, Tp Stanowiq n Srednich proporcjonalnych liczb a 1 b
N . a X1 Tpn—1 Tn
jesli zachodzi — = — = ... = = —.

1 T Tn b

Jedna Srednia proporcjonalna to srednia geometryczna.
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okresla sie nastepujaco:
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Jedna Srednia proporcjonalna to srednia geometryczna. =
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By zrealizowa¢ podwojenie szescianu, mogg przydac sie srednie proporcjonale.

To, jeszcze w latach 40. ubiegtego wieku obecne w szkole, pojecie
okresla sie nastepujaco:

X1, T2, ..., Tp_1, Tp Stanowiq n Srednich proporcjonalnych liczb a 1 b
N . a X1 Tpn—1 Tn
jesli zachodzi — = — = ... = = —.

1 T Tn b

Jedna Srednia proporcjonalna to srednia geometryczna.
) /

Trojkat prostokatny dostarcza /

dowolnie dtugi ciagg srednich proporcjonalnych,
AB AK AL AM

DO K T AL T AM T AN

Dwie $rednie proporcjonalne dla a i 2a i L 5
daja podwojenie szeScianu, bo 5 A
2
a x x :
jeéli—:—zi,toy:—inZQQx,
r Yy 2a a
!
a wiec — = 2ax, czyli 2° = 2a°. B
a A

D B
Zatem x = +/2a, potrzebny jest wiec trojkat, jak obok, w ktéorym AB = 2AF.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Archytas postuzyl sie rozumowaniem, ktére pdzniej zyskato nazwe
analiza Starozytnych.

Polega to na przyjeciu, ze mamy juz poszukiwany obiekt
i kolekcjonujemy (a wiec staramy sie odnalez¢) najrozmaitsze jego wlasciwodci,
bo przeciez to niemozliwe, by jedyna jego cechg byto spelnianie

definiujacego go warunku.
A wsrod uzyskanych jego cech by¢ moze znajda sie i takie,
ktore pozwola nam go skonstruowac.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Archytas postuzyl sie rozumowaniem, ktére pdzniej zyskato nazwe
analiza Starozytnych.

Polega to na przyjeciu, ze mamy juz poszukiwany obiekt
i kolekcjonujemy (a wiec staramy sie odnalez¢) najrozmaitsze jego wlasciwodci,
bo przeciez to niemozliwe, by jedyna jego cechg byto spelnianie

definiujacego go warunku.
A wsrod uzyskanych jego cech by¢ moze znajda sie i takie,
ktore pozwola nam go skonstruowac.

Zaltézmy wiec, ze mamy poszukiwany tréjkat.

Mozemy nawet da¢ mu byt materialny (np. wykonaé¢ go z drutu),
jak tez wyposazy¢ w potokrag (réwniez druciany),

w ktory — jako trojkat prostokatny — jest wpisany.

I to jest przyrzad, z ktérym Archytas przystapit do konstruowania
podwojenia szeScianu.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Konstrukcja (jak uprzedzalem!) bedzie przestrzenna.

Na ptaszczyznie rysujemy okrag o Srednicy 2a.

W jednym z jego punktéw wystawiamy

prostopadta i w plaszczyznie tej proste]
B umieszczamy nasz trojkat

z opisanym na nim poétokregiem.

¢ Obracamy ten trojkat wzgledem narysowane;
prostej dotad, az spodek jego wysokosci
znajdzie sie na narysowanym okregu.

Wskazemy trzy powierzchnie przechodzace przez punkt C.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Konstrukcja (jak uprzedzalem!) bedzie przestrzenna.

Na ptaszczyznie rysujemy okrag o Srednicy 2a.

W jednym z jego punktéw wystawiamy

prostopadta i w plaszczyznie tej proste]
B umieszczamy nasz trojkat

z opisanym na nim poétokregiem.

¢ Obracamy ten trojkat wzgledem narysowane;
prostej dotad, az spodek jego wysokosci
znajdzie sie na narysowanym okregu.

Wskazemy trzy powierzchnie przechodzace przez punkt C.
Pierwsza jest oczywista — to walec, ktérego podstawsa jest narysowany okrag.
Druga to “torus bez dziurki”, ktéry powstalby,

gdybysmy czerwony potokrag uzupetnili do okregu,
i obracali dokota narysowanej proste;j.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Aby wskazaé trzecig powierzchnie
opuszczamy prostopadta z E, otrzymujac F',
przez ktory prowadzimy prostopadia
B do Srednicy okregu, otrzymujac K i L,
jednakowo odlegte od A, bo cieciwa
¢ prostopadla do érednicy jest przez nia

polowiona.
Mamy FF? = AF - FD = KF - FL.

Pierwsza z rownosci to fakt, ze w tréjkacie prostokatnym wysokosé jest
srednig geometryczna odcinkéw, na ktore dzieli przeciwprostokatna.

Druga wynika z potegi F' wzgledem okregu
(iloczyn odcinkéw na przecinajacych sie siecznych jest réwny).
A skoro EF? = KF - FL, to tréjkat KEF jest prostokatny
i mozna na nim opisaé¢ okrag o srodku na srednicy AZ.
Plaszczyzna tego okregu jest prostopadia do AZ, zatem AK = AL = AFE = a.
Proste z A przechodzace przez ten okrag tworza stozek,
na ktérym lezy punkt C.



podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Lokalizacje punktu C, a wiec
jednoznaczne okreslenie stozka
konczy spostrzezenie, ze
B kat miedzy tworzacymi
a osia stozka to 60°,
¢ co widaé,
gdy spojrzy sie A
E na poczatkowo
L narysowany okrag z gory.




podwojenie szeScianu wg. Archytasa

Lokalizacje punktu C, a wiec
jednoznaczne okreslenie stozka
konczy spostrzezenie, ze
B kat miedzy tworzacymi
a osia stozka to 60°,
¢ co widaé,
gdy spojrzy sie A
na poczatkowo
L narysowany okrag z gory.

Wiemy juz zatem, jak skonstruowac¢ punkt C', co pozwala |
odtworzy¢ caty trojkat ABC, czyli uzyskaé¢ podwojenie szescianu.

Podziwowi dla konstrukcji Archytasa towarzyszy¢ jednak musi refleksja,
ze o ile konstrukcje kwadratury kota Dinostratosa i Archimedesa

operuja do$¢ skomplikowanymi srodkami, to srodki uzyte przez Archytasa
niewatpliwie sa znacznie bardziej ztozone.



Pytanie o prawomocnos¢ uzywania w konstrukcjach geometrycznych takich czy
innych srodkéw zostala — wtasnie z racji rozwigzania przez Architasa problemu
podwojenia szeScianu — postawiona przez wspotczesnego mu Platona.

Po argumenty w tej kwestii Platon siegnat do ogdélnej koncepcji nauki,
w ktorej glosit skrajnie radykalne tezy.

Nauka ma zdaniem Platona polega¢ na intelektualnym kontakcie ze Swiatem
idei, w ktorym panuje wszystko ogarniajacy tad.

Rzeczywistosé, z ktéra mamy do czynienia, jest tylko bardzo niedoskonatg
podpowiedzig, jak owe idee wygladaja. Im bardziej bedziemy umieli sie
od realiéw oderwac, tym blizej znajdziemy sie Swiata idei.

W szczegblnosci czerpanie wiedzy z doSwiadczenia i wyciaganie wnioskow
ze skutecznosci praktycznych dziatan tylko zaciemnia prawde swiata idei.

Stad postugiwanie sie przez Archytasa (i wspétczesnego im Hippiasza)
urzadzeniami mechanicznymi w celu uzyskania faktéw matematycznych
jest nie dos¢, ze ktamliwe, to jeszcze Swietokradcze.



Debate miedzy Platonem i Archytasem Cyprian Norwid

(0 dziwo wcale nie nazywal sie Kamil, lecz Cyprian Ksawery Gerard Walenty Norwz'd)

opisal w postaci nastepujacego wiersza/dialogu

ARCHITA

Geometryczne) nieSwiadom nauks
Widziatem prosty lud, kladgcy bruks,
I, jako kamien jedna sie z kamieniem,
Baczytem, stojac pod filarow cieniem,
Az zZal mi bylo bezwiednosci gminu,

Mimo zZe wieczng on jest miarg czynow!. . .

Wiec — Geometrii myslane promiente
(Rzekne) gdy z glazem zlgcze i oZenie,
Sferycznosé w drzewie wykluwszy toporem
Sitamt ramion pchne brgzowe walce,
Promaienne jesli kolom natkne palce. . .

To — ktoz wie. . .

PLATO

Boskie zmystowigc obrysy

Archito! — koturn rzucisz za kulisy —
Jezyka lotns¢ niebieskiego zgrubisz,
Wiec filozofie, Grecje moze zgubisz. . .

ARCHITA

0! Plato. . . padam przed prawdy bez-koncem

I nieraz, mysl z drzewa citoszqc, placze,

Tak wielce wszystko przesigkle jest stoncem,
Ktoremu nie ty, nt ja biegow znacze;

Dlatego swietych nie znize arkanow,

Ant ojczyzny krgglg tarcz wyszczerbie,

Owszem: z tych, ktore cie dzis razg, planow,

Z kres tych na Grecji idealnym herbie,

Z liczebnych réownan w sit zmientonych dzZwignie
(Lubo promiennosé uroku w mich stygnie),

Ktoz wie? — powtarzam — czy lud w sobie drobny,
Bezsilny ciatem — jak wyspa osobny,

Sykulow moéowre, na przyklad, siedziba,

Tq sily ramion zmnozywszy naukq,

Nie zdola broni sie jak morska ryba?. . .

PLATO

Przyjdzie i tobie dzien zwyciestwa — sztuko!. . .



Norwid, co z wiersza nie do konca wynika, opowiadat sie po stronie Platona,
nazywajac stanowisko Archytasa zdegradowaniem kontemplacji.

Platon wilaczanie mechaniki do konstrukecji geometrycznych

nie tylko krytykowal, lecz proponowal restrykcyjne przepisy
prawdziwych konstrukcji:

po pierwsze, konstrukcja musi by¢ realizowana na ptaszczyznie,
po drugie, musi by¢ realizowania przez kreslenie linii doskonatych.

Ten ostatni warunek oznacza, ze musza to by¢ linie $lizgajace sie po sobie.

Takich linii jest trzy: prosta, okrag, linia Srubowa,
przy czym tylko pierwsze dwie sa ptlaskie.

I tak zostal ogloszony kanon konstrukcji geometrycznej, obowigzujacy do dzis:
konstruowaé¢ wolno jedynie
uzywajac jednostronnej linijki bez podziatki i cyrkla.



Norwid, co z wiersza nie do konca wynika, opowiadat sie po stronie Platona,
nazywajac stanowisko Archytasa zdegradowaniem kontemplacji.

Platon wilaczanie mechaniki do konstrukecji geometrycznych

nie tylko krytykowal, lecz proponowal restrykcyjne przepisy
prawdziwych konstrukcji:

po pierwsze, konstrukcja musi by¢ realizowana na ptaszczyznie,
po drugie, musi by¢ realizowania przez kreslenie linii doskonatych.

Ten ostatni warunek oznacza, ze musza to by¢ linie $lizgajace sie po sobie.

Takich linii jest trzy: prosta, okrag, linia Srubowa,
przy czym tylko pierwsze dwie sa ptlaskie.

I tak zostal ogloszony kanon konstrukcji geometrycznej, obowigzujacy do dzis:
konstruowaé¢ wolno jedynie
uzywajac jednostronnej linijki bez podziatki i cyrkla.

Wiszystkie inne przytoczone tu konstrukcje sa poézniejsze od konstrukeji
Archytasa, a wiec i deklaracji Platona i — jak wida¢ — maja jego zakazy za nic.



Zakazy Platona zostaly przez ogél matematykéw przyjete
dopiero w matematyce, odradzajacej sie po czasach zastoju
podczas pieéset lat trwajacego panowania Imperium Rzymskiego
(cho¢ przyktad Pascala pokazuje, ze nie przez wszystkich).

Trysekeji kata, kwadratury kota i podwojenia szescianu
zatem znow nie umiano wykonac.

Ale na stwierdzenie, ze jest to niewykonalne

przyszto poczekac kolejne tysigc lat.

Wéwecezas, to jest w XIX wieku, problem konstruowalnosci sprowadzono
do pytania o rozwigzalnos¢ odpowiednich réwnan algebraicznych wsréd liczb,
ktore mozna otrzymac z liczb wystepujacych w warunkach zadania
przez dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie
1 wycigganie pierwiastka kwadratowego.



W przypadku trysekcji kata a nalezalo w taki sposéb rozwigza¢ réwnanie
43 — 3x — cosa = 0, co dla niektérych katéw (np. 90°) da sie zrobié,
a dla niektérych (np. 60°) nie.

W przypadku trysekcji kata odpowiednie réwnanie to z2 = 2,
co sprowadza sie do pytania, czy z liczb wymiernych

przez wielokrotne stosowanie czterech dziatan

i wyciagania pierwiastkéw kwadratowych da sie uzyskaé¢ /2.

Oba te problemy uproscit i rozwigzal Pierre Wanzel w 1837 roku.

Metody wprowadzone przez Wanzela nie dawaty sie zastosowac
do problemu kwadratury kota ze wzgledu na
niewystarczajaca znajomos¢ algebraicznych wtasnosci liczby .

Sprawe wyjasnit dopiero Ferdinand Lindemann, ktéry w 1882 roku wykazat,
ze T jest liczba przestepna (niealgebraiczng), czyli nie jest pierwiastkiem
zadnego réwnania algebraicznego o wspolczynnikach wymiernych.

Tak wiec restrykcyjne warunki narzucone przez Platona uniemozliwiaja
wykonanie trysekcji dowolnego kata, kwadratury kota i podwojenia szescianu,
cho¢ Starozytni wszystkie te konstrukcje wykonywali.



Sprawa kwadratury kota powrdcita za sprawg twierdzenia Felixa Hausdorffa
o paradoksalnym rozktadzie, ktére mowi, ze

jeslt w przestrzent dane sq dwa zbiory ograniczone o niepustym wnetrzu,
to mozna jeden z nich podzieli¢ na skonczong liczbe czesci,
2 ktorych — po przemieszczeniu — mozna uzyskac drugi.

Konsekwencja tego twierdzenia jest wynik Stefana Banacha i Alfreda Tarskiego,
mowiacy, ze kule mozna podzieli¢ na piec czesci, z ktorych — po przemieszczeniu
— da sie uzyskac¢ dwie takie kule jak wyjSciowa.

Banach udowodnit, ze na ptaszczyznie paradoksalnego rozktadu nie ma.
W szczegblnosci kazdy rozklad zachowuje pole.

Tarski postawit wiec problem, czy mozna koto podzieli¢
na skonczona liczbe czesci, z ktérych da sie utozyé kwadrat.

Problem rozwiazal w 1990 roku Miklos Laczkovich, opisujac taki rozktad.
Ma on ponad 10°° czedci. Czedci te sa niemierzalne, choé sktadaja sie na
(oczywiscie) mierzalny kwadrat.



