KULA KULI NIEROWNA



IV problem Hilberta:

Jak wygladaja wszystkie przyzwoite geometrie?



IV problem Hilberta:

Jak wygladaja wszystkie przyzwoite geometrie?

S8 to wszystkie mozliwe metryzacje przestrzeni rzutowej lub jej
wypuktych podzbiorow.



IV problem Hilberta:

Jak wygladaja wszystkie przyzwoite geometrie?

S8 to wszystkie mozliwe metryzacje przestrzeni rzutowej lub jej
wypuktych podzbiorow.

Jak wiec wygladaja te metryzacje?



Pare objasnien na wszelki wypadek:

e Metryzacja przestrzeni rzutowe] to taka metryka, ze proste rzu-
towe (dane nam wraz z przestrzenia) okaza sie prostymi lub okre-
gami wielkimi w sensie metryki.
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Pare objasnien na wszelki wypadek:

e Metryzacja przestrzeni rzutowej to taka metryka, ze proste rzu-
towe (dane nam wraz z przestrzenia) okaza sie prostymi lub okre-
gami wielkimi w sensie metryKki.

e Prosta w metryce p to taki zbior punktéw, ze dla dowolnych
trzech z nich A, B, C zachodzi

p(AB) + p(BC) = p(AC)V
Vp(BC) + p(CA) = p(BA)V
Vp(CA) + p(AB) = p(CB).
e Okrag wielki w metryce p to okrag, na ktérym istniejg takie

trzy punkty A, B, C, ze dla kazdego z punktéow X tego okregu
zachodzi

p(AX) + p(XB) = p(AB)V
Vp(BX) + p(XC) = p(BC)V
Vp(CX) + p(XA) = p(CA).



Odpowiedz:

Georg Hamel, Uber die Geometrien in denen Geraden
die Kirzesten sind, Math.Ann. 57(1903), 231-264

W jednej przestrzeni nie moga by¢ zrealizowane obie mozliwosci:
gdy sa same okregi wielkie, jedyng metryks jest metryka
eliptyczna i zmetryzowana jest cala przestrzen;

w przeciwnym przypadku metryzacji podlega tylko przestrzen
afiniczna i jej wypukle ograniczone podzbiory otwarte.

W przypadku calej przestrzeni afinicznej odpowiednie metryki to
metryki Minkowskiego.

W przypadku wypuktego ograniczonego podbioru przestrzeni
afinicznej sa to metryki Hilberta.



Dalej bedzie mowa tylko o metryzacji plaszczyzny afinicznej.

Pojeciem ogoblniejszym od metryk Minkowskiego jest metryka
dana przez cialo cechujace.



Dalej bedzie mowa tylko o metryzacji plaszczyzny afinicznej.

Pojeciem ogoblniejszym od metryk Minkowskiego jest metryka
dana przez cialo cechujace. Definicja na obrazku:

OB

pCI)(AB) — ‘OA@"

gdzie ® ogranicza zbior wypukly o srodku symetrii O,

ABB’O jest réwnoleglobokiem,
a punkt Ae¢ jest przecieciem ® z polprostg OB’



Przyktady:

Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy
metryke miejska — oczywiscie, nie jest to metryka Minkowskiego.



Przyktady:

Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy
metryke miejska — oczywiscie, nie jest to metryka Minkowskiego.

Gdy ® jest elipsa otrzymujemy metryke euklidesowa (poprawna
nazwa, bo otrzymana geometria to geometria euklidesowa).



Przyktady:

Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy
metryke miejska — oczywiscie, nie jest to metryka Minkowskiego.

Gdy ® jest elipsa otrzymujemy metryke euklidesowa (poprawna
nazwa, bo otrzymana geometria to geometria euklidesowa).

Teraz przeprowadzimy dowod, ze pg jest metryks przesuwalng i
odpowiemy na pytanie, kiedy jest metryksa Minkowskiego.



Przyktady:

Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy
metryke miejska — oczywiscie, nie jest to metryka Minkowskiego.

Gdy ® jest elipsa otrzymujemy metryke euklidesowa (poprawna
nazwa, bo otrzymana geometria to geometria euklidesowa).

Teraz przeprowadzimy dowod, ze pg jest metryks przesuwalng i
odpowiemy na pytanie, kiedy jest metryksa Minkowskiego.

Dalej rozpatrzymy pytanie, jak od wtasnosci ® zalezy zdefiniowana
przez nig geometria.



Wiszystko, poza nierownoscia tréojkata, to oczywista oczywistosc:

ps(AB) =0 p(OB") =0« p(AB)=0<a=1b




Rownie tatwo jest zauwazyc, ze

p(AX) + p(XB) = p(AB) — p(OX') + p(X'B’) = p(OB’) —

225 )ﬂp)%Ai)):p(OB ) — pa(AX) + pa(XB) = ps(AB),

czyli, ze jesli X jest punktem prostej afinicznej AB,
to jest punktem prostej metrycznej AB.

Aby wykazac, ze ps jest metryka nalezy wykazaé jeszcze, ze
p(AX) + p(XB) > p(AB) — pa(AX) + pa(XB) = ps(AB).

Natomiast, by wykazac, ze jest metryka Minkowskiego,
nalezy wykazac¢ wiecej:

p(AX) + p(XB) > p(AB) — pa(AX) + pa(XB) > ps(AB),

czyli, ze jesli punkt X nie jest punktem prostej afinicznej,
to nie jest punktem prostej metryczne;.



Uwaga techniczna:

pa(OP) = p3(0Q) < PQ || PeQq




Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze pe (X B) < po(AB).

AA'OB, AAX'X, XX'OB i A’ X'OP sg réwnolegtobokami;
X"0O H X'O01X"A H X(I)Aq) oraz QX/ H X'A" i X”Q ” X@Pq);
QX'OR i1 X"QRS sa rownolegtobokami.



Mamy ZOX”Q = ZOX@PCD S ZOXCI)A@ — ZOX”A/. (1)




Mamy ZOX”Q = ZOX@PCD S ZOX@ACI) — ZOX”A/. (1)

Zatem pa(AB) — pa(X B) = pa(OX") — ps(OX') = pe (X' X") =
= pa(05) = pa(OR) = pa(X'Q) < po(X'A") = pa(AX).  (2)
Jesli w (1) bedzie <, to i w (2) bedzie <.



Zatem cialo cechujace faktycznie daje metryke, w ktérej okregami
(sferami (n — 1)-wymiarowymi) sg wszystkie obrazy ® w prze-
sunieciach i jednoktadnosciach, a samo ® jest okregiem (sfera)

jednostkowym.

Gdy cialo cechujace jest mocno wypukte (czyli @ nie zawiera od-
cinkow), otrzymana metryka jest metryka Minkowskiego.



Rzut prostokatny P punktu P na prosta k to najblizszy punktowi
P punkt prostej k:

()

gdy rownolegla do k styczna k' do ® ma z ® punkt wspdlny S,

Stad
kLl VYPQel (P,=Qy).
OCZ}/’WiéCie, kL ll Nk L lg — ll ” l2.
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Latwo zauwazy¢, ze jednak nie musi by¢
li_l/\kQJ_l—>k1 H kgi

N

Aby mozna bylo jednoznacznie podnosié¢ i opuszczac prostopadia,
® musi byc¢ gtadka.



Nawet dla gtadkiej ® prostopadtosé¢ nie musi by¢ symetryczna:

k



Aby prostopadtos$¢ byta symetryczna potrzeba i wystarcza, aby ®
miata wiasnosé rownolegloboku, co oznacza, ze

jesly opiszemy na ® rownoleglobok, ktorego dwa przeciwlegle bok:
sq styczne do ® w swoich $rodkach, to jest tak @ dla drugiej pary
bokow.




Powstaje pytanie, czy kazda gltadka & majaca wilasnosé¢
réwnolegtoboku jest elipsg, czyli definiuje geometrie euklidesows.

Pytanie okazato sie trudne, a odpowiedz negatywna.
Johann Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer

Kurven, Ber.Vehr.Sachs.Akad., 68 (1916), 123-128.

Co wiec, poza mocng wypukloscia ciata, gtadkoscig brzegu
1 wlasnoscig réwnolegtoboku, jest potrzebne, aby geometria byta
euklidesowa, czyli by ® byla elipsa (elipsoida)?



Dopetnia te warunki wilasnosc¢ symetria:

dla kazdej srednicy | krzywe) ® istnieje taka Srednica k,
ze wszystkie steczne rownolegte do k majq Srodek na l.

Nazwa warunku bierze sie stad, ze implikuje on istnienie symetrii
osiowe] wzgledem kazdej prostej.



Skoro umiemy wyrozni¢, sposrod geometrii danych w przestrzeni
afinicznej przez cialo cechujace, geometrie euklidesowa, powstaje
tez pytanie, jak dalece roznia sie one od tej ich najdoskonalszej

wers]i.



Skoro umiemy wyrozni¢, sposrod geometrii danych w przestrzeni
afinicznej przez cialo cechujace, geometrie euklidesowa, powstaje
tez pytanie, jak dalece roznia sie one od tej ich najdoskonalszej
wers]i.

Odpowiedz jest przykra: réznia sie niewiele, a doktadniej:
dla kazdej krzywej ® istnieje taka elipsa (elipsoida) F, ze

pE < po < V/n-pE,

gdzie n jest wymiarem przestrzeni.

Fritz John, Eztremum Problems with Inequalities as Subsidiary

Conditions in Studies and Essays presented to R.Courant. . .,
NY 1948.



W tytule pracy Johna pojawia sie hasto Szkoty: poszukujemy eks-
tremalnych elips: opisanej i wpisanej w P.

Dowdd dogodnie jest przeprowadzi¢ przez trzy lematy:

Lemat 1. Dla ograniczonego Srodkowosymetrycznego ciata wypu-

kiego istnieje zawarta w nim elipsa o maksymalnym polu, co wie-
cej, jest z nim wspotsrodkowa.



Lemat 2. Ze wszystkich romboscianow opisanych na jednostkowe)
kult nagmniejszqg miare ma kostka.

Dowod. Romboscian to obraz kostki w powinowactwie prostokat-
nym o kierunku jednej z gtownych przekatnych. Przyjmiemy tez,
ze powinowactwo to ma skale wieksza od jednosci. Przy takim ro-
zumieniu tej nazwy jego objetos¢ jest postaci

Vola) =k -a-b0" 1,

gdzie a to odlegtos¢ najdalszego wierzchotka romboscianu od jego
srodka symetrii (bedacego, oczywiscie $rodkiem wymienionej w
twierdzeniu kuli); b to promien (n — 1)-wymiarowej kuli wpisane;
w przeciecie romboscianu symetralng odcinka taczacego jego naj-
odleglejsze wierzchoiki; k,, to wspotczynnik charakterystyczny dla
wymiaru n przestrzeni (np. ko =1, k3 = 2/3).



Skoro rombogscian jest opisany na kuli jednostkowej, wiec

%: \/aQb+ s i b=a(a®-1)"1/2),

Oznaczmy fu(a) :=Vi(a)/kn =a-b""1 =a"(a® — 1) >
Jak tatwo obliczy¢

n—1
2
(

=na" (a®—1)" 2z +a" (- )-2a(a®—1)" 2z =

—a" " 1(a® —1)" 2 (n(a2 — 1) —

=a""!(a® - 1) 5 >(a2 —n).

Zatem ekstremum jest dla /n.



Lemat 3. Jesli najwiekszq elipsoidqg zawartg w ciele C jest kula
jednostkowa, to C zawiera sie w kuli o promieniu \/n.

Dowaod. Niech P bedzie punktem C najdalszym od O — jego srodka
symetrii (i srodka kuli ). Opiszmy na kuli kostke tak, by @ —
jeden z jej wierzcholkow — lezal na poétprostej O P. Niech P bedzie
symetrycznym uwypukleniem U {P}, Q zas KU {Q}.

Przypusémy, ze () jest wewnatrz odcinka OP.

Woéwczas KCOQCPcCC.

IC jest, wobec lematu 2, najwieksza elipsoida w kostce, wiec tym
bardziej] w Q. Wykonajmy powinowactwo prostokatne ¢ o hiper-
ptaszczyznie statej przechodzacej przez O, w ktorym o(Q) = P.
Obraz K w ¢ jest elipsoida wpisana w P, a wiec zawartg w C i
wieksza od IC — sprzecznosc.

Zatem P jest punktem odcinka OQ i p(OP) < /n.



Dowdd twierdzenia Johna:

Oznaczmy najwieksza elipsoide wpisang w ciato C przez &, a przez
) powinowactwo osiowe przeksztatcajace £ na kule 1 wreszcie przez
Y jednoktadnos¢ przeksztatcajaca te kule na kule jednostkowsg K.

Wobec lematu 3 istnieje kula K o promieniu /n zawierajaca
x((C)). Zatem &’ := = (x 1(K)) jest szukana elipsoida, jed-
noktadng z £ w skali \/n i zawierajaca C.



Dowdd twierdzenia Johna:

Oznaczmy najwieksza elipsoide wpisang w ciato C przez &, a przez
) powinowactwo osiowe przeksztatcajace £ na kule 1 wreszcie przez
Y jednoktadnos¢ przeksztatcajaca te kule na kule jednostkowsg K.

Wobec lematu 3 istnieje kula K o promieniu /n zawierajaca
x(¥(C)). Zatem & := = H(x 1 (K)) jest szukana elipsoida, jed-
noktadng z £ w skali \/n i zawierajaca C.

Morat zamykajacy:

Wiszelkie geometrie skonczenie wymiarowe dane przez ciata cechu-
jace roznia sie nieistotnie, bo wszystko w nich daje sie oszacowac
dos¢ dobrze tak z gory, jak z dotu przez geometrie euklidesows.



