Mierzenie
wielokgtow

1 wieloScianow
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Jakie warunki musi spelnia¢ miara
pola czy objetosci?

1. A=B — m(A) = m(B)
2. ANBCO0ANOB — m(AUB)=m(A)+m(B)
3. m(A) >0

4. m(kostka jednostkowa) = 1



Poniewaz prostokaty

o odpowiednio rownych bokach sa przystajace,
wiec pole prostokata P

jest funkcjg dtugosci a i b jego bokow

m(P) =: f(a, b).



Ustalmy jeden z bokéw i zajmijmy sie powstaty funkcja

g(a) e = f(av bO)



Ustalmy jeden z bokéw i zajmijmy sie powstaty funkcja

g(a) e = f(av bO)

Funkcja ta w oczywisty sposob spetnia zaleznosé

g(a1 +az) = g(a1) + g(az)
dla dowolnych (dodatnich) a1, as.



Ustalmy jeden z bokéw 1 zajmijmy sie powstata funkcjg

g(a) := f(a, bo).

Funkcja ta w oczywisty sposob spetnia zaleznosé

g(a1 +az) = g(a1) + g(az)
dla dowolnych (dodatnich) a1, as.

Zaleznos¢ ta to rownanie funkcyjne

zwane rownaniem Cauchy’ego.

Louis Augustin Cauchy, 1789-1857



Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest
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Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest

g(w-a)=w-g(a).

Jest tak, bo

f((k+1)a) = f(ka) + f(a), a wiec f(na) = nf(a);
fla) = f(m- a) = mf(;;a), a wiee f(;a) = 5 f(a);
f(0) = £(040) = £(0) + f(0), a wicc £(0) = 0;
0=f(0) = f(z —x) = f(z) + f(—x), a wicc f(—z) = —f(x).
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g(w) = ap - w.



Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest

g(w-a)=w-g(a).

Biorac wiec g(1) = a3, mamy

g(w) = ap - w.

Powstaje pytanie, czy dla dowolnego x jest

g(x) =ayp - x.



Okazuje sie, ze
bez dodatkowych zalozen

tego udowodni¢ nie mozna.



Okazuje sie, ze
bez dodatkowych zalozen

tego udowodni¢ nie mozna.

Ale przeciez nie wykorzystaliSmy jeszcze
trzecie] wtasnosci miary

— tego, ze musi by¢ nieujemna.

Wprowadzmy wiec

jeszcze jedng funkcje pomocniczg

h(x) :=g(x) — ap - x.
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x
e spelnia réwnanie Cauchy’ego,

Istotnie,

h(z+y)=g(x+y) —ap(x+y)=9gx)+9y) —wr—apy =
= g(x) — apr + g(y) — awy = h(x) + h(y).
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x

e spelnia réwnanie Cauchy’ego,

® o jest okresowa z okresem 1,

h(z+1) = h(z) + h(1) = h(z) + g(1) — ap - 1 = h(x).
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x
e spelnia réwnanie Cauchy’ego,

® o jest okresowa z okresem 1,
e ¢ o spelnia h(z) + (1 — x) =0,

a jesli spelniony jest warunek 3,

e jest ograniczona z dotu przez —ay,.
W przedziale |0, 1) mamy bowiem
h(x) =g9(x) — apx > —apx > —ap,

co, wobec okresowosci, wystarcza.



Funkcja h(z) = g(x) — ap - x

e spelnia réwnanie Cauchy’ego,
® o jest okresowa z okresem 1,
e ¢ o spelnia h(z) + (1 — x) =0,

a jesli spelniony jest warunek 3,

e jest ograniczona z dotu przez —ay.

Jesli h nie jest stale roOwna zeru, to wobec e o @

dla pewnego y przyjmuje wartos¢ ujemna,
ale wtedy

h(n-y) =n-h(y) jest nieograniczenie ujemne.

SPRZECZNOSC!



Zatem dla wszystkich x jest
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Zatem dla wszystkich x jest

g(ﬂ?) — O - T,

czyli f(a, bg) = ap - a, gdzie ap zalezy od (jest funkcja) bg.

Dzielgc inaczej prostokat, otrzymujemy

dla kazdego a

Oéb(bl + bg) Q= f(CL, b1 + bg) =

= Ofb(bl) - a + Ozb(bg) - = (Ozb(b1) + Oéb(bg)) - a,
czyli
Ozb(bl -+ bg) m— Ozb(bl) + Ozb(bg),

a wiec znowu rownanie Cauchy’ego.



Funkcja oy spelnia réwnanie Cauchy’ego,
mozna wiec dla niej powtorzy¢ to, co robiliSmy
z funkcja g, otrzymujac dla dowolnego x

ap(x) =0 -z,

a wiec

fla,b) =06 -a-b.

Gdy teraz zastosujemy witasnosé¢ 4, otrzymamy
1=f(1,1)=06-1-1=7, czyli f(a, b) =a-b,
a wiec ostatecznie

pole prostokata o bokach a 1 b musi by¢ réwne a - b.



Nietrudno zauwazy¢, iz
— zupelnie tak samo, jak dla prostokata —
mozna uzyskac¢ stwierdzenie, ze

objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a, b, c
musi by¢ rowna a - b - c.



Nietrudno zauwazy¢, iz
— zupelnie tak samo, jak dla prostokata —
mozna uzyskac¢ stwierdzenie, ze

objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a, b, c
musi by¢ rowna a - b - c.

Zanim zajmiemy sie¢ przeniesieniem tych rezultatéw na wszystkie
wielokaty 1 wieloSciany — kilka faktow o rownaniach funkcyjnych.



Gdy na rozwigzanie réwnania Cauchy’ego, nie narzucimy dodat-
kowych warunkéw otrzymamy tych rozwiazan wiele
— wrocimy do nich dalej.

Gdy jednak zazadac, powiedzmy, ciggtosci od poszukiwanych
funkcji, wowczas wiele rownan funkcyjnych bedzie miato
jednoznaczne odpowiedzi.

I wtedy np. jedynym rozwigzaniem rownania funkcyjnego
L(zy) = L(z) + L(y) jest log, x dla dowolnego a > 0,
a rownania funkcyjnego

Alx +y) = A(x)A(y) — funkcja a® dla dowolnego a > 0.



Funkcje trygonometryczne S(x) = sin cx oraz C'(x) = coscx
spetniaja oczywiscie znane zwiazki (¢ to dowolna stata)

(1) S(z +y) = S(x)C(y) + C(x)S5(y)
(2) Clz +y) =C(x)C(y) — S(x)5(y)
(3) S(x —y) = S(x)C(y) — C(x)S5(y)
(4) Clz —y) = C(x)C(y) + 5(x)5(y)
ale zadne z tych réwnan, nawet przy zatozeniu ciagtosci,

nie daje jedynie funkcji trygonometrycznych.

“Najblizej” jest (4) — poza funkcjami trygonometrycznymi

jest jeszeze C(z) =d i S(z) = £4/d(1 — d) dla d € (0, 1).
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e z dowolnego wielokgta same tréjkaty,
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e ¢ ¢ 7 dowolnego prostokata kwadrat,

(twierdzenie Bolyaia— Gerwiena)
a nawet dowolny inny prostokat o tym samym polu,
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Wracamy do wielokatow.

Poniewaz nozyczkami mozna zrobic¢
e z dowolnego wielokgta same tréjkaty,
e ¢ 7 dowolnego trojkata prostokat,

e ¢ ¢ 7 dowolnego prostokata kwadrat,
(twierdzenie Bolyaia— Gerwiena)

e e 0 0 7z dwich kwadratow jeden,

wiec mozemy — jak w tangramie —
zamieni¢ dowolny wielokat na kwadrat o réwnym mu polu,
co wyznacza zatem to pole jednoznacznie.



Przejdzmy do wieloScianow

W sposéb oczywisty dowolny graniastostup prosty mozna
(tym razem pila) pociaé¢ na mniejsze wieloSciany,
z ktoérych utozy sie prostopadtoscian, a nawet szeScian.

Klopot w tym, ze nie umiano wykazac¢, iz dowolny ostrostup
(wystarczy to umie¢ dla czworoscianu) mozna pociaé
na wielosciany, z ktorych da sie utozy¢ jakis graniastostup.

Euklides w Elementach postuzyt sie metoda wyczerpywania
1 nikt p6zniej nie umial wymysli¢ niczego lepszego.

Az w 1900 roku David Hilbert uczynit z pytania

czy objetos¢ czworoscianu da sie obliczy¢ elementarnie?
jedno z zadan matematyki na XX wiek.



Metoda wyczerpywania
Eudoksos (—408;—355)

Jesli z jakiejs figury plaskie) wyjmiesz wiecej niz potowe,

z tego co zostanie znow wyjmiesz wiecej niz potowe

1 bedziesz tak postepowal dalej, to suma pol wyjetych czesct
dowolnie doktadnie przyblizy pole tej figury.



Uzasadnia to nastepujacy rachunek.

Oznaczmy poszukiwane pole figury przez S, a kolejno wyjmowane
fragmenty (nie musza by¢ w jednym kawatku) przez Uy, Us, Us, . ..
Z zalozenia Uy > 1S 1 U, > 2(S — (U + ... 4+ Ug_1)).

Wykazemy, ze Uy + Uy + ...+ U, > S 2+ 55 + ...+ 5=

Dla n = 1 mamy tak z zalozenia. Jesli wiec dla pewnego k
powyzsza zaleznos¢ ma miejsce, mamy tez

U +Us+ ...+ Uy 2

>U1+ U+ ...+ U+ 3(S— (U1 + Uz + ...+ Uy)) =

::§(5+(Uy+U¢+”.+U@)>q5(s+d%(%+§;+”s+§0)::
=95 (%+2i2—|—...+2,€%),(:0 konczy dowdd.

ZatemmamyS}(U1—|—U2—|—...)>S(%—I—2i2—|—...) S.



Fuklides z czworoscianu o podstawie P 1 wysokosci h wyczerpywalt
jako Uy graniastostupy o objetosci iP- %h i % : %P- %h,
czyli mial Uy = 2- ¢ Ph = 1 Ph.

Zostawaly dwa czworosciany podobne do wyjsciowego w stosunku
liniowym % Podobna operacja wykonana na nich dawata

Uy =2-(2)°U; = 2U;.

[terujac to postepowanie otrzymywat Upiq = %Uk.

Zgodnie wiec z metoda wyczerpywania otrzymat

V=U1(1+i+4i2‘|‘---):iph'%:%Ph'



III problem Hilberta ma rozwigznie negatywne.

Oto przyklad czworoscianu,

ktorego nie mozna pociac A ten czworoScian
na takie mniejsze wielosciany, da sie tak pociac.
z ktoérych da sie utozyc

prostopadtoscian.

O\




Objasnia to
Twierdzenie Dehna — Sydlera:

Dwa wieloSciany sg rOwnowazne przez pociecie
wtedy i1 tylko wtedy,
gdy majg rowne wszystkie niezmienniki Dehna.



Objasnia to
Twierdzenie Dehna — Sydlera:

Dwa wieloSciany sg rOwnowazne przez pociecie
wtedy i1 tylko wtedy,
gdy majg rowne wszystkie niezmienniki Dehna.

Oczywiscie, najpierw nalezy wyjasnic,

co to takiego te niezmienniki Dehna,

a to wymaga wprowadzenia funkcji addytywnych
1 ich szczegdlnego przypadku — funkcji Dehna.



Funkcje addytywne
to wszystkie funkcje spelniajace dla dowolnych x, y warunek

fle+y) = flx)+ fy) czyli réwnanie Cauchy’ego.
Jak stwierdzilismy, jesli f jest funkcja addytywna, to dla dowolne]

liczby a i dowolnej liczby wymiernej w zachodzi f(w-a) = w- f(a).

StwierdziliSmy tez, ze dodatkowe warunki moga spowodowac, ze
bedzie to jedynie f(x) =~ -z dla dowolnej stalej ~.



Jesli jednak nie chcemy okresla¢ funkcji addytywnej dla wszystkich
liczb rzeczywistych, a chcemy mie¢ ja na pewno dla niektorych
liczb, mozemy takich funkcji wskazac¢ wiecej.

Ustalajac np., ze f(1) =~ mamy f(w) =1 - w.
Jednak dla dowolnej liczby niewymiernej, np. v/2 mozemy ustalié
dowolnie f(v/2) = 7,. Wéwezas dla liczb postaci w+v+/2 bedziemy
mieli f(w +vv2) =7 -w+ 2 - 0.
Liczba 7 nie jest tej postaci — mozemy wiec przyjaé¢ np. f(m) = 73
i wowcezas bedzie f(w +vvV2+um) =y - w+ Y2 -V + y3 - u

dla w, v, v wymiernych.
I tak dalej.

Funkcje Dehna to te, dla ktorych f(m) =



Niezmiennik Dehna

to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob
ki flp1) + k2 flp2) + .o+ kn flen),

gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwuscienne przy nich,

f natomiast to dowolna funkcja Dehna.



Niezmiennik Dehna

to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob
ki flp1) + k2 flp2) + .o+ kn flen),

gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwuscienne przy nich,

f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

Wizystkie katy dwusScienne prostopadtoscianu sg proste,

czyli rowne 3, a wigc sg wymiernymi wielokrotnosciami 7.

Stad wszystkie niezmienniki Dehna prostopadloscianu sa réwne 0.
Zatem — na mocy twierdzenia Dehna—Sydlera — robwnowazne pro-
stopadtoscianowi (czy szescianowi)

przez pociecie sg te 1 tylko te wielosciany,
dla ktorych wszystkie niezmienniki Dehna sa réwne O.



Niezmiennik Dehna
to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob

ky- fQp1) + ke - f(p2) + oo+ Fn - f(on),
gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwuscienne przy nich,
f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

7, twierdzenia Dehna—Sydlera wynika
natychmiast, ze ten czworoscian

daje sie pocig¢ na wieloSciany,
z ktérych mozna utozyc

prostopadtoscian,
bo wszystkie jego katy dwuscienne
to wymierne wielokrotnosci 7.




Niezmiennik Dehna
to liczba obliczana dla wieloscianu w nastepujacy sposob

ky- fQp1) + ke - f(p2) + oo+ Fn - f(on),
gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwuscienne przy nich,
f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

7, twierdzenia Dehna—Sydlera wynika
natychmiast, ze ten czworoscian

daje sie pocig¢ na wieloSciany,
z ktérych mozna utozyc

prostopadtoscian,
bo wszystkie jego katy dwuscienne
to wymierne wielokrotnosci 7.

prawda?



Oba sktadniki twierdzenia Dehna—Sydlera powstaty
nierownoczesnie.

Max Dehn (1878-1952) nie mial mozliwosci poznaé¢ twierdzenia
Sydlera (1921-1988), bo powstalo ono juz po jego $mierci.

Dehn stwierdza, kiedy dwa wieloSciany nie sa réwnowazne przez

podzial, Sydler — kiedy sa.

Dowd6d Dehna jest prosty, wystarczy zauwazyc¢, ze

kif(p) + kaf(p) = (k1 + k2)f(p), co jest oczywiste,
oraz, ze kf(p1) + kf(p2) =Ekf(e1 + @2), bo f jest addytywna.



Oba sktadniki twierdzenia Dehna—Sydlera powstaty
nierownoczesnie.

Max Dehn (1878-1952) nie mial mozliwosci poznaé¢ twierdzenia

Sydlera (1921-1988), bo powstalo ono juz po jego $mierci.

Dehn stwierdza, kiedy dwa wieloSciany nie sa réwnowazne przez
podzial, Sydler — kiedy sa.

Dowd6d Dehna jest prosty, wystarczy zauwazyc¢, ze

kif(p) + kaf(p) = (k1 + k2)f(p), co jest oczywiste,
oraz, ze kf(p1) + kf(p2) =Ekf(e1 + @2), bo f jest addytywna.

Natomiast dowdd twierdzenia Sydlera jest — jak dotad — bardzo
skomplikowany.

Gdy wiec chcemy pokazac, jak pocia¢ cos, co — jak wiemy — pocigé
sie daje, musimy uczyni¢ to artystycznie.



Oto przyktad takiego pociecia:

tniemy na cztery czesci i mamy ... graniastostup!




A teraz ten drugi czworoScian:

jego niezmienniki Dehna to

3-1-f(5)+3- ff( ) = 3vV2f(p),

gdzie cos p = \/g




A teraz ten drugi czworoscian:

jego niezmienniki Dehna to

3-1-f(5)+3- ff( ) = 3vV2f(p),

gdzie cos p = \/g

Wszystkie niezmienniki Dehna
beda réwne 0, gdy ¢ bedzie
wymierna wielokrotnoscia 7.

Gdy ¢ nie bedzie wymierna wielokrotnoscia ,

bedziemy mogli obra¢ warto$é¢ f(¢) dowolnie,
w szczegolnosci rézna od 0, co oznaczacé bedzie, ze ten czworoscian
nie jest rownowazny przez rozktad z zadnym prostopadtoscianem.



Okazuje sie, ze cosny = \;’Jgn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.



Okazuje sie, ze cosny = \;’Jgn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.
Oto dowdd.

COS p = \/Lg, cos2p =2cos’p—1=2—1= _Tl,

V] )

awleca; =11ay9=—1.

Poniewaz cos(k + 1)y + cos(k — 1) = 2 cos ky - cos p, wiec
cos(k + 1) =2coskp - cosp —cos(k — 1)p =

_ 9 _ak 1 ar—1 __ 2a—3akp—1 __  Qk41

AT YT T e T
Zatem 3 far.1 i w konsekwencji 3 fa,, dla dowolnego n.




Okazuje sie, ze cosny = \?gn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.
Oto dowdd.
COS = \/Lg, cos2p = 2cos? o — 1 = % — 1= _Tl,
awleca; =11ag=—1.
Poniewaz cos(k + 1)y + cos(k — 1) = 2 cos ky - cos p, wiec
cos(k + 1) =2coskp - cosp — cos(k — 1)p =

_ 9 _ak 1 ar—1 __ 2a—3akp—1 __  Qk41

AT YT T e T
Zatem 3 far.1 i w konsekwencji 3 fa,, dla dowolnego n.

Ale gdyby zachodzito ¢ = 7,
mieliby$my 2ne = 2mm i cos(2nyp) = 1.
SPRZECZNOSC!



Lista czworosciandéw, ktore sa przez pociecie rownowazne
prostopadloécianowi (a wiec tez szeScianowi) nie jest zamknieta
1 liczy trzy nieskonczone serie i 27 pojedynczych egzemplarzy.

Na przyklad jest tam czworoscian ABC'D, w ktérym
AB=BD =+/3, AC=CD =+v2, AD=21i BC = 1.

Nie wszystkie z nich maja wytacznie katy
bedace wielokrotnosciami 7.

Np. dla dowolnego kata ostrego o da sie pociaé¢ czworoscian,

ktory przy krawedziach AB i C'D ma kat dwuScienny «,

przy krawedzi BD kat m — 2« 1 pozostate “przyzwoite”:

przy krawedziach AD 1 BC' kat 5 i przy krawedzi AC kat %.



Powiekszenie tej listy byloby rezultatem
waznym, publikowalnym w powaznych
czasopismach fachowych.



Lista czworo$cianéw ABCD, rownowaznych przez rozklad sze$cianowi

Pierwsze takie czworosciany wskazal M.J.M. Hill w
1896 roku. Sa to czworosciany w tabeli oznaczone litera H.

Wszystkie znane czworoSciany wypelniajace przestrzen
wziete sa z tej listy, a wskazali je — oprécz wymienionych —

Aad

(dokoniczenie listy znanych czworoscianéw réwnowaznych szescianowi)

Liste przedtuzali O. Niccoletti (1914), D.M.Y. Sommerville desa ‘P ”L Davileg (1965). i L. Baumgavten (1.9687771)' Sato krawedzie [ dlugodci [ katy dwuscienne krawedzie [ dlugosci | katy dwuscienne
= wszystkie czworosciany Hilla (H;(a)) oraz To i Tia. T Tho(c)
(1923), J.P. Sydler (1943-65), M. Goldberg (1958-74), 1 : 19
H.C. Lenhard (1962). Réwniez lista tych czworodcianéw (jak widaé bardzo krétka) AB Vv 3m/10 AB 2V3(z ~ 1) /6
L o . . jest otwarta, a jej poszerzenie byloby znaczacym rezultatem. AC V3 /6 AC 23—z /5
Problem przedtuzenia tej listy jest otwarty, a wyniki sa AD 1 et arcth:cz AD 10 — 5% o
publikowalne. BC NI /10 el 2/3 2r/3
BD 1 = — arctg2 BD V10 =3z X := arccos(z?/(2v/3))
[ krawedzie | dlugosci | katy dwuscienne krawedzie | dlugoici [  katy dwuscienne oD 1 e cD Womer /5
| Hi(a) Ty Tha(a Tao(cx)
| AB sin o @ AB \VF)l/F /5 A(B) V3 /6 AB S /10
AC V3cosa /3 AC V3x /3 AC V3 /6 AC 9B /5
AL 1 /2 AD 2 /2 AD V5/2 0 := m — arccos 2/3 AD V6 T—p
BG o 2 BC v /5 BC 2 /4 BC 23 2r/3
[iD o 72 BD 3 _‘/i ?”/3 BD \/5/2 w—0/2 BD V6frz b= arccos(za/z/(%‘/g))
e i e cD V5/\E 37/5 cp VB/2 w—0/2 cp Va(z - 1) /3
Ha(a) . Ts(a) . Th3(c) T2 (a)
. e 9 AB V5w /5 AB VI¥s /5 AB e /5
AC ﬁc‘:nsa /3 AC V3 /3 AC V6—3z /3 AC V3 /3
4D z /2 AD V3 /3 AD 2/z /2 £ AD 3-% 37/2
BC V/5sin?a—1 7 — arccos((1/2)ctga) BC V5/VE 27 /5 BC 2/x /2 BC V2+z 27 /5
BD 2sin a (7/2) —a BD V5/\VE 21/5 BD V=3 /3 BD e /2
cD V/5sin?a — 1 arccos((1/2)ctga) ¢D 2/x /2 cD V18— 1z 3n/5 cD V3 —1) /3
Hi(a) To(a) i Ta Too
AB 2sina a AB \{5/\/; ar /5 AB V2+z /5 AB V3 /3
AC VIZeosa /6 AC V5V /5 AC 26— 3z /3 AC 23 /3
V2 +sin? ((1/v/3) cos ) AD Vs /5 AD 2v5 -2 /2 AD N 2r/5
AD 2+ sin® a T — arccos 3)cos ’ ; G
BC 2 /2 BC V3 /3 BC VT +3a/a? - BC VT v
BD sina 7~ 20 gg ‘2/5 W/; BD VT+3z/x 9 BD V=2 v := arctgy/11 + 6z
cD V2 +sina m — arccos((1/3) cos a) T i Lt 7 ¢D 2v18 — 11z 3m/10 o CcD 2y3—2z 3m/10
[ 15 23
o /3 /3 AB V5 /a 3r/5 AB SR /10 AB V3 /3
- Vo i AC V3 /3 AC 26— 3z /3 AC V6=3z /3
?ﬁ, 22 :44 AD V5 /% /8 AD VI0 -3z ) AD 3-z 21/5
BC 1 /2 Bd 5/ /5 BC 262 /2 BC 3=z 21 /5
5D /3 /3 BD V3 /3 BD VIO =3z 5 - BD /637 /3
g ; &) 5T 37/5 cD VI8 =11z | 3n/5 CcD VT—1z 3n/5
CD V2 /2 = = / 7
,/, 8 16 24 b
A z = /5/2 /2 - v 3a/5 4B v2+a /5 AB V3 /6
a0 e i AC V3 /6 AC zV3 /3 AC 6— 3z /3
% A i AD Vi/2 B = arctg/7/5 AD 2 /2 AD VII —4z/2 T
BC V3 /3 BC Y5/ /5 BC V3 2m/3 BC V3—z /2
WE = BD V3/2 /3 BD 2+z 21 /5 BD VII=4z/2 | ¢ := arccos(1/(2v/3x?))
BD VBT /5 o i /5 ot
eD V5/VE 27 /5 . CD Vi/2 m—p - T = 37/5
T o 17 25
AB V3 27 /3 AB ava 3n/5 AB 2+w /5 AB V6—3z ¥ 1= arctg,/3/5
AC V5vT /5 AC V3 /3 AC =V3 /3 AC V3 /3
AD NENG /5 AD V5/(2v/3) /5 AD 2 /2 AD 2V2= % /2
. e : BC 5/ 7/10 BC V3 /3 BC Vi 3n/5
B( V5/VT 27 /5
BD V)7 /5 BD \/@/2 7y = arctgy/9 — 25 BD V6 — 3z 2m/3 BD V6 -3z (27 /3) —
oD 9 7/2 CD VT+3z/2 o= TC'D V3—=z 2r/5 cD T—ds /5
— Tio 18 Tae
Ts
AB /5 AB v 3m/10 ﬁg v\/g—_‘if W?i AB ? (n/3) =
y AC —z m
4o /3 - = & o AD (R 2 /3 ﬁg V3 : 4 w
AD 2 /2 AD VT-3/z/2 | §:=arctg/9+2V5 = i onf3 -z /5
BC V5/VT 3r/5 BC V5//T n/5 P 3 2”” . - BC 2v2 /2
BD V3/z /3 BD /T = 3/z/2 i iy ‘ —/ix :?5 gD \/_\/2 Tz 2r/5
cD V5V 27 /5 cD V5/3/2 37/5 D 3 —1) /3




