Mierzenie
wielokatow

1 wielosScianow
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Jakie warunki musi spelnia¢ miara
pola czy objetosci?

1. A=B — m(A) = m(B)
2. ANBCO0ANOB — m(AUB)=m(A)+ m(B)
3. m(A) >0

4. m(kostka jednostkowa) = 1



Poniewaz prostokaty

o odpowiednio rownych bokach sg przystajace,
wiec pole prostokata P

jest funkcja dtugosci a 1 b jego bokow

m(P) =: f(a, b).



Ustalmy jeden z bokéw i zajmijmy sie powstaly funkcja

g(a) c= f(CL, bO)



Ustalmy jeden z bokéw i zajmijmy sie powstaly funkcja

g(a) := f(a, by).

Funkcja ta w oczywisty sposob spelnia zaleznosé

g(a1 +az) = g(a1) + g(az)
dla dowolnych (dodatnich) a1, as.



Ustalmy jeden z bokéw i zajmijmy sie powstaly funkcja

g(CL) c= f(CL, bO)

Funkcja ta w oczywisty sposob spelnia zaleznosé

g9(a1 + az) = g(a1) + g(az)
dla dowolnych (dodatnich) a1, as.

Zaleznos¢ ta to rownanie funkcyjne

zwane rownaniem Cauchy’ego.

Louis Augustin Cauchy, 1789-1857



Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest
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Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest

g(w-a)=w-g(a).

Jest tak, bo

f((k+1)a) = f(ka) + f(a), a wiec f(na) = nf(a);
fla) = f(m- s a) =mf(a), awice f(5a) = - f(a);
f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0), a wiec f(0) = 0;
0=/(0)=f(z—2x)=flz)+ f(-z), a wiec f(-z)=—[(z).
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Nietrudno wykazac, ze

dla dowolnej liczby wymiernej w jest

g(w-a) = w - g(a).

Biorac wiec g(1) = a3, mamy

g(w) = ap - w.

Powstaje pytanie, czy dla dowolnego x jest

g(x) =ap - x.



Okazuje sie, ze
bez dodatkowych zalozen

tego udowodni¢ nie mozna.



Okazuje sie, ze
bez dodatkowych zalozen

tego udowodni¢ nie mozna.

Ale przeciez nie wykorzystaliSmy jeszcze
trzecie] wtasnosci miary

— tego, ze musi by¢ nieujemna.

Wprowadzmy wiec

jeszcze jedng funkcje pomocniczg

h(x) :=g(x) — ap - x.
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x
e spetnia réwnanie Cauchy’ego,

Istotnie,

h(z+y)=g(x+y) —ap(x+y)=9g)+9y) — wr —apy =
= g(x) — apr + g(y) — awy = h(z) + h(y).
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x

e speinia rownanie Cauchy’ego,

e o jest okresowa z okresem 1,

h(z+1)=h(z)+ h(l)=h(z)+g(1) —ap - 1 = h(x).
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e speinia rownanie Cauchy’ego,
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Funkcja h(z) = g(x) — ap - x
e speinia rownanie Cauchy’ego,

e o jest okresowa z okresem 1,
e ¢ o spelnia h(z) + A(1 — x) =0,

a jesli spetniony jest warunek 3,

e jest ograniczona z dotu przez —ay.
W przedziale |0, 1) mamy bowiem
h(x) =g(x) — apxr > —apx > —ap,

co, wobec okresowosci, wystarcza.



Funkcja h(z) = g(x) — ap - x

e speinia rownanie Cauchy’ego,
e o jest okresowa z okresem 1,
e ¢ o spelnia h(z) + A(1 — x) =0,

a jesli spetniony jest warunek 3,

e jest ograniczona z dotu przez —ay.

Jesli h nie jest stale rowna zeru, to wobec e o @

dla pewnego y przyjmuje wartos¢ ujemna,
ale wtedy

h(n-y) =n-h(y) jest nieograniczenie ujemne.

SPRZECZNOSC!



Zatem dla wszystkich x jest
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Zatem dla wszystkich x jest

g(x) — O - T,

czyli f(a, bg) = ap - a, gdzie ap zalezy od (jest funkcja) by.

Dzielgc inaczej prostokat, otrzymujemy

dla kazdego a

Cl(b(b1 -+ bz) - Q= f(CL, b1 + bg) —

= Ozb(bl) - a -+ Ckb(bg) - q = (Oéb(bl) + Ozb(bg)) - a,
czyli
Ozb(b1 —+ bz) — Ozb(bl) -+ Oéb(bg),

a wiec znowu rownanie Cauchy’ego.



Funkcja ay spetnia réwnanie Cauchy’ego,
mozna wiec dla niej powtorzy¢ to, co robiliSmy
z funkcjg g, otrzymujac dla dowolnego x

ap(z) =0 -,

a wiec

fla,b)=p03-a-b.

Gdy teraz zastosujemy wilasnosé 4, otrzymamy
1=f(1,1)=06-1-1=7, czyli f(a,b) =a-b,
a wiec ostatecznie

pole prostokata o bokach a 1 b musi by¢ réwne a - b.



Nietrudno zauwazyc¢, iz
— zupeinie tak samo, jak dla prostokata —
mozna uzyskac¢ stwierdzenie, ze

objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a, b, c
musi by¢ rowna a - b - c.



Nietrudno zauwazyc¢, iz
— zupeinie tak samo, jak dla prostokata —
mozna uzyskac¢ stwierdzenie, ze

objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a, b, c
musi by¢ rowna a - b - c.

Zanim zajmiemy si¢ przeniesieniem tych rezultatéw na wszystkie
wielokaty 1 wielosciany — kilka faktéw o réwnaniach funkcyjnych.



Gdy na rozwigzanie réwnania Cauchy’ego, nie narzucimy dodat-

kowych warunkéw otrzymamy tych rozwiazan wiele
— wrocimy do nich dalej.

Gdy jednak zazadac, powiedzmy, ciagltosci od poszukiwanych
funkcji, woéwczas wiele rownan funkcyjnych bedzie miato
jednoznaczne odpowiedzi.

I wtedy np. jedynym rozwigzaniem rownania funkcyjnego
L(zy) = L(z) + L(y) jest log,x dla dowolnego a > 0,
a réwnania funkcyjnego

Alx +y) = A(x)A(y) — funkcja a® dla dowolnego a > 0.



Funkcje trygonometryczne S(x) = sin cx oraz C'(z) = cos cx
spelniaja oczywiscie znane zwiazki (¢ to dowolna stala)

(1) S(z +y) = 5(x)C(y) + C(x)5(y)
(2) C(z +y) =C(x)C(y) — S(x)5(y)
(3) S(x —y) = 5(x)C(y) — C(x)5(y)
(4) Clz —y) = C(x)C(y) + 5(x)5(y)
ale zadne z tych réwnan, nawet przy zalozeniu ciaglosci,

nie daje jedynie funkcji trygonometrycznych.

“Najblizej” jest (4) — poza funkcjami trygonometrycznymi

jest jeszeze C(x) =d i S(z) = £4/d(1 — d) dla d € (0, 1).
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Wracamy do wielokatow.

Poniewaz nozyczkami mozna zrobié
e z dowolnego wielokagta same tréjkaty,
e ¢ 7 dowolnego trojkata prostokat,

e ¢ ¢ 7 dowolnego prostokata kwadrat,
a nawet dowolny inny prostokat o tym samym polu
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Wracamy do wielokatow.

Poniewaz nozyczkami mozna zrobié
e z dowolnego wielokagta same tréjkaty,
e ¢ 7 dowolnego trojkata prostokat,

e ¢ ¢ 7 dowolnego prostokata kwadrat,
(twierdzenie Bolyaia— Gerwiena)

e 000 7 dwich kwadratéow jeden, ] \

\

L




Wracamy do wielokatow.

Poniewaz nozyczkami mozna zrobié
e z dowolnego wielokagta same tréjkaty,
e ¢ 7 dowolnego trojkata prostokat,

e ¢ ¢ 7 dowolnego prostokata kwadrat,
(twierdzenie Bolyaia— Gerwiena)

e 000 7 dwich kwadratéow jeden,

wiec mozemy — jak w tangramie —
zamieni¢ dowolny wielokat na kwadrat o réwnym mu polu,
co wyznacza zatem to pole jednoznacznie.

(zob. tez konstrukcje, str. 27 —31)



Przejdzmy do wieloScianow

W sposéb oczywisty dowolny graniastostup prosty mozna
(tym razem pila) pociaé¢ na mniejsze wielosciany,
z ktérych utozy sie prostopadtoscian, a nawet szeScian.

Klopot w tym, ze nie umiano wykazac, iz dowolny ostrostup
(wystarczy to umie¢ dla czworoscianu) mozna pociaé
na wielosciany, z ktorych da sie utozy¢ jakis graniastostup.

Fuklides w Elementach postuzyl sie metodg wyczerpywania
patrz np. wyczerpywanie

1 nikt pozniej nie umiat wymysli¢ niczego lepszego.

Az w 1900 roku David Hilbert uczynit z pytania

czy objetos¢ czworoscianu da sie obliczy¢ elementarnie?
jedno z zadan matematyki na XX wiek.



III problem Hilberta ma rozwigzanie negatywne.

Oto przyktad czworoscianu,

ktorego nie mozna pociac A ten czworoScian
na takie mniejsze wielosciany, da sie tak pociac.
z ktérych da sie utozyc¢

prostopadtoscian.

O\




Objasnia to
Twierdzenie Dehna — Sydlera:

Dwa wieloSciany sq rOwnowazne przez pociecie
wtedy i tylko wtedy,
gdy majg rowne wszystkie niezmienniki Dehna.



Objasnia to
Twierdzenie Dehna — Sydlera:

Dwa wieloSciany sq rOwnowazne przez pociecie
wtedy i tylko wtedy,
gdy majg rowne wszystkie niezmienniki Dehna.

Oczywiscie, najpierw nalezy wyjasnic,

co to takiego te niezmienniki Dehna,

a to wymaga wprowadzenia funkcji addytywnych
1 ich szczegdlnego przypadku — funkcji Dehna.



Funkcje addytywne
to wszystkie funkcje spetlniajace dla dowolnych z, y warunek

fle+y) = f(zx)+ fly) czyli réwnanie Cauchy’ego.
Jak stwierdzilismy, jesli f jest funkcja addytywna, to dla dowolne]

liczby a i dowolnej liczby wymiernej w zachodzi f(w-a) = w- f(a).

StwierdziliSmy tez, ze dodatkowe warunki moga spowodowac, ze
bedzie to jedynie f(x) = v -« dla dowolnej statej ~.



Jesli jednak nie chcemy okresla¢ funkcji addytywnej dla wszystkich
liczb rzeczywistych, a chcemy mie¢ ja na pewno dla niektorych
liczb, mozemy takich funkcji wskazac¢ wiecej.

Ustalajac np., ze f(1) =~ mamy f(w) ="y, - w
Jednak dla dowolnej liczby niewymiernej, np. v/2 mozemy ustali¢
dowolnie f(v/2) = 7,. Wéwezas dla liczb postaci w+v+/2 bedziemy
mieli f(w+ vv2) =~ -w + 72 - 0.
Liczba 7 nie jest tej postaci — mozemy wiec przyjaé¢ np. f(m) = 73
i wowcezas bedzie f(w +vvV2+ur) =y w4+ Y2 - v+ y3 - u

dla w, v, © wymiernych.
I tak dale;.

Funkcje Dehna to te, dla ktorych f(m) =



Niezmiennik Dehna

to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob
ki flp1) + k2 flp2) + ..o+ Ekn - flen),

gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwusScienne przy nich,

f natomiast to dowolna funkcja Dehna.



Niezmiennik Dehna

to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob
ki flp1) + k2 flp2) + ..o+ Ekn - flen),

gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwusScienne przy nich,

f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

Wizystkie katy dwuscienne prostopadtoscianu sg proste,

czyli rowne 35, a wigc sg wymiernymi wielokrotnosciami .

Stad wszystkie niezmienniki Dehna prostopadloscianu sa réwne 0.

Zatem — na mocy twierdzenia Dehna—Sydlera —
réwnowazne prostopadtoscianowi (czy szeScianowi)
przez pociecie sg te 1 tylko te wieloSciany,

dla ktorych wszystkie niezmienniki Dehna sa réwne O.



Niezmiennik Dehna
to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob

ky- fQp1) + k2 - f(p2) + ..+ Fn - f(n),
gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwusScienne przy nich,
f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

7, twierdzenia Dehna—Sydlera wynika
natychmiast, ze ten czworoscian

daje sie pocig¢ na wielosciany,
z ktérych mozna utozy¢

prostopadtoscian,
bo wszystkie jego katy dwuscienne
to wymierne wielokrotnosci 7.




Niezmiennik Dehna
to liczba obliczana dla wieloScianu w nastepujacy sposob

ky- fQp1) + k2 - f(p2) + ..+ Fn - f(n),
gdzie k; to kolejne krawedzie wieloscianu,

a ; to katy dwusScienne przy nich,
f natomiast to dowolna funkcja Dehna.

7, twierdzenia Dehna—Sydlera wynika
natychmiast, ze ten czworoscian

daje sie pocig¢ na wielosciany,
z ktérych mozna utozy¢

prostopadtoscian,
bo wszystkie jego katy dwuscienne
to wymierne wielokrotnosci 7.

prawda?



Oba sktadniki twierdzenia Dehna—Sydlera powstaty
nierownoczesnie.

Max Dehn (1878-1952) nie mial mozliwosci poznaé¢ twierdzenia

Sydlera (1921-1988), bo powstalo ono juz po jego $mierci.

Dehn stwierdza, kiedy dwa wieloSciany nie sa réwnowazne przez
podzial, Sydler — kiedy sa.

Dowd6d Dehna jest prosty: wystarczy zauwazyc¢, ze

(1)  kif(p)+kaf(p) = (k1 + ko) f(p), co jest oczywiste,
(2)  kf(p1) +Ef(p2) =Ekf(p1 + p2), bo f jest addytywna.
(3) f(&Zm) =0, bo f jest funkcjg Dehna,

1 wykazac, ze jesli wieloScian VV zostal pociety na mniejsze
wielosciany, to kazdy jego niezmiennik Dehna jest réwny
sumie tych samych niezmiennikéw dla powstatych czesci.

Dogodnie jest zajac sie krawedziami powstalych wieloscianéw.



Rozwazymy cztery przypadki.

Jesli jakas krawedz VW zostanie podzielona na czesci, to wobec (1)
suma nie ulegnie zmianie.

Jesli kat dwuscienny przy ktorejs krawedzi VV zostanie podzielony,
to wobec (2) suma réwniez nie ulegnie zmianie.

Jesli ktoras z krawedzi w ktéryms z mniejszych wieloScianow
powstata z odcinka lezacego wewnatrz VW, to wobec (3)
zawierajace jg sktadniki znikng, bo w YV suma katow
dwusciennych wokot tej krawedzi ma rozwartosc 2.

Podobnie bedzie, gdy ktéras z tych krawedzi powstata z odcinka
lezacego na Scianie YV — rozwartos¢ m,
co konczy dowdd.



Natomiast dowdd twierdzenia Sydlera jest — jak dotad — bardzo
skomplikowany.

Gdy wiec chcemy pokazacé, jak pociac¢ cos, co — jak wiemy —
\ pociac sie daje, musimy uczynic to artystycznie.

Oto przyktad takiego pociecia:

tniemy na cztery czesci i mamy ...graniastostup!




A teraz ten drugi czworoScian:

jego niezmienniki Dehna to

3-1-f(5)+3- \/_f( ) = 3vV2f(p),

gdzie cos p = \/g




A teraz ten drugi czworoscian:

jego niezmienniki Dehna to

3-1-f(5)+3- \/_f( ) = 3vV2f(p),

gdzie cos p = \/g

Wszystkie niezmienniki Dehna
beda réwne 0, gdy ¢ bedzie
wymierng wielokrotnoscia .

Gdy ¢ nie bedzie wymierna wielokrotnoscia m,

bedziemy mogli obra¢ warto$é¢ f(¢) dowolnie,
w szczegoblnosci rézna od 0, co oznaczaé bedzie, ze ten czworoscian
nie jest rownowazny przez rozklad z zadnym prostopadtoscianem.



Okazuje sie, ze cosnp = \;’gn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.



Okazuje sie, ze cosny = \;’gn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.

Oto dowdd.

COS = \/Lg, cos2p = 2cos? o — 1 = % — 1= _Tl,

a wieca; =11ag = —1.

Poniewaz cos(k + 1) + cos(k — 1) = 2cos ky - cos p, wiec

cos(k 4+ 1) = 2coskp - cosp — cos(k — 1) =

1 ar_—1 _ 20a—3ak_1 __ Q41

ZQék'ﬁ_F_ J3FFL T Rl
Zatem 3 fary1 i w konsekwencji 3 fa,, dla dowolnego n.




Okazuje sie, ze cosnp = \;’gn, gdzie a,, jest catkowite i 3 fa.,,
co nigdy nie jest réwne 1.
Oto dowdd.
COS = \/Lg, cos2¢p = 2cosp — 1 = % — 1= _Tl,
awieca; =11ay=—1.
Poniewaz cos(k + 1) + cos(k — 1) = 2cos ky - cos p, wiec
cos(k 4+ 1) = 2coskp - cosp — cos(k — 1) =

1 ar—1 __ 2ap—3akp—1 __  Qk4+1

ZQék'ﬁ_F_ J3FFL T Rl
Zatem 3 fary1 i w konsekwencji 3 fa,, dla dowolnego n.

Ale gdyby zachodzito ¢ = =,
mieliby$Smy 2ny = 2mr i cos(2ny) = 1.
SPRZECZNOSC!



Lista czworos$ciandéw, ktore sa przez pociecie rownowazne
prostopadlo$cianowi (a wiec tez szeScianowi) nie jest zamknieta
1 liczy trzy nieskonczone serie 1 27 pojedynczych egzemplarzy.
Powiekszenie tej listy byloby waznym wynikiem naukowym.

Na liscie jest np. czworoscian ABC D, w ktérym

AB=BD =+/3, AC=CD =2, AD =21 BC = 1.

Nie wszystkie z nich maja wytacznie katy
bedace wielokrotnosciami .

Np. dla dowolnego kata ostrego o da sie pocia¢ czworoscian,

ktory przy krawedziach AB i C'D ma kat dwuscienny «,

przy krawedzi BD kat m — 2« 1 pozostate “przyzwoite”:

przy krawedziach AD 1 BC' kat 7 i przy krawedzi AC kat 3.

Aktualny stan listy — patrz lista.



