Wszystko
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o cykloidzie



Cykloida to tor
punktu okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej.

Jej najwazniejsza wlasnoscia W
jest fakt, iz w kazdym jej punkcie
styczna do niej przechodzi
przez najwyzszy punkt

wyznaczajacego ja okregu.
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Obejrzymy, co zdziatata
W zegarmistrzostwie

1 podrézach morskich,

w saneczkarstwie

1 rachunku wariacyjnym,
w optyce

A

oraz, przy okazji,
zmierzymy jej dlugosc¢ i ograniczajace jg pole.
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okres wahania wahadta nie zalezy od wychylenia

jedynie

gdy wychylenie jest takie, ze mozna stosowac przyblizenie
a = sin a.

Potrzebne bylo wiec wahadto tautochroniczne
1 korzystajacy z niego zegar.
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Skoro wiec
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Z, same] geometrii juz wiece] wycisnac sie nie da.



Zauwazmy, ze do tej pory nigdzie nie zostal wykorzystany fakt,
iz mamy do czynienia ze spadkiem realnej kulki

pod wplywem grawitacji.

Ten aspekt ruchu wyraza sie np. w fakcie, ze

energia kinetyczna roéwna jest utracie energii potencjalnej,
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Zauwazmy, ze do tej pory nigdzie nie zostal wykorzystany fakt,
iz mamy do czynienia ze spadkiem realnej kulki
pod wplywem grawitacji.

Ten aspekt ruchu wyraza sie np. w fakcie, ze
energia kinetyczna roéwna jest utracie energii potencjalnej,

— 2
a wiee ———— = mg(H — h(t)), czyli |0] = V& ° = /2g(H — h(?))
H 1 H 1
il = 7] — = \/29(H — h(t))- :
=1 \/QT(H )~ V20U = k(D) \/ZT(H 0)
H
Jak widaé || = b g, co nie zawiera t
r
— ruch kulki wirtualnej jest wiec jednostajny.
H
Skoro tak, to mozna tatwo obliczy¢, ile trwa: T = ‘—3’ = 77\/f :
W 9

Czas jest wiec staly — nie zalezy od H,
a wiec od wysokosci, na jakiej potozylismy kulke.



Wiemy juz, jak wyglada tautochrona,
ale jak zmusi¢ zawieszony ciezarek,
aby wahal sie nie po okregu, lecz po cykloidzie?

I tu jest drugi genialny pomyst Huygensa,
rozwijanie nicl

zwane dzis w matematyce

ewolwenta.

Obok dwie

sposrod ewolwent
kwadratu;

zaden kawatek jedne]
nie pasuje do drugiej.



Huygens stwierdzil, ze
jedna z ewolwent cykloidy jest taka jak ona.
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Huygens stwierdzil, ze
jedna z ewolwent cykloidy jest taka jak ona.
X

Wystarczy zauwazy¢,
ze punkty @, P, C’
leza na jednej proste]
przy dowolnym
potozeniu okregow.

A B C D

Przy okazji dowiedzieliSmy sie, jaka jest dtugosé tuku cykloidy
i mamy wahadlo tautochroniczne!




Porzuémy zegary, bo cho¢ ewolwenty nadal wystepuja
w ich historii, to cykloidy juz nie,

i zobaczmy, jak Giles Roberval obliczyt pole pod cykloida.

Pomogl mu w tym taki wilasnie rysunek.



Umies¢my cykloide 2 wyznaczong przez okrag o promieniu r
w prostokacie 2r na 27wr. W jego lewej potdéwce narysujmy
w potowie wysokosci pozioma prosta p.
Dorysujmy tuk 1, ktory jest droga najwyzszego punkty okregu,
gdy cykloida startowata (taka sama droge przebedzie w prawe;
potéwce punkt poruszajacy sie po tuku 2).
Louk 3 to obraz symetryczny tuku 1 wzgledem prostej p.
Wykazemy, ze pole soczewki ograniczonej tukami 2 1 3

jest rowne polu kola ograniczonego okregiem.



Gdy punkt biegnacy po tuku 2 znajdzie sie w (), drugi koniec
drednicy okregu (biegnacy po tuku 1) znajdzie sie w punkcie P.
Jego obraz symetryczny wzgledem p znajdzie sie w P’, lezacym
zarOwno na okregu, jak 1 na tuku 3. Poniewaz QP jest Srednica,
wiec trojkat Q P’ P jest prostokatny i tym samym odcinek Q P’ jest
poziomy i jest zaréwno przekrojem kota, jak soczewki.

Wobec dowolnego potozenia okregu, wykazalismy, ze

odcinki wzdtuz ktérych pozioma prosta przecina koto i soczewke
sg tej samej diugosci.



Poniewaz figury, ktérych przekroje rodzina prostych réwnolegtych
sa rownymi odcinkami, majg réwne pola (zasada Cavaleriego,
znana juz Archimedesowi), wiec pola kota i soczewki sg réwne.

Zatem (jak widac) pole pod cykloidg jest dwukrotnie wieksze
od tego, co sie dzieje w lewe] polowce, a tam mamy

po6t matego prostokata plus pot soczewki, zatem jest to
potowa pola (duzego) prostokata plus (calte) pole soczewki,

2

czyli 5 2mr - 2r 4+ wr® = 312,



Do znalezienia tautochrony wystarczyly nam wiadomosci
jeszcze ze szkoly podstawowej, bo — jak wida¢ — jesli do nich
dodac¢ genialne pomysty : wirtualna kulka, ewolwenta,

to tez mozna uzyskac¢ rewelacyjne rezultaty.

Do znalezienia optymalnego toru saneczkowego czy bobslejowego
potrzebna jest znajomoS$¢ mocniejszego narzedzia — pochodne].

Ale nie lekajcie sie! Nie chodzi o wszystkie zwiazane z nig madrosci
i formalizmy — wystarczy wiedzieé, co to jest.

A pochodna to tempo, w jakim jakas wielko$¢ sie zmienia.

Na przyklad pochodna drogi jest predkosc,
a predkosci — przyspieszenie.
A pochodna lokaty bankowej jest przyznany nam procent.



Pojecie pochodnej jest matematycznie klarowne
1 w prostszych sytuacjach doskonale wiadomo, o co chodzi.
A
Na przyktad

zmienno$¢ funkcji f(x) = ax + b

to funkcja f'(z) = a >
— wszedzle zmienia si¢ tak samo. 7\
Warto jeszcze wspomniec,

ze powszechnie obok symbolu f'(x)
na oznaczenie zmiennosci,

czyli pochodnej,

uzywa sie wprowadzonego przez Leibniza >
df (x)

dx

symbolu




A zmiennos¢ funkcji f(x) = sinx
to f'(x) = cos .

Z kolei zmienno$¢ f(x) = cosx
to nie sinx lecz —sin .
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A zmiennos¢ funkcji f(x) = sinx
to f'(x) = cos .

Z kolei zmienno$¢ f(x) = cosx
to nie sinx lecz —sin .

Podobne,
choc¢ troche bardzie]
skomplikowane obserwacje

pozwalaja stwierdzié,

1 Sin x
to S,
COS I COS* I

ze zmiennosé

a zmiennos¢ tg x to 5
COS* T
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Patrzac jeszcze raz
] : N

na te rysunki
stwierdzamy, ze

wykres zmiennosci /\ /\
pokazuje nam, N
pod jakim katem do poziomu L
biegnie styczna stanu, TN

ktérego zmiennodé | NS N
obserwujemy.

W szczegdblnosci, okazuje sie, ze

ze dla ekstreméw chwilowa zmiennosé to 0

— 1 w maksimum i w minimum stan nie rosnie, ani nie maleje —
1 styczna w tym punkcie jest pozioma.



I to nam wystarczy,

podobnie, jak wystarczylo Johannowi Bernoulliemu,

by rozwigzac¢ zadanie postawione

przez Jacoba Bernoulliego o najszybszym torze bobslejowym,
zwane problemem brachistochrony.

Mamy dwa punkty — wyzej A i nizej B —

i chcemy znalezé krzywa (brachistochrone), po ktore;
poruszajacy sie bez tarcia punkt materialny (np. bobsleje)
pod wplywem grawitacji najszybcie]

przemiesci sie z A do B.

Postuzymy sie w tym celu, jak przystoi matematykom,
dwiema analogiami.



Pierwsza podpowiedz
— tor samochodzikowy,

zagadka: ktory wygra?




Pierwsza podpowiedz
— tor samochodzikowy,

zagadka: ktory wygra?

Lewy, bo jego
srednia predkosc¢ jest wieksza.




Pierwsza podpowiedz
— tor samochodzikowy,

zagadka: ktory wygra?

Lewy, bo jego
srednia predkosc¢ jest wieksza.

Moral:

brachistochrona musi by¢
— mowiac po ludzku —
wklesta.

Ale wklestosci bywaja rozne, stad potrzebna druga podpowiedz.



Druga podpowiedz, tez analogia — zasada Fermata:
swiatto biegnie zawsze najszybsza droga, wiec nasladujmy je.

Najprostszy przypadek: zatamanie g >

Czas przejscia impulsu to 1 v
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Druga podpowiedz, tez analogia — zasada Fermata:
swiatto biegnie zawsze najszybsza droga, wiec nasladujmy je.
Najprostszy przypadek: zatamanie g

Czas przejscia impulsu to 1 v
1 1

t = + :
lv|cosa  |w|cos [ ! ~_

Aby znalez¢ minimum postuzymy sie
rachunkiem wariacyjnym: w

(lacinskie Vario — zmieniad, variatio — rozmaitosé, zmiennosé) 0
niech katy « i 8 beda funkcjami jakiegos parametru: a(u) i B(u).

Nie sa one niezalezne: z rysunku mamy tga(u) = a — tg B(u).
o/ Y.
Zatem — b , co pozwala na obliczenie pochodnej t(u) :
cos?a  cos?2 (3
o o/ sin «v N 5" sin B _ o/ (sina sinf
lv|cos? ¢ |w|cos? B cos? « |v| lw| )




o’ sinay  sin
Skoro t' = : ( — ﬁ) ,

cos? o v |w|
wiec mimimalny czas bedzie uzyskany, gdy t' = 0,
sina  sin [

czyli ol = ] — otrzymalismy prawo Snelliusa.




o’ sinay  sin
Skoro t' = : ( — 5) ,

cos? o v |w|
wiec mimimalny czas bedzie uzyskany, gdy t' = 0,
sina  sin [

czyli o] = ] — otrzymalismy prawo Snelliusa.

Johann Bernoulli stworzyt z tego

model brachistochrony,
SIn ov;

w ktorym jest = const.,

Vi

SIn
— const.

czyli po uciggleniu

v



Szukamy zatem krzywej

L. sin o
spelniajace] warunek o]
v

— const.

Vs
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Szukamy zatem krzywej —

SIn o
— const.

spelniajace] warunek o]
v

Gdy przywotamy fizyke,

mv2

a konkretnie = mgh,

2
czyli |v| = v/2gh,
2

Sin o . I sin” «
= const, czyli
v 2gh(a) ’ h(a)

Te ostatnia stala wygodnie bedzie oznaczaé 1/(2r).

Zatem h(a) = 2rsin® a.

hv

— const.

otrzymamy



Vs

Poszukujemy wiec krzywej, dla ktérej —

h(a) = 2rsin® a = (1 — cos 2a).
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Aby znalezé¢ z(«) wykorzystamy
geometryczny sens pochodnej,
czyli to, ze zmiennos¢

to kat nachylenia stycznej,

doktadniej: dx/dh = tga.
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Poszukujemy wiec krzywej, dla ktérej —

h(a) = 2rsin® a = (1 — cos 2a).

Aby znalezé¢ z(«) wykorzystamy
geometryczny sens pochodnej, a
czyli to, ze zmiennos¢

to kat nachylenia stycznej,

dokladniej: dz/dh = tga. he
Daje to nastepujacy rezultat:
dx dh . . 9
=tga-— =tga-2r-2sinacos a = 4rsin” a = 2r(1—cos 2a).

da do



Vs

Poszukujemy wiec krzywej, dla ktérej —

h(a) = 2rsin® a = (1 — cos 2a).

Aby znalezé¢ z(«) wykorzystamy
geometryczny sens pochodnej, a
czyli to, ze zmiennos¢

to kat nachylenia stycznej,

dokladniej: dz/dh = tga. he

Daje to nastepujacy rezultat:

dx dh . . 9

— =tga-— =tga-2r-2sinacosa = 4rsin“ a = 2r(1—cos 2a).
da da

Funkcja, ktora ma taka pochodng (stanem, ktéry tak sie zmienia),
jest () = r(2a — sin 2a).



Mamy juz zatem przedstawienie parametryczne krzywej,
a raczej calej rodziny (r jest dowolng dodatnig stata).

Zauwazmy, ze w obu wzorach na wspoétrzedne wystepuje 2a
— dla wygody oznaczmy to przez ;

mamy wiec (2(p), h(p)) =7(p —sinp, 1 —cosyp).
Co to za krzywe?
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a raczej calej rodziny (r jest dowolng dodatnig stata).

Zauwazmy, ze w obu wzorach na wspoétrzedne wystepuje 2a
— dla wygody oznaczmy to przez ;

mamy wiec (2(p), h(p)) =7(p —sinp, 1 —cosyp).
Co to za krzywe?

Nietrudno stwierdzi¢, ze to cykloidy:
A

L Q




Pozostaje pytanie, jak wybrac¢ cykloide dla konkretnych A i B,



Pozostaje pytanie, jak wybrac¢ cykloide dla konkretnych A i B,

ale to tatwe pytanie:
A




Po Huygensie 1 Bernoullim kolej na Hamiltona,

po tautochronie i brachistochronie pora na katakaustyke.



Kaustyka to wzmocnienie swiatta w pewnych obszarach po
wystaniu wigzki promieni rownolegltych na jakis uktad optyczny.
Katakaustyka to kaustyka powstata jedynie w wyniku odbicia.

William Hamilton

— wykorzystujac przedstawienie parametryczne cykloidy —
odkryt, ze jedna z katakaustyk cykloidy to dwie mniejsze cykloidy.

Powstaja one, gdy cykloide oswietli¢

<<< -
>

_— S
/
N N N N A S N \\

rownolegta wiazks Swiatta od dotu.



Oto sytuacja, gdy okrag przetoczyt sie o kat .
Poniewaz AP || NZ oraz PS = NS =78,
wiec L{SPZ = £SZP = g oraz {APN = {PNS = {NPS,
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Oto sytuacja, gdy okrag przetoczyt sie o kat .
Poniewaz AP || NZ oraz PS = NS =78,
wiec L{SPZ = £SZP = g oraz {APN = {PNS = {NPS,

a skoro PN | PZ, to
pionowy promien

po odbiciu
przechodzi zawsze
przez srodek
toczacego sie okregu.

>
g
N

Pozwala to obliczy¢,
gdzie trafia w prosta,
po ktorej okrag sie toczy:
OB=ON-+NB=rp+rtg(m—p)=rp—rtgop.

2 N N



Gdy duza cykloida opisana jest przez

(337 h) — 74(90 o SiIlgO, 1 —cos (/0)7
matg opisuje

r

2

(2¢ —sin2¢p, 1 — cos 2¢p).




Gdy duza cykloida opisana jest przez

(.CI?, h) — T(SO o SiIlgO, 1 —cos (/0)7
matg opisuje
r

5 (20 — sin2p, 1 — cos2yp).

K

’ dwukrotnie wiekszemu katowi,
czyli 2¢, a wiec bedzie

BN

Promien styczny do matej cykloidy,
réwnolegly do promienia odbitego
od duzej, bedzie zatem odpowiadat

O C

DN tworzyl z pionem kat .

Wystarczy teraz wykazac, ze oba przetnag podstawe w tym samym

punkcie, czyli, ze OD = OB.



Mamy zatem wykazac, ze OD = rp — rtgp.

Jak widac !
OC = g(Zgo—sianp), .
¥

iC’K:g(l—COS2gp). \
Stad 0 C N
OD =0C+CD=0C+CKtgLCKD =

= g 20 — gsin2¢—|— g(l —cos2p)tg (m — ) =

= rp— gsin2gp — g(l — cos 2p)tg p =

rp — 1 Sin o cos Y — 2(2— 2cos” p)tg p =

= rY —rsinpcosyp —rtgp + r cos* ptgw =rp —rtgoe.
Tak wiec katakaustyks cykloidy sa dwie mniejsze cykloidy.



