WARSZAWSKA SZKOLA DOKTORSKA MATEMATYKI I INFORMATYKI

18 czerwca 2025

EGZAMIN KWALIFIKACYJNY

Na kolejnych stronach znajduje si¢ 16 zadan dotyczacych réznych obszaréw matematyki i informa-
tyki. Nalezy wybrac i rozwigza¢ dowolne 4 z nich. Kazde zadanie jest warte tyle samo punktéw.

Zadania mozna wybiera¢ dowolnie, tj. kandydaci na studia w dyscyplinie matematyka moga roz-
wigzywaé takze zadania “informatyczne” i na odwrét.

Wigkszosé zadan sktada sie z kilku podzadan, jednak kazde zadanie, tj. wszystkie jego podpunkty,
punktowane jest jako calosé.

Mozesz sprobowaé rozwiazaé wiecej niz 4 zadania. Wszystkie te rozwiazania beda ocenione, jednak
tylko 4 najlepiej ocenione zadania wejdg w sklad Twojej ogbélnej oceny.

Wszystkie odpowiedzi nalezy odpowiednio uzasadni¢. Rozwigzania oddzielnych zadan powin-
ny sie znalez¢ na osobnych kartkach; oczywiscie rozwigzanie jednego zadania moze by¢ zapisane
na wiecej niz jednej kartce.

Kazda oddana kartka powinna by¢ podpisana imieniem i nazwiskiem, a takze opatrzona nu-
merem odpowiedniego zadania.

CZAS TRWANIA EGZAMINU: 3 GODZINY

Powodzenial
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Analiza matematyczna
ZADANIE 1. Niech « bedzie elipsg o réwnaniu b%z? + ay? = a?b?, gdzie a,b > 0.

(a) Rozstrzygnaé dla jakich p > 0 funkcja d: R? — [0, 00) okreslona wzorem d(x) = (dist (x,7))?
jest jednostajnie ciggla, gdzie dist (x,~) oznacza odlegtoéé punktu x € R? od krzywej .

(b) Wyznaczy¢ na elipsie v punkt polozony najblizej prostej o réwnaniu bx + ay — 2b = 0.

(c) Dla (z,y) € R%\{(0,0)} niech
Yy
(*) f(xvy):ﬁ_a
gdzie z +iy = re'?, r > 0, 0 € R, tzn. 6 jest (niejednoznacznie wyznaczonym) argumentem
liczby zespolonej x + iy. Pokazaé, ze kazdy punkt (x,y) # (0,0) ma otoczenie U takie, ze dla
odpowiedniego wyboru argumentu funkcja f dana wzorem (*) jest klasy C! na U. Obliczy¢
gradient V f(x,y).

(d) Obliczy¢ calke z 1-formy rézniczkowej

Y

&é y3dr — xy? dy
(22 + 42)2
2]

gdzie elipsa v jest dodatnio zorientowana.

Funkcje analityczne

ZADANIE 2. Niech 2 bedzie plaszezyzna zespolona rozcigta wzdtuz pélprostych (—oo, —3] i [, o0),
tj. @ = C\((—o0, —3] U [3,0)). W punktach (a) i (b) wystarczy podaé cho¢ jeden przyklad odwzo-
rowania spelniajacego zadane warunki; odpowiedz nalezy jednak uzasadnic.

(a) Wyznaczy¢ przeksztalcenie Mébiusa (homografie) przeprowadzajace obszar €2 na C\(—o0, 0].

(b) Wyznaczy¢ réznowartosciowe odwzorowanie holomorficzne przeprowadzajace obszar {2 na koto
D={zeC: |z| < 1}.

(c) Niech o, f € R, a < . Okreslmy funkcje holomorficzna f: C\[«, 5] — C wzorem

z—
— Log 2 —=
) = Log ==,
gdzie Log oznacza gléwna galaz logarytmu. Wyznaczy¢é obraz f(C\[a, 3]) odzworowania f.
(d) Przyjmijmy w powyzszym wzorze o = —1, § = 1, tzn. funkcja f okreslona jest wzorem
z+1
=L .
f(z) = Log —
Niech I' bedzie dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w punkcie zg = % i promieniu

r = 1. Obliczy¢ calke
J dz
fx) -1
r
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Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
ZADANIE 3. Rozwazmy rodzine prostych poziomych
L= {{(zy) eR%:y=k}: kelZ}

lezacych na plaszczyznie R?. Losowo rzucamy igta o dtugoséci 1 na plaszczyzne z nastepujacym roz-
kladem. Srodek igly spada wewnatrz kwadratu [0, 10] x [0, 10] z rozktadem jednostajnym. Kierunek
igly ma réwniez rozktad jednostajny i jest niezalezny od pozycji érodka igly.

(a) Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze igla przecina pewna prosta z rodziny L,
i niech X = 14 bedzie funkcja charakterystyczna zbioru A. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo
P(A) = EX.

(b) Niech X,, bedzie liczba razy kiedy igla przeciela prosta z rodziny £ w n niezaleznych prébach.
Oszacowaé jak duze nalezy wziaé n, aby wiedzie¢, ze z prawdopodobienistwem co najmniej 0.95
zachodzi

1 1
-X, —EX| < —EX.
n 10

(¢) Co mozna powiedzieé¢ o asymptotycznym zachowaniu
1
P <Xn — EX) > 0.1
n
przy n — o0?
(d) Tym razem postepujemy podobnie, jak wyzej, ale rzuty nie sa niezalezne. Pierwszy rzut wyko-
nujemy jak wczedniej; w kazdym kolejnym kierunek igly musi réznié sie od kierunku uzyskanego
w poprzednim rzucie o co najmniej 30° (w dopuszczonym zakresie kierunek ma wciaz rozklad
jednostajny i jest niezalezny od innych rzutéw, jak i od polozenia $rodka igly). Przyjmujemy
takze, ze pozycje srodka igly w kazdym rzucie sa parami niezalezne i maja, jak wczesniej, roz-
kiad jednostajny na [0,10] x [0,10]. Niech Y;, bedzie liczba razy kiedy igla przeciela prosta
z rodziny £ w n prébach. Obliczy¢
. EY,
lim

n—w n,

Geometria i algebra liniowa

ZADANIE 4. Niech A € M, «m(R) bedzie macierza wymiaru n x m (niekoniecznie kwadratowa)
o wspotczynnikach rzeczywistych.

(a) Okredli¢ dla jakich macierzy A macierz By = AT-A € My, xm(R) jest macierza iloczynu ska-
larnego. Czy istnieja pary liczb (n,m) € N x N takie, ze dla dowolnej niezerowej macierzy A
macierz B4 jest macierzg iloczynu skalarnego?

(b) Niech f: R™ — R" bedzie izometria. Jakie liczby zespolone moga by¢ warto$ciami wlasnymi f?

(c) Niech f,: R* — R* bedzie izometria zadana macierza permutacji dla dowolnej permutacji
o € Sy czterech elementéow. Wyznaczy¢ wartosci wlasne f, oraz postaé¢ Jordana endomorfizmu
fr: C* = C*, czyli endomorfizmu o powyzszej macierzy rozpatrywanej po rozszerzeniu ciala
do ciala liczb zespolonych.

(d) Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa (czyli przestrzenia liniowa z wybranym
iloczynem skalarnym). Udowodnié, ze dla dowolnego k € {1,...,n} rzut prostopadly nie zwiek-
sza k-wymiarowej objetosci. Zacza¢ od k = 1. Udowodnié, ze modul wyznacznika macierzy
kwadratowej o kolumnach dtugosci co najwyzej 1 wynosi co najwyzej 1.
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Algebra

ZADANIE 5. Niech D5 bedzie grupa izomorfizméw pieciokata foremnego, zas As grupa parzystych
permutacji pieciu elementéw.

(a) Znalez¢ wszystkie homomorfizmy h: D5 x Zg — As oraz g: As — Ds.

(b) Niech Z[i] bedzie pier§cieniem liczb Gaussa, czyli Z[i] = {z + iy: =,y € Z} < C z dzialaniami
odziedziczonymi z ciala liczb zespolonych. Udowodnié, ze Z[i]/(3 + i) jest izomorficzny z Z,,
dla pewnego m € N oraz znalez¢ liczbe m.

(c) Znalezé wszystkie homomorfizmy pierscieni z jedynka Z[z]/(2?) — Za4 oraz Z[z, 27| — Zoy.

(d) Udowodni¢, ze skoniczona dziedzina (czyli pierScien o skonczonej liczbie elementéw bez dzielni-
kéw zera) jest cialem. Znalezé wszystkie ideaty pierwsze w pierscieniu Zages[z]/(z4°).

Topologia

ZADANIE 6. Dla dowolnej liczby kardynalnej x symbolem D(k) oznaczamy przestrzen dyskretna
mocy k. Zdefiniujmy przestrzen X = D(Xg), tj. X jest produktem ¢ wielu kopii nieskoniczonej,
przeliczalnej przestrzeni dyskretne;j.

(a) W przestrzeni X skonstruowaé¢ ¢ wiele parami rozlacznych zbioréw domknietych, z ktérych
kazdy jest homeomorficzng kopia zbioru Cantora.
(b) Dla kazdego t € [0, 1] okre$lmy funkcje fi: [0,1] — {0,1,2,...} wzorami:
0 jezelixz =t
fi(z) = {

o 1 1
n jezelineN, oraz g <[z —t| <.

Okreélmy takze funkcje F: [0,1] — {0,1,2,.. }%1 wzorem F(z)(t) = fi(z) dla z,t € [0,1].
Rozpatrujac odcinek [0,1] z topologia dyskretna, funkcje F' mozemy traktowaé jako odwzo-
rowanie z przestrzeni dyskrentej D(c) do przestrzeni X, ktéra to utozsamiamy z przestrzenia
funkeji {0,1,2,...}%1). Udowodnié, ze F jest zanurzeniem homeomorficznym D(c) w X.

(c) Wykazaé, ze obraz F'(D(c)) jest domknietym podzbiorem X.

(d) Zalézmy, ze M jest podzbiorem przestrzeni X, ktéry z topologia dziedziczona z X jest prze-
strzeniag metryzowalna. Pokazac¢, ze M jest zbiorem nigdziegestym, tj. intcl M = &.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

ZADANIE 7. Rozwazmy odwzorowanie f: R — R dane wzorem

1

£L‘III<1+> dla = # 0,
|z

0 dla z = 0.

fz) =

(a) Sprawdzié¢ czy f spelnia lokalny warunek Lipschitza w otoczeniu x = 0.

(b) Znalezé wszystkie rozwiazania zagadnienia poczatkowego

'(t) = f(x(t))
z(0) = 0.
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(c) Wykazadé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje dokladnie jedno rozwiazanie w przéd z.: [0, +00) — R
zagadnienia

a'(t) = f(x(t))
z(0) = ¢,

okreslone na calej pdlprostej [0, +00). Wykazaé¢ ponadto, ze thin xe(t) = +o0.
— 400

(d) Zbadaé stabilno$¢ polozenia réwnowagi (xo ) (0,0) uktadu

)
y'(t) = (x(t))

Analiza funkcjonalna

ZADANIE 8. Dla dowolnej zwartej przestrzeni K niech C(K) oznacza przestrzen Banacha ciaglych
funkcji rzeczywistych okreslonych na K, wyposazona w norme supremum. Rozwazmy podprzestrzen
domknieta ) przestrzeni C([0, 1] x [0,1]) dana jako

Y={feC([0,1] x [0,1]): f(z,y) = f(y,z) dla wszystkich 0 < z,y < 1}.
Symbolem C([0,1] x [0,1])/Y oznaczamy przestrzen ilorazowa. Dla dowolnych przestrzeni Banacha
X 1Y piszemy X ~ Y, jezeli istnieje liniowy homeomorfizm (izomorfizm przestrzeni Banacha) X
na Y. Symbolem X @, Y oznaczamy sume prosta X @Y wyposazona w norme | (z,y)|| = |z| + |y]-
(a) Wykazaé, ze istnieje taka domknieta podprzestrzen Z przestrzeni C([0, 1] x [0,1]), z
C([0,1] x [0,1]) ~ C([0,1]) @1 Z

(b) Rozstrzygnaé czy przestrzen sprzezona (C([0,1] x [0,1])/))* zawiera izometrycznie izomorficz-
ng kopie przestrzeni /.

(c) Okreslmy operator liniowy 7': C([0,1] x [0,1])/Y — C([0,1] x [0, 1]) wzorem

11
T(f +Y)(z,y) et (f — f(u,t)) dt du.
]

Rozstrzygnaé czy T jest operatorem zwartym.

(d) Niech (ay)7_; bedzie ciagiem liczb nieujemnych. Okreslmy ciag funkcjonatéw liniowych (¢p,)r; <
(C([0,1] x [0,1])/V)* wzorem

11
A +9) = Yo | [ o (Few) - f(0.0) dody.
00

k=1

Pokazaé, ze (yn)n_; jest punktowo ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
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Jezyki programowania

ZADANIE 9. Zadanie sklada sie z czterech niezaleznych podpunktow:
(1) Rozwazmy nastepujacy kod w C:
int f(int *a, int *b){
int ¢ = x*a;
*a += 6 - *x(b + *a) / 2;
return c;

}

int main(){
int x = 0;
int t[5] = {7, 7, 8, 14, 19};
for (int i = 0; i < 5; ++i)
t[f(&x, t)] =i + 1;
}

Jaka jest zawartosé tablicy t po wykonaniu petli for?

(2) Rozwazmy nastepujacy kod w Javie:
class A {
int foo(int x){ return x % 2 ==07?x/ 2 : 3 * x + 1; }
int bar(int x){ return foo(x / 4); }

static class B extends A {
int foo(int x){ return x + 37; }

¥

static class C extends B {
int bar(int x){ return super.bar(5);}

3

public static void main(String args[]){
A a = new B(Q);
B b = new CQ);
System.out.println(a.bar(20) + "-" + b.bar(38));
}
}

Co zostanie wypisane na standardowe wyjscie w wyniku wykonania metody main?

(3) Rozwazmy nastepujacy kod w Haskellu:
£f[l1=0
f (x:xs) =1+ f xs

g xs =hxs O
where
h[]a=a
h (_:xs) a = h xs (a+l)
Jaki jest typ funkcji h? Co robia funkcje £ oraz g? Ktéra z nich zakonczy si¢ szybciej gdy
obie zostang wywotane z argumentem [1..1076]7 OdpowiedZ uzasadnij.
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(4) Rozwazmy nastepujaca funkcje w jezyku uzywajacym naturalnego kodu dwdjkowego:
int f(int n) {
int x = 0;
while (n > 0) {
n=nké& (n-1);
X =x + 1;
}
return x;
}
Zaproponuj funkcje potencjalu pozwalajaca udowodnié, ze wykonanie funkcji £ zawsze sie
zakonczy. Co zwraca funkcja £ wywolana dla dodatniego n?

Matematyka dyskretna

ZADANIE 10. Rozwazmy dziedzine graféw prostych (tj. bez petli oraz krawedzi wielokrotnych) nie-
skierowanych. Niech n oznacza liczbe wierzchotkéw grafu. Kazda odpowiedZ powinna przedstawiacé
dowdd lub przykiad konstrukcji grafu.

(a) Czy istnieje graf dwudzielny dla ktérego n = 2025 i ktéry posiada cykl Eulera?

(b) Niech wierzcholki grafu ponumerowane beda liczbami naturalnymi od 0 do n — 1 i niech dwa
wierzcholki i, j beda polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy gdy |i — j| < 2. Ile jest réznych
Sciezek z wierzchotka 0 do wierzchotka n—1 takich ze zawsze poruszamy sie do wezla o wiekszym
numerze?

(c) Niech zbiér wierzchotkéw sklada sie z wszystkich ciagéw dlugosci k nad alfabetem {A, B,C'}
i niech dwa wierzchotki potaczone beda krawedzig wtedy i tylko wtedy gdy ich ciggi réznia
sie od siebie na dokladnie jednej pozycji. Jaka jest (wierzchotkowa) liczba chromatyczna tego
grafu dla danego k7

(d) Niech d bedzie maksymalnym stopniem wierzchotka w grafie. Udowodnij, ze spdjny graf ma
skojarzenie o rozmiarze co najmniej |n/(2d)].

Algorytmy i struktury danych

ZADANIE 11. Niech s bedzie niepustym napisem nad alfabetem ¥ = {0,1, ...9} u{l}, skladajacym

sie z cyfr i pionowej kreski. Powiemy, ze s jest poprawny, jesli zaczyna sie i konczy cyfra oraz nie

zawiera pionowych kresek na sasiednich pozycjach. Poprawny napis s mozna interpretowaé jako ciag

liczb oddzielonych pionowymi kreskami, np. s = 1806|2025 odpowiada ciagowi 18, 6,2025. Sumg

s, ozn. sum(s), nazywamy sume liczb w tym ciagu. Dla napisu s zdefiniowanego powyzej mamy

sum(s) = 18 + 6 + 2025 = 2049. W tym problemie interesuje nas obliczanie sumy dynamicznie

zmieniajacego sie poprawnego napisu s, modulo ustalona liczba pierwsza p. Rozwazamy struktury

danych implementujace nastepujace operacje:

init(v,p): Nadaje napisowi s wartos$¢ v. Zaktadamy, ze v jest poprawnym napisem. Ponadto, struk-
tura nie musi zwraca¢ sum napisu s (ktére moga byé duze), a jedynie ich reszty z dzielenia
przez liczbe pierwsza p > 5. Mamy gwarancje, ze ta operacja bedzie wykonana doktadnie
raz, jako pierwsza operacja.

add(i): Dodaj pionowa kreske przed i-ta cyfra w s. Mozna zalozyé, ze przed wykonaniem tej
operacji nie ma tam kreski.

remove(i): Usun pionowa kreske przed i-ta cyfra w s. Mozna zalozyé, ze ta kreska istnieje.

sum(): Zwrdé reszte z dzielenia sumy s przez p.
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Wykonaj nastepujace polecenia:
(a) Zaprojektuj efektywna strukture danych implementujaca powyzsze operacje.
(b) Zaprojektuj efektywna strukture danych dla przypadku, gdy nie sa wykonywane operacje add.

(¢) Rozwazmy przypadek, gdy warto$é¢ poczatkowa s nie zawiera zadnych pionowych kresek, a
taczna liczba operacji k spelia k = o(n). Zaprojektuj strukture danych dla tego przypadku o
tacznej zlozonosci wszystkich k operacji postaci O(n + f(k)).

(d) Podobnie do poprzedniego podpunktu, rozwazmy przypadek, w ktérym k = o(n) i szukamy
rozwiazan o zlozonosci postaci O(n + f(k)). Tym razem, jednak, poczatkowa wartosé s jest
poprawnym prefiksem nieskonczonego napisu 11231112131 ....

Uwaga. Uzasadnij poprawnos$¢ zaproponowanych algorytmoéow oraz oszacuj ich ztozono$é czasowa.
Wynik uzyskany za to zadanie znaczaco zalezy od zlozonoSci czasowej rozwiazania.

Logika i bazy danych

ZADANIE 12. W tym zadaniu rozwazamy grafy nieskierowane bez petli — inaczej méwiac, relacja
E C V? jest zawsze przeciwzwrotna i symetryczna.

(1) Pokaz, ze nie istnieje formula ¢ logiki pierwszego rzedu nad sygnatura ztozona z jednego
symbolu relacji binarnej FE, taka, ze skonczony graf (V,E) jest eulerowski wtedy i tylko
wtedy, gdy struktura (V, E') spelnia formule ¢.

(2) Czy istnieje formuta ¢ logiki pierwszego rzedu nad sygnatura zlozona z symbolu relacji
binarnej F i dodatkowych symboli relacyjnych, taka, ze skonczony graf (V, E) jest eulerowski
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje interpretacja pozostatych symboli relacyjnych, dla ktoérej
otrzymana struktura (V, E,...) spelnia formule ¢?

(3) Czy istnieje formula ¢ logiki pierwszego rzedu nad sygnatura zlozona z jednego symbolu
relacji binarnej F, ktéra jest spelniona dla nieskonczenie wielu graféw skonczonych, ale dla
zadnego grafu nieskonczonego?

(4) Czy istnieje formula ¢ logiki pierwszego rzedu nad sygnatura zlozona z jednego symbolu
relacji binarnej E, ktora jest spelniona dla pewnego grafu nieskonczonego, ale dla zadnego
grafu skonczonego?

Automaty i jezyki formalne

ZADANIE 13. Rozwazmy zbiér X z dzialaniem © : X x X — X, skonczony podzbiéor A € X, oraz

element z € X. Rozwazmy jezyk L € A* takich stéw z1...x,, ze n > 1 oraz w wyrazeniu
110120230...0T,

mozna wstawi¢ nawiasy tak, aby wartoscia otrzymanego wyrazenia byto z. Przyktadowo, dla X = Z,

rOy=x—y,z=0,A=1{2,4,6}, stowo 462 jest w jezyku L, bo 4© (6 ©2) = 0. W nastepujacych

przypadkach okresl, czy jezyk L musi by¢ regularny, oraz, czy musi by¢ bezkontekstowy. Odpowiedz

uzasadnij.

(1) (X,6,z) jest grupa skonczona

(2) (X,06,2) jest grupa abelowa

(3) X jest zbiorem skoniczonym

(4) X =Z, 20y = x —y (A jest dowolnym skonczonym podzbiorem X i z jest dowolnym
elementem X)
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Teoria obliczen i zlozonosé obliczeniowa

ZADANIE 14. Czy ponizsze problemy sa NP-zupelne (zakladajac P#£NP)? Odpowiedzi uzasadnij.

(1) Dana jest rodzina F skladajaca sie z dwuelementowych podzbioréw uniwersum U, oraz
liczba naturalna k > 0. Stwierdzié¢, czy istnieje podrodzina F' < F rozmiaru k taka, ze
zbiory z F' pokrywaja U.

(2) Dany jest n-elementowy multizbiér X' liczb naturalnych. Stwierdzié, czy istnieje podzial X
na g czeéci o réwnych sumach.

(3) Dany jest nieskierowany graf dwudzielny G oraz liczba naturalna k. Stwierdzié, czy w G
istnieje zbior k wierzchotkow I taki, ze zadne dwa wierzchotki w I nie sg potaczone krawedzia
w G.

(4) Dana jest liczba k oraz graf nieskierowany G, w ktérym wszystkie wierzchotki maja stopien
co najmniej k. Stwierdzié, czy w G istnieje klika rozmiaru k.

Programowanie wspdétbiezne i rozproszone, systemy komputerowe

ZADANIE 15. Wspdtbiezne struktury danych moga byé czytane i modyfikowane przez wiele watkdw
bez potrzeby dodatkowej synchronizacji. Implementacja wspétbieznej struktury danych udostepnia
metody, ktére mogg byé wywolywane wspoltbieznie przez wiele watkéw: implementacja gwarantuje
poprawnosé¢ poprzez staranna synchronizacje. Rozwaz wspdtbiezny kopiec maksimum, ktory przecho-
wuje do N elementéw typu T. Kopiec udostepnia dwie metody: void insert(T item), ktora wstawia
element; oraz T extract(), ktéra usuwa i zwraca maksymalny element sposrod wezesniej wstawio-
nych elementéw (zaldz, ze T implementuje operatory poréwnania < i >). Obie metody blokuja watek
wywolujacy do momentu pomys$lnego zakonczenia. Napisz pseudokod, uzywajac podstawowych ty-
péw danych (np. skalaréw, tablic) i semaforéw (uzyj standardowej, stabo-sprawiedliwej semantyki).
Skomentuj efektywnos$é i semantyke twoich implementacji.

(1) Zaimplementuj podstawowe warianty, basicInsert i basicExtract, ktére sa poprawne, ale
niekoniecznie wydajne.

(2) Zaimplementuj wydajna (i poprawna) wersje insert, concInsert. Zaldz, ze extract nie jest
wywolywana wspdtbieznie z zadnym wywolaniem concInsert i ze jest zaimplementowana
poprawnie.

(3) Teraz zaléz, ze masz dane implementacje concInsert i concExtract. Kazda z nich popraw-
nie obstuguje wiele wspétbieznych wywotan. Jednakze, wywolanie przez watek concExtract,
podczas gdy jakikolwiek inny watek wykonuje concInsert, powoduje uszkodzenie struktu-
ry danych (i vice versa). Uzywajac wywolan concInsert i concExtract, zaimplementuj
wydajne i poprawne insert i extract.

Bioinformatyka

ZADANIE 16. W genomie czlowieka relatywnie rzadko wystepuje dinukleotyd CpG (cytozyna przed
guanina). Dzieje si¢ tak dlatego, ze C w kontekscie CpG czesto ulega metylacji (zamienia si¢ w 5-
metylocytozyne), a 5-metylocytozyna latwo ulega deaminacji do tyminy, co prowadzi do mutacji
C — T. W poblizu poczatkéw genéw (w obszarach promotorowych) metylacja zachodzi rzadziej, co
sprzyja zachowaniu dinukleotydéw CpG i powstawaniu tak zwanych ,wysp CpG”. Genom czlowieka
mozna w zwigzku z tym podzieli¢ na:

« obszary bogate w CpG (wyspy CpG),

« obszary tla (ubogie w CpG).
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Modelujemy ten podzial za pomoca ukrytego modelu Markova (HMM) z oSmioma stanami ukryty-
mi:

« AT, CT, GT, T* — stany odpowiadajace nukleotydom wewnatrz wyspy CpG,
« A7, C7, G, T™ — stany odpowiadajace nukleotydom poza wyspa CpG.

Emisje sa deterministyczne, tzn. np. stan G* emituje zawsze nukleotyd G, a stan C~ emituje zawsze
nukleotyd C, itd.

Prawdopodobienstwa przej$¢ w modelu sg nastepujace:

P(CT > GT) =04,

P(C™ - G7)=0.05,

wszystkie inne przejécia wewnatrz tej samej grupy (np. AT - T, G~ — C~, itd.) = 0.25,
przej$cia miedzy regionami (np. A* - C~, G~ - T7") = 0.01.

Macierz przejéé jest znormalizowana w kazdym wierszu (sumuje sie do 1 dla kazdego stanu).
Prawdopodobienstwa poczatkowe:

P(start w stanie +) = P(start w stanie —) = 0.5.

(1) Dla sekwencji AC G C G zaproponuj dwie rézne Sciezki standéw: jedna zakladajac, ze cala
sekwencja pochodzi z regionu CpG, a druga, ze pochodzi z tla, i policz ich taczne prawdopo-
dobienstwa w modelu. Na podstawie obliczonych prawdopodobienstw wskaz, ktora hipoteza
(CpG vs nie-CpG) jest bardziej prawdopodobna dla tej sekwencji.

(2) Wystepowanie wysp CpG i sekwencji tta mozna byloby modelowaé¢ za pomoca dwéch sta-
néw zamiast oémiu. Czy wedtug Ciebie zastosowanie o$miu standéw przynosi jakas korzysé?
Uzasadnij odpowiedz.

(3) Oszacuj najbardziej prawdopodobna Sciezke stanéw ukrytych dla sekwencji AC G C G przy
pomocy algorytmu Viterbiego. Sciezka nie musi w caloéci pochodzi¢ z jednego typu regionu.



