Kolokwium z Optymalizacji II Kolokwium poprawkowe z Optymalizacji 11

(Scisle tajne przed godz. 14 : 00 18 grudnia 2015.) (Scisle tajne przed godz. 16 : 00 15 stycznia 2016.)
Prosze uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw bedzie Prosze uwaznie przeczytac tre$¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw bedzie
miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnosé uzasadnienia kazdej odpowiedzi. miala czytelno§¢ rozwiazan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.
1. Tloczynem tensorowym funkcji f: X - R i g: Y — R jest funkcja 1. Jloczynem tensorowym funkcji f: X - R i g: Y — R jest funkcja
h=f® g: X XY — R okreslona wzorem h(x, y) et f(x)g(y). h=f® g: X X Y — R okreslona wzorem h(x,y) & f(x)g(y).
Zbadaj, ktére z podanych nizej warunkéw sg dostateczne, aby iloczyn tensorowy Zbadaj, ktoére z podanych nizej warunkéw sa dostateczne, aby iloczyn tensorowy
dodatnich funkcji f i g klasy C' byl funkcja pseudowypukla: dodatnich funkcji f i g klasy C' byl funkcja wypukla:
a) funkcje f i g sa pseudowypukte, a) funkcje f i g sa wypukle,
b) funkcje v/ i /9 sa pseudowypukte, b) funkcje V/f i /9 sa wypukte,
c) funkcje log, f ilog, g (dla 0 < a # 1) sa pseudowypukte. c) funkcje Inf i In g sg wypukte.
2. Znajdz globalne minimum i maksimum funkcji 2. Znajdz globalne minimum i maksimum funkcji
£, Y1,92) = (1 = 2% + 24 = x1 +x3) (1 + ) fx,y,2) & (x =12+ (y—17+2
w zbiorze w zbiorze

W:{(thlyy])yz): H[XHXZ]THOO < 1) ”[y])yZ]THZ < \/E) Yi 2 0} W:{(quyz): Xz+y2 < (] _Z)Z) 0 < z < ]}



Kolokwium z Optymalizacji II
(Scisle tajne przed godz. 12: 15 9 grudnia 2016.)

Prosze uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw bedzie
miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnosé uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

1. Niech W C R"™ bedzie zbiorem wypuklym i niech fy, f; beda rézniczkowalnymi
rzeczywistymi funkcjami wypuklymi okreslonymi w zbiorze W. Niech
g: W x [0,1] — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

g(x,y) = (1 —y)fo(x) +yfi(x).

Wiéréd podanych nizej warunkéw znajdz warunki dostateczne, aby funkcja g byla
wypuktla i wskaz najstabszy z nich:

a) istnieje punkt x € W, taki ze Dfy(x) = Df;(x) = 0,

b) istniejg stale ¢ > 0, d € R, takie ze fy(x) = cfi(x) + d dla kazdego x € W,

c) istnieje stala d € R, taka ze fo(x) = f1(x) + d dla kazdego x € W.

2. Znajdz globalne minimum i maksimum funkcji

ef .
f(x,y,2) d: (1 — z) min{x,y,x —y} + (XZ +y)z
w zbiorze

W={(xy,z):x*+y*<1,0<z< 1}



1.1
Cwiczenia z optymalizacji
1. Wykaz, ze symetryczna macierz A € R™™ jest dodatnio okreslona wtedy

i tylko wtedy, gdy istniejg kwadratowe macierze L i U, odpowiednio
tréjkatna dolna i gérna, ktére majg wszystkie wspdiczynniki diagonalne
dodatnie i takie ze A = LU.
Wskazéwka. Dokonaj podzialu blokowego

An An Ly 0 Uy Uy

Al, An, |’ { Ly Ly, |’ 0 Uy,
Pokaz, ze Aj; = LUy 1 ze jesli blok A;q jest nieosobliwy, to mozna znalezé

takie bloki trojkatne Lyy i Uy (np. z jedynka na catej diagonali Ly),
a nastepnie skorzystaj z twierdzenia Cauchy’ego i z kryterium Sylvestra.

. Zbadaj, czy macierz

10 3 0
A= 31 3
0 3 10

jest dodatnio okreslona.
. Niech A e R™™ b € R™, x € R" (m i n moga by¢ dowolne).
f(x) = [r(x)|3 = b — Ax|3.

Udowodnij, ze funkcja f ma minimalng warto§¢ w punkcie x wtedy i tylko
wtedy, gdy ATr(x) = 0 € R". Kiedy minimum jest sciste?

Rozw. Niech x,x" € R" oraz y = Ax, y’ = Ax’. Przypusémy, ze wektor y
jest obrazem wektora b w rzucie prostopadlym na podprzestrzen V C R™
rozpieta przez kolumny macierzy A. Zatem wektor r(x) jest prostopadty do
wszystkich elementéw tej podprzestrzeni, w tym do wszystkich kolumn
macierzy A, skad wynika, ze ATr(x) = 0. Jest

r(x/)_r(x):b—AXl—b—i-Ax:y—y/e\/’

a zatem r(x') =r(x) + (y —y’) oraz (y —y’)"r(x) = 0. Z twierdzenia
Pitagorasa [[v(x')||7 = [[r(x)[|3 + [ly — y'|I3, czyli f(x") > f(x).

Wektor x jest rozwigzaniem uktadu réwnari normalnych ATAx = ATb, przy
czym macierz ATA jest nieosobliwa (dodatnio okreslona) wtedy i tylko
wtedy, gdy kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne (w tym przypadku
musi by¢ m > n). Wtedy rozwigzanie jest jednoznaczne i minimum jest
Sciste.

1.2

4. (NPP) Znajdz minimum funkcji

f(X],Xz) = SX% + X% - 4X1X2 - 2X| + 3.

Rozw.

Df(X],Xz) = []0)(1 —4Xz —Z,ZXZ —4X1],

10 —4
20
e 8 4]

Macierz D?f jest dodatnio okreslona, zatem funkcja f jest wypukta w R?
i ma jedno minimum.

Znajdujemy (x1,x;) t.ze Df(xy,%x;) = 0:

]OX] — 4X2 = 2,
—4x; 4+ 2x, = 0.

Po wstawieniu x; = 2x; do pierweszego réwnania i rozwigzaniu dostajemy
X1 = 1, X2 = 2.

5. (NPP) Znajdz minimum funkcji

1
f(x):z‘x4—x3+x2+1.

Rozw. Obliczamy f'(x) = x> —3x% + 2x = x(x* = 3x 4+ 2) =x(x — 1)(x — 2)
oraz f”(x) = 3x* — 6x + 2. Badamy miejsca zerowe f’:
x=0:f"(0)=2 = minimum lokalne f(0) =1
x=1:f"(1)=—-1 = maksimum lokalne

x=2:f"(2) =2 = minimum lokalne f(2) = 1.

6. (NPP) Dane sg punkty y',...,y™ € R". Znajdz punkt {j € R", do ktérego
suma kwadratéw odlegtosci od punktéw y' jest najmniejsza.

Rozw. Minimalizujemy funkcje

fly)=) ly—viE=> > (y—y)-
i=1

im1 j=1
Df(y) = {ZZ% —y}} :
i=1 j=1..n

sz(y) =2ml,xn — dodatnio okreslona.

Rozwiazaniem réwnania Df(y) = 0 jest §; = = > yi, cayli § = £ 3 ", y'.

m
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7. Dane sg punkty y',...,y™ € R". Znajds hiperptaszczyzne w R", taka ze

suma kwadratéw odlegtoéci punktéw y' od tej hiperplaszczyzny jest
najmniejsza.
Rozw. Hiperplaszczyzna jest wyznaczona przez punkt p i jednostkowy
wektor normalny n; naleza do niej punkty x, takie ze n"(p —x) = 0. Niech
punkty x',...,x™ beda rzutami prostopadlymi punktéw y',...,y™ na
hiperptaszczyzneg; wtedy wektory y' — x' maja kierunek wektora n,
a iloczyny skalarne n'(y' —x!) = n'(y! — p) sa z doktadnoécia do znaku
réwne odleglosciom punktéw y' od hiperptaszczyzny.
Niech A € R™*" oznacza macierz, ktérej kazdy wiersz jest réwny n'.
Niech b € R™ bedzie wektorem, ktérego kolejne wspoirzedne b; sa
iloczynami skalarnymi n'yt, dlai=1,...,m. Dla ustalonego wektora n
nalezy znalez¢ minimum funkcji

m

f(p) =Y (n"(y'—p))* =[lAp—b]3.

i=1
7 zadania 3 wiemy, ze punkt p musi speinia¢ uklad réwnai normalnych
ATAp = ATb. Jest ATA =mnn' oraz ATb =Y " nn'y'=nn"} "yt
Oczywistym rozwigzaniem ukladu réwnan normalnych (ktérego
macierz n x n ma rzad 1) jest punkt p =L 5 ™ yi.

Majac punkt p wyznaczamy wektor jednostkowy n. Oznaczamy v' =y' —p
i okreslamy funkcje

m m m

gn) = Z(nTvi)2 = Z nviviin=n" (Z viviT)n =n"Bn.

i=1 i=1 i1
Macierz symetryczna B jest nieujemnie okreslona; pozostaje dowies¢, ze
funkcja g osigga minimum w zbiorze wektoréw jednostkowych, jesli wektor n
jest jej wektorem wilasnym przynaleznym do najmniejszej wartosci witasnej.

. (NPP) Wyznacz gradient i hesjan funkcji f: R™ — R:
1
f(x) = ExTAx +b'x +¢,

z macierza niesymetryczng A € R™*", wektorem b € R" i stalg c.

Rozw. Z definicji pochodnej

fx+ed)—f(x)==(x+ed)"A(x +ed)+b"(x +ed) — %XTAX —b"x

ex"Ad + %adTAx +¢eb'd+ %aszAd
1 TAT 1 T T 1 24T
SXTAT4 XA + b )(ed)+§e d"Ad,

AN DN =N =

10.
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stad

Df(x) = %(AT +A)x+b.

Ze wzoru Taylora
f(x +d) = f(x) + Df(x)"d + %dTsz(x)d +o(||d||).

Poréwnujac to z

1 1
flx+d) = f(x) + <§(AT FANX+ b> d+5d'Ad,

mozemy wyciggnaé bledny wniosek, ze D?f(x) = A. Ale macierz D?f(x) jest
symetryczna; jedyna taka macierz, ktéra spetnia warunek d"Bd = d"Ad dla
kazedgo d € R" to macierz B = %(AT + A). Zatem D’*f = %(AT +A).

. (NPP) Dana jest funkcja f(x) = jx"Ax + b"x. Zbadaj, czy jest ona wypukla

albo wklesla, jesli macierz A jest réwna

31 -3 1 3 1 32
12 1 =2 1 =2’ 021"
(NPP) Dana jest przestrzen probabilistyczna (Q, F,P), P(Q) =1, i zmienna

losowa n € L2(Q, F,P;R"). Znajdz punkt R € R", taki ze E[n — &% jest
najmniejsza.

Rozw. Okreslamy

fx) =E[n—x|*=Emn—x)"n—x) =En'n—n'x —x'n) —x'x
=x"x —2(En)"x + E|n|%

1
f(x) = ixTAx +b'x +c,

gdzie A =21, b = 2En, ¢ = E||n||>. Macierz A jest symetryczna i dodatnio
okreslona. Mamy

Df(x) = 2Ix — 2En,

stad Df(x) = 0, gdy x = En. To jest minimum globalne.



11.

12.
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(NPP) Znajdz minimum funkcji f(x;,%2) = 2x1 + 3%, na zbiorach

W] = {(X],Xz)l X% +X% = ]}, Wz :{(X],Xz)Z X% +X% é 1}

Rozw. Df = [2, 3], zatem nie moze by¢ minimum we wnetrzu W,, musi by¢
na brzegu. Bierzemy x; = /1 —xi, okre§lamy f(x) = 2x + 3v1 —x2,

f/(x) =2+ 3x/V/1 —x2, f'(x) = 0 jedli 3x = 2¢/1 —x2, czyli Ix? =4 — 42,
czyli 13%? = 4. Zatem x = :l:\/%.

W punkcie (x1,%3) = (— \/%,—%) jest minimum.
W punkcie (x1,%2) = (\/%, \/%) jest maksimum.
(NPP) Dana jest funkcja Peano

f(x1,%2) = (X3 —x1) (x5 — 2%1) = x5 — 3%1%5 + 2x3.

Udowodnij, ze obciecie tej funkcji do dowolnej prostej przechodzacej

przez (0,0) ma w tym punkcie minimum, ale funkcja f nie ma lokalnego
minimum w tym punkcie, ani nigdzie w R

Rozw. Jest Df(x1,x2) = [4x; — 3x3,4x3 — 6x1%2], czyli Df(0,0) = O Jest to
jedyne miejsce zerowe pochodnej w R2.

Dla prostej x; = 0 mamy g(x) = f(x,0) = 2x* — funkcja ta ma minimum dla
x =0.

Dla prostej x; = ax, mamy g(x) = f(ax,x) = (x> — ax)(x? — 2ax), jest

g(0) =0, a jesli |x] < |al, to g(x) > 0, jest zatem minimum na kazdej takiej
prostej.

Teraz podstawiamy x; = %x%: mamy

g(x) = f(éxz,x> = <Xz — %xz) <x2 — gxz) = 7%x4,

teraz dla x = 0 jest maksimum, nie ma minimum dla zadnego x, czyli f nie
ma minimum w R?.

X2

X1

13.

14.

15.

1.6

Znajdz przyklad funkcji f: R* — R, ktorej obciecie do dowolnej prostej
przechodzacej przez punkt (0,0,0) ma w tym punkcie minimum, ale
funkcja f nie ma minimum.

Odp. f(x,y,z) = (y2 + 2% —x)(y*> + 22 — 2x). Ale trzeba uzasadnié.

Znajdz przyklad funkcji f: R* — R, ktorej obciecie do dowolnej ptaszczyzny
przechodzacej przez punkt (0,0,0) ma w tym punkcie minimum, ale
funkcja f nie ma minimum.

3)2

Odp. f(x,y,z) = (y —x*)? + (z—x%)? — Ix®. Ale trzeba uzasadnic.

(EII) Niech W = { (x,y,2) € R*: X2 +y?> + 22 =2, 2xy + 2yz + 2zx + 1 = 0}.
Znajdz minimum i maksimum funkcji f(x,y,z) = 2x + 2y — 3z w zbiorze W.
Rozw. Zbiér W jest przecieciem dwoch kwadryk: sfery o promieniu v/2

i hiperboloidy obrotowej (jeszcze nie wiadomo, jakiej). Jej réwnanie
przedstawiamy w postaci macierzowej:

X
y |+1=0.
z

x,y,2l

_ a o
—_c =
[ R p—

Macierz A wystepujaca w tym réwnaniu ma warto$¢ wiasng A; = 2

i przynalezny do niej wektor wtasny v; = [1,1,1]T oraz dwukrotna warto§é
wlasng A, 3 = —1, ktorej przestrzerl wlasna jest rozpigta przez wektory

vy =[1,0,—1T i v3 = [-1,2,—1]T. Wektory v;,V,,V; tworza baze
ortogonalng przestrzeni R®, tworzymy z nich macierz ortogonalna zmiany
uktadu wspoéirzednych:

1 1 1
—v
V3 UV2 Ve )
i wprowadzamy nowe zmienne, u,v, w. Jest [x,y,z]" = Qu,v,w]", cayli
u,v,w]" = QTlx,y,z]". Réwnanie sfery w nowych zmiennych jest takie

samo: u? +Vv? +w? = 2, natomiast réwnanie hiperboloidy ma postaé (na
2

Q=|—%v, =V

]T

podstawie wartodci wlasnych) 2u? —v? —w? = —1. Jest to wiec hiperboloida

jednopowtlokowa.

Podstawiajac wyznaczone z réwnania sfery v> +w? = 2 — u? do réwnania
hiperboloidy, dostajemy u? = 1/3, zatem punkty zbioru W maja
wspotrzedna u = +1/+/3. Teraz okreslamy (przez zamiane zmiennych)
funkcje g(u,v,w) = f(x,y,z). Cayli jest g(u,v,w) = 2,2, -31Q[u,v,w]".
Dalej,

1 5 5 5 5
(2,2,-31Q = {*, —= —}, zatem g(u,v,w) = BRI

3°V2 Ve V3 V2 Ve



16.
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Pozostaje znalez¢ ekstrema funkcji (wielomianéw pierwszego stopnia)
91(VaW) = 9(1/\/§»Vaw) i gZ(V)W) = 9(_1/\/§aV»W) na Okr‘?gu
v2+w? =5/3. Gradient obu tych funkcji jest taki sam: Dg; = [, >].

V2’ Ve
Stad maksimum jest dla u = \}g: v = ?, w= %, minimum jest dla
u= —%, v= —%, w= —%. Za pomoca macierzy Q znajdujemy

odpowiednie wspodirzedne x,y, z punktéw ekstremalnych. Maksimum
i minimum sg odpowiednio w punktach

4 1y V5 1 _1_ A5
? 3732 ? 3 32
V5 — |1 V5 _ V5 — 1 V5
Q 2 3T 3v2 iQ 2 | T332
A5 1_J/io _ 5 _14 V10
2V3 3 3 2V3 3 3

(NPP) Rozwazajac problem

Xyzt — max,
x+y+z+t=dc,
xY,z,t € RY,

udowodnij nieréwnos¢ Srednich.

Rozw. Przyjmujemy t = 4c —x —y — z i okredlamy funkcje
9(x,y,z) = dexyz — x*yz — xy’z — xyz?,

ktérej maksimum trzeba znalezé. Obliczamy Dg =

[dcyz — 2xyz — y? — yz?, dexz — xPz — 2xyz — x2%, dexy — xPy — xy? — 2xyzl.

Jesli pochodna jest zerowa, to

deyz =2xyz+y’z+yz2 = 4dc=2x+y+z,
doxz =Xz 4+ 2xyz +xz22 = de=x+2y+z,
dexy =xy+xyt+2xyz = 4c=x+y+2z
Odejmujac kazda pare z powyzszych trzech réwnan dostajemy x —y =0,
y—z=0ix—2z=0, czyli Dg =0 wtedy, gdy x =y =z =rc.
Hesjan funkcji g jest réowny
—2yz dcz —2xz —2yz — 2+ dey —2xy —y* —2yz

dez —xz — 2yz — 22 —2xz dez —x? — 2xy — 2xz
dey — 2xy —y> — 2yz dez—x? —2xy — 2xz —2xy

17.

18.

19.

20.
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Dla x =y = z = c hesjan jest réwny

—2c¢t -2 - 211
—c2 =22 ¢t | ==c*|1 21
—c? = =22 112

Na podstawie kryterium Sylvestra (zobacz tez zadanie 1) hesjan w punkcie
(c,c,c) jest ujemnie okreslony, zatem w tym punkcie jest lokalne maksimum
funkcji g. Ale nie ma innych punktéw krytycznych i funkcja g, jako
wielomian, jest ograniczona w czworoscianie

{(x%y,2): x,y,z = 0,x +y +z < 4c}ima warto§¢ O na jego brzegu, zatem to
maksimum jest globalne. Stad wynika nieréwnos¢

x+y+z+t

t 1/4 <
(xyzt) ,

Udowodnij twierdzenie o epigrafie: funkcja f: X — R okreslona na zbiorze
wypuklym X C R" jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jej epigraf jest
zbiorem wypuklym.

Dowdd. Z definicji, epif = {(x,2): x € X,z > f(x)} ¢ R™". Niech x,y € X,
A € [0,1]. Dla dowolnych punktéw (x,z), (y,t) € epif jest z > f(x), t > f(y)
i mamy stad oraz z wypuklosci f

Az+ (1 =AMt 2 Af(x) + (1= A)f(y) = f(Ax + (1 —=A)y),

zatem A(x,z) + (1 = A)(y,t) = (Ax + (1 —=A)y,Az+ (1 — A)t) € epif.
Wynikanie w drugg strone: dla dowolnych punktéw x,y € X oraz A € [0, 1]
jest (x,f(x)), (y,f(y)) € epif i jesli epif jest wypukly, to

A(x,f(x)) + (1 —A)(y,f(y)) € epif. Ale na podstawie definicji epigrafu to
oznacza, ze f(Ax + (1 —A)y) < AMf(x) + (1 —A)f(y).

(NPP) Udowodnij, ze jesli zbiory X,Y C R" sg wypuktle, to XNY jest
wypukty.

Suma Minkowskiego zbioréw X,Y C R" jest to zbiér
X+Y={x+y:x e Xy e€Y} Wykaz, ze jesli zbiory X i Y sg wypukte, to
zbiér X + Y jest tez wypukty.

Niech X,Y C R" bedg zwartymi zbiorami wypuklymi i niech funkcje
g: X —=Rih:Y — R beda wypukte. Wykaz, ze funkcja
f: X4+Y =R, f(z)= inf

xeX,yeYx+y=z

g(x) +h(y)

jest wypukta. Czy i jak zalozenie o zwartosci mozna ostabic?
Czy istnieje zwigzek miedzy epigrafami funkcji f, g i h?



21.

22.

23.
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(NPP) Zbior X jest wypukly, funkcje f, g: X — R sg wypukle. Udowodnij, ze
a) funkcja f + g jest wypukla,

b) funkcja max(f, g) jest wypukla,

c) funkcja fg nie musi by¢ wypukta. Podaj warunek dostateczny, aby byta
wypukta.

Rozw. a) Dla dowolnych x,y € X C R" oraz A € [0, 1] jest

Af+g)(x) + (1 =A)(f+g)(y) =AM(x) + (1 = Af(y) +Ag(x) + (1 —A)g(y)
<FAx+(1=Ny) +g(Ax + (1 —=N)y) = (f+ g)(Ax + (1 = N)y).

b) Epigraf funkcji max(f, g) jest przecieciem epigraféw funkcji f i g; jako
przeciecie zbiordw wypuklych jest zbiorem wypuklym, przy czym jego
rzutem na R" jest zbiér X. Wypuklos¢ funkcji max(f, g) jest
natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o epigrafie.

(NPP) Niech f: R — R bedzie funkcjg wypuktlg i rosnaca, a g: W — R,
okreslona na zbiorze wypukltym W C R", bedzie wypukta. Wykaz, ze fo g
jest wypukla.

Rozw. Dla dowolnych punktéw x,y € W oraz liczby A € (0,1) jest

g(Mx+ (1 =A)y) <Ag(x) + (1—-A)g(y),
Fg(x+ (1= A)y) ) < F(Agho) + (1= Ng(y))

bo f rosnaca

< Af(gx)) + (1= A)f(g(y)).
A

bo f wypukta
(NPP) Udowodnij, ze jesli funkcja f jest (Scisle) wklestai f > 0, to 1/f jest
(cisle) wypukta.
Rozw. Wystarczy zbadaé, czy

1 21/ 1 1
-~ <l t) *
e < 2 ) B
Z wklestosci f
f(x) +f(y) x+y : 2 |
<f R 1 > . *x
2 ( 2 ) A+ )~ f((x+)/2) (%)
Sprawdzamy zatem, czy zachodzi nieréwno§c
2 [ 1 fly) + f(x)

o 1 fy) S 2Fx) 26y 2f0f(y)

24.

25.

Dzigki temu, ze f(x),f(y) > 0 to jest réwnowazne
2 2
(foo) +f(y))” > 4f(X)f(y) & (fx) —f(y)) >0.
Rzeczywiscie, ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa. Nieréwnosci w (*) i (*¥*)
mozna zamieni¢ na ostre.
Uwaga. Z tego, ze funkcja f jest wypukla i dodatnia nie wynika wklestosé
funkcji 1/f. Znajdz odpowiedni kontrprzyktad.

(NPP) Niech X C R™ bedzie zbiorem wypuktym i niech funkcja f: X = R
bedzie wypukta. Niech A C X oznacza zbiér punktéw x € X, w ktérych
f osigga minimalng warto$¢. Zatozymy, ze A # ().

a) wykaz, ze zbiér A jest wypukly,
b) wykaz, ze kazde minimum lokalne funkcji f w X jest minimum globalnym.
Rozw. a) Niech x,y € A oraz a = Ax + (1 — A)y dla dowolnego A € (0,1).
Wtedy a € X oraz

fla) = f(Ax + (1 = A)y) < Af(x) + (1 = N)f(y) = f(x) = f(y) < f(a).

Stad musi by¢ a € A.

b) Niech x* bedzie minimum lokalnym funkcji f. Przypusémy, ze istnieje
punkt X € X, taki ze f(x) < f(x*), a wiec x* nie jest minimum globalnym.
Z wypuklosci f, dla kazdego A € (0, 1) jest

f(AX* + (1 —A)X) < AF(x*) + (1 —Nf(X).
Poniewaz punkt x* jest minimum lokalnym, istnieje takie r > 0, ze dla

kazdego x € X: |[x —x*|| < r jest f(x) > f(x*), a zatem ||X —x*|| > .
Wezmy A* =r/||[X — x*||; jest A* € (0,1) i mamy

f()\*x* +(1— 7\*)?) > f(x") = A f(x") + (1 — A)f(x¥)
> A F(x") 4+ (1 —A)f(X).
Z przypuszczenia wynika sprzecznosc.

(NPP) Niech f: W — R, przy czym zbiér W C R" jest wypukly i f € C.
Niech D*f(x) > 0 dla kazdego x € W oraz Df(x*) = 0 dla pewnego x* € W.
Wykaz, ze punkt x* jest minimum globalnym.

Rozw. Na podstawie wzoru Taylora
1
) = fx") + S (x - x*) D (y) (x —x*),

gdzie y jest pewnym punktem odcinka x*x, a wigc elementem zbioru W.
Jest D*f(y) > 0, a zatem f(x) > f(x*).
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27.

28.

(NPP) Znajdz przyktad funkcji f € C? ktéra ma D*f], > 0 dla
kazdego x € X C R", ma minimum lokalne w zbiorze X i nie ma minimum
globalnego.

Wskazéwka. Zbiér X nie moze byé¢ wypuktly.
(NPP) Udowodnij, ze funkcja
fx,%2) =X +x3 —x1%2 + 23
osigga minimum globalne na zbiorze X = { (x1,%x2): x; > —1}.
Rozw. Zbiér X jest nieograniczony i domknigty. Funkcja f jest ciagla (bo to
wielomian) i koercywna, bo

fx,%2) =X} 4+ (1 — %xz)z + 4_71X% Hm;)n}—»oo 00.
(NPP) Niech W C R"™ oznacza zbiér wypukly otwarty i niech funkcje
g,h: W — R bedg rézniczkowalne. Wykaz, ze jesli zachodzi jeden
z warunkow:
a) g — wypukla i nieujemna, h — wklesta i dodatnia,
b) g — wypukla i niedodatnia, h — wypukla i dodatnia,
to funkcja f = g/h jest pseudowypukta.

Rozw. a) Gradient ilorazu jest opisany wzorem
D, — DIkhlx] — g(xIDR)
(h(x))

Funkcja f jest pseudowypukla & (Dflg(x —X) > 0 = f(x) > f(X)).

Na podstawie wzoru na gradient,

Dfle(x =X) > 0 & Dgk(x —X)h(X) > g(X)Dhlx(x — %), *)
a poniewaz h > 0, jest tez

f(x) 2 f(x) & g(x)h(X) = g(X)h(x). **)
Z istnienia plaszczyzny podpierajacej mamy

h(X)g(x) > h(x)(g(X) + Dglk(x — %)),

g(X)h(x) < g(X)(h(X) + Dhlg(x —X)).
Czyli jesli jest spelniona nieréwnosé

h(%)(g(%) + Dglk(x —X)) > g(X) (h(X) + Dhl(x — X)),
to zachodzi (**). Ale to wynika z (*).

b) (prawie) tak samo, jak a).

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Znajdz zbiér punktéow ekstremalnych zbioru

X={(xyz): ¥ +22 < (x+ 1), x>0,x<1,z> 0}

Znajdz maksimum funkcji f(x,y,z) = (x — 2)> +y + z w zbiorze X
z poprzedniego zadania.

(NPP) Zbiér W C R" jest otwarty i wypukly, funkcje g,h: W — R sg
rézniczkowalne. Wykaz, ze jesli funkcja g jest wypukta i niedodatnia,
a h jest wklesta i dodatnia, to funkcja f = gh jest pseudowypukila.

Rozw. Z zadania 23 funkcja 1/h jest wypukla, jest tez dodatnia. Reszta
wynika z zadania 28.

(NPP) Niech S C R i funkcja f: S — R bedzie pseudowypukla. Wykaz, ze
jesli f'(xo) = 0, to xo jest minimum funkcji f na S.

Rozw. Z definicji pseudowypukiosci, Vies f/(x0)(x —x0) = 0 = f(x) = f(xo).
Poniewaz f'(x¢) = 0, punkt x, nie moze nie by¢ minimum.

(NPP) Czy zbiér W = { (x1,X2,%3): X§ + X3 +x2x3 + x5 < 1} jest wypukly?

Rozw.

g(x1,%2,x3) = X7 + x5 +xx3 + x5 — 1,
Dg = [GX?,ZXZ + X3, 2x3 + x2],

304 00
Dig=| 0 21
0 12

Macierz D?g jest nieujemnie okreslona, zatem funkcja g jest wypukta i jej
zbiér poziomicowy W = {x: g(x) < 0} jest wypukty.

(NPP) Zbiér W C R" jest niepusty, wypukty, domkniety i ograniczony.
Funkcja f: W — R jest wklegsta. Niech A ={x: f(x) = minyew f(y) }.
Udowodnij, ze do zbioru A nalezg pewne punkty ekstremalne zbioru W.

Rozw. A # (), bo funkcja f jest ciggla na zbiorze zwartym. Niech
X =121+ -+ + axzg € A, przy czym punkty z;,...z, sg punktami
ekstremalnymi, a;,...,ax > 0oraz a;+---+a,=1.

Poniewaz funkcja f jest wklesla, jest f(x) > ai(fz;) + -+ - + aif(zy), ale

f(x) < f(z;) dla kazdego 1 z definicji zbioru A. Zatem, wszystkie punkty z;,
takie ze a; > 0 (co najmniej jeden sposrdd zy,...,2zy) spelniajg rownosé
f(z;) = f(x), a wiec nalezg do A.
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(NPP) Rozwiaz zadanie minimalizacji z ograniczeniami:

log, (%1 + x2) — 2x; — 2x1| — %3 + 2x; — min,
X={(x1,%2): %1 20, %2 20, [xg = x| + xq| <4, %1 +x2 > 1}

Rozw.

g(x) =log,(x1 +x2) — 2[x5 — 2x4| — x% + 2x2,

Dg(x) = { +4sgn(xy — 2x1), —2sgn(xy —2x1) + 2x2 + 2|,

(x1+x2)In2 (x1 +x2)In2

—1 —1
(x1+x2)?1n2

2 21n2
Dg(x) = { B

(x1#%x2)?In2  (x1+x2)?In2

Na podstawie kryterium Sylvestra D?g < 0, zatem funkcja g jest wklesta.
Badamy zbiér X: Poniewaz x; > 0, nier6wnos¢

Ix1 — x2| + [x1] < 4 mozna zastapié¢ przez

Ix1 —x2| +x1 < 41idalej 2x; —4 < x; < 4. Zbiér X
jest wypuklym pieciokatem o wierzchotkach
(punktach ekstremalnych) (0,1), (1,0), (2,0), X
(0,4), (4,4). Obliczamy wartosci funkcji g
w tych punktach:

90,1 =1, g(2,0)=-7, g(4,4)=-13,
g(1,0) =—4, g(0,4) =—14.

X2

X1

Minimum funkcji g jest w punkcie (0,4).

(NPP) Znajdz maksimum funkcji f(x,y) =sinx + siny — sin(x +y)

w zbiorze X ={(x,y): x>0,y >0, x+y < 27m}.

Rozw. Maksimum istnieje, bo funkcja jest ciaggla na zbiorze zwartym X.
Df(x,y) = [cosx — cos(x +y), cosy — cos(x + y)].

Gradient f jest réwny 0, jesli cosx = cosy, stad x =y lub y =2m—x.

Jest cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny.

Dla x = y: cos(2x) = 2cos’x — 1, jesli z = cosx, to mamy 2z —z—1 =0,

stad z=1 (i wtedy x =y =0) lub z = —1/2 (i wtedy x =y = 27/3).

Dlay =2m—x: cosx =cosy i sinx = —siny. Mamy dwa rozwigzania:

x =0,y = 27 oraz x = 2m,y = 0.

37.

38.

Wewnatrz zbioru X jest miejsce zerowe gradientu: x =y = 27/3. Funkcja f
ma na calym brzegu zbioru X wartos¢ 0, bo

f(x,0) =sinx —sinx = 0,
f(0,y) =siny —siny =0,

f(x,2m—x) = sinx — sinx + sin(27) = 0.

W punkcie (271/3,27/3) jest f(27/3,2m/3) = 3v/3/2 > 0 — to jest wartosé
maksymalna.

a) Udowodnij, ze dowolna norma w R" jest funkcjg wypukla.

b) Niech M oznacza wypukty, domkniety i ograniczony podzbiér R™, ktérego
wnetrze jest niepuste i ktéry spelnia warunek x €e M & —x € M.
Udowodnij, ze funkcja nieujemna f: R" — R, okreslona wzorem

.1
f(x) = { tloxem b dlax #0,

0 dlax =0,
jest norma.

Niech wielomian f(x) = }xTAx + b'x + ¢ bedzie &cisle wypukla funkcja
w R". Udowodnij, ze minimum funkcji f w zbiorze rozwigzan ukladu réwnai
liniowych Cx = d, ktérego macierz ma niezalezne liniowo wiersze, jest
blokiem x w jedynym rozwigzaniu ukladu réwnan liniowych
HAT+A)x+C"A=—b,
Cx =d
Rozw. I Jesli C € R*™, to mamy tu k regularnych funkcji (gi(x) = ¢/x — dy),
ktoére opisuja ograniczenia réwnosciowe w zadaniu minimalizacji. Pierwszy

poduklad, tj. J(AT+ A)x 4+ C'A = —b wyraza réwnos¢ Dflx + DghA =0,
przy czym wspolirzedne wektora A € R* s mnoznikami Lagrange’a.

Rozw. IT Niech S = %(AT + A); macierz S jest symetryczna i zachodzi
réwno$é f(x) = Jx"Sx + b'x + ¢ (zobacz zad. 8). Scisla wypuklos¢ funkcji f
oznacza, ze macierz S jest dodatnio okreslona. Niech x spelnia badany uklad
réwnan razem z pewnym wektorem A € R¥. W szczegdlnosci wektor x jest
rozwigzaniem ukladu Cx = d. Kazde inne rozwigzanie tego uktadu ma
postaé x + z, gdzie Cz = 0.

Obliczmy

1
f(x +z) = f(x) + EzTSz +x'Sz+b'z.
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Ale jest x"Sz = —ATCz — b'z = —b"z, skad wynika, ze
1
f(x +z) = f(x) + EZTSZ.

Poniewaz macierz S jest dodatnio okreslona, dla kazdego z # O jest
f(x) < f(x + z).

Trzeba jeszcze sprawdzié, ze uktad ma rozwigzanie. Z pierwszego podukiadu
musi byé x = —S71(b + CTA) (S7! istnieje), po wstawieniu do drugiego
d=Cx=—-CS"b—CS'C™, czyli CS'C'TA = —CS~'b — d. Poniewaz
wiersze C sa liniowo niezalezne, macierz CS™'C" jest dodatnio okreslona —
nieosobliwa — zatem A oraz x sg okreslone jednoznacznie.

(NPP) Metalowa belka ma przekrdj w ksztalcie symetrycznego trapezu

o ustalonym polu S. Gérna i boczna powierzchnia ma by¢ pomalowana farba
antykorozyjna. Ustal ksztalt przekroju tak, aby powierzchnia do
pomalowania byla jak najmniejsza.

Rozw. Dolny bok trapezu ma diugos$¢ a, gérny b, wysokos¢ trapezu jest
réwna h. Nalezy zminimalizowaé funkcje

b
a—b\2
= 2 h
fla,b,h) =b+2 ( 5 ) +h
w zbiorze miejsc zerowych funkcji a
b
g(a,b,h) = a—; h—S.

Niech x =a+b,y =a—Db, oraz ?(x,y,h) =(x—y)/2+ \/y?+4h?,
§(x,y,h) = xh/2 — S. Wtedy mamy znalez¢ minimum funkcji f w zbiorze
miejsc zerowych funkcji §. Stosujemy mnozniki Lagrange’a.

Df =[5~ + ]
272 2 yan? Ny yanl
h  x
Dy - [5.0.3-
Poniewaz dopuszczamy tylko h > 0 i x > 0, D§ nie znika. Rozwigzujemy
réwnanie
Df +AD§ = 0,

czyli uktad réwnan

1 _h 1 y 4h

SHAS =0, —sf =0, ———— +A
2 2 2yl +4n2 VP +an 2

40.

7 pierwszego h = —1/A, z drugiego y? = h? + y2/4, czyli
y? =4h?/3 = 4/(3N?), z trzeciego

X = = =
My +4n? 2 fa 4 A

3A A

—8h 8 —2V3

7 ograniczenia § = 0 dostajemy 2v/3/(2A\2) = S, czyli A = —v/3//S (bo
A < 0). Musi by¢ y > 0, stad otrzymujemy

=203V, y - 2UAVS, h:%

Czy to jest minimum globalne? To jest mozliwe. Dla h \, 0 jest x 0o
i f oo, podobnie dla x N Ojesth ~ooi f 00, czyli na brzegu nie ma
minimum. Nalezatoby sprawdzi¢ warunek II-go rzedu (D*f > 0).

(NPP) Rozwiaz zadanie minimalizacji

X1 + X2 + X3 + X4 — min,
X1X2X3X4 = ¢,
X1y X2y X3y X4 = 0.

dla c > 0.

_ _ 4
Rozw. f(x1,%2,X3,X4) = X1 + X2 + X3 + X4, g(X1,X2,%X3,Xa) = X1X2X3Xq — C".

Df =[1,1,1,1],

Dg = [xaX3X4, X1X3X4, X1X2X4, X1X2X3].

Jest Dg # 0, bo x; sa nieujemne i ich iloczyn jest dodatni. Réwnanie
Df +ADg =0

po rozpisaniu daje

X2X3X4 = X1X3X4 = X1 = X2,
X2X3X4 = X1X2X4 = X = X3,

X1X3X4 = X1X2X3 = X2 = X4,

skad x; =X, = X3 = x4 = c. Z réwnosci 1 4+ Axyx3x4 = 0 wynika A = —1/c3.
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Okreslamy L(x,A) = f(x) + Ag(x). Jest

0 X3X4 XoXa4 XpX3

xX3xs 0 X1X4 X9X3
D2 L(x,A) = A
Xoxs X% 0 x1%2

X2X3 X1X3 X1X2 0

2

2 C
Dialiteeon1/e L% A) = ——

3 =: H.

@ J QN

_—_— - O
—_—_— O -
_ O —- -

—_
_—_ — O
_—_— O =
_ O - =

1
1
1
0
Bierzemy wektor d = [dy, d, d3, da]" # 0, taki ze Dglccce)1/ed = 0;

poniewaz Dgl((cc.coni/e3) = ¢[1,1,1,1], musi by¢ dy + d, + d3 + ds = 0.
Obliczamy

d+d;+ds —d;
dTHdz—ldT di+d;+ dy :—1dT —dy :d$+d§+d§+dg.
c dy +d;+dg c —d3 c
dy +d; +ds —dy

Zatem, d"Hd > 0, co oznacza, ze w punkcie x; = x; = X3 = X4 = ¢ jest
minimum.
Rozwiaz zadanie 15 metodg mnoznikéw Lagrange’a.

Rozw. Mamy

f(X»U)Z) = 2X+2y —3Z,
g1(x,y,z) =x* +y*+ 22 -2,
92(x,Y,2) = 2xy + 2yz + 2zx + 1.

Okreslamy

g1(X,y,Z) = 91(x,y,z) + gZ(Xay)Z) = (X+U +Z)2 -1

3:(%,9,2) = 201(%,4,2) — 02(%,4,2) = (x —y)* + (y —2)* + (z— x)* — 5.

Obliczamy
Df = [2,2,-3],
Dgr =2(x+y+2)[1,1,1],
Dy =R2x—y—z2y—z—x,2z—x—yl.
Trzeba rozwigzac uklad réwnan
Df +ADgy + A;Dg, =0,
(j] = 0)
gZ = 0)

czyli
2 1 2x—y—z 0
2 | +A2x+y+2z) | T |[+N | 2y—z—x | =] 0|,
-3 1 2z—x—yY 0

(x+y+z)?=1,
(x—u)+@y—22+(z—x)?=5.

Z réwnania §; = 0 wynika x +y + z = £1. Rozpatruje¢ przypadek
x+y+z=+1. Wtedy

2 2 3x—1 0
20 +nm 2 +n|3y=1]|=]0],
-3 2 321 0

skad wynika, ze

AZ(X_U) :0,
1 *3)\2(1_} *Z) =0.

Musi by¢ A; # 0, a zatem x =y # z. Podstawiajac to do réwnan
g1 = g2 = 0, dostajemy

2y+z=1, 2(y—2z2)* =5,

co po rozwiqzaniudajex:y:%i%,z=1—2y=‘§$@.

Teraz przypadek x +y +z = —1. Z ukladu réwnai

2 -2 3x+1 0
2 +NM | =2 4+A | 3y+1 =101,
-3 -2 3241 0

po wyeliminowaniu A; otrzymujemy

7\2(X—1J) = Oa
143Ny —2) = 0.

Jak poprzednio, musi by¢ A; # 0 oraz x =y # z. Po rozwigzaniu réwnan

ograniczen dostajemy x =y = —3 F %, z=1-2y=—3 = @.
Jest (3 + %, I+ %, =49 = (1+5v10)/3 — maksimum,
G- G+ ) = (1 -svioys

f(—3— %,—% — %,—% + %) = (1 +51/10)/3 — minimum,
f(—3+:5, -1 +:5, -1 -4 =—(1-5V10)3.
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(EII) Niech
H={(xy,z) eR:x*+y* 22 +4=0}.

Znajdz w zbiorze H punkt, ktorego odleglosé od (2,4,0) jest najmniejsza.

Rozw. I Zbiér H opisany réwnaniem x? +y? = z> — 4 jest hiperboloida

dwupowtokows. Dla |z| > 2 mamy réwnanie okregu x* 4+ y? = 12, gdzie

12 = 22 — 4. Mozemy znalez¢ najblizszy punkt na kazdym takim okregu —

ma on wspétrzedne y = 2x > 0. Podstawiamy 5x? = z? — 4, stad
22 = 5x* + 4. Kwadrat odlegtosci od (2,4,0) jest réwny

= (x—2P2+y—4>2+72
Okreslamy

fx) =d = (x =22 + (y =42 + 22 =10 — 12x + 24.
Stad f(x) =20x— 12, f(x) =0 = x = % y= 10 orazz—i\f.
Rozw. IT Metoda mnoznikéw Lagrange’a: Okreslamy

f(x,y,2) = (x —2)* 4+ (y —4)* + 22, Df=[2x—4,2y—8,2z],
g(x,y,z) =x2+y2—2z2+4, Dg = [2x, 2y, —2Z]

i znajdujemy minimum funkcji f w zbiorze H miejsc zerowych funkcji g,
rozwigzujac uktad réwnan

Df+ADg = 0,
Q(X,U,Z) = 0.

(NPP) Rozwiaz zadanie

—X1X2 — X2X3 — X1X3 — min)
X1 +x2+x3=3.

Rozw. Mamy tu funkcje f(x1,x2,%X3) = —X1X2 — X2X3 — X1X3,
g(x1,%2,X3) = X1 + %2 +x3 — 3. Jest

Df = [—x2 — X3, —X1 — X3, —X1 — X2l,
Dg =1[1,1,1].

Ograniczenie jest regularne. Gradient funkcji Lagrange’a ma by¢ réwny O:

D L(X )\) [ X2 — X3y —X1 — X3y, —Xq —Xz] +)\[],1,]] = O,

44.

1.20

stad x; =x; =x3 =1, A = 2. Hesjan funkcji Lagrange’a

0 —1 —1
DZL(xA)=| -1 0 —1 | =H.
-1 -1 0

Niezerowy wektor d € R> taki, ze [1,1,1]d = 0, jest kombinacja liniowa
wektoréw d; = [1,0,—1]7i d; = [0,1,—1]". Macierz B = [d;, d;] umozliwia
zapisanie tego w postaci d = Bz, gdzie z € R?. Wtedy

d"Hd = z"B"HBz = 2'Cz, gdzie macierz C = [ ? l ]

jest dodatnio okreslona. Konczy to dowdd, ze znalezliSmy minimum.

(NPP) Dla wyznaczenia pozycji statku d
zostaly z brzegu wykonane pomiary katéow: 500 *
& = 0.083, & = 0.024, & = —0.017. Nalezy m

je skorygowaé tak, aby proste laczace

odpowiednie punkty na brzegu ze statkiem 500m
przecinaly sie w jednym punkcie, a suma %
kwadratéw poprawek byla najmniejsza.

Rozw. Okreslamy funkcje f(o, 0z, 0t3) = Zf:] (o — &;)?, mamy znalezé jej
minimum. Ze zgodnosci katéw jest

bo oy = B2 bo oy = 92 =500 b o, — 921000
g17d], g = d] y g3 = d1 .
Stad tg oy —tg oz = 2(tg oy — tg ;). Biorac tg & ~ «, dostajemy
9(061, 0, 003) = o — 20 + o3 = 0.
Dalej, mamy

Df = 2[oy — &, &y — 8z, X3 — Gz,
Dg = [1,-2,1].

Rozwigzujemy réwnanie
0=Df+ADg = [2(0t; — &) + A, 2(0; — 6&2) — 2A, 2( 03 — G&3) + AL

Warto caly uklad zapisa¢ w postaci macierzowej:

2 00 1 o &
0 20 =2 X2 o 5(2
0 0 2 1 3 o 5(3
1 =21 0 A 0
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Po eliminacji o, oz, &3 z ostatniego rownania dostajemy

6N = &1 — 28, + &3, czyli A = %(&1 — 26, + &3) = 0.003 i dalej

o =8 —A=0.08, 0y = & + 22 =0.03 i a3 = &3 — A = —0.02. Funkcja f
jest scisle wypukta, mamy zatem minimum. Mozemy dalej obliczy¢

d] = ]OOOID/((X] — 063) = 10000111, dz = d] X1 = 800m.

(NPP) Rozwigz zadanie

f(x1,%2) = 2x1 + x, — min,
glx, %) =x2 +x3—1<0.

Rozw. Jest Dg = [2x4, 2x,] — ograniczenie g jest regularne (tj. Dg # 0
w zbiorze miejsc zerowych funkcji g). Rozwigzujemy uktad réwnarn
i nieréwno$ci

Df +ADg =0,
}\9 = 0,
A > 0.

Jesli A =0, to DyL(x,A) = Df # 0, czyli nie ma rozwiazai z A = 0.

Badamy zatem, czy jest rozwigzanie z A > 0. Z réwnania DyL(x,A) = 0 jest

242M =0 =
142N, =0 =

X1 = —]/A,
X2 = —1/(2M).

Poniewaz A > 0, musi by¢ g(x1,x;) =0, czyli

1T V5
ﬁ _:]v = AZT»

dalej x; = —2/+/5, x = —1/4/5. Warunek II-go rzedu jest spelniony, bo
funkcja L(x,A) jest scisle wypukla jako funkcja zmiennej x.

(NPP) Rozwiaz zadanie

f(x1,%2) = x — min,
gi(x1,%) = —x1 —x2 +2 <0,
92(x1,%2) =xj +x3 —2 < 0.

Rozw. Jesli zbiér {x: gi(x) < 0, g2(x) < 0} jest niepusty, to minimum
istnieje, bo ten zbiér jest zwarty i funkcja f jest ciggla. Okreslamy

L(x,A) = f(x) +Aigi(x) +A202(x)
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i rozwigzujemy uktad

Dyl = [0, 1]+ M =1, =1] + A2(2x1, 2%2] = 0,

}\]g] = 0)
>\292 = O,
A, A2 > 0.

1. Jedli Ay = A, =0, to brak rozwigzan.

2. Jesli Ay =0, A2 > 0, to 2A,x; =0, stad x; =0, T+ 2A;x; =0, stad

x; = —1/(2A;). Ograniczenie g, jest aktywne, czyli (1/(2?\2))z =2, stad
A =1/(2v2), x2 = —V/2. Jest g1(0,—v2) =2+ /2 > 0, zatem to
ograniczenie jest niespelnione.

3. Jesli Ay > 0, A, =0, to wychodzi sprzecznos¢, A; = 0.

4. Jesli A, A; > 0, to jest

27\27(1 — 7\] = 0,
2)\27(2 — }\] +1= 0,

ale z ograniczen x; +x; = 2, X3 +x3 = 2 wynika x; = x, = 1, co prowadzi do
sprzecznosci, 2\ — A1 =0, 2\, — A\ +1=0.

Pozostajg punkty nieregularne. X3

1. g1 =0, g, < 0 — brak,

2. g1 < 0, g2 = 0 daje [2%1,2?(2] = O, stqd X1 =X = 0,

ale wtedy g, < 0, g1 <0
3. g1 =gy =0, wtedy x; = x, = 11 gradienty , KO
Dgy = [-1,—1] oraz Dg, = [2xy, 2x;] sg liniowo

zalezne. Zbiér punktéw spelniajgcych ograniczenia jest
jednoelementowy (zobacz rysunek).

(NPP) Wykaz, ze dla zadania

f(x) 5 min (f: R™ - R),
gilx) <0, i=1,...,m,
x >0,

warunek I rzedu przyjmuje postac

DXL(XO)}\) > 0,

xDxL(x0,A) = 0,

Aigi(xo) =0, i=1,...,
A 20, i=1,...,

m,
m,
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gdzie
Lix,A) = f(x) + ) Aigi(x).
i1

Rozw. Standardowy warunek I rzedu:

Dxt(Xo, A»Y) = Ou

)\igi(Xo) =0 i=1,...,m, (**)

Yil—xo); = 0, j=1,...,m,

Ayyy 2 0, i=1...,mj=1,...,n,

gdzie

m

Lo Ay =)+ 3 Ngilx) + Y v5(—x).
j=1

i=1

Ma miejsce réwnosé Dxf(xo, A,Y) = DyL(x0,A) —y.

(**) = (*):

7 warunku D, =0 i v = 0 otrzymujemy DyL > 0. Mnozymy D,[ z lewej
strony przez x:

0 =x{DyL(x0, A, y) = x{DyL(x0,A) — X[y .
—~

= 0 z zalozenia

(*) = (**):

Niech y = DyL(xo,A). Wtedy DyL(x0,A,y) = 0. Z DyL(x0,A) = 0
wynika y > 0.

Czy vjx; = 0, tzn. (DXL(XO,A))j(xo)j =07

To wynika z x[DyL(xo,A) = 0 i z warunkéw DyL(xo,A) = 0, Xo = 0.

Dla jakich wartosci parametru « ponizszy problem ma rozwigzanie?

X1 + %2 + o(x; — 1) — min,
X1 —x2 <0,
X]}O.

Rozw. Postaé ograniczen umozliwia uzycie sposobu z zadania 47. Okre$lamy
funkcje

Lx,A) = x1 4+ %2 + a(x) — 1)+ A(x1 — x2)

49.

1 mamy rozwigza¢ uklad réwnan i nieréwnosci

2 Ln =0,
aéq 1420 —1)+A >0,
a—L(x,?\]:O, 1—A=0,

Xza czyli x1(1+20(x1 —1)+A) =0,
X1—L(X, )\) = 0) A _ _

0x4 (1 —x2) =0,
}\(X] - Xz) = 0, A = 0.
A= 0.

Przypadek A = 0 jest sprzeczny z 1 —A = 0.

Badamy A > 0; musi by¢ A =1 i ograniczenie x; = x; jest aktywne.
Z réownania x;(1 4+ 2a(x;—1)+1)=0jest xy =0lubx; =1—1/cx.

1.24

Jesli o < 1, to punkt podejrzany x; =x; =0 (dla . < 1 jest T —1/x < 0,

zatem nie moze by¢ x; = 1 — 1/«). Funkcja f ma minimum, f(0,0) = «.
Jesli o > 1, to punkty podejrzane x; =x; =0 oraz x; =x; =1—1/cx.

Pierwszy z nich nie spetnia nieréwnosci -&L(x,A) > 1z A =1. Stad

o1

minimum jest w drugim punkcie, f(1 —1/x,1—1/x) =2 —1/cx.

Niech b € R™, b # 0 oraz p > 1. Znajd% minimum funkcji f(x) = b'x
w zbiorze {x: ||x||, <1}

1
Rozw. Jest [[x[l, = (1, xi")"";
Dy (IIxllp — 1) = [Ix[[y P [x1lP " sgnxi, ..., [xalP " sgnxy].

Gradient jest rézny od 0 dla kazdego x # 0.
Okreslamy L(x,A) = b'x + A(||x||, — 1). Warunki K-T:

DiL(x,A) =0, = b"+AD:([lx|l,—1) =0,
A(lxll, = 1) =0,
A>0.

Badamy A = 0 — jest sprzecznosé¢, bo b # 0.
Dla A > 0 jest [|x|[, = 1. Wtedy

b+ AlX||" PIxiP'sgnx; =0 = sgnx; = —sgnb;.

Mozemy zatem napisaé

1 1 S b\ /"
[bi] = Allx|l, P[P =0, aponiewaz [x|, =1, Ixl= (T) .
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Dalej,
— — . /(p
1= Xl = Z] pxil” W Z [y ?
skad
n (p-1/p
A= () el
i=1
gdzie q = & (czyh = + — =1). Jest jeden punkt spelniajacy warunki K-T.

Z wypuklosa normy wymka ze minimum jest globalne.

Niech x* bedzie rozwigzaniem poprzedniego zadania. Udowodnij, ze x* jest
tez rozwigzaniem problemu

{ x|, — min,

b'x < b'x*

Rozw. Okreslamy funkcje L(x,A) = Il +AbT(x —x*) i zapisujemy warunki

DyL(x,A) = Dy[lx[|, +Ab" =0,
AbT(x —x*) =0,

A>o0.

Jesli A =0, to x = 0 (z warunku Dy ||x||, = 0), ale wtedy nie jest spelniona
nieréwnos¢ b'x < b'x* (bo b'x* < 0).

JesliA > 0, to bT(x — x*) = 0. Kula jednostkowa jest scisle wypukta, zatem
jedyny wektor x z tej kuli spelniajacy te réwnosé to x*. Wtedy

D,L(x*,A) =0 dla A = 1/A, A z poprzedniego zadania. Dostatecznosé
warunku wynika ze $cistej wypuklosci normy.

Rozwiaz problem

(x; — 1)* 4+ x3 — min,
2kx; — x5 <0,

z parametrem k > 0.

Rozw. Jest Dyg = [2k, —2x;] # O dla kazdego x;,x,. Okreslamy

L(x,A) = (x1 — 1)% 4+ x5 + A(2kx; — x3).

52.

Warunki K-T:

Sprawdzamy A =0: x; =1, x, =0, 2k < 0 — jest sprzecznos¢.
Ax; =0,stad x, =01lub A =1.
2k (1 — k), musi

Sprawdzamy A > 0: x; =1 —KkA, x; —
Sprawdzamy A = 1: x; = 1=k, 2k(1 —k) =3, stad x, = &

20 — 1)+ 2kA = 0,
ZXZ — 2}\7(2 = O,
A2kx —x3) =0,
A>0.

by¢ k € (0,1].
Sprawdzamy x, = 0: 2kx; =0, stad x; =0, A = 1/k.

Dla x = (0,0),

DiL(x,A) = 2(x1 — 1) —

o)

k=1, A=1/k: jeslik>1,to A< 1, DLL >0, jest

2 0

DixL(X))\) = |: 0 2(] _

rozwigzanie lokalne.

Dlak*1Jest)\—1 DLL=3

Zk)\, 2X2 — 2?\X2],

9]. Bierzemy

={d:Dyg-d=0}={d: kd; = x,d; }. W punkcie
(0,0) zbiér C ={d: kd; = 0}, jest "D, Ld =0 dla
kazdego d € C, to nie daje rozstrzygniecia.

Dla x = (0,0), k

jest spelniony.

Dlax = (1 —k,£/2k(1 —K)), k € (0,1), A

Nalezy zbada¢ d"D%,Ld > 0 dla d € C.

Przypadek ++/2k(1 —k): C={d # 0: kd,

< 1 warunek konieczny II rzedu nie

=1 jest Di,L = [3

= /2k(1 —Xk)d, },

sgnd; =sgnd,. Jest Vaec d'D2,Ld = 2d? > 0.

Przypadek

VdeC dTDiXLd = Zd% > 0.

Przypadek x = (0,0),

k=T,A=1:%

= 2X1.

—4/2k(1 —k): sgnd; # sgnd,, ale tez jest

Minimalizujemy

(x1 =172 +2x = x% + 1, to ma minimum dla x; = 0.

(GP’) Zbadaj wypuklos¢ zbiorow

a) {
b) {
c){
d) {

X,Y,2): x|+ yl +z <2},
Y 2):
Y —x+yt<0,x >

0}

( Y,z )ZX»U)Z20,X+H+Z:]},
(%,

(x X‘JZS>8x,y,ze[02]},
(x,

-

1.26
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Wykaz, ze jesli funkcja f: A — R okreslona na zbiorze wypuklym A C R"
jest wypukta, to dla kazdego x € A subrézniczka 0f|, jest zbiorem
niepustym, wypuktym i domknietym, przy czym jesli x € int A, to
subrézniczka jest zbiorem ograniczonym.

Rozw. Epigraf funkcji f jest zbiorem wypuklym, zatem dla x € A istnieje
hiperptaszczyzna (w R™") podpierajaca epigraf w punkcie (x f(x )) Nalezg
do niej punkty (x’,y’) spelniajace réwnanie y’' — f(x) = &(x’ — x); funkcjonat
liniowy & jest subgradientem funkcji f w punkcie x. Zatem subrézniczka nie
jest zbiorem pustym.

Wezmy &, &1 € 0flx oraz t € (0,1). Niech & = (1 —t)& + t&;. Wtedy dla
kazdego x' € A

f(x') — f(x) t) (f(x') — f(x)) + t(f(x") x))

—f(x
( )& (x’ *X)thcil(x —x) = &(x' —x),

Vv

a zatem &; € 0fly, co koniczy dowdd wypuktosci.

Dla dowolnego ciggu zbieznego subgradientéw w punkcie X, (&;)icn, granica
tego ciagu, &, jest subgradientem, co wynika z tego, ze definiujaca
subgradient nieréwnos¢ jest nieostra.

Niech x € int A. Ustalmy ¢ > 0, taki ze kula o tym promieniu i §rodku w x
jest zawarta w A. Przypusémy, ze subrézniczka zawiera nieograniczony cigg
subgradientéw (&;)icny. Mozemy wskazaé¢ w tej kuli cigg punktow (x;)ien,
taki ze ciag (Ei(xi —x))i N jest nieograniczony z géry. Wobec nieréwnosci
f(xi) > f(x) + &i(xi —x) ciag (f(xi)),., jest tez nieograniczony z gory. Wobec
dowolnosci wyboru ¢ funkcja f jest nieograniczona w dowolnie matym
otoczeniu x, czyli jest nieciggla, a wiec nie moze tez by¢ wypukta.

(GP’) Znajd# subrézniczke funkcji f: R? — R:
a) f(x,y) =x—yl,

b) f(x,y) = xI+ yl,
c) flx,y) = x —yl+x+yl,

d) f(x,y) = max{x,y,x +y},
e) f(x,y) =12x — 3y + 1],

f) fx,y) =12x =yl + Bx +y =5/ + 1.

Niech f: W C R? — R bedzie dodatnia funkcja wypukla w otwartym zbiorze
wypuklym W i niech g(x) = f2(x).

a) Wykaz, ze funkcja g jest wypukla,
b) Wykaz, ze 0g(x) = 2f(x)0f(x).
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Rozw. b) Niech & € 0f(x). Wtedy dla d takiego ze x + d € W jest

f(x +d)

f(x) +&'d,
(x+d) > f

2(x) 4+ 2f(x)ETd + (£7d)* > f2(x) + 2f(x)E"d,

\\/ \\/

czyli g(x + d) = g(x) + 2f(x)&Td, zatem 2f(x)df(x € dg(x), a stad
2f(x)of(x) C 0g(x).

Aby dowies¢ zawierania w druga strone, uzyjemy twierdzenia opisujacego
zwigzki pochodnych kierunkowych funkcji z ich subrézniczkami (ustalamy
punkt x i pomijamy go w notacji nizej):

of T ag T

pa BTG gg-mae
Zatem, dla dowolnego wektora d istnieja wektory &y € Of oraz 1; € dg, takie
ze

of T og

— =§&d — =nid.

2d EVO ) od =T

Oznaczmy &1 = ﬁm; przypusémy, ze &; ¢ Of, co wyraza sie¢ w ten sposdb,
ze dla pewnego wektora d jest

fix +d) < f(x + & d.
Mamy przy tym, dla odpowiednio dobranego wektora &y € 0f, réwnosci

f(x+d) = f(x) + &gd + 7o,
2(x +d) = f2(x) + 2f(x) &} d + 11,
gx+d)=g(x +2f(x)£1Td+r2,

gdzie 1o = o(||d|]), 1 = o(||d]|), 2 = o(]|d]|). Odejmujac stronami dwie
ostatnie rownosci, dostajemy
2f(x) (& — &)'d = (1 —72) = o(||d]]),

ale jesli wyrazenie po lewej stronie nie jest zerem, to jest rzedu ||d||, czyli
mamy sprzecznosc.

Niech funkcje f;: A — R okreélone na zbiorze wypuktym A beda wypukte
i niech szereg ) °; fi(x) bedzie zbiezny w kazdym punkcie x € A. Wykaz, ze
funkcja f bedaca suma tego szeregu jest wypuktla oraz ze dla kazdego x € A

ofl = cl{ E=) &:& €ofi }
i=1
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Niech A ={x € R™: ||x||, < 1} (np. n = 2) i niech (x;)ien 0znacza dowolny
cigg punktéow w A. Niech fi(x) = 27%||x —x;||;. Wykaz, ze funkcja f =Y °, f;
jest okreslona w A 1 jesli ciag (xi)ien jest gesty w A, to funkcja f w zadnym
punkcie zbioru A nie ma gradientu, ale ma w kazdym punkcie niepustg
subrézniczke.

Czy taka funkcja (dla ciggu (xi)ien ggstego w A) ma pochodng kierunkows
w jakim$ punkcie i w jakim§ kierunku?

Wskaz minimum kazdej takiej funkcji f. Czy ono jest ciste?

(GP) Sprawdz, czy punkty ze zbioru P sg rozwigzaniami zadania
minimalizacji funkcji f: R> — R:
a) f(x,y) = max{2x — 3y — 1, —x +y,x* + 2y> — 36}, P = {(4,3)},
b) f(x,y) = max{l4x —y + 1, 2x* — 8}, P ={(2,9),(0,1), (3,3)},
c) f(x,y) = max{x? + y%,13x + 7y + 20, 3x + 3y + 20},

P ={(-10,10), (—2,2), (—2,5)}.

(GP) Znajdz globalne minimum funkcji f: R? — R:
a) f(x,y) =x—y+1+2x+y—4,
b) f(x,y) = max{(x — 1) lyl},
c) f(x,y) = max{x* +y%,x + 1},
) (X»U) max{e € y»y 7X}:
e) f(x,y) = max{(x — 17 + y? + 4, —2x + 4y + 2)}.
(GP) Znajdz minimum globalne funkcji f na zbiorze A C R%:

a) f(x,y) = max{x,y}, A ={(x,y): ¥* +y> < 1},
b) f(x, x—y+2 A={(xy): X+yl <2},

y) =
C)f X,y) = max{x —y,x + y},

={(6y): (x =12 +y?> <4, (x +1)2 +y* <4},
)( y)=1[2x+y—2/+1,

={(yy): (x—yP-2<x+y,(x+y)? —2<y—x}

(NPP) Na rynku sa dwa produkty, A i B. Agent ma poczatkowo po 10
jednostek tych produktéw, jego funkcja uzytecznosci to

u(xa,xg) =21lnxa + 3Inxp. Niech pa i ps beda cenami A i B. Agent chce
mie¢ takie ilodci produktéw A i B, ktére maksymalizuja funkcje uzytecznosci
przy ograniczeniu budzetowym

paxa +pexs < 10pa + 10ps.

Rozw. Funkcja —u(xa,xg) = —21nxa — 31Inxg jest wypukia, jej
minimalizacja to maksymalizacja funkcji u. Funkcja Lagrange’a

L(x,A) = —2Inxa —31Inxg + A(pa(xa — 10) + pg(xp — 10))

61
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ma gradient
2 3
D,L = [’* Apa, —— + A ]
x . + Apa, - + Aps
Rozwigzujemy uktad réwnan i nieréwnosci

D,L =0,
7\(‘PA(XA —10) +palxs — 10)) =0,
A>0.

Jesli A =0, to % =0, to jest wykluczone.
Jedli A > 0, to
2 3

XAPA XBPB

= SXA‘pA = ZXBPB-
Razem z réwnaniem pa(xa — 10) + pg(xg — 10) = 0 daje to

2
3PBXB +pexs = 10(pa + ps),

stad  xp— 6(pa +PB)) _ 4lpa +PB)'
PB Pa

To jest minimum, bo funkcja —u jest wypukla.

(NPP) Przypusémy, ze na rynku dziata drugi agent, ktérego funkcja
uzytecznosci to {i(Xa,Xp) = Inka + InRp. Drugi agent ma poczatkowo
odpowiednio 10 i 5 jednostek produktéw. Jesli w gospodarce sg tylko ci
dwaj agenci, to jak powinny sie ksztaltowac ceny pa, ps, aby obaj osiagneli
stan optymalny?

Rozw. Dla drugiego agenta rozwigzujemy podobnie,

A -1 A -1 A
Dxt(ﬁ))\) - [g + }\pAa g + }\pB:| - 0)
RAPA = XBPs,
Pa(Ra —10) +pa(Xs —5) =0,

PeXE + paka = 10pa + 5ps,
otrzymujac

10pa + 5ps 2= 10pa + 5ps

Rp = ,
B Zpg ZpA
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Zadowolenie obydwu agentéw oznacza, ze jest réwnowaga popytu i podazy
przy optymalnych zasobach (supply-demand equilibrium for optimal
reserve):

XA + XA =10+ 10,
xg + X =10+ 5,

Stad
4(pa + ps) o 10pA +5ps 0, 6(pa +ps) L 10pa+5ps 15,
Pa 2pa PB 2ps
i dalej
18pa + 13ps 2, 22pa+ 17ps _1s.
2pa 2pg

Z obu réwnan wynika 22pa — 13pg = 0, zatem pa = %pg. Nie sg wazne
bezwzgledne ceny (ktére zalezg od waluty), tylko ich proporcja.

(NPP) Zbiory A C R" i C € R™ sa wypukle. Funkcja f: A x C — R jest
quasi-wypukta. Udowodnij, ze funkcja h(x) = infycc f(x,y) jest
quasi-wypuktla.

Rozw. Niech y¥ oznacza dowolny punkt taki, ze f(x,y¥) — e < h(x),
xX1,X2 €A, A€ (0,1), x =Axy + (1 —A)x;. Jest

max{h(x;), h(x;)} > max{f(x1, y;'), f(x2, y:)} — 2¢
> (A% + (1= A)xg, AYY' + (1 — A)AYR2) — 2e.

Dla kazdego y1,y; € C jest h(x) < f(x,Ay; + (1 — A)y,), zatem
F(A%1 + (1= A)x2, AYY + (1 = NAYY?) — 2e > h(Axy + (1 — A)xz) — 2e.
Poniewaz ¢ moze by¢ dowolny dodatni, wynika stad teza.

(NPP) Zbiér S C R™ jest wypukly, funkcja f: S — R jest klasy C'. Wykaz,
ze funkcja f jest quasi-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy

vx,yesf(y) < f(x) = Df(x) (y —X) < 0.

Rozw. =: dla A € (0,1)

f(x +Aly —x)) — f(x)
A

<0,
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bo f(x +Aly —x)) = f(Ay + (1 —A)x) < max{f(y), f(x)} = f(x). Zatem

&1 Niech x1,x; € S, A € (0,1), X = Axy + (1 — A)x,. Zaldzmy, ze
f(X) > max{f(x;), f(x2)}. Stad

Df(X)(x1 —%) <0,
Df(%)(x2 —%) <0,

N

} = Df(%)(x; — %) = 0 = Df(%)(x2 — X).

//

Czyli albo f(X) < max{f(x;), f(x2)}, albo Df(X)(x; —X) = 0 = Df(X)(x; — X)
dla A € (0,1).

Zalézmy, ze istnieje A* € (0,1), taka ze f(X*) > max{f(x1,%;)} =: «. Niech
g(A) = f(x2 4+ A(x; —xz)). Wtedy ¢(0) = f(x2), g(A*) = f(X*).

Rozwazmy podzbiér odcinka X7X;, na ktérym g(A) > «. Ten podzbiér
zawiera odcinek x*,X*; poniewaz g(A*) = f(X*) > «, a funkcja f jest klasy C',
taki odcinek istnieje. Dla x € x*,X* jest Df(X)(x; —x) = 0 = Df(X)(x; —x),
czyli Df(x) L X1,X%;. Z twierdzenia o wartosci §redniej

f(x*) — f(%) = Df(z)(x" — &)

dla pewnego z € x*,Xx*. Czyli wszedzie tam, gdzie g(A) > «, jest
g(A) = g(A*) > «, co przeczy ciagtosci funkcji g(A).

64. (NPP) Funkcja f: W — R jest okreslona na zbiorze wypuklym W C R™.

Udowodnij, ze

1) f jest quasi-liniowa = zbidér {x € W: f(x) = «} jest wypukty dla
kazdego « € f(W).

2) W C R, f jest quasi-liniowa & funkcja f jest monotoniczna.

3) f: R™ — R jest ciagla, quasi-liniowa & f(x) = g(a'x) dla pewnej funkcji
g: R — R ciaglej i monotonicznej oraz pewnego wektora a € R™.
Rozw. 1) Niech A ={x € W: f(x) = a}, X,y € A. Zatem f(x) = f(y) = «,
dla A € (0,1) mamy

o = min{f(x), f(y)} < f(Ax + (1 — A)y) < max{f(x), f(y)} = «,

czyli f(?\x+ (1 —A)y) = «, zatem Ax + (1 —A)y € A.

2) Zbiér wypukly W C R jest przedziatem ograniczonym lub nieograniczonym.
=

min({f(x), f(y)} < f(Ax + (1 = A)y) < max{f(x), f(y)}.
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Niech x1,%2,x3 € W, X1 < X3 < x3. Wtedy istnieje A € (0,1), taka ze
X2 = Ax1 + (1 —A)x3. Jesli f(xq) = f(x3) = «, to na podstawie punktu a) jest
f(x2) = o. Jesli f(x;) < f(x3), to z quasi-liniowosci jest

min{f(x1), f(x3)} = f(x1) < f(x2) = f(Axy + (1 — A)x3)
< max{f(x1), f(x3)} = f(x3),

zatem f jest niemalejgca. W taki sam sposéb z f(x;) > f(x3) wynika, ze f jest
nierosnaca.

& oczywiste.

3) & Niech funkcja g bedzie niemalejaca, a € R" oraz f(x) = g(a'x).
Niech x,y € W, a’x < a'y. Wtedy dla A € (0,1)

min{f(x),f(y)} = f(x) = g(a’x) < f(Ax + (1 = A)y) =
g(Aa'x+ (1 —=Na'y) < gla'y) = f(y) = max{f(x), f(y)}.

Podobne rachunki sa dla a™ > y lub dla funkcji g nierosnacej.

= a) Niech A; C A; C --- bedzie wstepujaca rodzing zbioréw wypuktych.
Wtedy (J,, An jest zbiorem wypukiym.

b) Niech
B ={x: f(x) < o} = J{x: f(x) < x—1/n},

Co={x:f(x) > a} = J{x: f(x) > «+ 1/n}.

Wypuktosé¢ zbioréw B, i C, wynika odpowiednio z quasi-wypuktosci
i quasi-wklestosci funkcji f. Z twierdzenia o oddzielaniu istnieje niezerowy
wektor ¢ € R", taki Ze Vyep,, yec, €'X < €Ty.

c) Z ciagtosci funkcji f zbior A, = {x: f(x) = «}, jesli jest niepusty, to jest
domkniety, wypukly i nieograniczony, poniewaz zawiera hiperplaszczyzne
oddzielajaca B, i C,. Jesli wiec zbiory B, i C, sa niepuste, to nie moga
istnie¢ dwa niezalezne liniowo wektory, ¢; i ¢, bedace wektorami
normalnymi hiperptaszczyzn oddzielajacych te zbiory. Gdyby istnialy, to
zbiér A, = {x: f(x) = «} bylby niewypukly. Stad wynika, ze zbiér A, jesli
jest niepusty, to albo jest hiperplaszczyzng oddzielajacg zbiory B, i Cy, albo
jest zbiorem wszystkich punktéw miedzy dwiema takimi hiperplaszczyznami.

d) Wszystkie hiperplaszczyzny zawarte we wszystkich zbiorach A, sa
réwnolegle, poniewaz w przeciwnym razie zbiory te nie bylyby roztaczne.
Niech H oznacza réwnoleglta do nich hiperptaszczyzne przechodzaca przez 0.
Jesli x € Ay (czyli Ay #0), tox +H C A,
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e) Niech a € R" bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do H. Wtedy
Vyerr Jier X € ta+ H, bo R™ = H @ lin{a}. Ponadto t = a"x, bo
x =ta+ hy, gdzie hy L a, zatem a’x =ta’a+a"™h; =t.

f) Niech g(t) = f(ta). Wtedy funkcja g jest quasi-liniowa, a zatem
monotoniczna i ciggla. Ponadto f(x) = f((a'x)a) = g(a'x), poniewaz x
nalezy do pewnego zbioru A,, czyli jest postaci ta + hy, i f(x) = f(ta).

65. (NPP) a) Czy suma funkcji pseudowypuktych musi by¢ pseudowypukia?

b) Czy suma funkcji pseudowypuktej i wypuklej musi byé pseudowypukta?

c) Czy jesli fi g: R — R sag pseudowypukle i f'(x9) = g'(x0) =0 dla
pewnego X, to f + g musi by¢ pseudowypukla?

d) Czy suma funkcji quasi-wypuklych musi byé pseudowypukia?

e) Czy suma funkcji quasi-liniowej i wypuklej musi by¢ quasi-wypukta?

66. Niech funkcja g: [a,b] — R bedzie monotoniczna
i niech c: [a,b] — R? bedzie regularng gladka
parametryzacja krzywej bez punktéw przegiet.
Niech A C R? oznacza zbiér wypukly pokryty
rozlacznymi pédiprostymi stycznymi do krzywej c
(krzywa jest rozlaczna z A). Wykaz, ze funkcja

f: A — R, ktéra przyjmuje we wszystkich punktach
prostej stycznej do ¢ w punkcie c(t) wartos¢ g(t), jest quasi-liniowa.

Jak to mozna uog6lni¢? a) na R?, b) na R™, n > 2.

67. (NPP) Niech zbiér X C R™ bedzie niepusty otwarty, f: X - R, gi: X —» R dla

i=1,...,m hj: X—=Rdlaj=1,...,l. Jest zadanie minimalizacji
f(x) — min,
gi(x)<0) i=1,...,m,
h.)'(X)ZO, i=1..,1
x e X.

Niech X bedzie punktem, w ktérym sg spelnione warunki K-T:

!

Df(%) + Y mDgi(X)+ ) ADhy(X) =0,
i€l(x) j=1

wgi(x) =0, i=1,...,m,

w =0, i=1,...,m.
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a) Udowodnij, ze jesli funkcja f jest pseudowypukla w X, a funkcja @ okreslona
wzorem

m 1
O(x) =) wai® + Y Ah(x)
i=1 j=1

jest quasi-wypukla w X, to X jest rozwigzaniem globalnym zadania.

b) Udowodnij, ze jesli x — L(x, u,A) jest pseudowypukla w X, to X jest
rozwigzaniem globalnym.

c) Wykaz, ze zalozenia a) nie implikujg zalozen b) i odwrotnie.

Rozw. a) Niech x € X, quasi-wypuktos¢ funkcji ® w X oznacza

D, D (Xx)(x —x) < 0, stad i z warunku K-T wynika, ze Df(x)(x —x) > 0.
Zatem, z pseudowypuklosci @ jest f(x) > f(x), czyli w X minimum jest
globalne.

b) Niech x € X. Z pseudowypuklosci funkcji L

DXL(‘E) H, AMx—=%x)=20 = L(Xa wA) > L(i) uA) = f(x).

Ale
m 1
LG A) =f(x)+ Y mgi®)+ Y Ahy(X) < f(x)
5 = ~—~—
v <0 ) =
c) =
—Xx — min,
x > 0.

Funkcja —x jest pseudowypukla, 1 — 1/x jest quasiwypukia, bo
monotoniczna.

1
Lix, ) = —x+ H<1 - 7))
X
1
DyL(x,n) =—1+ W = 0 = Xx=1,p=1(n=0 daje sprzecznosc.)

Funkcja L(x) = —x + (1 — 1/x) nie jest pseudowypukla w x = 1, bo
DL(1) =0, czyli dla kazdego x > 0 powinno by¢ L(x) > L(a) = —1,
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68. (NPP) Sprawdz, dla jakich wartoéci parametru a € R ponizsze ograniczenia
spelniaja warunek Slatera:

Xz*l.;go)
Yy —x—a<0.

Rozw. Obie funkcje sg pseudowypukte jako sumy rézniczkowalnych funkcji
wypuktych.

1. Jedli a =0, to mamy nieréwnosci

x?—y < 0,y>—x <0, punkt (1/2,1/2)
spelnia warunki.

2. Jeli a # 0, to ma by¢ x> <y, y>* <x+a.

Aby znalez¢ warto$¢ graniczng dla a
zamieniamy nieré6wno$ci na réwnania

i dobieramy a tak, aby zbiér rozwigzan byt
jednopunktowy.

Czyli X2 =y, y> = x + q, stad

h(x) = x* —x — a = 0 — chcemy, aby
pierwiastek mial krotnos¢ wieksza niz 1.
Zatem h'(x) =4x* — 1 =0, stad x = /1/4,

zatem

a=x'—x=y1/41/4-1) = -33/1/4/4.
Warunek Slatera jest spetniony z dowolnym
punktem nalezacym do wnetrza zbioru

dopuszczalnego, jesli to wnetrze jest
niepuste, co ma miejsce dla a > —3 Q/m/él.
Dla a < -3 WM zbiér dopuszczalny jest pusty. Sytuacja graniczna jest
pokazana na rysunku.

69. Zbior dopuszczalny W C R? jest opisany w taki sposob:

W={(x,y): gilx,y) <0,i=1,...,5}

gilxy) =x"+y* -1,
g2, y) =1—(x =1 —y?,
g4 y) =—1—x,

galx,y) =—-1—-x—y,
gs(x,y) =y —1

tymczasem dla x — 0 jest L(x) — —oo.

&: Z pseudowypuktosci L nie mozna wnioskowaé o sktadnikach sumy, czyli
funkcjach fi ®@.

Podziel zbiér W na podzbiory, ktérych punkty jednakowo spelniajg, albo nie
spelniajg, znane warunki dostateczne (afinicznosci, liniowej niezaleznosci lub
Slatera) tego, aby stozek kierunkéw stycznych do W byl stozkiem kierunkow



70.

71.

72.

73.
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zlinearyzowanych. Dla warunku Slatera wskaz odpowiedni punkt (punkty)
wystepujace w tym warunku.

Wskazéwka. Przedstaw zbiér W na rysunku.

Znajdz minimum funkcji f(x,y) = x* — x +y2 — v/3y w zbiorze W
z poprzedniego zadania.

(GP) Funkcje f, g: (0,00)™ — R sa okreslone wzorami

f(X1yeeoyXn) =01 Inxg + - -+ + o In Xy, X1y e ey xn) = x5 L xEm

Badajac wypuklosé/wklestos¢ funkcji f pokaz, ze jesli oy, ..., 0 < 0, to
funkcja g jest quasi-wypukta, a jesli «y,...,ax, > 0, to funkcja g jest
quasi-wklesta (zobacz zadanie 22).

(NPP) Rozwiaz metodg dualng zadanie

X7 — min,
xXi+x3 <2,
(x1,x2) € X ={(x1,x2): % = 1}

Rozw.

L(XHXZv H) =X+ H(’ﬁ + X% - 2))

1 dla p=0,

Lp(p) = inf L(X],del)_{ 1—p dlap>0

x121,x2€R

Lp(x1,%2) = sup L(x1, %2, 1) =

u=0

x; dlaxf+x3—2<0,
oo dlax}i+x3—2>0.
Szukamy takich (x7,X;) € Xime Ry, aby Lp(X1,X2) = Lp(@w). Jest Lp > 1,
< 1, czyli to jest mozliwe tylko wtedy, gdy Lp () =1 = Lp(X;,X2), stad
"= O X1 =1,% < 1. Z twierdzenia 10.1 elementy zbioru
{(x1,%2): %1 = 1,|x2] < 1} sg rozwiagzaniami globalnymi. Z twierdzenia 10.2
nie ma innych rozwigzan, bo zadanie jest wypukte.

(NPP) Wykaz, ze funkcja dualna jest wklesta.

Rozw.

Lp(u) = )i(IEliL(x, u) = Inf (f(X) + Z mgi(X))

1nf{a+Zu1b Jea = f(x), b; :gi(x)}.

i=1
Funkcje a + Y [, by sq afiniczne, a zatem wklgste, wiec infimum jest tez
funkcja wklesla.
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74. (NPP) Rozwiaz metoda dualng zadanie

1 L2 :
2 2 i1 X{ — min,

Tiaxi=1,

0 <xi <w,

gdzie 0 < wy < wp < KU, 2w =1,
Rozw. X:{x eRm:0<xy <u

2ZX A1 Z’“)’

i=1

N —

— - Y
Lp(A) = inf L(x,A) = 1nf( D 2?\>

i=1

n
Eg Wi — A +A - 57\2

Szukamy sup,.o Lp(A). Poniewaz funkcja Lp(A) jest wklesta, nalezy znalezé
punkt, w ktérym jej pochodna zmienia znak, to bedzie maksimum.

Uwaga: funkcja Lp jest rézniczkowalna, natomiast ma nieciggla druga
pochodna.

n

Lh(A) = =) (w—Alwey+1-nA=) A—w),+1-nA.
i=1 i=1
Kiedy L= ;(A—w); 2 nA—1=P? Dla A =0 lewa strona jest réwna 0,
prawa —1, zatem L > P. DlaA > u, jest L=nA—3 1, u;, P=nA—1,
L<P,bo Y, u >1. Gdzies,po drodze’ pochodna zmienia znak, czyli
istnieje punkt A, w ktoérym funkcja Lp osiaga maksimum. Znajdujemy
X = argmin, .y L(x,A). Punkt (X,A) jest punktem siodtowym funkcji L, czyli

rozwigzaniem globalnym. Punkt X ma postaé X = (11,..., U, Q, ..., A).
n—k

75. (NPP) Znajdz zadanie dualne do

c¢'x = min, c€R",
Ax =D, AeR™™beR™,
x e R x> 0.

Rozw.

Lix,p,A) =c'x +AT(Ax—b) —pu'x = (c—p+ATA)'x —ATb.
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Stad

. ~ATb, dlac—u+A"™A=0,
I—D(P—aA) = inf L(X, 22) }\) = { ' -p
x€R™ —00 W przeciwnym przypadku.

Zadanie dualne:

7\T
b = max, N { ATb — max,

c-HEAA=O, c+AT™A=0
= )

A>0

(NPP) ZnajdZ zadanie dualne do

c¢'x — min,
Ax < b.

Rozw.
Lix,u) =cx+u"(Ax—b)=(c+ATu)x—u'b.

T T
. —u'™ dlac+ATu=0,
L =infL =
p(u) n (x, 1) { —oo0 W przeciwnym przypadku.
Zadanie dualne:
—u"b — max,
c+ ATH = 0)
pn=0.

(NPP) ZnajdZ zadanie dualne do

x'x — min,
Ax =Db.

Rozw.

L(x,A) =x"x +AT(Ax — b),

Lp(A) = iI)}fL(X,)\) =L(x*A).
Funkcja L jest wypukla ze wzgledu na x, wiec ma minimum. Znajdujemy je
z warunku D,L(x,A) = 0.

1
DiLx,A) =2x+ATA = x'= —ZAT)\.

Lp(A) = %(ATA)TATA +ATA (—%ATA) —ATb = —}‘ATAATA —ATo.
Zadanie dualne:
INTAATA —ATb — max,
AcRM

78.

79.

1.40
(NPP) Znajdz zadanie dualne do

IxTHx + d"x — min,
Ax < b,

gdzie d € R", A € R™™, b € R™, H € R™™ jest macierzg symetryczng
i dodatnio okreglong, x € R™.

Rozw.
Lix,u) = %XTHX +dx+p"(Ax—b) = %XTHX + (ATw)™x — u"b + d"x,
Lo(p) = infL(x,u) = L(x", u).
Funkcja L(x, u) jest wypukla ze wzgledu na x, wiec ma minimum:
Dil(x,u) =Hx+ (ATp+d)=0 = x*=—H'(ATu+4d).

Stad

1
Lp(p) = E(ATu +d)H ' (A'Tu+d)—pu'AH ' (ATu+ d)
—d"H " ATu+d)—u'b
= — %(ATqu d)"™H " (ATu+d) —ub.
Zadanie dualne:
1 ATu+ad)"H ' (ATu+d) — u'b — max,
n=>0.

Znajdz zadanie dualne do

x"Hx + e"x — min,
Ax < b,
Cx =d,

w ktérym macierz H € R™" jest symetryczna i dodatnio okreslona, suma
zbior6w wierszy macierzy A € R™™ i C € R¥™ jest liniowo niezalezna,
ecR", beR™ deR"

Rozw. Przyjmujemy X = R" i okre§lamy funkcje
L(x,uyA) =x"Hx + e"x + u"(Ax — b) + AT(Cx — d),
a na jej podstawie

Lp(p,A) = inf L(x, 1, A).
xeR
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Dzieki wypuktlosci funkcji L mozemy wyznaczy¢ x:
D,L(x,u,A) =2Hx +e+ATu+C'A=0,

skad wynika
X = —%H“ (e+ATu+C™A).

Po podstawieniu do funkcji L otrzymujemy
Lp(p,A) = %(e +ATu+C"A)"H ' (e +ATu+ C™A)

1 1
— EeTH”(e +ATu+C'A) — EuT(AH*‘(e +ATu+ C'A)—b)
1

— E}\T(CH’] (e+ATu+C'A)—ad).

Po uporzadkowaniu mozemy przedstawi¢ funkcje Lp w zapisie macierzowym

1
Lp(pA) = — Z[uTJ\T]

AHTAT AHT'CT | [
CH'AT CH'CT || A

T Ty 1 AT T Ty 1T _gn | M T ot
2[eHA b',e H'C'—d'] A 4eH e.

Zadanie dualne:

I—D(uaA) — max,
n=0,
A € R,

Rozwiaz zadanie minimalizacji

[IX]|co — min,
[l — %ol < 7%,
dla ustalonego wektora xo € R™ oraz liczby r > 0 i znajdz zadanie dualne.

Rozw. Dla dowolnego x € R" jest ||x|loc < [|X||2. Jesli zatem ||xo]|> < T, to
mamy rozwiazanie trywialne x = 0. Przypusémy, ze ||xo2 > T.

Okreslamy funkcje
L%, 1) = [[%[loo + 1(lx = xoll7 —1%).

Funkcja ta dla p > 0 jest wypukla ze wzgledu na x, a zatem ma minimum,
ale nie jest rozniczkowalna. Dla ustalonego wektora Xy = [Xo1, ..., Xonl "
okre$lmy zbiory indekséw

I={i: Ixoil < [I%o0lle =T} T ={1: Ixoil > [X0]loc — T}

Oczywiscie, IUJ ={1,...,n}, przy czym zbiér I moze, ale nie musi by¢
pusty. Zbiér ] ma co najmniej jeden element.

Jesli I =0, to wezmy x = alsgnxo,...,sg0 X" dla pewnego a > 0, wtedy

jest ||x||co = a. Funkcja dualna ma postac

Lo(w) = a -+ u( }_(asgaxs —xol —r2> —a+t u<Z(a— ) 2

i=1 i=1

Nalezy znalez¢ jej maksimum dla p > 0, ale ono
istnieje wtedy, gdy wyrazenie w nawiasie jest

niedodatnie. Powinno by¢ réwne 0 — wtedy Xo
ograniczenie jest aktywne, stad mamy do rozwigzania
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)

réwnanie kwadratowe (z niewiadoma a)

n n
na* — 2<Z |x01|) a+ Z x5 — 12 =0,
i1 =1

czyli na? — 2|xollia+ ||xof3 — 1> = 0.

Xo

Przypadek I # () zostawiam do samodzielnego

zbadania (wskazéwka na rysunku obok).

81. Rozwiaz (wykonujac odpowiednie rachunki) zadania minimalizacji jak
w poprzednim zadaniu, dla n = 2 oraz a) xo = [1,0.5]", r =1,
b) X0 = [2, O.S]T, r=1.

82. (NPP) Transformatg Fenchela-Legendre’a funkcji f: X — R nazywamy
funkcje f*: R™ — R U{+o00} dang wzorem

*(y) = sup (y'x — f(x)).

xeX

Znajdz f* dla
a) X=R, f(x) = Ix%

Rozw.
*(y) = sup (yx —x*/2) =sup(y*/2 —y*/2 + yx —x*/2) =

1 1
3 5P (v* =y —x)?) = 5v"

b) X =R", f(x) = 3|3
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Rozw.

1 1
f(y) = sup (y'x — 5x'x/2) = 35t sup(y'y —y'y+y'x—x'x) =
X

1
5 5up Yy-y—x"(y—x) = Hsz
c) X=R, f(x) =e"

Rozw. f*(y) = sup, (yx — e*). Dla y > 0 szukamy maksimum funkcji
g(x) = (yx — e); jest g’(x) =y —e*. Z g'(x) =0 dostajemy x = Invy, czyli
sup(yx —e*) =ylny —y.

dla y =0 sup(—e*) =0,

dlay < 0 sup(yx —e*) = +oo (dla x = —o0)

Zatem,
ylny—y dlay>0,
ffly)=4¢ 0 dlay =0,
+o00 dlay < 0.
d) X=R" f(x) = |x[,, p>1
Rozw.

f(y) = sup(y Tx = |xllp) = sup (Aly"x —[Ix]p))-
Ixlp<T

AZ0

Wystarczy rozwigzaé zadanie y'x — 1 — max dla y # 0. Wezmy ||x||, < 1
Lo, w) = (1T =y"x) + ullxp | = 1.

Rozwigzujemy uklad réwnan
D,L = [fyi + u|\x||1(,"‘[’)/‘“’bql’”1 sgnxi}i =0,

Przyjecie u = 0 daje sprzecznos¢ z y # 0, zatem p > 0. Stad sgny; = sgnxi,
[yl — wllxlly ™" = 0, a dalej hal = [y /"= /n ", bo x|l = 1.
Zatem

n \y.\p/(p—l)

T _ 1
Y X_Z uv(pm ’

i=1

T=|x[p=>_

i=1

Ui p/(p—=1)

[

uv/ Z'U P
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Dla 1 + g=liestq=5=T+-"5. 2 = 2y [yil® wynika p = [|yllq.
Czyh
Iyl lylld
Tx = qj = qL =lyllq-
b lylld
Ostatecznie

+oo dla ||yflq > 1.

(NPP) Udowodnij, ze problem dualny do

(y) = sup (A(ly[l§ —
A0

>

f(x) — min,

Ax < b, beR™ AeR™™
Cx=d, d eRY, C € R™™",
x e X

ma postaé

—b"A—d'u
A0,
AeR™ peRh

f*(—ATA — C"u) — max,

Rozw.
Lp = inf f(x) +AT(Ax —b) + u'(Cx —d),
xe

przy czym Cx =d & Cx —d < 0\ d — Cx < 0 (przedstawienie réwnosci
jako koniunkcji dwodch nieréwnosci jest potrzebne do poszukiwania
minimum). Zatem,

Lp = inf (f(x) +AT(Ax = b) + p'(Cx — d)) =
xXe.
—b'A—d"u+ inf (f(x) + ATAXx + n'Cx) =
xeX
—b"A—d"u—sup (—ATAXx — u'Cx — f(x)) =
xeX
—bA—d"u—f(—AA-CTp).
(NPP) Udowodnij, ze funkcja F: R* x RZ — R dana wzorem
F(X],Xz, }\1,}\2) = X% + e2xz —4x1 + N (e"z — X]) + 7\2(5 — Xz)

ma punkt siodlowy.
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Rozw. Nalezy znalezé rozwigzanie zadania

f(x1,%2) = X + x5 — 4x; — min,
gi(x1,%2) = €2 —x; <0,
g2(x1,%2) =5 —x% 0.

Funkcja F jest funkcjg Lagrange’a, L(x1,x2,A1,A2) = F(x1, %2, A1,A2).
Rozwigzujemy uklad

DL =[2x; —4 — Ay, 272 4+ A2 — 7)) = 0.

Kolejno badamy przypadki

M =A=0=x =2, e¥2 =0, sprzecznosé.

AM=0A>0=x% =2, 2€2X2:7\2Xz:5#?\z:2€]0, ale

e —x; = e —2 >0, sprzecznosé z g;(x1,%x2) < 0.

A1 >0, Ay =0 = 2e%2 + Ajef = 0, sprzecznosé.
A >0, A>0=5—x=0e2—x=0,stad x, =5, x; :es,

M=2x—4=2e"—4>0,A =2 +Ne2 =2e%+ (2¢° —4)e > 0.

Czy to jest minimum? TAK, bo funkcja f(x1,x;) jest wypukla, gi,g; tez sa
wypukle, zatem punkt (e°,5,2e’ —4,4e°(e’ — 1)) jest siodtowy.

(NPP) Dany jest problem optymalizacyjny

f(x1,%2) = x2 — min,
X1 2 1)
3+x <.

Rozwiaz problem pierwotny i sformutuj i rozwiaz problem dualny.

Rozw. Problem pierwotny mozna rozwigzaé geometrycznie: funkcja f ma
minimum w punkcie (1,0), jest f(1,0) = 0.

Problem dualny: niech X = { (x1,x2): x} + x3 < 1}. Okreslamy funkcje
L(x,) =x2 + p(1 —x) oraz

ILp(p) = inf xp+p(l—x), w=0.
(x1,x2)€X
Jest DyL = [—u, 1] # 0, zatem ekstremum jest na brzegu zbioru X.

Z x} +x} = 1 wynika x; = /1 —x3. Minimalizujemy funkcje

g(x) = (x + (1 = V1 —x2),

X

rozwiazujac réwnanie g’(x) = 1+ Hoss = 0. Stad

1.46

x .1 X1 . T—x 1 1 N
T—x2 1—x2 2 1—x2 1—x2  u

1 1 w2+ 1 1 2 w2
T4 —=— - 1—x2 =

+u2 1—x2 = u? 1—x2 = X p2 41 =
2 _ W _ 1
X=1-——= .
w+1 241

Stad x; = iﬁ, x1=p/v/T+u x = —\/#7, bo to daje minimum.
Wtedy

1 v 1
7+u(17 ):
V1 + 2 V142 \/1+u2(

=pu—+v1+u<o.

Lp(w) = —

Jest limy, . Lp(p) = 0 =sup,., Lp(1t). Zatem nie istnieje arg max Lp ().
86. (NPP) Dany jest problem optymalizacyjny

3x7 + 2x2 + X3 — max,
2x1 + % —x3 < 2,

X1+ 2x; < 4,

x3 < 3,

X1yX2yX3 2 0.

Znajdz i rozwigz zadanie dualne dla

Xy ={(x1,%2,%3): 2% + %2 — %3 < 2, X1,%X2,%x3 = 0},

Xo ={(x1,%2,%3): %1 + 2x%2 < 4, x1,%2,%x3 = 0}

Rozw.

Lix,u) = —3x1 — 2% —x3 + i (x1 + 2x2 —4) + pa(x3 — 3)
=x1( —3) + %22 — 2) +x3(12 — 1) — 4y — 3.

Jesdli u, < 1, uy — dowolne, to

Lp(u) :xléle1 Lix,u) = —co (x3 = +00,%1 =%, =0).

Jesli wp, > 1 oraz w; > 3, to

Lp(p) = inf Lix,pu) = 4y — 312 (x1 =x2 =x3 =0).

xeXy

w1+ — (14
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Jesdli w, > 1 oraz y < 3, to minimum jest osiggane w ptaszczyznie
2x1 +%x2 —x3 = 2, tj. x3 = 2% + x, — 2. Mamy

Lix, 1) =x1( —3) + %221 — 2) + (2x1 +x2 = 2) (2 — 1) — 4 — 32
=x1( + 212 = 5) +x2(2py + 2 — 3) — 4y — Spp + 2.

Wtedy

w20 —-5<0 = Lp(p)=—c0 (x2=0,2% —x3=2% — 00),
2+ —3<0 = Lpu)=—- (X]:O,Xz—X3:2,X2—)OO).

H2

W+ 2 —5=

2+ —-3=0 H
Jesli iy + 21, =520 A 2 + i — 3 > 0, to warto§¢ minimalna jest
w plaszczyznie x3 = 0, tj. 2x; +x2 = 2.

Lix, 1) = x1 (11 + 212 —5) + (2 = 2%1) 2y + p2 — 3) — 4y — 5pp + 2
=x1( + 21 —5) +x1 (4 — 2 +6) + 4y + 2 — 6 — 4y — Sy 42
:X1(—3p.1 +1)—3Hz—4.
Dla iy < 3 jest =3p1 +1 >0, Lp(p) = —3u; —4 (x; =0).
Dla p; > % jest =3 +1<0, Lp(pn) = -3 =3 —3 (x =1, x, =0).
Lp(p) = —4w — 3y dla x; =% =x3 =0.
Dla py < 1/3 jest —3py —4 < —4py — 3, Lp(p) = -3, — 4.
Dla ]/3 << 3 jest —3}1.] —3}12 —3< 4, —3|.L2, Ld(u) = —3LL] —3}.L2 —3.
Dla py > 3 jest Lp(n) = —4w — 3.
Obliczamy sup, Lp(u).

w<1/3, Lp =—-3w,—4

wm=1/3 wm=7/3

m+2u =5
2+ = 3

suplp =—7—4=-11.

1.48

3>M]>]/3,LD:—3H1—3}12—35
wmt2p=5 = w=5-2/wk =

Stad Lp(7/3) =7—18 =—11.
w =3, Lp =—4u; — 3w suplp =—12—-3 =—-15.

X2

Zatem sup Lp(n) = —11 jest osiggane w punkcie

= (1/3,7/3). To oznacza, %e oba ograniczenia sg 2x1+x =5
aktywne. Muszg by¢ spelnione réwnosci x; + 2x; =4,
x3 = 3. Obliczamy
L(X,ﬁ) = —3X1 — ZXZ — X3 = —3(4 — ZXZ) — 2X3 -3
X1 + 2x;

:—]2+6X2—2X2—3:4X2—15.

Ma by¢ 2x; +x2 < 5, czyli x1 € [1,2]. Minimum L(x, &)
jest w punkcie x, = 1, stad X = (2,1, 3).

Lix,u) = =3 — 2% —x3 + (21 +x2 —x3 — 2) + wa(x3 — 3) =
=x1(2m —3) +x2(2 — 2) +x3(—w1 + 12 — 1) — 21 — 3.
it =1 <05 - > -1, Lo = —o0 (x5 — 00).
—“wm+u—120= 2w —2<2,stad u; < 3/2. Minimum jest osiggane na
prostej x; + 2x; =4 = x; =4 — 2x,.
(4—2x) (2 — 3) + x2(1 — 3p2) =
8 — 12 —4uxp + 6% + %2 (W — 2) =2 — 3y =
Xz(—3l—t] +4) + 6“1 - 3}12 —12.

4-3u<0 = w>4/3 =
Lp=—6w +8+6w —3wu,—12=-3w,—4 (dlax;=2,%x =0
43,20 = w<4/3 =
Lp=6u —3u;—12 (dlax; =0,x1=4).
2u1—320, 11 —2<0

3/2< <2 = x=0,%x=2,
Lp =2m —4 -2 — 3w, = -3, — 4.

2 —3>201m—-220

wm=2 = x=x=0Lp=—2u —3u,.
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Obliczamy sup, Lp(u).
w <4/3, Lp(p) = 6y — 3y — 12

wm=w—1, Lp=6(—1)—3u—12=06u,—6—3u,—12=3u,—18.

Ip=3-7/3-18=7—-18=—11, w =4/3, w=7/3.

4/3< <2, lp=—3w,—4 1p=-3-7/3—4=-7—4=—11. u, =4/3,
LL2:7/3.
w =2, lp =21 — 3w, =y — 1

Ip=—2(np—1) = 3w = -5 + 2,
suplp =—-154+2=-13, w=2w =3.

Mamy zatem supLp(u) = —11 w punkcie @ = (4/3,7/3).
Oba ograniczenia sg aktywne, tj. 2x; +x; — x3 = 2, x3 = 3. Dalej,
ZX] + X2 :5, X3 23, X2 2572)61, X1 +2X2 < 4, X1 = (577(2]/2

Lix,p) =—-3/2- (5—X2)—2X2—3:_%X2_%_

Jest x; € [0, 1], stad minLp(x, n) = —11 dla x, = 1,x; = 2. Rozwigzanie
% =(2,1,3).
(NPP) Dla problemu

x? + 2y? — min,

X +y2 <0,
x <0

znajdz a) dziedzineg funkcji perturbacji Dy, b) wektor wrazliwosci.
Rozw. a) Dla jakich ty, t; uktad

t
X +y? <,
x<t
ma rozwiazanie? Musi by¢ t; > 0, t; > —/t;. Zatem, Dm 4
Dy ={(ti,t2): t; >0, Vit +t, > 0}.
b) Niech A = (A1, Ay). y

L%, A) = x* + 2y* + M (6 +y?) + Ax.
D,L = 2x + 2A\1x + Az, 4y + 2A\yl. e i \\/E

88.
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Stad uktad réwnan i nieréwnosci

2X+2)\1X+)\2:0,
4y +2My =0,
7\](7(2"'92) =0,
7\2X:0,

A, A2 > 0.

Z x> +y*> < 0 wynika x =y = 0, stad A; = 0, A; moze by¢ dowolne dodatnie.
Punkt nie jest regularny. Sprawdzenie z definicji

0=1L(0,0,A1,0) < L(x,y,A1,0) = x* + 2y + A (x> + y2).

Z twierdzenia 11.4 jesli L(x*,A) < L(x*,A*) < L(x,A*), to A* jest wektorem
wrazliwosci. Jest x* = (0,0), A* = (A1, A2), Ay — dowolne dodatnie, A; = 0.

(NPP) Dla zadania

x* +y? — min,
x+y<0

znajdz wektor wrazliwosci i funkcje perturbacji.

Rozw. Rozwazamy zadanie x* +y? — min x +y < t. Okredlamy funkcje
Le=x*+1y>+Ax+y—1).

Mamy stad uktad

2x+ A =0,
2y+A=0,

=y, A=—-2x, —2x(2x—t) =0
A=0

stad x = 0 lub x = t/2. Sa dwa punkty podejrzane, (0,0) oraz (t/2,t/2). Czy
punkt (0,0) jest dopuszczalny? Tak, jesli t > 0 i wtedy A = 0. Czy punkt
(t/2,t/2) jest dopuszczalny? A = —t, czyli jest dopuszczalny dla t < 0.

Funkcja perturbacji

0 dat>0,
M(t) =
®) {%tz dla t <O0.

Wektor wrazliwo$ci

\— 0 dlat=>0,
] —t dlat<0O.
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(NPP) Dla problemu

VX +y2—x <0,

znajdz funkcje perturbacji.

{ e Y — min,

Rozw. Ograniczenie oryginalne zastgpujemy

zaburzonym: /x2 +y2 —x < t. Y
1.Dlat=0jest 0 < /x*+y?—x<0,stady=0

ievy=1. M(0)=1.

2. Dlat>OJest\/x2+y —x < t, stad —t/2

X2+ <2205+, czyli y? < tz + 2tx. Istnieje
cigg punktéw dopuszczalnych (x,,yn), taki ze

Yn — +00, zatem eV — 0, czyli infycpe ™ =0.
Dla t > 0 jest M(t) =0, funkcja M jest nieciggta:

1 dlat=0
M(t) = !
(t) {0 dlat > 0.

(NPP) Niech S oznacza zwarty zbiér wypukly i niech funkcja f: S — R
bedzie écisle wypukta, klasy C? i taka, ze istnieje funkcja a(x) > 0, dla ktérej
d'D?f(x)d > «(x)||d|)5 dla kazdego d. Udowodnij, ze istnieje m > 0, takie ze

Vx,yeSf(y) > f( - _HDf HZ

Jesli y jest punktem minimalnym funkcji f w zbiorze S i Df(y) = 0, to daje
to warunek stopu algorytmu gradientowego lub Newtona.

Rozw. Poniewaz zbiér S jest zwarty, min,cs a(x) = a > 0. Wtedy

f(y) > flx) + DIy —x) + 3 |y — x|
> inf (f(x)+Df(x)(z—x)+%Hz—xH ) = inf g(z).

z€R ZER™

Rozwigzujemy zdanie minimalizacji funkcji g(z). Funkcja ta jest klasy C!
i wypukla. Jest

D.g = Df(x) + a(z—x) =0,

zatem punkt minimalny z funkcji g spelnia réwnosé z —x = —%Df (x)". Stad
a [|[Df(x)])?
i() > 16— LprGolP + P — s Ly
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Jesli Df(y) = 0, to mozna dosta¢ lepsze oszacowanie

Podstawiajac pierwsze do drugiego, dostajemy

0=Df(x)(y —x) + %(y —x)1(D*(%) +D*f(§)) (y —x).

Stad

D) (x —y) = 3y )T (D(X) + DF(5) (y —x)
i dalej
Iy = x1IDrx) ] > ally — |2,

zatem
IDfR)|
Iy —x||
Korzystajac z wypuklosci, f(y) > f(x) + Df(x)(y —x),

2
f(x) —f(y) < DFx)(x —y) < [x —y||DF )] < w

)\

Czyli f(y) > f(x) — ”Dfi wystarczy przyja¢ m = a.

. (NPP) Udowodnij, ze jesli d jest kierunkiem spadku funkcji f w punkcie x,

to (przy zalozeniu, ze Df speinia warunek Lipschitza) istnieje § > 0, taka ze
dla « € (0,8) ma miejsce nieréwno$¢ f(x + ad) < f(x).

Rozw. Jest Df(x)d < 0. Niech g(t) = f(x + td). Wtedy
g'(t) — g'(0) = (Df(x + td) — f(x))d < ||[Df(x + td) — Df(x)||[|d|| < Lt||c
Stad
t t
ot) = 910) + | '(t)du < 9(0)+ [ ¢'(0) + L Pucu =
0
1
g(0) +g'(0)t + zLHdHZtz = gy(t).
Niech

) g’(0)
= t) = —————
T=agming(t) = g
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bo gx(t) =0 = ¢’(0) + L||d||*t = 0. Jest T >0, bo g'(0) < 0. Stad

(g'(0))*
< - -
g(t) < ga(7) = ¢(0) 20)a)?’
czyli f(x) +td) < f(x) — (]galtl)l‘\iz)z < f(x). Poniewaz w przedziale (0, T)

funkcja g,(t) nie ma ekstremoéw, dla t \, 0 wartos¢ funkcji g,(t) rosnie
do ¢2(0) = g(0) = f(x). Mozna zatem przyjac d = .

(NPP) Uzyj metody Newtona do znalezienia minimum funkcji

flx) = 4x3 —3x* x>0,
) 4P+ 3% x <0,

startujac z punktéw x = 0.4 i x = 0.6 i wyjasnij, co sie dzieje.
Rozw. Funkcja f jest klasy C3. Metoda Newtona:

e —x ' (x)
k+1 — Xk f”(Xk)

w tym przypadku prowadzi do wzoru

(1—x)
_ T x>0,
X1 = Xy — x(1+x)

2+43x x <0.

Wyniki sg nastepujace:

/(x)

k Xk Xk

0 0.40000000  0.6000000

1 0.10000000 —0.6000000

2 0.04705882  0.6000000

3 0.02293373 —0.6000000

4 0.01133069  0.6000000 =
5 0.00563269 —0.6000000

6 0.00280835  0.6000000

7 0.00140219 —0.6000000

8 0.00070060  0.6000000

Wolna zbiezno$¢ metody Newtona wynika z tego, ze pochodna drugiego
rzedu w punkcie x = 0 jest rébwna 0. Punkt poczatkowy 0.6 jest poza kulg
zbieznosci.

Zbadaj inny przyktad: f(x) = |x|*/? i przekonaj sie, ze jest on perfidniejszy
(przyjmij dowolny punkt startowy xo # 0).

94.

95.

96.
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Niech H bedzie macierzg symetryczng n x n. Wykaz, ze wektory wtasne
przynalezne do réznych wartosci wiasnych sg a) prostopadte do siebie,
b) sprzezone wzgledem macierzy H.

Wykaz, ze istnieje baza ortogonalna przestrzeni R" z6zona z wektoréw
wtlasnych dowolnej macierzy symetrycznej.

(NPP) Dany jest uklad réwnan nieliniowych gi(x) =0, i=1,...,n. Pokaz,
jak mozna znalezé rozwigzanie za pomoca metody optymalizacji.

Rozw. Nalezy znalez¢ minimum funkcji
fx) =) lgix)P
i=1

dlap > 1.
Wykonaj obliczenie dla przyktadu

2x =40+ (2x —y) —4 = 0,
xXX—y+1 = 0.

(NPP) Niech f(x,y) = 3(x* + ay?), > 1. Zbadaj zbieznos¢ metody
najszybszego spadku uzytej do znajdowania minimum funkcji f.

Rozw. Jest

10

Df = [x, aty], D’f = {o a}.
Wskaznik uwarunkowania macierzy symetrycznej A w normie drugiej,
cond; A = max; |A;|/ min; |A;], dla hesjanu funkcji f jest réwny «. Poziomice
funkcji f sg elipsami; iloraz dtugosci poétosi poziomej i pionowej kazdej z nich
jest réwny /o
W metodzie najszybszego spadku przyjmujemy punkt poczatkowy
Xo = (x0,Yo) — przypusémy, ze obie jego wspoéirzedne sg rézne od zera —
i konstruujemy kolejne punkty, x; = (xi,y;). Wektor o kierunku najszybszego
spadku d; = —Df(xi,y;)" = [—x;, —ay;]T ugywamy do okreslenia funkcji

gi(t) = f(x; +tdy) = %((Xi —txi)? + oy — tfxyi)z) =
1

5 (O + oyt =20 + oyt + (i + o))

Tréjmian kwadratowy at? — 2bt + ¢ ze wspotczynnikiem a > 0 osiaga
minimum dla t = b/a, zatem funkcja g; ma minimum dla

o Xt +odyl  K4od
Tyl Kt

i
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gdzie k = x;/y;. Na tej podstawie przyjmujemy

oa—1 11—«
(X1 Yir1) =i - (k—kty, 1T —aty) = yq - (ko‘zm’kzm))

a stad xi41/Yir1 = —o/k. Punkt (xi12,Yir2) otrzymujemy, znajdujac
minimum funkcji

Gip1(t) = fxpr + tdi),

gdzie diy; = [—Xi11, —xYyis1]" jest wektorem najszybszego spadku
w punkcie x;. Mamy stad
Xt fyh (oK) K

t = - _
2T 0y, (/P o 4 K

i dalej
(X2, Yir2) = Yinr - ((—0d/k) — (—a?/K)t2, 1 — aty) =
ox—1 1—«
v (T e e
Stad wynika, ze xi;2/Yi;2 = k. Ale obliczmy dalej

11— x—1 1—oa
— 2 —
(X2, Yir2) = yik T o (7(Xkoc+kz’(xoc+k2) =

2 -1 2
%(Xnyi) = c(k)(xi, yi)-

Rozwazamy najgorszy mozliwy wybér k: taki, dla ktérego czynnik c(k) jest
najwiekszy. Znajdziemy maksimum przez obliczenie miejsca zerowego
pochodnej tego czynnika wzgledem k; przyréwnujac licznik wyrazenia
opisujacego pochodng do zera, dostajemy
2ka(oe— 1) (k? + o) (K* 4+ o) = KPax(oe — 1)% - 2k(2K? + o 4 o),
(K + o) (K* 4+ o) = K2 (2k* + a + o),
k* 4+ 1203 + Koo+ ot = 2k* + Ko + K2,
0(4 — k,4,

stad |k| = « i wtedy

(o) = oCla—1)?2  (ae—1)2
20+ (at 1)

Z tak wybranym punktem poczatkowym dla kazdego i € N mamy

oa—1 ox—1

(X4, Yip1) = <(X7+1Xi> _T—H

S el = Sl
yl i+1 _OC+] ille
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Dla @ — oo ten utamek dazy do 1, co oznacza bardzo powolng zbieznosé
ciagu (x;); do 0. Przypomnijmy, ze w tym zadaniu liczba « jest wskaznikiem
uwarunkowania hesjanu funkcji f.

97. Znajdz optymalny ksztalt beczki, okreslony przez 3 parametry: wysokos¢ h,

promien dna i pokrywy 1, i promiett w §rodku wysokosci r;; beczka jest bryta
obrotows, tworzaca jej bocznej powierzchni jest parabolg. Optymalizacja
polega na takim dobraniu (dodatnich) parametréw v, 11, h, aby przy
ustalonej pojemnosci V powierzchnia beczki B byta jak najmniejsza.

Rozw. Tworzaca beczki jest wykresem funkcji

4(ry —7o)
R

Objetos¢ bryly obrotowej potozonej miedzy ptaszczyznami x = —h/2

i x =h/2, ktérej tworzaca jest opisana réwnaniem y = R(x) (gdzie R(x) > 0)

jest catka

R(x) =1 — x € [-h/2,h/2].

h/2
V= J 7iR(x)? dx.
—h/2

Pole powierzchni obrotowej, ktorej tworzaca jest opisana przez funkcje
rézniczkowalng R(x) jest réwne

h/2

A= J 2mR(x)4/1 + R/(x)% dx.

~h/2

Dla beczki, z uwagi na parzystos§¢ funkcji R(x), mamy
4(ry — 2

(T] _4n—m) 1h2 O)XZ) dx,

4(ry —10) , 64(r —19)?
(o) o S

h/2
V= 27‘[J
0

h/2

B =2mr] +4HJ x2 dx

0

(pierwszy skladnik we wzorze na pole powierzchni beczki jest polem dna

i pokrywy). Pierwszg z tych calek mozna obliczy¢ dosy¢ latwo, bo funkcja
podcatkowa jest wielomianem:

i

V=
15

(315 + 4rory + Sr%)h.
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Trudniejsza sprawa jest z polem powierzchni; wprawdzie mozna znalezé wzor
opisujacy funkcje pierwotng funkcji podcatkowej, ale jest on zbyt
skomplikowany. Dlatego postuzymy sie¢ wzorem przyblizonym, czyli
kwadratura:

h n
B ~ f(ro,11,h) = Zm‘é + 4715 Z AiRiy/1+ RZ,
i=1

gdzie Aq,...A, to wspoélczynniki kwadratury, zas R; = R(xi) i R{ = R’(x;) to
wartosci funkcji opisujacej tworzaca i jej pochodna w weztach kwadratury

X1y...,Xn (nalezacych do przedziatu catkowania [0, h/2] — uzyskujemy je
dla ustalonych liczb ty,...,t, € [0, 1], biorac x; = tih/2. Liczby A4,..., A,
sg wspoéiczynnikami kwadratury z weztami ti,...,t, odpowiedniej dla

przedziatu catkowania [0, 1]; konkretng kwadrature wybierzemy pézniej).
Mamy

4(ry —
Ri = Ri(1o, 71, h) =11 — %Xf =11 — (1 —T)t,

8(r1 —19) 4(r — 1)ty
R{:R{(T‘o,ﬁ,h) = ]hz 0 Xy = — ! h 0 .

Teraz dla problemu optymalizacyjnego, w ktérym dana jest
pojemnosé¢ V > 0,

f(ro, 11, h) — min,
g(rO)rhh) -V= O)
T‘o)'ﬁ,h > O,

iw ktérym g(ro,11,h) = %(3Té +41o17 + 873)h, okreslamy funkcje Lagrange’a
I—(TOa Ty h,)\) = f(rO) T1, h) + )\(Q(To, T h) - V)
(tu pomijamy ograniczenia nieréwnosciowe) i piszemy uklad réwnarn

Df(TOaTth) + ADQ(TOyThh) = [O»Ov 0}) (*)
g(ro,1,h) =V =0.

Mozemy tatwo obliczy¢
T
15

Gradient funkcji f ma wspélrzedne

of = )
— =4 2 E 1—( i1/ 1 (z>
ars Ttrg + 27th 2 A o, R + R,

Dyg(ro,11,12) = [(61‘0 +4r)h, (479 + 1611)h, 313 4 dror) + 81‘%].
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n

of )
o A (e 1)
= thAar] Riy/1+R2),

of — - 2 0 2

= Zﬂ;Ai(Rm/l +R +hﬁ(R“/l +R ) .
Potrzebne wyzej pochodne sg opisane wzorami

0 OR; RiR/  OR!/

—(RiA/1T+RZ) =/T+RE— + ——1L__ 1

85( \/+ 1) \/+ ' as+,/]+R{2 0s

przy czym za s podstawiamy kolejno 1y, 11, h. Z kolei, do powyzszych

wzoréw podstawimy

aRi 2 aRl 2 aRl

aT‘o v aﬁ v oh ’

aRL/ _ 4ti aR{ . 4ti aR{ _ 4(7‘1 7‘[’0)‘[1
oy h’ 9 h’ dh  hz 7

Uktad (*) zapiszemy w postaci
F(X) = O)

z funkcja F, ktorej argumentem jest wektor x = (1o, 11, h,A) i ktorej wartosé
(w R4) jest transpozycja gradientu funkcji Lagrange’a; zatem

:
F(ro, T,y A) = [ (Df(ro,m1, 1) +ADg(ro, 1, ) ] :

9(1‘0,7‘1,}1) -V

Rozwigzanie chcemy znalezé metoda Newtona, do niej potrzebujemy
pochodnej funkcji F, czyli hesjanu funkcji Lagrange’a L (argumenty 1o, 11, h
funkcji dla skrétu sg pominigte):

Df +AD?g (Dg)'
Dg 0

DF=D’L =

Hesjan funkcji g jest tatwy do znalezienia:

- 6h 4h 6T‘0 + 4T]
Dg(ro,m,h) == | 4h 16h 4o+ 16
6T‘0 + 4T1 4T0 + ]61”] O

Z funkcja f jest wiekszy klopot, ale pracowicie piszemy

aZf—47'r+27thiA o* Riy/1+ R?
or: — g\ v
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R S R )
Z%_zmii/\iaa ( \/W)

af:;h—znz/\< ( m) 1ah( \/WD
92 i<Zah(Rim>+haa};<Ri ]+r£2)>.

dn?
Tu potrzebujemy pochodnych drugiego rzedu odpowiednich wyrazen, mamy

22 — 1 ,(OR;OR!  OR;OR!
: 2)=—— R/ —=-" : O
asau<R1 1+R1) T+ R2 <R1<as o as)+ (©)

R. OR!R! (]+R{2)32Ri RAR/aZR{>.

N —h
o
A
IM-
P

1+R2 ds du dsdu ' tdsdu

Za symbole s i u podstawimy zmienne 1y, 17 1 h, potrzebujemy w sumie 6
takich par. Do powyzszego wzoru mamy podstawia¢ pochodne pierwszego
rzedu funkcji R; i R{ znalezione wczesniej oraz pochodne drugiego rzedu:

PRy _ o ORI OR{ %R

Osdu ’ orj  drmeory  or} -0
BZR{ _ 74t1 62R{ _ 4ti 62R1’ _ 8(1'0 — T])ti
oredh ~ h?’ ordh  h2’ ohZ h3 ’

Wzér (O) mozemy uprosci¢, korzystajac z tego, ze wszystkie pochodne
drugiego rzedu funkcji R; sg réwne 0:

0? 1 OR; dR! OR; OR!
— [ Riy/ 2) — R/ At SR s a’
E)s@u(R1 1+R1) JE(R‘<65 au+au as)+ (=)

R OROR! o o, ORI )

Bi 0s ou M9sou

gdzie B; = 1+ R?. W niektérych sposréd szesciu przypadkéw szczegdlnych
tego wzoru nastalpiq dalsze uproszczenia poniewaz pewne pochodne
funkcji R{ L= 0.

Poniewaz wszystkie f‘LlIlkC]e, ktore mamy scatkowac, sg gladkie (klasy C*),
mozna uzy¢ dosy¢ dowolnej kwadratury. Do obliczert numerycznych nizej
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wybratem zlozong kwadrature Simpsona. Po ustaleniu nieparzystej liczby
wezlow n > 5 przyjmuje xL i—1)/(n—1)dlai=1,...,n oraz
A=A, = , A= dla i parzystego i A; = n—” dla
i nieparzystego 1nnego mz 1 in.
W tym eksperymencie przyjatem n = 81 (chwilowo, do zrobienia pozostaje
oszacowanie bledu aproksymacji kwadratury i wnikliwsze dobranie n).
Startujac z punktu poczatkowego xo = (0.2,0.6,1.2,—3), metoda Newtona
wygenerowala ciag pokazany w tabelce:
krok To T h A ;

0 | 0.200000 0.600000 1.200000 —3.000000

1 [0.203561 0.635486 1.240343 —3.266381

2 ]10.197854 0.633788 1.245819 —3.243044

3 1 0.197649 0.633769 1.246140 —3.242951

4 ]0.197649 0.633769 1.246140 —3.242951

otrzymujac rozwiazanie z dobra doktadnoscia (residuum mniejsze niz 107'°)
po pieciu krokach.

Na podstawie kryterium drugiego rzedu mozemy sprawdzi¢, ze to jest
minimum lokalne: w tym punkcie hesjan funkcji Lagrange’a i gradient
funkcji ograniczenia sg réwne

0.7280431 —2.0152708  0.1050026
DL = | —2.0152708 —0.7798431 —1.6469667 |,
0.1050026 —1.6469667  0.1562213

Dg = [0.3091230, 0.9080949, 0.2554367].

Tworzymy macierz Y, ktérej kolumny y;, Y, sg prostopadle do Dg, np.
y; = [0.9080949, —0.3091230,0]" i y, = [0, 0.2554367, —0.9080949]",
a nastepnie obliczamy macierz

1.6572768 —0.9548002

B=YDiLY=
xx —0.9548002  0.8420059

i sprawdzamy, ze jest to macierz dodatnio okreslona (na przyklad, znajdujac
jej wartosci wiasne, 0.2114650 i 2.2878176).

Obliczone pole powierzchni beczki jest réwne 4.8644260, przy

pojemnosci V = 1. Przekrdj optymalnej beczki jest na rysunku wyze;j.
Uwaga: Otrzymane rozwigzanie odpowiada pewnemu minimum lokalnemu.
Poki sig nie udowodni, ze to jest (albo nie jest) minimum globalne, mozna
mie¢ tylko taka nadzieje. Silng poszlaka jest to, ze pole powierzchni kuli

o objetoci 1 jest rowne v/367 ~ 4.8359759, czyli bardzo niewiele mniej nz
pole powierzchni znalezionej beczki.



