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A A={(xyeR|3x-5y+100}; b A={(xy eR? | -dx+ 2 +6y0 —4};
9A={(yeR |-y o0} DA={(y eR |22 - P02}
O A={(xy) eR?|x*+2x-2y+200}; HDA={(yeR? | +y-300};
g A={(xy) eR[1-xy00}; hA={(xyeR|Rx-y+1l+k+ylo2);

i)A= {(x,y) € R? | max{|x — yl+2,12x + y|}<>4];
Zadanie 0.2. Naszkicuj podzbiér R® w przypadkach gdy ¢ to =; gdy ¢ to <; gdy ¢ to <.
A A={(xy2)eR|4x-2y+32+200}; D) A={(xy2)eR|P+22+20+42+100);
9A={(ry2) e R max{x—ylx+y-20z}); dA={(xy2)eR> |3l +y+1+122-306});
Zadanie 0.3. Zadaj przy pomocy (jak najmniejszej iloci) nieréwnosci zbiér w R? lub R®.
a) tréjkat o wierzchotkach w punktach (1,1), (-2, 3), (0, -1);
b) réwnolegtobok, ktérego trzy wierchotki majg wspétrzedne (2,2), (1, -1), (-2,1);

c) poétkule kuli o rodku w punkcie (1, -2, 3) i promieniu 5, ktérych podstawy sq réwnolegla do ptaszczy-
zny opisanej rownaniem 3x — 2y +z = 0;

d) réwnolegloscian, ktérego cztery wierzchotki majg wspoétrzedne (0,0,0), (2,2,0), (2,-2,1), (-1,-1,3).



Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 1

1.1 Rézniczkowanie funkcji wielu zmiennych
Zadanie 1.1. Zbadaj czy funkcja f : R" — R okres$lona wzorem f(x) = |lx|l» = /x% +...+ x,21 ma w punkcie
xo = 0 pochodng kierunkowa w dowolnym kierunku v € R". Czy f jest ré6zniczkowalna w punkcie xo?
Zadanie 1.2. Dana jest funkcja f : RZ - R

f = { v

0 x=0

a) Zbadaj ciaglos¢ funkgji f w punkcie x = 0.
b) Znajdz pochodna kierunkowa w punkcie x = 0 i w kierunkach o' = (1,0)T oraz v = (0, 1)".
c) Czy istnieje w punkcie x = 0 pochodna w kierunku v = (v, v)T takim, ze v1v; # 0?
d) Czy w punkcie x = 0 funkgdja f jest rézniczkowalna?

Uwaga 1. Ciaglos¢ funkcji mozna pokazaé korzystajac z nieréwnosci miedzy srednimi geometryczng i kwa-
dratowa.

Zadanie 1.3. Wyznaczyé w dowolnym punkcie x = (x1, x2,x3)7 € R® gradient i hessjan funkgji f : R® -» R
okreslonych wzorami

x1 11 0
a)f@)=(1 -1 4)|x|, b) fx)=2T|3 -3 1 |x.
x3 0 1 -2

Zadanie 1.4. Wyznaczy¢ w dowolnym punkcie x € R" gradient i hessjan funkgji f : R" — R okreslonych
wzorami

a) f) =T b) f(0) = 33" Ax; O () = &'
d o) = Ey\,'l'Ax+l1Tx+c,, e) f(x) = %uTxbe; ) f(x) = Zakxik’
k=1

gdzie A jest dowolng macierza o wymiarach n X n,a,b € R", c € R.

Zadanie 1.5. Dla funkgji z zadnia 1.4 obliczy¢ pochodne w kierunku v jesli

2 0 4 1 3
woe[Tas(i B )an () e ()e2
-1 7 2 1 2 3
bo=| 1 |, A=| -1 1 -4 |a=|3|b=]|2|c=-1
-3 0o -1 2 1 0

Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 2

2.1 Okreslono$¢ macierzy symetrycznych

Zadanie 2.1. Zbadaj okre$lono$¢ macierzy symetrycznych

1111 3o 1 51 5 0
a) 1111 b|[-1 1 2 o1 -2 1 d) 5 1
1 26 0 1 -1 325 -
1 110 1 0o -1 1
5 3 1 -2 1111 1111
) 3 4 -2 =2 f 1221 ) 1222
11 2 0 o 12202 g11223
-2 =2 0 1 1122 1 2 3 3
Zadanie 2.2. Zbada¢ okre$lono$¢ macierzy
n
a)aa’ dlaa € R% b) ZuiuiT dlaa; € R"; Q) aa’ —bb" dlaa,b e R

i=1
Zadanie 2.3. Dla jakich wartosci t macierz

a) (il 2), teR

-1 2v2t 0
2 2t b)

2V2t ot 0 |, te[0,)
0 0 t-2

a) jest dodatnio okreslona?

b) jest dodatnio pélokreslona, ale nie dodatnio okreslona?
) jest ujemnie okreslona?

d) jest ujemnie potokreslona, ale nie ujemnie okreslona?

e) nie jest okre$lona?

2.2 Optymalizacja na zbiorach otwartych

Zadanie 2.4. Znajdz punkty krytyczne funkgji f i zbadaj, czy funkcja ma w nich ekstrema lokalne, czy
punkty siodlowe, dla

b) f(x,y) = x> — y? — dxy — 3x;

d) f(x,y) = 362 — i + 12xy — 36y;

) f(x,y,2) = 22° + 4y* - 2yz + dyx + 2% - 2z;

a) f(x,y) = 5x% + 7 —dxy — 2x + 3;
o fx,y) = 222 + 2y2 —4xy - - y4;
e) f(x,y) =5xy — 2x2 - 2y2;
Q) f,y,2) =2 +x2+xz-2yz+ 2> -3x+3; h) f(x,y,2) = (x yl)(§3 gz —T%)(E) +6x + 16y — 4z.
Zadanie 2.5. Podaj przyklad funkgji, ktéra nie osigga ani minimum, ani maksimum i jest
a) nieciggta, okre$lona na odcinku domknietym;
b) ciagla, okreslona na pélptaszczyznie;

) ciggla, okreslona na kuli otwartej w IR3.



Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 3

3.1 Optymalizacja przy ograniczeniach réwnosciowych

Zadanie 3.1. Znajdz minimum globalne funkdji f : A — R na zbiorze A.

a) fx,y) =2+ (y+17, A={@yeR 2 -y =0};
b) f(x,y) = xy, A:[(x,y)eIRzlx2+yZ:9};
o flx,y) = xy°, A:[(x,y)elelx2+y2:4};
d) f(x1,x2) :xf+4x1x2+x§, A= [(xl,xz)e]Rzlx%+x§ = 1};
e) f(x1,x2) —x%+2x§, A= [(x1,x2)€]R2|x1 +xp = l}.

Zadanie 3.2. Znalez¢ minimalny obwdd prostokatnej dziatki o zadanym polu powierzchni 4 aréw.

Zadanie 3.3. Znalez¢ maksymalng objetos¢ prostopadio$cianu o zadanym polu powierzchni calkowitej
24cm?.

Zadanie 3.4. Znalez¢ punkt x € R” nalezacy do hiperptaszczyzny zadanej réwnaniem Y./, a;x; = a, dla
ktorego suma kwadratéw jego odlegtosci od danych punktéw x1,...,x" € R", jest minimalna.

Zadanie 3.5. Rozwaz funkcje entropii E : R" — R danej wzorem E(xy,...,%,) = — Y1, x;Inx;. Znajdz
maksimum tej funkcji na plaszczyZznie zadanej wzorem xq +... +x, = 1.

Zadanie 3.6. Znajdz punkt lezacy na walcu { (x,y2) eR¥|x2+22 = 16} najblizszy punktowi (1,2,1) € R3.

Zadanie 3.7. Na wysokosci h nad pozioma plaszczyzng m umieszczone jest dziato, ktérego lufa moze by¢
skierowana w dowolnym kierunku wzdluz pewnej ptaszczyzny pionowej. Zgodnie z prawami fizyki pocisk
upadnie na ptaszczyzne m w odleglosci poziomej

£’=g‘1(,lv]2/+2gh+vy)vx

od dziata, gdzie g jest stala przyspieszenia ziemskiego, vy, vy s3 sktadowymi pozioma i pionowg predkosci
poczatkowej pocisku. Jak nalezy skierowac lufe dziata, by pocisk wystrzelony z ustalong predkoscig v =

v} + v}, upadt na plaszczyzne m w maksymalnej odlegtosci od dziata.

Zadanie 3.8. Zal6zmy, ze mamy wyprodukowa¢ pojemnik w ksztalcie prostopadto$cianu o ustalonej obje-
tosci V, ktérego trzy pary naprzeciwleglych $cian beda zbudowane z trzech réznych materialéw. Ceny za
jednostke powierzchni kazdego z trzech materiatéw sa réwna odpowiednio cy, ¢z, c3. Jakie wymiary powi-
nien mie¢ pojemnik, by koszt jego produkcji byl minimalny.

Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 4

4.1 Warunki konieczne KKT

Zadanie 4.1. Sprawdz czy punkty ze zbioru P mogg by¢ rozwigzaniami problemu minimalizacji (lub mak-
symalizacji) funkgji f : S — R na danym zbiorze S c R".

a) dla P =1{(0,0),(1,-1),(1,0)} zbadaj f(x, y) = -2 + 2% na
S={ly e R (x-12+y* <1, x<1);
b) dlaP ={(-3/2,-1/2),(-1,-1),(-1/2,-3/2) } zbadaj f(x,y) = 3xy — 5na
S={(yeR|x+y+2<0,y<0, x-y-1<0};
Zadanie 4.2. Znajdz minimum funkcji f : A — R na zbiorze A C R".

) flr,y)=—-(x—42 - (y-47 A={(yeR’|x+y<4, x<2y,3x>y);
b) f(x,y) = xy

(
A={@yeR |2+ <9, x>1,y>-1};
o f(x,y) = 3x +5y A={(y eR?| -2 +y+11<0, 1+ -2 <0, y<0};
A={(
A={(

d) f(x,y,z2)=y—z x,y,z)e]R3|z—x2:O, y2+(z—1)2<1};

e) f(x1,x2,x3) = 3x1 — x2 +x§ =1 (x1,x2,x3) eER®|x1+x+23<0, —x; +2x2+x§ = O};

2
f) fx,y,2) = (x+2)2—y A= {(x,y,z) eR%| (,/xz +y2—2) +22<1, y2+z2 > —2x+2};
Zadanie 4.3. 1 metr nad okraglym stolem o §rednicy 6 metréw, umieszczono symetrycznie wzgledem érod-
ka stotu i w plaszczyZnie prostopadtej do blatu, przechodzacej przez srodek blatu stolu, dwa identyczne
zrédla $wiatla oddalone od siebie 0 4 metry. Wiedzac, ze natezenie o$wietlenia E w odlegloéci r od jednego

zrédla $wiatla wyraza si¢ wzorem
I

E(r)= —,

® 4nr?

gdzie I jest natezeniem $wiatla zrédla, oblicz minimalne i maksymalne nateZenie os§wietlenia na powierzch-
ni stotu.

Zadanie 4.4. Wyznacz punkty na zbiorze A = {(x,y,z) € R® |z = x* = 112, 2% + 1 < 4} najblizej i najdalej
oddalone od punktu (0,0,1) € R®.

4.2 Optymalizacja w ekonomii (mnozniki Lagrange’a)
Zadania z ksigzki A.Ostoja-Ostaszewskiego, "Matematyka w ekonomii. Modele i metody”

Zadanie 4.5. Za kazda godzine pracy otrzymujemy 16 zlotych, a nasza uzyteczno$¢ u zarobienia W ztotych
i posiadania L godzin czasu wolnego jest réowna u(W,L) = W3/4LV4, Jak optymlanie rozdysponowaé 60
godzin miedzy prace i wypoczynek.

Zadanie 4.6. Konsument chce wyda¢ 1280 zt an dwa dobra, X i Y, kosztujgce opowiednio 1 zt i 16 zt za
jednostke. Jego funkcja uzytecznosci opisujgca, jak ceni on sobie x jednostek dobra X i i jednostek dobra Y,
jest dana wzorem U(x, y) = x*4y'/4. Ile jednostek kazdego z débr powinien zakupi¢ konsument by zmak-
symalizowac ich uzytecznos¢ (zmaksymalizowa¢ funkcje uzytecznosci)?

Zadanie 4.7. Wiadomo, ze konsumenta charakteryzuje funkcja uzytecznoéci Cobba-Douglasa u,(x, y) =
x%y1~¢, Parametr « jest nieznany, ale wiadomo, Ze natrafiajac na problem maksymalizacji uzytecznosci



zmaksymalizowac u,(x, y) przy zalozeniux +y =3
konsument wybierze x = 1, y = 2. Zakladajac, ze wybo6r konsumenta jest optymalny, znalez¢ wartos¢ a.

Zadanie 4.8. Do wyprodukowania g jednostek towaru niezbedny jest kapitat K i praca L, przy czym q =
10K'4L1/4, Oblicz minimalny koszt C() wyprodukowania g jednostek towaru, jesli jednostka kapitatu kosz-
tuje 300 z1, a jednostka pracy 100 z1. Jaka wielkos¢ produkgji daje maksymalny zysk, gdy jednostkowa cena
zbytu wynosi 2000 z1?

Zadanie 4.9. Tygodniowa produkcja pewnego towaru jest opisana funkcjg Cobba-Douglasa Q = L/4K%/4,
gdzie L oznacza ilo§¢ pracy, a K iloé¢ kapitatu. Obliczy¢ najnizszy koszt wyprodukowania w ciggu tygodnia
5000 jednostek towaru przy stawce 5z1 za godzine. Przyja¢ cene kapitalu réowna 1.

Zadanie 4.10. Obliczy¢ najnizszy mozliwy koszt C(q) wyprodukowania q jednostek towaru, gdy za surowce
trzeba zaptaci¢ pyx + pyy, a funkcja produkdji jest

a) g = Ax*yP b)Y g =+

Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 5

51 Zbiory wypukle

Zadanie 5.1. Pokaz, ze kazda podprzestrzen liniowa jest zbiorem wypuktym.
Zadanie 5.2. Pokaz, ze kazda p6tprzestrzen jest zbiorem wypuklym.
Zadanie 5.3. Pokaz, ze jeéli A, B C IR" sg zbiorami wypuklymi to A N B jest réwniez zbiorem wypuklym.

Zadanie 5.4. Sprawdz, czy podane zbiory sg wypukle.

2 2
)

x
a) {(xerZ) eR?| a_; +=< 1}; b) {(xlrxz,xa) eR¥|x1 +x0 +x3 = 1, Vigp o3y Xi > 0};

2
o) {(x1,32,%3) € R [ b + ol + sl < 2
Zadanie 5.5. Znajdz zbiory punktéw ekstremalnych dla zbioréw wypuklych z Zadania 5.4.

Zadanie 5.6. Niech f : R" — R" bedzie funkcja liniowa i niech A € IR", B ¢ R” bedg zbiorami wypuklymi.
Pokaz, ze f(A) c R™, f~1(B) C R" s3 réwniez zbiorami wypuklymi.

Zadanie 5.7. Niech f : R" — R bedzie funkcjg wypukly. Pokaz, ze dla kazdego r € R, zbiér A(r) = {x €
R" | f(x) < r} jest wypukly.

Zadanie 5.8. Korzystajac z faktéw z paragrafu 5.2 sprawdz, czy podane zbiory s3 wypukle.

a) {(x1, %) € R? | x}x] > 8}; b) { (1, x2) € R? |2} > 0,32 > 0,112 > 1}

c) {(xl,xz) eR?| ln(x ! - )> 1,x1 —x2 >0}; d) [(xl,xz) € R? | max{x; — x> — 1, |x1 + 2x2|} <2}
1— X2

e {(v,y) e R*|x+yl+ -2y <3}; £) {(c1,x2,%5) € R |3 + 2% <1—x5, 63 +23 <1+13).

5.2 Funkcje wypukle

Zadanie 5.9. Pokaza¢, ze suma dwéch funkcji wypuklych jest funkcjg wypukla.

Zadanie 5.10. Niech U c R" bedzie zbiorem wypuklym i g1, ¢» : U — R funkcjami wypuklumi. Wykaz, ze
f:U—- R, f(x) = max{gi(x), g2(x)} jest rowniez funkcjg wypukla.

Zadanie 5.11. Niech f : R" — R bedzie funkcja wypukla. Udowodni¢, ze nadwykres funkgji f jest zbiorem
wypuklym.

Zadanie 5.12. Korzystajac z warunkéw pierwszego rzedu zbadaé, czy funkgje f sa wypukle.
b) f(X],Xz) = 2X1X2,
d) f(x1,x2) = 223 + 23,

f) f(x1,%2) = 3x723,

a) f(x1,%2) = (x1 + x2)%,

o) f(x1,x2,x3) = x‘l‘ + xg,

e) f(x1,x2,x3) = ¥3x5,
Zadanie 5.13. Korzystajac z warunkéw drugiego rzedu zbadad, czy funkcje f z Zadania 5.12 s wypukle.

Zadanie 5.14. Niech A bedzie dowolng macierza o wymiarach n X n, a,b € R" i ¢ € R. Podaj warunki
konieczne (lub dostateczne, jesli to mozliwe) na to by funkcja f : R" — R byta wypukta/wklesta.
a) f(x) — E:ﬂ,ﬁ-c; b) f(X) — %XTA.X' + bTX +c; B) f(x) — Ex'l‘Ax+b'1-x+c'
Zadanie 5.15. Korzystajac z warunkéw drugiego rzedu zbadaj, czy funkcja f jest wypukia.
a) f(x, y) = xe?¥*3; b) f(x,y) = %V, O f,y) = + (x +29)%

d) fx,y) = 2, o) f(x,y) = (x -y,



Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 6

6.1 Minimalizacja funkcji wypuklych na zbiorach otwartych

Zadanie 6.1. Dowodzac wypuklosci (albo wklestosci) funkcji f : A — R oraz wypuklosci zbioru A ¢ R?,
znalez¢ minimum (albo maksimum) funkgji f na zbiorze A.

a) f(xy,x2) = x? +2x1 4+ 142t 4 g8t A ={(x1,x2,) € R?| max{|xi],3x2} < 2};

1
b) f(x1,%2) = €172 +xp — xp + E(xl +x0+2), A ={(x1,x2,) € R?| (x +2)* + &2 < 2008};
o) f(x1,x2) = ln(x% —x%) —x% - x%, A={(x1,x2,) € R?|x1 —x >0, x1 +x2 > 0}

Zadanie 6.2. ZnajdZ punkt x € R", dla ktérego suma kwadratéw jego odlegloéci od danych punktéw
xl,..., 2™ € R", jest minimalna.

Zadanie 6.3. Niech beda dane punkty (x1, 1), . .., (xs, yn) € R% Znajdz prosta postaci y = ax + b, dla ktérej
funkgja S(a,b) = (ax1 +b—y1)® + - + (ax, + b — y»)? przyjmuje minimum. Podaj interpretacje geometryczng
tego zadania.

Zadanie 6.4. ! Koszt produkdji x sztuk produktu X i y sztuk produktu Y wynosi 4x2 + xy + 2y2. Zakladajac,
ze jedng sztuke produktu X i Y mozna sprzedaé za odpowiednio px = 150 — 5x + y oraz py = 30 + 2x — 2y,
obliczy¢ ile sztuk kazdego z produktéw nalezy wyprodukowaé by zmaksymalizowac zysk.

6.2 Optymalizacja funkcji liniowych na zbiorach wypuklych
Zadanie 6.5. Znalez¢ wartoSci ekstremalne podanej funkgji liniowej f na zbiorze wypuklym A.

a) f(x1,%2) = x1 — X2, A = {max{x; —2,x +3} <2},

b) f(x1,x2,x3) =2x1 —x3 =2, A= {xl +x2 +x3 2 =2, Vieq103) Xi < 1],

[x1 = 2] + xo] + x5 + 1| < 1},
max{jx; —x2 + 1|, [2x1 + x2|} < 4};

o) fx1,x2,x3) =x1 +2x +3x3, A
d) f(x1,%) =3x1 —2x2 + 11, A=
A

e)f(x1,x2) = 2x1 + 3x2

{
{

:{(x1,x2)€]R2|x1 +xp <8, —x1+2x <4, x1 20, xz>0};

zadanie z ksiazki Pembertona i Rau

10

Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 7

7.1 Funkcje quasiwypukle i quasiwkleste

Zadanie 7.1. Pokaz, ze dla kazdego n € IN funkdja f : R = R, f(x) = x" jest quasiwypukla. Ktére z tych
funkdji sa réwniez quasiwkleste?

Zadanie 7.2. Podaj przykiad dwdch funkgji quasiwypuklych, ktérych suma nie jest quasiwypukia.
Zadanie 7.3. Podaj przykfad funkgji, ktéra

a) jest quasiwypukla, ale nie jest wypukla;

b) jest quasiwklesta, ale nie jest wklesta;

c) jestjednoczednie quasiwypukta i wklesla, ale nie jest wypukla;

d) jestjednocze$lnie quasiwypukla i quasiwklesta, ale nie jest ani wypukla ani wklesta.

Zadanie 7.4. Sprawdz czy funkgja f : A — R jest quasiwypukia lub quasiwklesta.

a) f(x1,x2) = Vil +Ixal, A=R% b) fx,x2) = max{lx - 1],x2}, A=R%;

O fx,x) =In(1+Jxg + 1+ 282 +2)), A=R%  d) flxg,x) = 1 — ¢ 20 mm-dnde? 4 - R,
X

@) f(x1,x2) = x1(1 + x2), A=R% D flo,x)= = A=R

Zadanie 7.5. Niech f : I — Rbedzie funkcja, gdzie I jest odcinkiem. Udowodnij, ze jesli f jest monotoniczna
to jest quasiwypukla i quasiwklesta. Ogélniej udowodnij, Ze jedli f przyjmuje co najwyzej jedno minimum
(odpowiednio maksimum) to jest quasiwypukla (odpowiednio quasiwklesta).

Zadanie 7.6. Niech f, g : R} — R bedg dane wzorami

fo, o ox) =alnx + g Inx, g, x) =X xgt

Badajac wypuklosé/wklestosé funkgji f pokaz, ze jesli a1 < 0,...,a, < 0 to g jest quasiwypukia, a jesli
a; >0,...,a, > 0to gjest quasiwklesta.

Zadanie 7.7. Niech f : R2 — R bedzie dana wzorem f(x,y) = x"y’. Korzystajac z warunkéw drugiego
rzedu podaj warunek dostateczny na to by f byta funkcjg quasiwypukla (ewentualnie quasiwklesta).

Zadanie 7.8. Niech f : R? — R bedzie dana wzorem f(x, ,z) = x*y'z°. Korzystajac z warunkéw drugiego
rzedu podaj warunek dostateczny na to by f byta funkcjg quasiwypukla (ewentualnie quasiwklesta).
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Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 8

8.1 Warunki dostateczne KKT

Zadanie 8.1. Sprawdz czy punkty ze zbioru P s3 rozwigzaniami problemu minimalizacji funkgcji f : S = R
na danym zbiorze S C R".

a) dlaP ={(1,-1,3)} zbadaj f(x1,x2,x3) :x%—xl +x%+x2+x§ — X3 na
S:{erR3|x%+2x§—x3<l, X1 +x2+x323 3% —x3<0, x1 >0, xzso};

b

~

dla P ={(1,1,2)} zbadaj f(x],xz,x3):x%/2+x§+x§+x]x2+x2x3—3x] — 6%, — 83 na
S:[xe]R3|x1+xz+X3<4, x3<2,x120, x>0, x3>O];

o dlaP=1{(0,1)) zbadaj f(x, ) = /> + yna

S:{(x,y)eIRzle"—y<O, X2 +2x -2y +2<0, y—2x—2<0};

d

-

dla P ={(0,0,0),(0,1,1),(0,-1,1)} zbadaj f(x1,x2,x3) = x% + x% + x% +2(xq1 —x2 —x3) na

S:{xe]R3|x1+x3<1,x§<x3,x1>0,x3>0};
e) dlaP={(%,%)}zbadajf(x,y)=cosx+(y—%zna

> , 14
S:{(x,y)elR | max{lx -yl +2,2x+ yl} <4, y < —x +—x};

f) dlaP ={(0,1)} zbadaj f(x,y) =e* + ylny +xna

S={yeR|x+y>1, ¥ -2r-y<-1,x>0,y>x};
g dlaP={(§ % &)} zbadaj f(x,y,2) = x> + (y=1)* + (x +2)’ na

S:{(x,y,z)e]R3| -2x—-y-z+1<0, xyz—léO,x—2y+z—1:O};
h) dlaP:{(%,l,g)}zbadajf(x,y,z):x2+2y—zna
S={(xy2) eR*|2x -4’ +(y-22+z-5<0, wyz-2<0, x—4y +3z2=0};

Zadanie 8.2. ZnajdZ wartosci ekstremalne
a) funkcjif(x,y):(x—y)SnazbiorzeS:{(x,y)e]Rzl(x+1)2+y2<4, (x—1)2+y2<4};
b) funkcjif(x,y)=e’x—2ynazbiorze5={(x,y)e]Rzlx+y<4, ex—y<2};
o) funkdji f(x1,%2) = (x1 — 9/4)* + (x2 — 2)% na zbiorze

S={(x1,x2)eIR2|x2—x%>O, X1+ X2 <6,x1 >0,xz>0};

d) funkcjif(x,y):x2—2x+1+y2—4y+4nazbiorze5:{(x,y)elelx+y<4, x>0, y>0};

) funkdji f(x1,x2,%3) = ¥ + x3 + x3 na zbiorze S = {(x1,x2,x3) € R® | 2x; = 2xp +x3 =9, 23 + 3 < 1}.

12

Zadanie 8.3. Dla jakich wartosci parametru a € R, funkcja

flx1,x2,x3) = e -Gt

przyjmuje na zbiorze A, = {(x1,x2,x3) € R® | 3 + x5 < a?
zbioru.

, X1 + X2 + x3 = 1} maksimum we wnetrzu tego

Zadanie 8.4. Udowodni¢, ze funkcja f(x1,x2,x3) = x1 + 312 + 2x} obcieta do zbioru A = {(x1,x2,%3) €
R3 | x1 — x2 + x3 = 2, max{|x; — x2|, [x2 + x3]} < 4} przyjmuje minimum we wnetrzu zbioru A. Obliczy¢ to
minimum.

2,1,3

Zadanie 8.5. Udowodni¢, ze funkcja f(x1,x2,x3) = x7x,x3 obcigta do zbioru A = {(x1, x2,x3) € R3| —x +

x2—x3=1, (x1 —2)% + (x2 — 2)2 + (x3 — 2)? < 1} osigga maksimum na brzegu zbioru A.

Zadanie 8.6. Znalez¢ minimum funkdji f(x1,X2,%3) = 3 + x5 + x5 na zbiorze A = {(x1,x,%3) € R? | 2x; —
20 +x3=9, ¥ +x2<1).
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Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 9

9.1 Twierdzenie o oddzielaniu

Zadanie 9.1. Dla danego zbioru domknietego i wypuklego A znalez¢ plaszczyzne podpierajaca w punkcie
x € dA.

Ax=22eA={xeR |2 +3<8);
b)x=(2,1) € A= {xeR?| max{jx| x + 1} <2};

AQx=(-1,0eA={xeR? |2+, < 1};
1
:(5,5 3)ed=tre R i+l + ol <1
=(51 D A=xeR|y+x+x3=1,2+2+¥2<1}
3/3,3 =X X1 X2 + X3 = ,xl xz x3\ .

9.2 Algebra zbioréw

Zadanie 9.2. Udowodni¢, ze suma i réznica Minkowskiego dwéch zbioréw wypuktych (odpowiednio ogra-
niczonych) jest zbiorem wypuklym (ograniczonym).

Zadanie 9.3. Znalez¢ sume A + B oraz réznice A — B i B — A Minkowskiego zbioréw A i B.

ADA={xeR*| (-1 +x3<1}, B ={(1,0),(-1,0)} U{(0,H e R*| t € [-1, 1)};
b A={xeR?*|(x +1)* +x% =1}, B={xeR? |2+ (v —2)* =4}
C)A:{xelelx%+x§+x§<1}, B:{xe]Rsléx%+%x§:1};

B={xeR*|(xy+1+x5 =1}
={xeR?|2x; +xp = 0};

d) A = (x € R? | max{2Jxy], x|} < 4},
A={xeR?|x;+2x =1},
PDA={xeR*|x}-x =0}, B={xeR*|x =0,lx <1}
g A={A(1,1)eR*| A >0}, ={A(-1,2) e R*[A = 0};
h) A = cone(conv((0,1),(1,1))), B = cone((—1,-1)).

14

Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 10

10.1 Stozki wypukle

Zadanie 10.1. Pokaza¢, ze zbior
m
C= {xe]R”lx=Z)\,~ai, Moo >0}.
i=1
jest najmniejszym stozkiem wypuklym zawierajgcym punkty ay, ..., a, € R".

Zadanie 10.2. Niech A, B C R" beda stozkami wypuklymi. Wykaz, ze A + B jest réwnieZ stozkiem wypu-
Klym.

Zadanie 10.3. Niech A, B ¢ R" bedg stozkami wypuklymi. Wykaz, ze A N B jest réwnieZ stozkiem wypu-
Klym.
10.2 Stozki polarne

Zadanie 10.4. Pokaz, ze kazdy z ponizszych zbioréw C jest stozkiem wypuklym i domknietym. Wyznacz
minimalny zbiér punktéw X, ktére generujg C, tzn. C = cone(conv(X)). Znajdz stozek polarny do C.

a)C= {(xl,xz,X3)e]R3|3x1 —2x2 + X3 <0};

b) C = { (x1,%2,x3) € R® | 211 + 33 — 31 <0, —x1 + 212 = 3x3 > 0}
o C= {(x xz,x3)€R3|x3>0,xg—xg—x%>0};

d)C= {(x1,x2,x3)€]R3|x1 >0, x3>0, x%—2x§—2x§>0};

e C={xeR"|x;=>2x>x3>--2x,20}.

Zadanie 10.5. Znajdz stozek polarny do stozka wypuklego generowanego przez nastepujace zbiory punk-
tow.

a) {(1,2),(2,3)}; b) {(-1,3),(3,2),(1,1)};

9 {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}; d) {(1,0,0), (0,1,0), (1,1, 1)};

e {(1,0,-1), (=1,0,-1), (0,1,-1), (0,-1,-1)}; D {(-1,0,0), (0,1,1), (0,0, 1) };

8 {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)}.
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Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 11

11.1 Stozki kierunkéw dopuszczalnych, styczne i normalne

Zadanie 11.1. Dla podanych zbioréw A znalez¢ stozek F(x) kierunkéw dopuszczalnych, stozek styczny
Ta(x) oraz stozek normalny N4 (x) w punkcie x € A.

1
a)x= 7(1,1,1) cA={(xx0) e R} F+3+3<1);

b) x = (=3,-3,1) € A = { (x1,%2,%3) € R* | max{lx; + 1], -x -1} < 2};
AQx=(0, V3,-2)cA= {(x],xz,x3)e1R3|(x1—1)2+x§<4, (x1+1)2+x§<4},-
d)x=(1,2,3) € A = { (x1,%,53) € R* | max{2lxi], Ial} <2, | + s < 4} ;
@x=(1,-1,1)€A={(x,x,x) e R |3 +2] <2, & +x2 <0, s <1};

4,

f)x=(4,-3)¢€ :[(x,y)e]Rzlmax[x+y—1,x +y —25}<O}.

11.2 Rachunek subrézniczkowy

Zadanie 11.2. Znajdz subrézniczke funkcji f : R — R w dowolnym punkcie x € R.

a) f(x) = x| - 1; b) f(x) = [x* - 1;

o f(x) = x| +x; d) f(x) = max{2x, —x,x + 1};
e) f(x) = In(1 + IxI); f) f(x) = V1+2x];

g f(x) = —Ix|; h) f(x) = x(x — D)(x + 1).

Zadanie 11.3. Znajdz subrézniczke funkdji f : R2 - R w dowolnym punkcie (x, y) € R2.

a) flx,y)=lx-yl; b) f(x, y) = Il + lyl;
o flx,y)=lx—yl+lx+yl d) f(x,y) = max{x, y,x + y}.

Zadanie 11.4. Znajdz subrézniczke funkgji f : RZ > R w punktach ze zbioru P.

a) f(x,y) = 2x =3y +1J; P={(-2,-1),41)}

b) fx, ) =2x—yl+Bx+y -5+ 1; P={(1,2),2,-1)}

) f(x,y) = |5x + 3y — 1| + 3x® — 2xy + 2y%; P={(1,2),(-1,2)}

d) fr,y) =max{Bx + 2y + 1, (x + 1> + (y - 1)2 =4, |x +y— 1|+ 1}; P ={(=2,3),(0,0),(-1/2,1)}.
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Elementy Optymalizacji Nieliniowej
Zestaw nr 12

12.1 Optymalizacja z uzyciem rachunku subrézniczkowego

Zadanie 12.1. Sprawdz czy punkty ze zbioru P sa rozwigzaniami problemu minimalizacji funkgji f : R* —
R.

a) f(r,y)=max{2xr-3y-1, -x+y—-1, 22 +2y* - 36} dla P = {(4,3)};
b) f(x,y) =max{lx -y +1],222 -8} dla P = {(2,9),(0,1),(3,3)};
o f(x,y) = max { X2+ y2,13x + 7y + 20,3x + 3y + 20} dla P = {(-10,10), (-2, -2),(-2,5) };

Zadanie 12.2. Sprawdz czy punkty ze zbioru P s rozwigzaniami problemu minimalizacji funkcji f : A — R
na danym zbiorze A ¢ R".

a) dlaP ={(-1,-3),(-1,3)} zbadaj f(x,y) = max{-x—-y, 2x—y+3}na
={(y) e R +1yl <5);
b) dla P ={(10,10),(-2 - V6,1/2) | zbadaj f(x,y) = max{x?, y?, —4x +2y+1}na
A={@yeR|y>(x-12P+6, x+y<20};

Zadanie 12.3. Znajdz minimum globalne funkdji f : R> - R.

a) fl,y)=lx—y+1+2x+y—4; b) f(x,y) = max{(x — 1)%, lyl};
o) f(x,y) = max{x® + 2, x + 1J; d) f(x,y) = max{e*, e,y —x};
e f(x,y) = max{(x — 1% + y2 + 4, —2x + 4y + 2}.

Zadanie 12.4. Znajdz minimum globalne funkgji f : A — R na zbiorze A.

a) f(x,y) = max{x, y}, A={xy e R x>+ <1);

b) fx,y) =lx-y+2|, A={(xy) e R | Inl +yl < 2);

o) f(x,y) = max{x — y,x + y}, A={x -1 +y* <4, (x+172 + 2 <4);

d) fx,y)=2x+y-2+1, A={y-x?-2<x+y, (x+y?-2<y—x}.
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Elementy Optymalizacji Nieliniowej 13.2 Egzamin poprawkowy w semestrze letnim 2007/2008

Zadania z egzamin(’)w Zadanie 13.2.1. Znajdz wszystkie punkty krytyczne funkgji
1
13.1 Egzamin gléwny w semestrze letnim 2007/2008 floy) =xy+ x=y)>
Zadanie 13.1.1. Zbadaj, czy funkcja ma w nich minimum, maksimum, czy punkt siodlowy.
Zadanie 13.2.2. Niech
a) Sprawdz czy funkcja f(x) = (x — 1)° + 1 jest quasiwypukla lub quasiwklesta. fx,y,2) = etV 2ginz
A A
b) Udowodnij, ze funkcja g(x, 1) = In(1 + x?y?) okreslona na zbiorze {x > 0, y > 0} jest quasiwypukla. Ty
Wyznacz f(’0 o 1)(71, 7, 0) + 2f<’_1 ] 0)(27'5, 27, T0).
Zadanie 13.1.2. Wyznacz subrézniczke funkcji Zadanie 13.2.3. Czy funkda "
a) f:R—>1R, f(x)=2|x]-1]+xw punkcie x = -1; f@x) = lx-1]

b) g: R >R, g(x,1) = max{x, 2y, 0} w punkcie (x, ) = (0, 0). jest a) (.]uasiwypukla b) quasiwkle;s?al na R? o o )
Zadanie 13.2.4. Wyznacz (uzasadniajac odpowiedz) subrézniczke funkcji

Zadanie 13.1.3. Wyznacz stozki: styczny i normalny do zbioru
flx) = max{x> —1,2x +7,1}
a) X ={(x,y) e R?|2x+y+2 >0, x? + y? < 25} w punkcie (x, y) = (-3,4);

w dowolnym punkcie x € R.
b) Y ={(x,y,2) € R®| max{lx — yl, x + y — 2} < z} w punkcie (x, y,z) = (1,1,0). Zadanie 13.2.5. Niech

- 2, .2, .2
Zadanie 13.1.4. Niech funkcja f dana bedzie wzorem f(x,y) = x* + 2x + y — 1. Sprawdz, czy w ktéryms A=y €R" : xT4+y" <25 lyl+ X <7}

z punktéw (2,0), (=2,4), (0,0), (-2, —4) spelnione sg warunki dostateczne KKT na to, by w punkcie tym f a) Wykaz, ze A jest zbiorem wypuklym i zwartym.
osiggala minimum na zbiorze
b) Wyznacz zbiér punktow ekstremalnych A.
A={(x,y) e R* : max{lx+yl,—x} <2, (x+2)*+ 1> < 16}.
c) Wybierz jeden z punktéw ekstremalnych zbioru A i wyznacz w nim stozki: styczny i normalny do A
Zadanie 13.1.5. (jako podzbiory IR?). Prosze uzasadni¢ odpowiedz!

a) Dla jakich wartosci parametru a funkcja Zadanie 13.2.6. Niech
f@) = +y+3)t+ -2y
feoy) =2 +ay+xy : N P . : . )
Wyznacz miny f(x) (najmniejszq warto$¢ funkgji f na zbiorze A) oraz argmin, f(x) (a wigc punkt, w ktérym
przyjmuje minimum na zbiorze A = {x < 0, x? + 2|y| < 20} na brzegu tego zbioru? jest ona osiggana), gdzie
A={(x,y) € R* : max{x + yl, |x — yl} < 2008}.

2

b) Dla jakich warto$ci parametru f funkcja g(x, y,z) = e™ =242y przyjmuje

Zadanie 13.2.7. Rozwaz zadanie poszukiwania maksimum funkgji
— minimum

=x- 1
— maksimum foy=x-y+

na zbiorze B = {max{lx + y|, lyl} < 2, z = 1} w punkcie, w ktérym wigz z nieréwnoscig wystepujacy w na zbiorze

_ 2. 2 12 2 _
definicji zbioru B jest nieaktywny? A=y eR": (+ D)7+ (-1 <8 y>x" -2}

Sprawdz czy w punkcie a) (1,-1), b) (=3,3), o) (1,3) spelnione s warunki konieczne KKT (na to, by w
punkcie tym f(x) przyjmowata maksimum).
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13.3 Egzamin gléwny w semestrze letnim 2008/2009
Zadanie 13.3.1. Rozwaz funkgje f(x, y) = (x + y)(x + 6)(—y — 3) okreslong na zbiorze R2.
(i) (5pt) Znajdz wszystkie punkty krytyczne funkdji f.
(ii) (3pt) Zbadaj, czy w punktach A = (=3,0), B = (1,2), C = (=6, -3) funkcja f ma maksimum lokalne.
(iii) (2pt) Zbadaj, czy w punktach D = (3,2), E = (3, —3) funkcja f ma minimum lokalne.
Zadanie 13.3.2. Rozwaz funkcje afiniczng f(x, y,z) = 2x — 3y + z — 1 okreslong na zbiorze
X= {(x,y,z)e]R3 [Ix+y+1<2,y>-3,y-2x<0,|x+y -z <5}.
(i) (2pt) Wykaz, ze zbior X jest wypukly.
(ii) (2pt) Wykaz, ze zbior X jest zwarty.
(iii) (4pt) Podaj zbiér punktéw ekstremalnych zbioru X.
(iv) (2pt) Znajdz maksimum i minimum funkgcji f na zbiorze X.
Uzasadnienia punktéw (i)-(iii) mogg opiera¢ si¢ na dobrze wykonanym rysunku.
Zadanie 13.3.3. Rozwaz funkgje f(x, y) = max{4x? + y2,5x + 3y + 3,3x — 4y + 6} okreslong na zbiorze R2.
(i) (2pt) Sprawdz, czy f jest funkcja wypukla.
(i) (6pt) Oblicz subrézniczke df funkeji f w punktach A = (-3/5,3/5), B =(1,4),C=(-1,2)iD = (1,-2).

(iii) (2pt) Podaj wszystkie punkty w R?, w ktérych funkcja f przyjmuje lokalne minimum. Czy w ktéryms z
tych punktéw f przyjmuje réwniez globalne minimum?
Zadanie 13.3.4. Niech
A={x,yeR® : ¥*+21”<1, 2y -x <0}
(i) (1pt) Wykaz, ze A jest zbiorem wypuklym.

(ii) (3pt) Wyznacz stozek kierunkéw osiggalnych Fa(z) w punkcie z = (%, %)

%
V6’ V6’
Zadanie 13.3.5. Rozwaz funkgje f(x, y,z) = y* + z* okreslong na zbiorze

(iii) (6pt) Wyznacz stozek styczny T4(z) i normalny N4 (z) w punkcie z = ( 2

X:{(x,y,z)E]R3|x2+y2+z<1, y+z:O,x+2y+z>O}.

(i) Bpt) Czy w punktach A =(-1,1,-1),B = (%, —%, %), Cc=(0, %, —%) spelniony jest warunek jako$ci wiezé6w?
(ii) (5pt) Czy w punkcie B spetnione sg warunki konieczne KKT na minimum?

(iii) (5pt) Czy w punkcie A spetnione sg warunki konieczne KKT na maksimum?

(iv) (2pt) Czy punkcie A lub B sg spelnione warunki dostateczne KKT (na minimum w B, na maksimum w A)?
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13.4 Egzamin poprawkowy w semestrze letnim 2008/2009
Zadanie 13.4.1. Rozwaz funkcje f(x,y) = (2x + y)(x + 1)(y + 1) okre$long na zbiorze R?.
(i) (6pt) Znajdz wszystkie punkty krytyczne funkdji f;
(i) (2pt) Zbadaj czy w punktach A = (-1/2,0), B = (-1/2,1/2) istnieje minimum lokalne funkgji f;
(iii) (2pt) Zbadaj czy w punktach C = (-1,-1), D = (-1, 2) istnieje maksimum lokalne funkgji f;
Zadanie 13.4.2. Rozwaz funkcje liniowa f(x,y,z) = —x + y + 2z + 2 okreslong na zbiorze
X= [(x,y,z) eR®|x+y+z<3,max{x—1,y,z+1} > 0}.
(i) (2pt) Udowodnij, ze zbiér X jest wypukly;
(ii) (2pt) Udowodnij, ze zbidr X jest zwarty;
(iii) (4pt) Podaj zbiér punktéw ekstremalnych zbioru X;
(iv) (2pt) Znajdz ekstrema funkcji f na zbiorze X;
Uzasadnienia punktéw (i)-(iii) mogg opiera¢ si¢ na dobrze wykonanym rysunku.

Zadanie 13.4.3. Rozwaz funkgjg f(x, y) = max{x? + y?,13x + 7y + 20, 3x + 3y + 20} okreslong na zbiorze R?.
(i) (2pt) Sprawdz czy f jest funkcjq wypukla;
(ii) (6pt) Policz subrézniczki df funkgji f w punktach

A =(-10,10), B=(-2,-2), C=(-2,5);

(iii) (2pt) Czy w ktéryms$ z punktéw A, B, C funkcja f przyjmuje minimum lokalne? Czy w ktéryms z tych
punktéw f przyjmuje minimum globalne?

Zadanie 13.4.4. Rozwaz zbior
A={(xy) eR?|x?+5y <0, 2x— y—5|+3x+2y| < 25}.
(i) (1pt) Wykaz, ze A jest zbiorem wypuklym.
(ii) Bpt) Wyznacz stozek kierunkéw osiggalnych F4(z) w punkcie z = (1/3,-13/3).
(iii) (6pt) Wyznacz stozek styczny T(z) i normalny N4(z) w punkcie z = (5, =5).
Zadanie 13.4.5. Rozwaz funkcje f(x,y,z) = (x + y)? + (y — z)? okreslong na zbiorze
X = [(x,y,z)e]R3|2x2+y2+2xy+y—z< 1, x+2y-z=0, 3x+3y—z>0}.

(i) Bpt) Czy w punktach A = (-1,2,3), B = (1/2,-1,-3/2), C = (0,1/2,1) spelniony jest warunek jakosci
wiezéw?

(ii) (5pt) Czy w punkcie B spelnione sg warunki konieczne KKT na minimum?
(i) (5pt) Czy w punkcie A spelnione s3 warunki konieczne KKT na maksimum?

(iv) (2pt) Czy punkcie A lub B sg spelnione warunki dostateczne KKT (na minimum w B, na maksimum w A)?
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13.5 Egzamin gléwny w semestrze letnim 2010/2011
Zadanie 13.5.1. (10pt) Sprawdz, czy funkcja f : R* - R okreslona wzorem
fe,y) =In(|8x — 4y + 15| + (Bx — y)* + ¢ 57) -5

jest quasiwypukta.
Zadanie 13.5.2. Niech funkdja f : R> - R bedzie okreslona wzorem f(x,y) = x. Niech A c R?,

A={@yeR |2+’ <5 x-y-120].
Rozwaz problem (P) znalezienia punktéw, w ktérych funkcja f przyjmuje ekstremum na zbiorze A.
(2pt) Sprawdz warunek jakosci wiezéw dla problemu (P) w kazdym punkcie p € A;

(1pt) wypisz warunki konieczne KKT na istnienie minimum/maksimum w punkcie p = (x,y) € A dla
problemu (P);

(5pt) rozwigzujac réwnania znajdz wszystkie punkty, ktére moga by¢ rozwigzaniami problemu (P);

(1pt) podaj rozwigzanie problemu (P) (sformutuj odpowiedz!).

Zadanie 13.5.3. Niech funkdja f : R> - R bedzie okreslona wzorem f(x,y) = x> + 4y*. Niech A c R?,
A={@yeR? P -y+1<0,x+y-130, -x+y-5<0, x+y-7<0}.

(2pt) Sprawdz, czy zbidr A jest wypukly;

(1pt) sprawdz, czy funkcja f jest wypukia na zbiorze A;

(6pt) sprawdz warunki konieczne KKT dla problemu minimalizacji funkgcji f na zbiorze A w punktach
(-1,2),(1,2),(0,0),(1,6),(0,1);

(1pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformutuj i uzasadnij!)

Zadanie 13.5.4. Rozwaz funkgje f : R - R zadang wzorem f(x, y) = [3x + y — 12| + (x — y).
(2pt) Sprawdz, czy funkdja f jest wypukla na zbiorze R?;
(6pt) policz i narysuj subrézniczke df funkeji f w punktach (2,2), (3, 3), (2,6);

(2pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformuluj i uzasadnij!)

Zadanie 13.5.5. Niech wypukla funkgcja f : R — R bedzie okreélona wzorem f(x,y) = max{x+y, x —y}.
Niech A ¢ R?,

A={(@y) eR? |2 +(y-4?<25 -x-3<0, x+y <4,
bedzie zbiorem wypukiym.
(6pt) oblicz i narysuj stozki Fa(p), Ta(p), Na(p) w punktach p € {(=3,0),(0,0), (0,-1),(=3,4) };

(4pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformutuj i uzasadnij!)

Uwaga: Prosze nie sprawdzaé, czy funkcja f i zbi6r A sa wypukle.
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13.6 Egzamin poprawkowy w semestrze letnim 2010/2011

Zadanie 13.6.1. (10pt) Sprawdz, czy funkgja f : R* — R okre$lona wzorem

floy) =2+ \/(x —4y)? + 273 4 3x - 5y — 1]
jest quasiwypukia.

Odpowiedz: Tak
Zadanie 13.6.2. Niech funkgja f : R> — R bedzie okreslona wzorem f(x,y) = x. Niech A ¢ R?,

A:{(x,y)elelxz—4<y, y<3x].
Rozwaz problem (P) znalezienia punktéw, w ktérych funkcja f przyjmuje ekstremum na zbiorze A.
(2pt) Sprawdz warunek jakosci wiezéw dla problemu (P) w kazdym punkcie p € A;

(1pt) wypisz warunki konieczne KKT na istnienie minimum/maksimum w punkcie p = (x,y) € A dla
problemu (P);

(5pt) rozwigzujac réwnania znajdz wszystkie punkty, ktére moga by¢ rozwigzaniami problemu (P);

(1pt) podaj rozwigzanie problemu (P) (sformuluj odpowiedz!).

Zadanie 13.6.3. Niech funkgja f : R> — R bedzie okreslona wzorem f(x, y) = 2x* — 2xy + y*. Niech A ¢ R?,
A={(x,y)e]RZ|4x2—x+y+l<O, 3x-y-120, -x-y-5<0,3x-y-7<0;.

(2pt) Sprawdz, czy zbiér A jest wypukly;

(1pt) sprawdz, czy funkcja f jest wypukla na zbiorze A;

(6pt) sprawdz warunki konieczne KKT dla problemu minimalizacji funkcji f na zbiorze A w punktach
(=3,-3),(3,=3),(0,0), (3,~%),(0,~1);

(1pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformutuj i uzasadnij!)

Zadanie 13.6.4. Rozwaz funkcje f : R> - R zadang wzorem f(x, y) = [3x — 2y — 19] + (x — 2y — 5)%.
(2pt) Sprawdz, czy funkdja f jest wypukta na zbiorze R%;
(6pt) policz i narysuj subrézniczke df funkeji f w punktach (5,0), (7, 1), (9,4);

(2pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformutuyj i uzasadnij!)

Zadanie 13.6.5. Niech wypukla funkgja f : R — Rbedzie okreslona wzorem f(x,y) = max{x+y +5, x—y—1}.

Niech A c R?,
A={@y eR|(x+2?+(y-1)2 <25 -x-5<0, x+y< -1},
bedzie zbiorem wypuklym.
(6pt) oblicz i narysuj stozki Fa(p), Ta(p), Na(p) w punktach p € {(=5,-3),(-2,-3),(-2,-4),(-5,1) };

(4pt) z podanych wyzej punktéw wybierz te, w ktérych funkcja f przyjmuje minimum globalne na zbiorze
A? (odpowiedz sformutuyj i uzasadnij!)

Uwaga: Prosze nie sprawdzaé, czy funkcja f i zbi6ér A sa wypukle.
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