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Wybrane srodowiska i biblioteki dla obliczen numerycznych



Zasady zaliczania przedmiotu Matematyka Obliczeniowa

Na zaliczenie przedmiotu skladajg sie: zaliczenie éwiczeni (w tym laboratorium
i kolokwium) i zdanie egzaminu. Na koncowa ocene skladaja sie

punkty, ktérymi prowadzacy ¢wiczenia ocenit prace domowe, tj. rozwigzania
zadan na kartce,

punkty za rozwigzania zadani z komputerem,
punkty z kolokwium,

punkty zdobyte na egzaminie pisemnym.

Przed przystgpieniem do egzaminu nalezy zaliczy¢ ¢wiczenia na co najmniej 50%
punktoéow. Propozycje ocen beda ztozone po egzaminie pisemnym na podstawie
sumy wazonej zdobytych punktéw, w ktérej zadania domowe, zadania
komputerowe, kolokwium i egzamin pisemny maja udzialy odpowiednio 20%,
10%, 20% i 50%, przy czym na ocene dostateczng na egzaminie pisemnym tez
trzeba zdoby¢ co najmniej 50% punktéw. Wynik miedzy 33% i 50% punktéow

z egzaminu daje szanse otrzymania oceny dostatecznej na egzaminie ustnym. Poza
tym otrzymang propozycje oceny co najmniej dostatecznej mozna przyjaé lub
préobowacé zmienié¢ na egzaminie ustnym.

Zasady zaliczania przedmiotu Metody Numeryczne

Na zaliczenie przedmiotu skladaja sie: zaliczenie ¢wiczen i zdanie egzaminu.
Polowa ¢wiczen ma miejsce w laboratorium, pozostate ¢wiczenia sg w sali przy
tablicy. Na konicowg ocene sktadaja sie

punkty, ktérymi prowadzacy ¢wiczenia ocenit prace domowe, tj. rozwigzania
zadan na kartce,

punkty za rozwigzania zadan programistycznych,

punkty zdobyte na egzaminie pisemnym.

Po egzaminie pisemnym beda wystawione propozycje ocen, w ktérych zadania
domowe, zadania programistyczne i egzamin pisemny majg udzialy odpowiednio
25%, 25% i 50%, przy czym z kazdego z tych elementéw trzeba zdobyé co
najmniej 25% punkté$w, a w sumie co najmniej 50%. Otrzymang propozycje oceny
uczestnik zaje¢ moze przyjac¢, lub wystawi¢ na ryzyko zmiany na egzaminie
ustnym.



Wyjasnienie

Roznice miedzy przedmiotami Matematyka Obliczeniowa (dla kierunku
Matematyka) i Metody Numeryczne (dla kierunku Informatyka) sg konsekwencja
innej wiedzy poczatkowej 1 innej roli tych przedmiotéw w dalszych studiach;
niemniej, 90% materiatu przedmioty te maja wspolne, dlatego zdecydowatem sie
napisac jeden skrypt.

Zakladana wiedza poczatkowa jest na obu kierunkach inna gtéwnie z uwagi na
znacznie wezszy program (i mniejsza liczbe godzin) Algebry Liniowej na
Informatyce — program ten nie obejmuje m.in. algebraicznego zagadnienia
wlasnego, ktory to brak trzeba (w ramach tego przedmiotu) uzupetnic.

Program Metod Numerycznych obejmuje iteracyjne metody rozwigzywania
(wielkich) ukladéw réwnan liniowych. Wigkszos$¢ studentéw Informatyki w trakcie
dalszych studiéw sie z nimi nie zetknie, ale informatycy w pracy zawodowej moga
dostawaé zaméwienia na implementacje. Z kolei studenci Matematyki w trakcie
dalszych studiéw bedg mie¢ okazje do znacznie doktadniejszego zglebienia tych
metod, w ramach przedmiotéw takich jak Matematyka Obliczeniowa II, Obliczenia
Naukowe 1 Numeryczne Réwnania Rézniczkowe. To dlatego metody iteracyjne
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych sg w wyktadzie dla nich pominiete.

Program Metod Numerycznych jest zatem nieco szerszy, natomiast na
Matematyce Obliczeniowe] wiece] uwagi jest po§wiecone analizie metod

1 dowodom stosownych twierdzen. Tres¢ wykladéw z obu przedmiotéw jest na
slajdach (innych dla kazdego przedmiotu), dzieki czemu mozna sie zorientowac co
kogo obowrgzuje. Ale wszystkich studentéw (z obu kierunkéw) zachecam do
przestudiowania catosct skryptu.
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Egzamin z Metod Numerycznych, III rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14:30 28 stycznia 2012.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw
bedzie miata czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Wykonaj dwie iteracje metody Newtona dla uktadu réwnan

X +x —xy — 2y* = —4,
Y-y =6,

dla punktu startowego (xq,yo) = (2, —2).

3

. Warto$é wyrazenia w = a® — b3 zostata obliczona przy uzyciu nastepujacego

algorytmu, zrealizowanego za pomocg arytmetyki zmiennopozycyjnej:

x1 = axatbxb;
X2 = a+b;
x3 = 0.5*(x1+x2*x2) ;

w = x3x(a-b);

Napisz wyrazenie, ktérego wartoscig jest btad (bezwzgledny) otrzymanego
wyniku, jeSli w zadnym z dziatan nie wystgpil nadmiar ani niedomiar.

. Wartosci fi,...,fn pewnej funkcji rzeczywistej f sg podane w punktach xq,...,xn.
Funkcja ta ma by¢ przyblizona przez wielomian w stopnia co najwyzej n < N tak,
aby wyrazenie ZL (f; — w(xi))? bylo jak najmniejsze. Napisz uklad réwnan
liniowych, taki ze rozwigzanie powyzszego zadania aproksymacji mozna
sprowadzi¢ do liniowego zadania najmniejszych kwadratéw dla tego uktadu.

Podaj algorytm rozwigzywania tego zadania za pomocg odbi¢ Householdera. Jaki
jest koszt tego algorytmu w zaleznosci od liczb n 1 N7

. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i rozwigz przy uzyciu algorytmu réznic
dzielonych zadanie interpolacyjne Hermite’a dla danych przedstawionych
w tabelce:
x | 1] 3
f(Xi) —4 | -8
f'(x¢) | =10 | 30
f"(xy) | —8




5. Rozwazamy konstrukcje interpolacyjnej funkcji sklejanej drugiego stopnia,
s(x) = Z]i\:(f diN?(x), ktérej wezly sa liczbami naturalnymi, w; = i dla
i=0,...,N, reprezentowanej za pomocg funkcji B-sklejanych NZ. Warunki
interpolacyjne (tj. wartosci funkcji, sy = s(vx)) sa zadane w punktach vy = 2,
v = k+1% dlak=1,...,N—4ivy 3=N-—2. Wiedzac, ze N?(i+x) = N3(x) dla
kazdego x € R oraz i € {0,...,N — 3}, a ponadto N3(x) = 0 jesli x < 0 lub x > 3,
oraz N§(3) = N3(23) = 5, N3(1) = N§(2) = 3 1 N3(13) = 2, napisz uktad réwnan,

ktoérego rozwigzanie jest wektorem wspodlczynnikéw d; poszukiwanej funkcji.

6. Ktore z podanych na wyktadzie metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
mogg by¢ uzyte do rozwigzania uktadu réwnan liniowych:

a) Z poprzedniego zadania.

b) Ukladu réwnani normalnych dla regularnego liniowego zadania najmniejszych
kwadratéow z liczbg niewiadomych nie przekraczajaca 100.

c) Ukladu réwnan z wielka macierzg (n x n, gdzie n > 10%) symetryczna
1 dodatnio okreslong, ktéra ma w kazdym wierszu mniej niz 20 niezerowych
wspoélczynnikéw rozmieszczonych nieregularnie.

W kazdym przypadku napisz, z uzasadnieniem, ktéra z tych metod wydaje sie
najbardziej odpowiednia.

7. Podaj najmniejsze n, takie ze btad aproksymacji jednostajnej funkcji f(x) = sinx
w przedziale [—47, 471] przez optymalnie dobrany wielomian stopnia n jest
mniejszy niz 1. Odpowiedz uzasadnij, powolujac sie na stosowne twierdzenie.

8. Catke

1
I(f) :J f(x) dx,
—1
chcemy przybliza¢ kwadraturg o postaci
Q(f) = Ao(f(—1) + £(1)) + Ay (f(—a) + f(a)).

Dobierz liczbe a 1 wspoétczynniki Ay, A; tak, aby otrzymaé kwadrature

o najwiekszym rzedzie. Podaj oszacowanie btedu tej kwadratury, jesli funkcja f
ma w przedziale [—1, 1] ciggla pochodng czwartego rzedu i istnieje stala My, taka
ze dla kazdego x € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé |f* (x)| < M.



Eigzamin poprawkowy z Metod Numerycznych, III rok

Inf.
(Scisle tajne przed godz. 15:15 1 marca 2012.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Metoda odbi¢ Householdera rozwiaz liniowe zadanie najmniejszzych kwadratow
dla uktadu réwnan Ax = b, gdzie

N = N =

. Podaj odpowiednig baze Newtona i znajdz metodg réznic dzielonych wielomian
interpolacyjny dla danych w tabelce:

Xi ‘ 0 ‘ 1
f(x;) |0]0
f'ixg) | 11]0
f(xi) | 6

. Znajdz liczbe a i wspblczynniki Ay, A;, takie ze kwadratura
Q(f) = Aof(—a) + A:f(0) + Aof(a),

przyblizajaca catke

ma maksymalny rzad. Podaj oszacowanie btedu tej kwadratury, przy zalozeniu, ze
funkcja f ma ciggtg pochodng rzedu r, ktéry jest rzedem tej kwadratury.

. Znajdz wielomian h stopnia co najwyzej 1, ktory jest optymalnym rozwigzaniem
zadania aproksymacji jednostajnej dla funkcji f(x) = sinx w przedziale [0, 71].
Uzasadnij poprawno$¢ rozwigzania, powolujac sie na odpowiednie twierdzenie.



5. Oblicz wskazniki uwarunkowania macierzy

1 00
Ar=1 10 1 0
100 0 1
w normach || - || i - ||« Na jaka doktadnos¢ wyniku rozwigzywania uktadu

réwnan liniowych z tg macierzg mozna liczy¢, jesli wspotczynniki wektora prawe;j
strony sg znane z bledem nie wiekszym niz 0.01%?

6. Niech f oznacza funkcje wypukla klasy C?, ktéra ma w przedziale [a, b] miejsce
zerowe « o krotnosci 2. Jak, majac do dyspozycji podprogram obliczania wartosci
funkcji i pochodnej, mozna znalezé liczbe « i ktéra z metod: Newtona, siecznych,
czy bisekcji, jest do tego odpowiednia. OdpowiedZ uzasadnij.

7. Macierz A jest symetryczna i ma wartosci wtasne w przedziale [1, 9]
(w szczegblnodci liczby 11 9 tez sg wartosciami wlasnymi tej macierzy). Dobierz
parametr T tak, aby zbieznos¢ metody Richardsona rozwigzywania uktadu réwnan
Ax + b:

Xir1 = Xk — T(Ax, — b)

byta najszybsza.

8. Jaki jest koszt rozwigzywania metodg eliminacji Gaussa ukladéw réwnan
liniowych z nieosobliwg macierzag n x n

a) tréjdiagonalng (ay =0 dla [i —j| > 1),
b) Hessenberga (a;; =0dlai—j > 1),
c) blokowo-diagonalng, zbudowang z blokéw k x k, gdzie n/k jest liczbg naturalna,

d) jak wyzej, blokowo-diagonalng, przy czym wszystkie bloki diagonalne sg
jednakowe.



Egzamin z Metod Numerycznych, III rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14:30 2 lutego 2013.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw
bedzie miata czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Wykonaj dwie iteracje metody Newtona dla ukladu réwnan

X3_yZ:O’
Y +yz =0,
2Z24+z2=2

dla punktu startowego (xo,Yo,20) = (1,1,—2).

. Znajdz wyrazenia, ktérych wartosci sg wskaznikami uwarunkowania zadania
obliczania liczby w = a* — b* ze wzgledu na dane q, b.
Dla jakich danych zadanie to jest dobrze, a dla jakich Zle uwarunkowane?

. Wartoéci fy,...,fpm pewnej funkcji rzeczywistej f sg podane w punktach
X1,...,Xm. Nalezy skonstruowac¢ takg kubiczng funkcje sklejang

N—4
s(x) =) diN{(x),
i=0

aby wyrazenie Zi\i] (f; — s(x1))? byto jak najmniejsze.

a) Napisz uklad réwnan liniowych, taki ze powyzsze zadanie aproksymacji jest
réwnowazne liniowemu zadaniu najmniejszych kwadratéw dla tego uktadu
rownan. Co mozna powiedzie¢ o macierzy tego uktadu?

b) Podaj warunek, ktéry musi spetniaé cigg weztéw uzyty do zdefiniowania funkcji
B-sklejanych, aby zadanie bylo regularne.

c) Jakich metod mozna uzy¢ do rozwigzania tego LZNK, przy zalozeniu, ze liczby
M i N sa rzedu 1027

. Podaj najmniejsze n, takie ze blad aproksymacji jednostajnej funkcji f(x) = sinx
w przedziale [0, 71/2] przez wielomian interpolacyjny z weztami Czebyszewa jest
mniejszy niz 1073. W oszacowaniu mozesz skorzysta¢ z nieréwnosci > < 10

(doktadniej, jest /10 ~ 3.162).



5. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i rozwigz przy uzyciu algorytmu réznic
dzielonych zadanie interpolacyjne Hermite’a dla danych przedstawionych

w tabelce:
Xi 0 1 3

f(Xi) -2 -3 7
f'(xi) | O 33
(i) | 2

6. Ktére z podanych na wykltadzie metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
mogg by¢ uzyte do rozwigzania ukladu réwnan liniowych:

a) Uktadu z macierza o postaci I — 2vv', gdzie v jest danym wektorem
spetniajacym warunek ||v||; = 1.

b) Uktadu dualnych réwnan normalnych dla dualnego liniowego zadania
najmniejszych kwadratéw z liczbg réwnan nie przekraczajaca 100.

c) Uktadu réwnan z wielka macierza (n x n, gdzie n > 10*) niesymetryczna
1 diagonalnie dominujacg, ktéra ma w kazdym wierszu mniej niz 20 niezerowych
wspotczynnikéw rozmieszczonych nieregularnie.

W kazdym przypadku napisz, z uzasadnieniem, ktéra z tych metod wydaje sie
najbardziej odpowiednia.

7. Wiedzac, ze dla kazdego n € {0,1,2,3,...}

J x"e *dx = nl,
0
znajdz pierwsze cztery wielomiany ortogonalne Laguerre’a, tj. wielomiany stopnia
0, 1, 2, 3, ortogonalne w sensie iloczynu skalarnego

o

(t,g) = L f(x)g(x)e ™ dx,

za pomocg ortogonalizacji Grama-Schmidta lub formutly tréjcztonowe].

8. Korzystajac ze wskazéwki 1 wynikéw poprzedniego zadania, znajdz wezty
1 wspoblczynniki kwadratury Gaussa-Laguerre’a czwartego rzedu.



Egzamin z Metod Numerycznych, III rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14:30 3 lutego 2014.)

Prosze uwaznie przeczytac tre§¢ zadan. Bardzo duzy wp%yw na ocene bedzie
miata czytelno$¢ rozwiazan i poprawno$¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi oraz
uzycie dobrych praktyk przedstawionych na wyktadzie.

. Przy zalozeniu, ze punkt startowy xo # 2 lezy w kuli zbieznoSci rozwigzania o« = 2
dla kazdego z réwnan

a) f(x) =0, gdzie f(x) L3 5x2 1 8x — 4,

b) g(x) = 0, gdzie g(x) T3 —dx? +5x — 2,

jaka bedzie szybkos§¢ zbieznos$ci metody Newtona? OdpowiedZ uzasadnij.

. Dane sg wektory by, by, ¢y, ¢, v € R", liczba rzeczywista d, oraz macierz
tr6jdiagonalna T o wymiarach n x n, symetryczna i dodatnio okres§lona. Wektor v

jest jednostkowy, tj. ||v||, = 1, i okredla macierz H = [ — 2vv'. Podaj algorytm,
ktéry kosztem proporcjonalnym do n rozwigze uktad réwnan liniowych

H 0 Cq X b]
0 T C Yy = bz
c] ¢ 0 z d

(z niewiadomymi x,y € R", z € R) lub stwierdzi, ze rozwiazanie nie istnieje lub
jest niejednoznaczne.

. Niech A bedzie macierzg 4 x 2, taka ze

2 3 1
0 —1 2 . 1
A= |, przy czym H]ZI—wWVT, gdzie v = |
0 -2 | |1

Oblicz:

a) macierz A,

b) macierz tréjkatng gérng R wymiaru 4 x 2 i wektor v, wyznaczajacy odbicie
Householdera o macierzy H, takiej, ze macierze Q = H;H, i R sg czynnikami
rozkladu QR macierzy A,

c) Rozwigzanie LZNK dla uktadu z macierza A i wektorem prawej strony
b=1[4,-21-3]".



4. Niech € > 0. Oblicz wskaznik uwarunkowania w normie || - || macierzy

M, =

S O ™M

€ €
11
0 1

5. Zbadaj, ktére z wektoréw: [1,1,—1]T, [1,1,0]", [-1,1,01T, [0,—1,1]T, [0,0,1]", sa
wektorami wiasnymi macierzy

3 -1 0
A=|-1 3 0
0 0 -4

Znajdz wszystkie jej wartosci wlasne. Czy (prosta) metoda potegowa
rozwiazywania zagadnienia wiasnego bylaby dla tej macierzy skuteczna?

6. Nalezy znalez¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a dla trzech weztéw, za pomoca
algorytmu réznic dzielonych. Kto$§ utworzyt i czeSciowo wypelnilt nastepujaca
tabelke réznic dzielonych:

01 ]
112 3

112 jz_?] ?
112 5 0

210

Odczytaj z tabelki natozone na wielomian warunki interpolacyjne.

Sprawd?, czy obliczone (a nie wpisane!) elementy tabelki zostalty obliczone
poprawnie i jesli nie, to je skoryguj. Wypelnij tabelke do korica, a nastepnie poda]j
wspoélczynniki wielomianu Hermite’a w bazie Newtona zwigzane] z tymi weztami
(z krotnos$ciami i w kolejnosci z tabelki).

7. Funkcje f(x) = sinx na odcinku [0, 7t] przyblizamy interpolacyjng funkcja sklejang
pierwszego stopnia, s(x), opartg na N + 1 réwnoodlegltych weztach (bedacych
zardwno weztami interpolacyjnymi, jak i weztami funkcji sklejanej): x, = kmt/N
dla k =0,...,N. Jakie N wystarczy, aby blad aproksymacji jednostajnej funkcji f
przez s byl mniejszy niz 10737

8. Udowodnij, ze jesli kwadratura interpolacyjna przyblizajaca catke

I(f) = r f(x)p(x)dx

z parzysta funkcjg wagowa p ma nieparzystqg liczbe weztdéw rozmieszczonych
w przedziale [—a, a] symetrycznie wzgledem zera, to rzad tej kwadratury jest
wiekszy od liczby wezléw.

Podaj (przynajmniej dwa) przyktady takich kwadratur.



Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 14:15 24 kwietnia 2014.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Wykaz, ze funkcja

1
x—|—2+zx+1007t

ma w przedziale [0,2104] dokladnie jeden punkt staty i ze mozna ten punkt
znalez¢ za pomocg metody iteracji prostej. Jaki jest wykltadnik zbieznosci tej
metody?

. Pierwiastki tréjmianu kwadratowego f(z) = z*> + az + b ustawiamy w wektor
(21, )T € C?. Oblicz wskaznik uwarunkowania w normie maksimum zadania
znajdowania tego wektora ze wzgledu na zaburzenia danej a, jeSli a = —2, b = 3.

. Jesli istnieje macierz tréjkatna dolna L[, taka ze macierz

9 -3 3
A=|-3 53
3 3 6

jest réwna iloczynowi LLT, to znajdz macierz L metoda Choleskiego.

W przeciwnym razie znajdz metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu
gtéwnego czynniki tréjkatne L i U rozktadu macierzy PA; macierz permutacji P
przedstaw w postaci ciggu par numerdéw kolejno przestawianych wierszy.
Korzystajac ze znalezionych czynnikéw rozkladu rozwigz uktad réwnan liniowych
Ax = b, gdzie b = [12,0,9]".

Sprawdz wynik.



4. Wspblczynniki ag, a; funkcji f(x) = ap + a;x nalezy dobraé tak, aby
zminimalizowa¢ wyrazenie

4

R=Y (f(x)—ui),

i=1
dla liczb xq,...,X4 1Yy,...,Yys podanych w tabelce:

x| —2]—1]0]1
yi| 1] 2]0[1

Postaw i rozwigz przy uzyciu metody odbi¢ Householdera odpowiednie liniowe
zadanie najmniejszych kwadratéw. Znajdz minimalne R.

Sprawdz wynik, podstawiajac go do utworzonego w tym celu uktadu réwnan
normalnych.



Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 12:15 29 kwietnia 2015.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Rozwazamy réwnanie 10x — sin(x) = 3. Czy metoda iteracyjna okre§lona wzorem
Xn+1 = (sin(xn) + 3)/10 zbiegnie do rozwigzania « dla xo = 0.337 Jedli tak, to
okregl, dla jakich k zachodzi na pewno nieré6wno$¢ [x;, — o < 107 (jesli

w obliczeniach nie ma bledéw zaokragleri).

. Wartoéé w funkcji f(x) = /p1(x) — v/p2(x), takiej ze pi(x) = x> + 1

i pa(x) =x3 +4x? + 10, moze by¢ obliczona takimi sposobami:

Algorytm 1: Obliczamy wy = /pk(x) dla k = 1,2, a nastepnie w = w; —w;.
Algorytm 2: Obliczamy wy = 1/px(x) dla k = 1,2, a nastepnie

w = —(4x* + 9)/(wy +w,).

W obu przypadkach do obliczenia wartosci wielomiandéw uzywamy schematu
Hornera. Zakladamy, ze x jest dodatnie i jest duze (rzedu 10'°). Ktéry algorytm,
realizowany w arytmetyce zmiennopozycyjnej, jest lepszy? Odpowiedz uzasadnij
w kilku zdaniach.

. Metodga eliminacji Gaussa z wyborem elementu gtéwnego w kolumnie rozwiaz
uktad réwnan liniowych Ax = b, dla

4 2 1 0
A=121 0|, b= 1 1. Sprawdz wynik.
8§ 2 2 —6
. Niech
[ —4 ] [ 0] [ 0 ] (11 —1 ]
v — 2 v, — 12 s — 0 R_ 01 —1
-1’ -3’ 4 |’ 0O 0 1
2 4 3 0O 0 O

Macierz A jest réwna iloczynowi QR = HiH;H3R, w ktérym czynniki Hy, H,, H;
sa macierzami odbié¢ symetrycznych w R*, wzgledem hiperplaszczyzn
prostopadtych odpowiednio do wektoréw vy, v, 1 v3. Rozwiagz liniowe zadanie
najmniejszych kwadratéw dla uktadu réwnan liniowych z macierza A i wektorem
prawej strony b = [41,—50, —72,96]". Uzasadnij poprawno$é uzytej metody.
Oblicz druga norme residuum.



Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 12:15 20 maja 2016.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. a) Wykonaj dwie iteracje metody Newtona dla uktadu réwnani
X +y?—2 = 0,
(x+1y*—=1) = 0,

z punktem poczatkowym (xo,Yo) = (2,2).

b) Wybierajac odpowiednio punkt poczatkowy, mozna otrzymac ciagi zbiezne do
wszystkich czterech rozwigzan tego uktadu: (—1,—1), (—1,1), (1,—1) i (1,1).
Co mozna powiedzie¢ o wyktadniku zbiezno$ci metody Newtona dla kazdego
z tych rozwigzan? Odpowiedz uzasadnij.

. Niech funkcja f: R> — R? bedzie okre§lona wzorem

f(X)U) =

x?+y?—2
(x+ 12 =1) |
Oblicz wskaznik uwarunkowania zadania obliczania wartosci tej funkcji w punkcie

(x,y) = (2,2), w normie || - ||, ze wzgledu na zaburzenia argumentu x. Uzyta
metode 1 wykonane rachunki uzasadnij.

. Niech
9 3 0 6
0 4 5 1

Rozwigz uktad rownan Ax = b, stosujac metode Choleskiego, jesli mozna jg
zastosowaé do tego uktadu, lub metode eliminacji Gaussa w przeciwnym razie.



4. Niech 0 < n < m i niech A oznacza rzeczywistg macierz m x n o kolumnach
liniowo niezaleznych. Niech A = QR; macierz Q € R™ ™ jest ortogonalna,
a macierz R € R™™ — tréjkatna gorna, tj. jej wspoélczynniki r;; dla i > j sg
rowne 0. Udowodnij, ze pierwsze n kolumn macierzy Q jest okreslone
z dokladnoscig do zwrotu. Jak zmiana zwrotu j-tej kolumny macierzy Q wplywa
na czynnik R?
Czy jesli kolumny macierzy A sa liniowo zalezne, to istnieje nieskoficzenie wiele
réznych sposobéw wybierania pierwszych n kolumn macierzy Q7
Odpowiedz uzasadnij.



Kolokwium poprawkowe

z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 14:15 30 maja 2016.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miata czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Niech f(x) = (x — 2)® + 7. Funkcja f ma w przedziale [0, 1] miejsce zerowe, ktore
chcemy znalezé metodgq iteracji prostej,

X1 = @(x) dlak=0,1,2,...,

przy uzyciu funkcji @ (x) = x — tf(x). Dla jakich wartosci parametru t
przedzial [0, 1] bedzie zawarty w kuli zbiezno$ci poszukiwanego miejsca zerowego?

. Chcac otrzymac przyblizong wartos¢ funkcji e, mozemy obliczyé wartosé
wielomianu

k=0

ktory dla x € [—1,1] przybliza e* z bledem (bezwzglednym) mniejszym niz
3.1-1077. Obliczenia wykonujemy przy uzyciu algorytmu
f =
for (k =8; k > 0; k--)

f (f/(k+1.0)+1.0) *x;
f =f£f+1.0;
zrealizowanego przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej pojedyncze] precyzji
(w ktérej v =272 ~ 1077). Mozemy tez obliczy¢ e* ~ 1/f(—x), po obliczeniu

b

N~ M

f(—x) tym samym algorytmem. Dla jakich warto$ci x mozna oczekiwac, ze druga
metoda zapewnia lepszg dokladno$¢ (tj. mniejszy biad wzgledny) koncowego
wyniku? OdpowiedZ uzasadnij.



3. Niech

Rozwiagz uklad réwnan liniowych

ktérego macierz zawiera blok H =1— %WT, a prawa strona sktada sie z wektoréw
c=1[12,0,6]"id=[4,-2,3,-3]". W tym celu podziel uklad na poduklady, ktére
mozna rozwigza¢ osobno i do kazdego poduktadu zastosuj najbardziej odpowiedni
algorytm sposréd podanych na wyktadzie.

4. Metoda odbi¢ Householdera rozwigz liniowe zadanie najmniejszych kwadratéow dla

X
Y

c
d

ukltadu réwnan Ax = b, w ktérym

Oblicz norme drugg wektora residuum dla znalezionego wektora x.




Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 12:15 10 maja 2017.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Niech f(x) =1In(e* —x—1) dla x > 0. Wykaz, ze funkcja f ma doktadnie jedno
miejsce zerowe . Zaproponuj metode iteracyjng, za pomocg ktérej mozna
otrzymac ciag (xy)x zbiezny kwadratowo do «. Jak nalezy wybraé punkt startowy?

. Niech y oznacza ustalony niezerowy element pewnej przestrzeni liniowej X
wyposazonej w iloczyn skalarny (-,-). Znajdz wzér opisujacy wskaznik
uwarunkowania zadania obliczania wartosci funkcji f: X — R danej wzorem

f(x) = (x,y), ze wzgledu na zaburzenia wektora x. Dla jakich danych zadanie to
jest dobrze, a dla jakich Zle uwarunkowane?

Uwaga: W przestrzeni X przyjmujemy norme ||x|| ot vV (X, %).

. Niech A oznacza rzeczywistg macierz n x n o wspétczynnikach a;j, symetryczng
1 dodatnio okreslong, i niech 0 < k < n — 1. Wykaz, ze jeSli macierz A jest

2k + 1-diagonalna, tj. aj; =0 dla [i —j| > k, to macierz tréjkatna dolna L

o wspolczynnikach 1, taka ze A = LLT, jest k + 1-diagonalna, tj. ly = 0dla
i—j) >k

Jaki jest rzad zlozono$ci obliczeniowe] sensownej metody rozwigzywania uktadu
réwnan liniowych z taka macierza, jesli k < n?

. Rozwazamy liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla ukladu réwnan
liniowych Ax = b, w ktérym

(3 1 2
0o 2 ~3
A=1lo 1] b= 1
|4 -2 | 6

a) Napisz uklad réwnan normalnych dla tego zadania.
b) Rozwiaz zadanie, stosujac odbicia Householdera do macierzy A i wektora b.

¢) Znajdz wektor residuum znalezionego rozwigzania zadania i norme drugg tego
wektora.



Kolokwium poprawkowe z Matematyki Obliczeniowej, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 16:15 31 maja 2017.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Wielomian p(x) = 16x* — 8x® + 4x? — 1 ma miejsce zerowe & = %

a) Znajdz (jak najdiuzszy) przedzial A = (% —a, % + a), taki ze dla kazdego
xo € A metoda Newtona wytworzy cigg zbiezny do «.

b) Jaki jest wyktadnik zbieznosci metody Newtona w tym przypadku?

. Wielomian rzeczywisty p(x) stopnia n > 0 ma wolny wyraz ay # 0 oraz miejsce
zerowe x € R, ktore nalezy znalezé. Znajdz wyrazenie, ktérego wartoscig jest
wskaznik uwarunkowania numerycznego tego zadania ze wzgledu na zaburzenia
wspoélczynnika ap.

Kiedy to zadanie jest zle uwarunkowane?

Wskazéwka. Rozwin zaburzong funkcje p w szereg Taylora wokét punktu o.

. Niech A oznacza pewna macierz rzeczywista 5 x 2 i niech f = [6,0,0,—2,2]".
W wyniku zastosowania odbicia wzgledem hiperptaszczyzny prostopadtej do

wektora v; = [0,0,0,1,1]" powstata macierz
3
0 —1
HA=|0 1
0 1
L O 1 .

a) Okresl, czy LZNK z macierzg A i wektorem f ma jednoznaczne rozwigzanie.

b) Wykonaj drugi krok metody Householdera (z macierzg odbicia H,) i podaj]
macierz tréjkatng goérng R, taka ze H,H;A = R.

c) Rozwiaz LZNK z macierza A i wektorem f za pomocg rozkltadu QR
z poprzedniego punktu i oblicz norme wektora residuum ||[Ax — f||; dla
znalezionego rozwigzania.



4. Niech

4 —4 0 =2 8

—4 51 4 -7

A= 0 15 6’b_ 5
| -2 4 6 10 | | 4]

Za pomocg metody Choleskiego znajdz macierz tréjkatng dolng L, taka ze
A = LLT, a nastepnie korzystajac z macierzy L, rozwiaz uklad réwnan Ax = b.



Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 12:15 13 maja 2020.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Stosujemy metode Newtona do réwnania (x —2)% + e 2 — 2.

a) Wykaz, ze rownanie to ma doktadnie jedno rozwigzanie x* w przedziale [2, 3].

b) Czy metoda jest zbiezna lokalnie (tj. dla punktéw startowych xo w pewnym
otoczeniu rozwigzania x*)? Jesli tak, to znajdz rzad zbieznosci.

c) Czy metoda jest zbiezna dla wszystkich punktéw poczatkowych xo > x*7?

. Nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan liniowych z macierzg symetryczna:

HEH

i z niewiadomymi wektorami x € R", y € R™. W macierzy tego uktadu wystepuja
bloki: T € R™™, B e R™™ i C € R™™, przy czym n > m, macierz T jest
tr6jdiagonalna i dodatnio okre§lona, a macierz B ma wiersze liniowo niezalezne.

T BT
B C

Ktoére z warunkéw sg dostateczne, aby macierz uktadu byta nieosobliwa:

a) macierz C jest dodatnio okreslona, b) macierz C jest nieujemnie okreslona,

c) macierz C jest niedodatnio okreslona, d) macierz C jest ujemnie okreslona.
Odpowiedz uzasadnij.

Podaj mozliwie tani algorytm rozwigzywania takiego uktadu, dziatajacy, jesli jest
spelniony warunek dostateczny nieosobliwosci (ktéry$ z wymienionych wyzej).
Podaj rzad zlozono$ci czasowej algorytmu.

Opis algorytmu powinien by¢ listg kolejnych krokéw o postaci np.

1. Metodg ... znajdZz macierz ..., takg ze ..., co wymaga O(?) dzialan.

2. Oblicz wektor ..., takize ... itd.

Nie trzeba powtarzaé¢ opiséw metod przedstawionych na wyktadzie, wystarczy
poda¢ nazwe. Inne metody (w przypadku ich uzycia) trzeba opisa¢ tak, aby byto
wiadomo jak dziataja.



3. Rozwigzujemy uktady réwnan liniowych z macierzami

10000 10000

Al =
! ] 2

—1000 2000

10000 10000]) A, -

1 danymi niezerowymi wektorami prawych stron b; 1 b,. Dokladne rozwigzania
oznaczamy symbolami xj 1 x3. Po zastosowaniu jakiego$ algorytmu mamy
rozwigzania przyblizone x; i x;, takie ze |by — Axy||; = 107° dla k = 1,2. Znajdz
wynikajace stad oszacowania bledéw bezwzglednych, ||xx — x}||1, 1 wzglednych,
% —x¢||1/][x¢]]s dla k = 1,2 i skomentuj je.

4. Macierz A € R™ ™", gdzie m > n, zostala rozlozona na czynniki ortogonalny
Q € R™™ i trojkatny gorny R € R™ ™, przy czym znamy macierz R i cigg
wektoréw normalnych hiperptaszczyzn odbi¢ symetrycznych, ktérych ztozenie jest
opisane przez macierz Q.
Podaj mozliwie tani algorytm rozwiagzywania liniowego zadania najmniejszych
kwadratow z macierza A = [A, a] € R™ ™V § wektorem prawej strony b € R™,
przy zaltozeniu, ze macierz A jest kolumnowo regularna.
Co mozna powiedzie¢ o wektorach residuum, b —Axj i b — Axg, otrzymanych dla
rozwigzan X 1 x5 liniowych zadan najmniejszych kwadratéw odpowiednio
z macierzami A i A i tym samym wektorem b?



Kolokwium z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 12:15 12 maja 2021.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Dane sa wektory vix € R", przy czym |[v||; = 1. Wektor y = x — v(2v'x) zostal
obliczony przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej, przy czym suma sktadnikéw
iloczynu skalarnego zostata obliczona ,po kolei”. Wynikiem obliczenia jest pewien
wektor {J. Napisz wyrazenie opisujace bezwzgledny blad przyblizenia
wspoélrzednej y; wektora y przez wspdlrzedna {j; wektora {j przy zalozeniu, ze

w zadnym wykonanym dziataniu nie wystgpil nadmiar ani niedomiar.

. Funkcja W Lamberta, okres§lona w przedziale [—1/e, 00), jest zdefiniowana jako
funkcja odwrotna do funkcji f(x) = xe*; jej zbiorem wartosci jest przedziat
[—1, 00).

a) Znajdz wzdr opisujacy wskaznik uwarunkowania zadania obliczania wartosci
funkcji W(y) dla danego y; mozesz go przedstawic¢ jako funkcje zmiennych y
oraz x = W(y). Oblicz ten wskaznik dla y = 2¢°.

b) Podaj wzér na otrzymang na podstawie metody Newtona funkcje iteracyjng
umozliwiajaca obliczanie W(y).

c) Wiedzac, ze funkcja f w przedziale [—1,00) jest rosnaca i wypukta, wykaz, ze
jesli xo > W(y), to ciag xo, X1, ... przyblizen rozwigzania x otrzymany metoda
Newtona jest malejacy.

. Dane sg liczby naturalne m,n, takie ze m < n oraz wektor v € R", macierz
B € R™™, macierz C € R™™" i wektor b € R™™, przy czym ||v||; = 1, macierz C
ma wiersze liniowo niezalezne, ale Cv = 0, macierz B jest symetryczna i ujemnie
okreslona i wreszcie b # 0. Zaprojektuj mozliwie tani algorytm rozwigzywania
ukladu réwnan liniowych Ax = b z macierzg

A_n ]
C B |’

w ktorej wystepuje blok H =1 — 2vv'.

Algorytm ma postugiwac si¢ (przedstawionymi na wyktadzie) metodami
numerycznymi jak najlepiej dobranymi do podzadan rozwigzywanych

w poszczegdlnych krokach.



4. Rozwazamy liniowe zadanie najmniejszych kwadratéow dla uktadu réwnan Bx = b
z macierza B € R™*™ postaci

A

A

w ktérej blok A jest macierzg kwadratowg nieosobliwg n x n i wystepuje k > 1
razy.

a) Napisz uklad réwnan normalnych dla tego zadania.

b) Zaproponuj mozliwie tani algorytm numerycznego rozwigzywania tego zadania.



Kolokwium poprawkowe z Matematyki Obliczeniowej, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 10:00 3 czerwca 2021.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Niech

f(x) = (Vx+1—=vx) + (V1 +1/x—/1/x).

Czy obliczanie w arytmetyce zmiennopozycyjnej wartosci f(x) dla x > 0 wedlug
powyzszego wzoru moze skutkowaé dowolnie duzym btedem wzglednym?
Odpowiedz uzasadnij.

. Dana jest funkcja rzeczywista G(x,y) klasy C?, ktéra ma niepusty zbiér miejsc
zerowych w pewnym obszarze A C R? i ktérej pochodna czastkowa wzgledem y
nie ma w tym obszarze miejsc zerowych. Réwnanie G (x, f(x)) = 0 okresla
funkcje f w postaci uwiklanej.

a) Wyprowad? wzor opisujacy wskaznik uwarunkowania zadania obliczania
wartosci funkcji f dla danego x (przy zalozeniu, ze istnieje punkt (x,y) € A,
taki ze G(x,y) = 0) za pomocg wartosci funkcji f i pochodnych czastkowych
funkcji G.

b) Uzyj metody Newtona do zdefiniowania funkcji iteracyjnej umozliwiajacej
obliczanie wartosci funkcji f przy uzyciu podprograméw obliczajacych wartosci
1 pochodne funkcji G.

3G 3Gdf

. d
Wskazéwka: —G(x,f(x)) =3 + @& =0.

dx
. Dane sg liczby naturalne m,n, takie ze m > n oraz macierz B € R™*", macierz

C € R™™, macierz T € R™™ i wektor b € R™™, przy czym macierz B jest pelna,
symetryczna i dodatnio okreslona, macierz T jest tréjdiagonalna, symetryczna

1 ujemnie okreslona i wreszcie b # 0. Zaprojektuj mozliwie tani algorytm
rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Ax = b z macierza

B CT ]

A —
C T

Algorytm ma postugiwac si¢ (przedstawionymi na wyktadzie) metodami
numerycznymi jak najlepiej dobranymi do podzadan rozwigzywanych
w poszczegdlnych krokach.



4. Rozwazamy liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla uktadu réwnain Ax =b
z macierza A € R*™*" postaci

B B
-B B |’

w ktorej blok B jest macierzg m x n (m > n) o kolumnach liniowo niezaleznych.

A =

a) Wykaz, ze to zadanie jest regularne.

b) Zaproponuj mozliwie tani algorytm numerycznego rozwigzywania tego zadania
za pomoca odbi¢ Householdera.



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 9:00 20 czerwca 2014.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz uktadu réwnan liniowych Ax = b ma nastepujaca postaé blokowa:

B 0 ... 0 G
0 . . : :
A=11 . B 0 Cu
0O ... 0 B G
| cT ... Cl, C o

Blok B o wymiarach p X p jest pelng macierza symetryczna, diagonalnie
dominujacg. Macierz ztozona z blokéw Ci,...,Cy, € RP*9 (ostatnia kolumna
w schemacie blokowym pokazanym wyzej) ma kolumny liniowo niezalezne.

a) Wykaz, ze uklad z taka macierza i dowolnym wektorem b € R4 ma
jednoznaczne rozwigzanie.
b) Podaj algorytm rozwigzywania takiego uktadu réwnan, o mozliwie matym

koszcie.

Wskazdéwka. Wektor prawej strony i rozwigzanie przedstaw w postaci blokowe;j
dostosowanej do przedstawionego podziatu blokowego macierzy A.

. Do znalezienia pewnej wartosci 1 wektora wtasnego macierzy

12 0 0
21 0 O
A —
00 —4 1
|00 1 —4
chcemy uzy¢ odwrotne] metody potegowej z parametrem a = —2 i z wektorem

poczatkowym xo = [1,0,0,0]". Czy metoda bedzie zbiezna i jeéli tak, to jaka pare
wtlasng otrzymamy w granicy? OdpowiedZ uzasadnij.



. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i rozwigz, metoda réznic dzielonych,
zadanie interpolacyjne Hermite’'a dla danych w tabelce:

x 1 1] 2
f(x) 5/ 5 2
f'(x) | —4 —16
f'(x) | —4
£ (x) | —24

. Funkcje f(x) = sinx w przedziale [0, 71] przyblizamy
a) wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a stopnia 2n — 1 opartym na weztach
Czebyszewa w tym przedziale,

b) wielomianem interpolacyjnym Hermite’a stopnia 2n — 1 opartym na dwéch
weztach: 01 7, z ktérych kazdy ma krotnosé n,

c) interpolacyjng funkcja sklejang stopnia 1, ktérej wezty dziela przedziat [0, 7] na
2n — 1 podprzedziatéw o jednakowej diugosci 7t/(2n — 1); wezly te sg
jednoczednie weztami interpolacyjnymi.

Podaj gbérne oszacowanie btedu aproksymacji jednostajnej w kazdym z tych
przypadkéw, w zalezno$ci od n. Mozesz w oszacowaniach uzy¢ réwnosci
przyblizonej > ~ 10.

. Rozwazamy iloczyn skalarny
def ]
(1,9 | fxigixixax.

0

a) Znajdz pierwsze trzy wielomiany z rodziny wielomianéw ortogonalnych
w sensie tego iloczynu skalarnego.

b) Korzystajac z wyniku punktu a), skonstruuj kwadrature Gaussa rzedu 2
przyblizajaca catke

1
I(f) = L f(x)xdx

i znajdz oszacowanie btedu tej kwadratury dla funkcji f klasy C2[0, 1].



Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II
rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 10:00 12 wrzesnia 2014.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Dane sg wektory vy, v,, by, b, € R", przy czym v, i v, majg norme drugg réwng 1
i spetniaja warunek [viv;| # 1/2/2. Niech H; =1 —2v;v], H, = 1 — 2v,v] (gdzie
[ oznacza macierz jednostkowg n x n).

a) Podaj algorytm o koszcie rzedu n, rozwigzujacy uktad réwnan liniowych

X b] X
SR ¢

b) Udowodnij, ze uklad réwnai (*) ma jednoznaczne rozwigzanie.

H; —H,
H, H,;

. Niech n > 1. Wykaz (powotujac si¢ na odpowiednie twierdzenie z wyktadu), ze
dowolny wielomian o postaci

w(x) = an X+ an XV T+ -+ ax + ag

mozna przyblizy¢ (w sensie aproksymacji jednostajnej) w przedziale [0, 1]
wielomianem stopnia co najwyzej n — 1 z bledem nie przekraczajacym 2'2"|a,|

1 nie mozna lepiej.

Jak nalezy wybraé¢ wezly interpolacyjne, aby wielomian interpolacyjny stopnia co
najwyzej n — 1 przyblizal wielomian w w przedziale [0, 1] z takim wtasnie btedem?

. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i znajdz wspodlczynniki w tej bazie
wielomianu interpolacyjnego Hermite’a stopnia co najwyzej 4. Warunki
interpolacyjne sg podane w tabelce:

x |=1] 2
f(x) 4116
f/(x) | =5 31

(x) | 12



4. Ustalona liczba rzeczywista q > 1 jest uzyta do okreslenia nieskoficzonego ciagu
weztow (ui)icz: W = ¢ dla kazdego i. Rozwazamy funkcje B-sklejane NI
(stopnia n) okreslone dla takiego ciagu.

a) Udowodnij, ze NI ;(qx) = NI'(x) dla kazdego i € Z oraz x € R.
b) Oblicz wartosci wszystkich funkcji N w punkcie x = wy, jesli q = 2.

c) Niech N > 6 i niech s oznacza funkcje sklejang trzeciego stopnia z weztami
u; =2tdlai=0,...,N. Przedstaw funkcje s w bazie zlozonej z funkcji
B-sklejanych okreslonych dla tych wezléw i napisz w postaci rozwiniete]j
réwnanie (z niewiadomymi wspéiczynnikami funkcji s w tej bazie) opisujace
warunek interpolacyjny s(w;) = a; dla i € {3,...,N — 3}; liczba q; jest dana.

Wskazéwka. Mozesz skorzystaé z formuty Mansfielda-de Boora-Coxa:

0 w przeciwnym razie,
X — W W — X
NI (x) = —— NI (x) 4 o] NS (x) dlan > 0.
Uitn — W Witn+1 — Wiy

przyblizamy kwadraturg interpolacyjng
Qa(f) = Aof(0) + Asf(a),

dla pewnego a € [—1,1].

a) Znajdz wspolczynniki Ay, A tej kwadratury (w zalezno$ci od wezla a).
b) Podaj oszacowanie bledu kwadratury Q, dla funkcji podcatkowej f € C*[—1,1].

c) Czy mozna wybra¢ wezet a tak, aby otrzyma¢ kwadrature rzedu wigkszego
niz 2?7 OdpowiedZ uzasadnij.



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 9:00 22 czerwca 2015.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz A o wymiarach n x n jest symetryczna. Opisz, jak mozna stosowac
odwrotng metode potegowa do tej macierzy, majac do dyspozycji tylko procedure
znajdowania rozkladu na czynniki tréjkatne metoda Choleskiego, procedury
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych z macierzami tréjkatnymi i procedure
obliczania iloczynu skalarnego. W szczegdlnosci, jakie pary wtasne macierzy A da
sie znalez¢ przy uzyciu odwrotnej metody potegowej zaimplementowanej przy
uzyciu tylko tych procedur?

. Utwérz odpowiednig baze Newtona i znajdz wielomian w stopnia co najwyzej 4
(tj. wspbtczynniki wielomianu w tej bazie) spelniajacy warunki interpolacyjne
Hermite’a podane w tabelce:

X ‘ —1 ‘ 3
w(x) |—3| 73
w'(x) | —11103
w’(x) | 10

Nastepnie, bez przechodzenia do bazy potegowej, oblicz w(1) oraz w”(3).

. Niech f(x) = max{0,2x} dla x € [—1,1]. ZnajdZ wielomian stopnia co najwyzej 3,
ktéry jest optymalnym przyblizeniem funkcji f w sensie aproksymacji jednostajnej
1 podaj btad aproksymacji dla tego wielomianu. Uzasadnij, ze znaleziony
wielomian jest optymalny, powotujac sie na odpowiednie twierdzenie z wyktadu.

Wskazéwka. Najpierw rozwigz zadanie aproksymacji dla funkcji g(x) = [x|,
zaczynajac od zrobienia wykresu.

. Catke I(f) = fé f(x)x dx przyblizamy kwadraturg Q(f) = A,f(0) + A;f(c). Dobierz
wezel ¢ 1 wspblczynniki Ay, Ay tak, aby rzad kwadratury Q, oznaczony literg r,
byt jak najwiekszy. Znajdz ten rzad i podaj oszacowanie btedu kwadratury dla
funkcji f € C[0, 2].



5. Niech u; =1idlai=0,...,N, gdzie N > 10. Kubiczng funkcje sklejang s
z weztami u; przedstawiamy w bazie B-sklejanej,

Roéwnanie opisujace warunek interpolacyjny s(u;) = a; (gdzie i € {3,...,N —3})
oraz réwnanie opisujace warunek brzegowy lim,\ ., s”'(x) = 0 napisz w postaci
jawnej, tj. podajac liczby, ktére sg wspodtczynnikami w tych réwnaniach.

Wskazéwka. Do obliczenia wspdlczynnikéw mozesz uzyé wzoréw

0 w przeciwnym razie,

NI (x) = ————NM'(x) +
Ui — W

Wipnyr — X
Witnt1 — Wiy

NS (x)

i+1

oraz

d
—N(x) = LN{H (x) —
dx Uitn — W Witn+1 — Wiy

n N (x).

i+1




Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 10:00 9 wrzednia 2015.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miata czytelnos$¢ rozwigzan i poprawno$¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Niech
-5 8 8 2
A= 8 16 =20 |, v=| =2
8 —20 —11 1

i niech H=1— £w' e R’.

a) Oblicz macierz B = H'AH.

b) Korzystajac z wyniku obliczenia w punkcie a), znajdz pelne rozwigzanie
algebraicznego zagadnienia wtasnego dla macierzy A.

c) Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci (prostej) metody potegowej rozwigzywania
algebraicznego zagadnienia wtasnego, zastosowanej do macierzy A?

. Niech

2x + 1 dlax<—%,
f(x) =< 0 dla —3 <x < 1,
2x — 1 dla%gx.

Znajdz wielomian p stopnia co najwyzej 2, ktéry jest najlepszym przyblizeniem
funkcji f w przedziale [—1, 1] w sensie aproksymacji jednostajnej (tj. w normie
9| = maxyei—1,1)/g(x)]). Uzasadnij, ze znaleziony wielomian jest tym, ktéry
nalezalo znalezé, powotujac sie na odpowiednie twierdzenie z wyktadu.

Wskazéwka: Funkcja f jest nieparzysta, przedzial [—1, 1] jest symetryczny
wzgledem zera.



3. Chcemy znalez¢ funkcje sklejang s stopnia 2, klasy C'[a, b], ktéra w weztach
W=a<u <- - <uy_ <uy = b przyjmuje zadane wartosci
Ay A1y ..., AN_1, aN- Znajdz (metodg réznic dzielonych) wielomiany drugiego
stopnia H;o, Hi1, Hi,, takie ze

Hip(w) =1, Hip(wis1) =0, H{,o(um) =0,
Hip(w) =0, Hii(w) =1, H;(w) =0,
Hiz(wi) =0, Hiz(uir) =0, i’,z(ui) =1

Wielomian p;, opisujacy funkcje s w przedziale [ui, u;.1], mozna przedstawi¢ w tej
bazie: pi(x) = aiHio(x) + aiy1Hi1(x) + biHi2(x). Wyprowadz réwnanie liniowe

z niewiadomymi wspoétczynnikami by 5, by, ktérego spelnienie zapewnia ciggto§c
pochodnej funkcji s w wezle wy.

Cgzy uklad takich réwnan dla k = 1,...,N — 1 jest niesprzeczny i czy jest
okreslony? OdpowiedZ uzasadnij.

4. Wiedzac, ze

400
J e dx = /7,

—0o0

oraz

Foo 2k — 1!
J x2ke"zdx:%\/7? dlak=1,23,...

((2k — 1)!! oznacza iloczyn wszystkich liczb nieparzystych od 1 do 2k — 1), znajdz
wielomian stopnia co najwyzej 3, ktory jest optymalnym przyblizeniem funkcji
g(x) = x* w normie okreslonej wzorem

to0 Lo\
If]| = (J f2(x)e™ dx> .

Wskazéwka: Funkcje x* oraz e’ sg parzyste.

5. Wiedzac to, co w poprzednim zadaniu, znajdz wezly 1 wspélczynniki kwadratury
Gaussa-Hermite’a czwartego rzedu, przyblizajacej catke

+00

I(f) = J f(x)e ™ dx.



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 10:00 27 czerwca 2016.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. bardzo duzy wptyw na oceng
bedzie miata czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Dla macierzy symetryczne;j
—0.5 -1
—1 =05

odwrotna metoda potegowa z parametrem a oraz z punktem startowym
Xo = %[1,Z]T, wytworzyla cigg wektoréw x, (o normie drugiej réwnej 1).

A —

Okresl, czy dla a = —3 1 a = 3 ciagl ilorazéw Rayleigha zbiegna.
Jesli tak, to okresl ich granice i jesli zbiegng oba, to ktéry szybciej zbiegnie, czy
tez szybkos¢ zbieznosci obu ciggéw bedzie jednakowa?

. Znajdz wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej 5 dla danych (warunkéw
interpolacyjnych) podanych w tabelce:

X ‘O 1 3
f(x) |1 3 1
f'(x) |0 3
f7(x) | 6

Rozwigzanie zadania przedstaw w odpowiedniej bazie Newtona.

. Niech f(x) = sinx. ZnajdZ wielomian p stopnia co najwyzej 2, ktéry jest
najlepszym przyblizeniem funkcji f w przedziale [—7, 1] w sensie aproksymacji
jednostajnej (tj. w normie ||g|| = maxyej—rn|9(x)|). Uzasadnij, ze znaleziony
wielomian jest tym, ktéry nalezato znalezé, powotujac sie na odpowiednie
twierdzenie z wyktadu.

Wskazéwka: Narysuj wykres i1 skorzystaj z widocznych na nim symetrii.



4. Wiedzac, ze

J x*e ™ dx = k! dla kazdego k € N,
0

znajdz pierwsze 3 wielomiany z rodziny wielomianéw ortogonalnych w sensie
iloczynu skalarnego

(e.9]

(f,g) = L f(x)g(x)e ™ dx.

Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 2 bedacy optymalnym przyblizeniem
funkcji f(x) = x> w normie ||f|| = \/(f, f) i podaj blad aproksymacji funkcji f przez
ten wielomian.

5. Kwadratura przyblizajaca catke f]_] f(x) dx jest okreslona wzorem
Q(f) = A(f(—1) + f(1)) + B(f(—a) + f(a))
dla pewnego a € (0,1).
a) Wykaz (uzasadnij), ze dla dowolnego a € (0, 1) mozna dobra¢ wspoélczynniki A

1 B tak, aby byta to kwadratura interpolacyjna.
b) Wykaz (uzasadnij), ze rzad takiej kwadratury dla dowolnego a € (0, 1) jest

wiekszy lub réwny 4 i mniejszy niz 8.
c) Wybierz wezel a i wspdtczynniki A i B tak, aby rzad kwadratury okreslony
podanym wzorem byl najwiekszy.



Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II

rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 10:00 7 wrzednia 2016.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. bardzo duzy wptyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Diagonalizowalna macierz rzeczywista A ma widmo

{—=2,1—21i,1 4+ 2i,+1,—1, +1,+2}. Do znalezienia jej rzeczywistych par wtasnych
chcemy uzy¢ odwrotnej metody potegowej, z rzeczywistym parametrem
przesuniecia.

a) Znajdz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, ktére przyjete jako parametr
w odwrotnej metodzie potegowe] moga spowodowaé brak zbieznosci metody.

b) Wskaz, dla kazdej rzeczywistej wartosci wlasnej, taki przedzial, ze wybranie
z niego parametru przesuniecia zapewnia, ze btad przyblizenia odpowiedniego
(jednostkowego) wektora wlasnego przez wektor otrzymany w kazdej kolejnej
iteracji maleje co najmniej dziesieciokrotnie.

. Znajdz wielomian interpolacyjny f stopnia co najwyzej 5 dla danych (warunkéw
interpolacyjnych) podanych w tabelce:

x | -1 2
f(x) 4 -2
f'(x) | =17 4

f’(x) | 34 16
Rozwiazanie zadania przedstaw w odpowiedniej bazie Newtona. Oblicz f(0), f'(0)
i f”(0), bez obliczania pochodnych wielomianéw bedacych elementami bazy
Newtona ani potegowej.



3. Niech f(x) =x + HZXI — 1 ‘ Znajdz wielomian p stopnia co najwyzej 1, bedacy
optymalnym przyblizeniem funkcji f w sensie aproksymacji jednostajne;j
w przedziale [—1,1].
Jaki jest najmniejszy stopien wielomianu, ktéry jest lepszym jednostajnym
przyblizeniem funkcji f w przedziale [—1, 1] niz optymalny wielomain stopnia co
najwyzej 17 Odpowiedz uzasadnij, powolujac sie na odpowiednie twierdzenie
z wyktadu.

4. Znajdz funkcje sklejang s stopnia 2 klasy C'[—1,1] z weztami —1,0, 1, ktéra
spelnia warunki interpolacyjne s(—1) =0, s(—1/2) =0, s(1) =1, s’(1) =0. Cay
istnieje tylko jedna taka funkcja? OdpowiedZ uzasadnij.

5. Znajdz kwadratury Gaussa rzedu 4 (tj. oblicz wezly i wspoélczynniki) dla catek
okre§lonych wzorami

1 1
Li(f) = J ] f(x)|x|dx oraz L(f) = J 1 f(x) (1 —|x|) dx.

Dla jednej (dowolnej) z tych kwadratur wyprowadz wzoér na oszacowanie bledu
kwadratury, jeéli funkcja podcatkowa jest klasy C*[—1,1].



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 10:00 19 czerwca 2017.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz uktadu réwnan liniowych Ax = b ma nastepujaca postaé blokowa:

B 0 ... 0 G
0 . e
A=11: . B 0 C
0O ... 0 B G
| cT ... C, C o

Blok B o wymiarach p x p jest pelng macierza symetryczng i dodatnio okreslona.
Macierz ztozona z blokéw Ci,...,Cy € RP*9 (ostatnia kolumna w schemacie
blokowym pokazanym wyzej) ma kolumny liniowo niezalezne.

a) Wykaz, ze uktad z taka macierza i dowolnym wektorem b € R**"9 ma
jednoznaczne rozwigzanie.

b) Podaj algorytm rozwigzywania takiego ukladu réwnan, o mozliwie matym
koszcie.

Wskazéwka. Wektor prawej strony 1 rozwigzanie przedstaw w postaci blokowej
dostosowanej do przedstawionego podziatu blokowego macierzy A.

. Niech n > 1. Wykaz (powotlujac si¢ na odpowiednie twierdzenie z wyktadu), ze
dowolny wielomian o postaci

w(x) = anX™ + an XV T+ -+ ax + ag

mozna przyblizy¢ (w sensie aproksymacji jednostajnej) w przedziale [0, 1]
wielomianem stopnia co najwyzej n — 1 z bledem nie przekraczajacym 2'"|a,|

1 nie mozna lepiej.

Jak nalezy wybra¢ wezty interpolacyjne, aby wielomian interpolacyjny stopnia co
najwyzej n — 1 przyblizal wielomian w w przedziale [0, 1] z takim wla$nie bledem?

. Catke I(f) = J"é f(x)x dx przyblizamy kwadraturg Q(f) = Aof(0) + A;f(c). Dobierz
wezel ¢ 1 wspblczynniki Ay, Ay tak, aby rzad kwadratury Q, oznaczony literg r,
byt jak najwiekszy. Znajdz ten rzad i podaj oszacowanie btedu kwadratury dla
funkcji f € C[0, 2].



4. Dla macierzy symetrycznej
—0.5 -1
-1 =05

odwrotna metoda potegowa z parametrem a oraz z punktem startowym

A —

Xo = %[1,2]T, wytworzyla ciag wektoréw x;, (o normie drugiej réwnej 1).
Okresl, czy dla a = —3 1 a = 3 ciaggi ilorazéw Rayleigha zbiegna.

Jesli tak, to okresl ich granice 1 je$li zbiegng oba, to ktoéry szybciej zbiegnie, czy
tez szybkos¢ zbieznosci obu ciggdéw bedzie jednakowa?

5. ZnajdZ wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej 5 dla danych (warunkéw
interpolacyjnych) podanych w tabelce:

x |0 1 3
f(x) |1 3 1
f(x) [0 3
f/(x) | 6

Rozwigzanie zadania przedstaw w odpowiedniej bazie Newtona.



Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 10:00 6 wrzesnia 2017.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz rzeczywista

A =

0 4B
B O

ma wymiary 2n x 2n, a jej blok B jest macierzg symetryczng i dodatnio okreslona.
Czy mozna znalez¢ pare wtasng (A,x) macierzy A z wartoscig wtasng A

o najwiekszej wartosci bezwzglednej za pomocg prostej metody potegowej i jesli
tak, to jak nalezy tej metody uzyc?

Wskazéwka. Zastanéw sie nad zwigzkiem algebraicznych zadan wtasnych dla
macierzy A i B.

. Rozwigz zadanie interpolacyjne Hermite’a w przestrzeni wielomianéw stopnia co
najwyzej 5 dla danych przedstawionych w tabelce:
x | =2 01

f(x) 2 1 0

f'(x) | —24 0

" (x) 44
Rozwigzanie przedstaw w bazie Newtona skonstruowanej dla podanych w tabelce
wezléw interpolacyjnych. Nastepnie oblicz pochodng trzeciego rzedu wielomianu
interpolacyjnego w punkcie 1, bez obliczania pochodnych wielomianéw z bazy

Newtona 1 bez znajdowania reprezentacji rozwigzania w innej bazie.

. Rozwazamy funkcje sklejang s stopnia 3 z weztami 0,1,..., N, ktéra w tych
wezlach przyjmuje zadane wartosci ag, aj,...,ay, a jej pochodna ma w tych
weztach wartoéci by, by, ..., by dobrane tak, aby funkcja s byta klasy C?.
Wyprowadz réwnanie z niewiadomymi by, b; opisujgce warunek interpolacyjny
s”(0) = do, w ktérym liczba d, jest dana.

it

, 3] funkcja interpolacyjna:

. Funkcje f(x) = cos x chcemy przyblizy¢ w przedziale [0

a) wielomianem interpolacyjnym stopnia mniejszego niz 2n opartym na 2n
weztach rownoodlegtych,



b) wielomianem interpolacyjnym stopnia mniejszego niz 2n opartym na dwbéch
weztach, 0 1 7, kazdy o krotnosci n.

c) funkcja sklejang pierwszego stopnia oparta na 2n réwnoodlegltych weztach
interpolacyjnych bedacych jednoczesnie weztami tej funkcji sklejane;j.

Znajdz dla kazdego z tych przypadkéw wzoér na (mozliwie dokladne) oszacowanie

btedu aproksymacji w normie maksimum, w zaleznosci od liczby n.

W ktérym przypadku blad aproksymacji maleje najszybciej ze wzrostem n?
OdpowiedZ uzasadnij.

. Catke

przyblizamy kwadraturg
Q(f) = Ao(f(—1) + £(1)) + Ay (f(—a) + f(a)) + A,f(0).

Dobierz wezet a oraz wspoétczynniki Ay, Aj, A, tak, aby rzad kwadratury Q byt
najwiekszy. Znajdz oszacowanie bledu kwadratury Q dla funkcji f klasy C'[—1,1],
gdzie r oznacza rzad kwadratury.



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 9:00 16 czerwca 2020.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Niech a > 0.

a) Znajdz wskaznik uwarunkowania zadania obliczania /a dla ustalonego k > 2.
b) Podaj funkcje iteracyjng oparta na metodzie Newtona, umozliwiajaca
otrzymanie ciggu xg, X1, X3 . .. zbieznego do /a.

c) Czy dla kazdego x, > 0 cigg bedzie zbiezny do tej samej granicy?

. Macierz A ma strukture blokowg

B —B 0
A=|B B C|,
0 CT 0

przy czym blok B jest macierzg symetryczng i dodatnio okreslong, a macierz C ma
kolumny liniowo niezalezne.

Podaj algorytm rozwigzywania ukladu réwnan z taks macierzg, dostosowany do
szczegbdlne] postaci macierzy A, w ktérego kolejnych krokach sg uzywane metody
numeryczne z wyktadu, jak najlepiej dopasowane do podzadan rozwigzywanych
w tych krokach.

Wykaz, ze uktad rownan liniowych z macierzg o tej postaci ma jednoznaczne
rozwiazanie.

. Funkcje f klasy C?[0, 3] chcemy przyblizy¢ funkcja sklejang s klasy C', opisana
przez wielomiany stopnia co najwyzej 2 w przedziatach [0,1] i [1, 3], przy czym
funkcja ta ma przyjmowac te same wartosci co f w punktach 0, 11 2, a ponadto
ma by¢ s’(1) = f'(1).

a) Znajdz wzory na wspolczynniki wielomianéw opisujacych funkcje s w wybranej
przez siebie bazie (nalezy podaé te baze).

b) ZnajdZ goérne oszacowanie maksymalnej réznicy funkcji f i s w przedziale [0, 3].

. Rzeczywista macierz symetryczna A ma wartosci wtasne 1, 10, 20 1 100 oraz
dodatkowe (nieznane) wartosci wlasne w przedziatach [2,8] i [30,50]. Do
rozwiazania algebraicznego zagadnienia wtasnego dla tej macierzy ma by¢ uzyta
odwrotna metoda potegowa z parametrem przesuniecia a.



a) Znajdz przedzial, z ktérego nalezy wybraé parametr a, aby cigg wektoréw
wytworzony przez metode byl zbiezny do wektora wtasnego przynaleznego do
wartosci wlasnej 10 macierzy A (przy zalozeniu, ze wektor poczatkowy X, nie
jest prostopadtly do tego wektora).

b) Czy mozna liczy¢ na zbiezno$¢ ciggu ilorazéw Rayleigha (do dowolnej granicy),
jesli a = 757 Odpowiedz uzasadnij.

c) Znajdz wskaznik uwarunkowania macierzy B = (A — al)~' w normie drugiej dla
a=19.5.

. a) Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a stopnia co najwyzej 4 dla funkc;ji f,
ktérej wartosci 1 pochodne w pewnych punktach sg podane w tabeli:

X ‘ 0 ‘ 2
fx) | 1 | —7
f'(x) | —2| =22
f’(x) | 6

Zadanie rozwiaz przy uzyciu algorytmu réznic dzielonych, zaczynajac od
skonstruowania odpowiedniej bazy Newtona. Rozwigzanie przedstaw w tej
bazie.

b) Podaj dolne oszacowanie maksymalnej wartosci bezwzglednej pochodnej
czwartego rzedu funkcji f w przedziale [0, 2] (przy zalozeniu, ze funkcja f jest
klasy C*).

. Niech funkcja f: R — R bedzie wielomianem. Niech g bedzie wielomianem stopnia
co najwyzej n, przyjmujacym te same wartosci co f w n + 1 weztach Czebyszewa
skonstruowanych dla tego przedziatu.

a) Udowodnij, ze jesli stopien f jest rowny n + 1, to w przestrzeni wielomianéw
stopnia co najwyzej n najlepszym przyblizeniem funkcji f w normie maksimum
jest wielomian g.

b) ZnajdZ blad aproksymacji wielomianu f stopnia n + 1 przez wielomian g.



Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 9:00 2 wrzesnia 2020.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelno§¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz A ma strukture blokowg

B B 0
A=|B -B C |,
0 CT 0

przy czym blok B jest macierzg symetryczng i dodatnio okreslong, a macierz C ma
kolumny liniowo niezalezne.

Podaj algorytm rozwigzywania uktadu réwnan z taka macierza, dostosowany do
szczegbdlnej postaci macierzy A, w ktérego kolejnych krokach sg uzywane metody
numeryczne z wyktadu, jak najlepiej dopasowane do podzadan rozwigzywanych
w tych krokach.

Wykaz, ze uklad réwnan liniowych z macierzg o tej postaci ma jednoznaczne
rozwiazanie.

. Macierz A o wymiarach n x n jest symetryczna. Opisz, jak mozna stosowac
odwrotng metode potegowa do tej macierzy, majagc do dyspozycji tylko procedure
znajdowania rozkladu na czynniki tréjkatne metoda Choleskiego, procedury
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych z macierzami tréjkatnymi i procedure
obliczania iloczynu skalarnego. W szczegblnosci, jakie pary wlasne macierzy A da
sie znalez¢ przy uzyciu odwrotnej metody potegowej zaimplementowanej przy
uzyciu tylko tych procedur?

. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i znajdz wspdlczynniki w tej bazie
wielomianu interpolacyjnego Hermite’a f stopnia co najwyzej 4. Warunki
interpolacyjne sg podane w tabelce:

x |=1] 2
f(x) 4116
f'(x) | =5 31
f(x) | 12

Nastepnie oblicz, bez przechodzenia do innej bazy, f(3) i f'(3).



4. Niech funkcja f: R — R bedzie wielomianem. Niech g bedzie wielomianem stopnia
co najwyzej n, przyjmujacym te same wartosci co f w n + 1 weztach Czebyszewa
skonstruowanych dla tego przedziatu.

a) Udowodnij, ze jesli stopien f jest réwny n + 1, to w przestrzeni wielomianéw
stopnia co najwyzej n najlepszym przyblizeniem funkcji f w normie maksimum
jest wielomian g.

b) ZnajdZ blad aproksymacji wielomianu f stopnia n + 1 przez wielomian g.

5. Dany jest rosnacy ciag weztéw interpolacyjnych xo, X1,...,%XN 1 clag ag, ajy..., ay
wartosci funkcji f danych w tych weztach: a; = f(x;). Aby jednoznacznie okre§li¢
interpolacyjna funkcje sklejang trzeciego stopnia klasy C?, ktérej weztami sa
liczby X1,...,Xn_1, trzeba w dodatku do warunkéw interpolacyjnych podaé dwa
inne warunki. Zakladajac, ze poszukiwana funkcja sklejana s jest reprezentowana
za pomocyg liczb ap,...,an i by,..., by, takich ze s(x;) = ai, s’(xi) = by,
wyprowadZ réwnanie opisujace warunek nie-wezet dla wezta x; (funkcja s ma
w calym przedziale [xq, x;] by¢ wielomianem stopnia co najwyzej 3) i rébwnanie
naktadajgce warunek, ze w przedziale [xn_1,xn] funkcja s jest wielomianem
stopnia co najwyzej 2.



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 9:00 2 lutego 2021.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé treéé¢ zadari. Bardzo duzy wplyw na ocene
bedzie miala czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz A ma strukture blokowg

B —H 0
A=|H B C'|,
0 C 0

przy czym blok B o wymiarach n x n jest macierzg symetryczng i dodatnio
okreslong, blok H jest macierzg odbicia symetrycznego wzgledem
hiperplaszczyzny, ktérej wektor normalny v € R"™ jest dany (macierz H nie jest
jawnie podana) a macierz C o wymiarach m x n ma wiersze liniowo niezalezne.

Podaj algorytm rozwigzywania ukladu réwnan z taks macierzg, dostosowany do
szczegbdlne] postaci macierzy A, w ktérego kolejnych krokach sg uzywane metody
numeryczne z wyktadu, jak najlepiej dopasowane do podzadan rozwigzywanych
w tych krokach.

Wykaz, ze uklad réwnan liniowych z macierzg o tej postaci ma jednoznaczne
rozwiazanie.

. Macierz Hessenberga jest to macierz, ktérej wspoéiczynniki a;; spetniajg warunek
ai]- :Od1a1>]+1

a) Znajdz koszt rozwigzywania uktadu réwnai liniowych z macierza Hessenberga
n X n przy uzyciu metody eliminacji Gaussa.

b) Udowodnij, ze jedli A jest macierza Hessenberga n x n, taka ze ai;1; # 0 dla
i=1,...,m—1, to krotnos¢ geometryczna kazdej warto$ci wtasnej tej macierzy
jest rowna 1.

c) Czy mozna znalez¢ wszystkie wartosci wlasne macierzy Hessenberga za pomoca
odwrotnej metody potegowej? Odpowiedz uzasadnij.



. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i znajdz wspodlczynniki w tej bazie
wielomianu interpolacyjnego Hermite’a f stopnia co najwyzej 4. Warunki
interpolacyjne sg podane w tabelce:

X o 2
f(x) —1 | -1
f'(x) 0
7 (x) 0
f7(x) | —12

Nastepnie oblicz, bez przechodzenia do innej bazy, f'(2) i f”(2).

. Niech f(x) = cosx.

a) Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 3, bedacy optymalnym przyblizeniem

funkcji f w przedziale [7, 7] w sensie aproksymacji jednostajne;.

b) ZnajdZ wielomian stopnia co najwyzej 3, bedacy optymalnym przyblizeniem

funkcji f w przedziale [—Z, 5] w normie okre§lonej wzorem

22
- 1/2
loll = (17, g* () ax) .

W obu przypadkach nalezy uzasadni¢ poprawno$¢ rozwigzania.

. a) Dla iloczynu skalarnego okres§lonego wzorem (f, g) = f(]) xf(x)g(x) dx znajdz
wielomiany ortogonalne stopni 0,1, 2.

b) Znajdz wezly i wspdtczynniki kwadratury Gaussa czwartego rzedu,
przyblizajacej funkcjonal I(f) = f; xf(x) dx. Podaj oszacowanie btedu tej
kwadratury dla funkcji klasy C*[0, 1].



Eigzamin z Matematyki Obliczeniowej, II rok Mat.
(Scisle tajne przed godz. 9:00 26 czerwca 2021.)

Prosze¢ bardzo uwaznie przeczytaé tres¢ zadan. Nalezy rozwigzaé 4 (cztery)
zadania z podanych pieciu. Bardzo duzy wptyw na ocene bedzie miata
czytelnos¢ rozwigzan i poprawnos¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Macierz Hessenberga jest to macierz, ktérej wspétczynniki ay; spelniajg warunek
Qi 20d1a1>]+1

a) Znajdz koszt (w OPMS, przyjmujac, ze koszt jednego dzielenia to 1 OPMS)
rozwiazywania ukladu réwnan liniowych z macierzg Hessenberga n x n przy
uzyciu odpowiednio dostosowanego wariantu metody eliminacji Gaussa.

b) Udowodnij, ze jesli A jest macierza Hessenberga n x n, taka ze ai;1; # 0 dla
i=1,...,n—1, to krotnos¢ geometryczna kazdej wartosci wlasnej tej macierzy
jest réwna 1.

c) Czy dla kazdej rzeczywistej macierzy Hessenberga, znajac przyblizenie a € R
dowolnej warto$ci wlasnej tej macierzy, mozna je poprawi¢ za pomoca
odwrotnej metody potegowej? OdpowiedZ uzasadnij.

. Skonstruuj baze Newtona dla ciggu wezldéw uporzgdkowanego niemalejgco 1 znajdz
wspotczynniki w tej bazie wielomianu interpolacyjnego Hermite’'a f stopnia co
najwyzej 4. Warunki interpolacyjne sg podane w tabelce:

X 0| 2
f(x) —1 | -1
f'(x) 0
7 (x) 0
f7(x) | =12

Nastepnie oblicz f'(2) i f”(2).

. Niech N > 1. Napisz uklad réwnan liniowych o jednoznacznym rozwigzaniu,

w ktérym dane sg wartosci ay, ..., ay naturalnej funkcji sklejanej trzeciego
stopnia, a niewiadomymi sg wartosci by, ..., by pochodnej tej funkcji w weztach
wy=1dlai=0,...,N.

Znajdz gbérne oszacowanie wskaznika uwarunkowania macierzy tego ukltadu
réwnan w normie drugiej.

Wskazdéwka: Skorzystaj z twierdzenia Gerszgorina.



4. Nalezy znalez¢ wielomian p(x) stopnia co najwyzej 2, ktéry funkcje f(x) = sinx
w przedziale [0, 5] przybliza z mozliwie matym btedem wzglednym. W tym celu
mozna znalez¢ wielomian (x) stopnia co najwyzej 1, ktéry jest optymalnym
przyblizeniem (w normie maksimum) funkcji

1 dlax =0,
glx) = sinx dla x # 0,

a nastepnie przyjac p(x) = xq(x).

a) Wykonaj te konstrukcje.
Potrzebne w konstrukcji rozwigzanie pewnego réwnania nieliniowego oznacz np.
symbolem « i1 nie obliczaj go numerycznie — zamiast tego napisz wyrazenia,
ktérych wartosci trzeba obliczy¢ w kolejnych krokach konstrukcji
i w oszacowaniu w punkcie b).

b) Oszacuj z goéry maksymalny blad wzgledny przyblizenia funkcji f przez
wielomian p, tj. znajds

f(x) —p(x)]
E = Su —_— .
xe(o,pgl If(x)]

Wskazoéwka: Funkcja g jest wklesta w przedziale [0, 7].

5. a) Dla iloczynu skalarnego okreslonego wzorem (f, g) f f(x)g(x)[x| dx znajdz
wielomiany ortogonalne stopni 0, 1, 2, takie ze Wspolczynmkl Wlodqce w bazie
potegowej sg rowne 1.

b) Znajdz wezly i wspoétczynniki kwadratury Gaussa czwartego rzedu,
przyblizajacej funkcjonal I(f) = f]_] f(x)|x|dx. Oszacuj z gory, najlepiej jak
potrafisz, btad tej kwadratury dla funkcji, ktérej pochodna czwartego rzedu jest
ciggla i spelnia warunek max,c 11 [f¥(x)] < My dla pewnej stalej M.



Eigzamin poprawkowy z Matematyki Obliczeniowe]j, II
rok Mat.

(Scisle tajne przed godz. 9:00 8 wrzesnia 2021.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Nalezy rozwigzac 4 (cztery)
zadania z podanych pieciu. Bardzo duzy wplyw na ocene bedzie miata
czytelno$¢ rozwigzan 1 poprawno$¢ uzasadnienia kazde] odpowiedzi.

. Macierz rzeczywista

A=18 o

0 —913]

ma wymiary 2n x 2n, a jej blok B jest macierzg symetryczng i dodatnio okreslona.
Czy mozna znalez¢ pare wtasng (A,x) macierzy A z wartoscig wtasng A

o najwieksze] wartoci bezwzglednej za pomocg proste] metody potegowej 1 jesli
tak, to jak nalezy tej metody uzyc?

Wskazéwka. Zastanéw sie nad zwigzkiem algebraicznych zadan witasnych dla
macierzy A i B.

. Skonstruuj baze Newtona dla ciggu weztdéw uporzgdkowanego niemalejgco i znajdz
wspoélczynniki w tej bazie wielomianu interpolacyjnego Hermite’a f stopnia co
najwyzej 5. Warunki interpolacyjne sg podane w tabelce:

X 0| 2
f(x) 3115
f'(x) | =219
f7(x) | =2
f/”(X) 6

Nastepnie oblicz f”(3) i f"(3).

. Niech N > 1. Napisz uktad réwnan liniowych o jednoznacznym rozwigzaniu,

w ktérym dane sg wartosci ay, ..., ay naturalnej funkcji sklejanej trzeciego
stopnia, a niewiadomymi sg wartosci by, ..., byn pochodnej tej funkcji w weztach
u; =2tdlai=0,...,N.

Znajdz gbérne oszacowanie wskaznika uwarunkowania macierzy tego uktadu
réwnaid w normie drugiej.

Wskazdéwka: Skorzystaj z twierdzenia Gerszgorina.



4. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 3 bedacy najlepszym przyblizeniem funkcji

—2x—1 dlax<—1,
f(x) = 0 dlaxe [—%, %],
2x—1 dlax > %

a) w sensie aproksymacji jednostajnej w przedziale [—1, 1],
b) w sensie aproksymacji §redniokwadratowej dla iloczynu skalarnego okreslonego
za pomocy catki w przedziale [—1, 1] ze stala funkcjg wagowa réwng 1.

W obu przypadkach podaj btad aproksymac;ji.

5. a) Dla iloczynu skalarnego okreslonego wzorem (f, g) = fl] f(x)g(x)(1T —[x]) dx
znajdz w bazie potegowej wielomiany ortogonalne stopni 0, 1,2, ktérych
wspoiczynniki wiodace sg rowne 1.

b) Znajdz wezly i wspoétczynniki kwadratury Gaussa czwartego rzedu,
przyblizajacej funkcjonal I(f) = f]_] f(x)(1 — [x|) dx. Oszacuj z gory, najlepie]
jak potrafisz, btad tej kwadratury dla funkcji, ktérej pochodna czwartego rzedu
jest ciagla i spelnia warunek max,c 1) [f*¥(x)| < My dla pewnej stalej M,.



1.1

Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Rozwazamy zadanie znalezienia liczby x, takiej ze

przy czym mamy do dyspozycji podprogram obliczajacy wartosé funkcji f dla
argumentu x podanego jako parametr. To dla programu. Natomiast aby taki
program napisaé, lub wybraé¢ gotowy do rozwigzania konkretnego zadania,

zawsze musimy wiedzie¢ co§ wiecej o funkcji f. Przede wszystkim trzeba wiedzied,

czy rozwigzanie istnieje. Czy istnieje wiecej niz jedno? A moze nieskonczenie

wiele? To oczywiscie zalezy od funkcji f. Dalej, jesli rozwigzan jest wiecej, to czy
mamy znalezé wszystkie, kilka, czy tylko jedno, obojetnie ktére, albo spelniajace
jaki§ dodatkowy warunek?

Aby wybrac¢ algorytm, musimy wiedzie¢ tez w jakim zbiorze ta funkcja jest
okreslona i czy jest ciggla, przyda sie tez wiedza np. czy ciggla jest jej pochodna
rzedu 1, 2 1 by¢ moze dalsze. W niektérych metodach oprécz podprogramu
obliczajacego f(x) bedzie tez potrzebny podprogram obliczajacy f'(x), a nawet
dalsze pochodne.

Metoda Newtona

Niech A oznacza ograniczony przedzial domkniety, w ktérym jest okreslona
funkcja rzeczywista f klasy C2. Chcemy znalezé w tym przedziale miejsce zerowe
funkcji f (zalozymy, ze istnieje i jest tylko jedno, w kazdym praktycznym
zastosowaniu to zalozenie oczywiscie trzeba sprawdzic).

Metoda Newtona (czesto w literaturze nazywana metoda stycznych lub metoda

Newtona-Raphsona, wersja wspdlczesna rézni sie od wersji podanych przez nich
obu) jest nastepujaca: wybieramy liczbe Xy, ktéra jest przyblizeniem miejsca
zerowego funkcji f, a nastepnie konstruujemy rekurencyjnie elementy ciggu

X1, X2,..., W takl sposéb: majac xi, okre§lamy wielomian

wie(x) = flx) 4+ /(%) (x — x).

Znajdujemy miejsce zerowe wielomianu wy 1 przyjmujemy, ze jest to x, ;. Mamy
stad formute

f(xx)
f'(Xk).

Xk4+1 = Xk —



1.2

Interpretacja geometryczna jest taka: wykres funkcji f jest gtadka krzywa,
przechodzaca przez punkt (xi, f(xy)). Konstruujemy prosta styczng do wykresu
w tym punkcie 1 przyjmujemy za X, punkt przeciecia stycznej z osig x.

Yi

Zbadamy, jakie warunki wystarczy spelnié, aby cigg (xi)wen zbiegal do
rozwigzania, ktoére oznaczymy literg . Przede wszystkim zauwazmy, ze w zadnym
punkcie tego ciggu pochodna funkcji f nie moze by¢ zerowa. Naturalne jest
zalozenie, ze w przedziale A pochodna znaku nie zmienia, co wiecej, zachodzi

nieréwno$¢ |f'(x)| > K; dla pewnej stalej Ky > 0. Dalej, poniewaz f jest
klasy C%(A), istnieje stala M,, taka ze |[f”(x)| < M, dla kazdego x € A.

Napiszemy wzoér Taylora:

RN (N

h?.

Rozumiemy go tak: jesli liczby x oraz x 4+ h nalezg do przedzialtu A, w ktérym
funkcja f jest klasy C?, to istnieje liczba &, lezaca pomiedzy x oraz x + h, taka ze
powyzsza réwnos¢ zachodzi.

Oznaczmy ¢, = xx — @ — jest to (bezwzgledny) blad aproksymacji rozwigzania
przez k-ty element ciggu. Na podstawie wzoru Taylora piszemy

0 = fla) = lbu) + 0xu) (o~ x4) + 57" (8 (&~ ).

Liczba &, lezy miedzy o i xy. Dzielimy strony przez f’(xy):

f(x i f(x "
(xx) 4 oa—x (&) f/((xk)) b Xt 4 Xiest — X+ (&) e2,
K

0= /(xx) er 2f' (xy) 2! (xx)

€




1.3

Poniewaz Xy 1 — X = — ff,((’; ‘i), mamy stad
(&)
IS = —€73. b3
k+1 Zf/(Xk) k ( )

Mozemy oszacowacd

Mz

2
3

. ., L. . M, .
Aby zachodzila nieréwno$é |ey,1| < |ex|, wystarczy, ze m|€k| < 1, czyli

e < 2
<G
Jesli blad przyblizenia rozwigzania przez punkt Xy, z ktérego zaczynamy, speinia
te nieréwnos¢, to kazdy nastepny blad ma mniejszg warto$¢ bezwzgledna niz
poprzedni, co wiecej, cigg bledéw zbiega do zera.

Mamy zatem warunek dostateczny zbieznos$ci metody, ale zbadajmy jeszcze

szybkos¢ tej zbieznosci. Dowolng ustalong liczbe b > 1 przyjmiemy za podstaWQ

"(&k—1) ‘
Zf'Xk'|

logarytmu, ktérego tu uzyjemy. Oznaczmy ay = log |ey| oraz g(k) log]
Na podstawie réwnosci (*) mozemy napisa¢ réwnanie réznicowe

ax = 2ax_1 + g(k).
Niech G = log . Jesli rozwazymy réwnanie uproszczone,
a, = 24,1 + G,
dla ktérego przyjmiemy dy = ap < —G, to dla kazdego k mamy
a < dx = (ap+ G) - 2 —G.
Ciag (Gy)rken dazy wyktadniczo do —oo, a ciag (ay)xen dazy do —oo co najmnie]

tak samo szybko.

Takim samym sposobem mozemy znalezé dolne oszacowanie btedow, tj. liczb |ey|.
Niech zatem M, oznacza stala, taka ze dla kazdego x € A zachodzi nieréwnosé
[f'(x)] < M,. Przypusémy, ze istnieje tez stala dodatnia K,, taka ze |[f”(x)| > K,
dla kazdego x € A.! Majac takie state, mozemy napisaé¢ nieréwnosé

Ky

2
£ £

1Poniewaz funkcja f jest klasy C?(A), istnienie takiej stalej oznacza, ze funkcja f jest albo
wypukta, albo wklesta.
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a nastepnie oznaczy¢ G= log 2% i oszacowaé z dotu cigg (ay)xen przez ciag
(Qy )xen bedacy rozwigzaniem réwnania réznicowego

. =28, + G.
Jesli zatem funkcja f spelnia wszystkie przyjete zalozenia i mamy odpowiedni
punkt startowy Xy, to zachodzg nieréwnosci

(ap+G) 22— G < < (a+G)-2*—G.

Roéwnowaznie, mamy

b(a0+é)~2k—é < ‘bak < b(ao+G)~zk—G.

Uporzadkowanie wyrazen powigzanych powyzszymi nieréwnosciami konczy dowod
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Jesli funkcja f jest klasy C*> w przedziale A, ma w nim miejsce
zerowe « 1 istniejg state Ky 1 My, takie ze 0 < Ky < |[f/(x)| oraz |f”(x)] < M, dla
kazdego x € A, xo € A oraz |xg — «f < %, to metoda Newtona startujgca

z punktu xo wytwarza cigg (x¢)xen 2biezny do «, przy czym

X1 — of < &Ix — of?
k+1 X ZK] k .

Jesli ponadto istniejg state My 1 K, > 0, takie ze dla kazdego x € A
If'(x)| < My oraz 0 < K, < |f”(x)], to
K
I P — et < by — ol
Whiosek. Jesl: zatozenia turerdzenia sq spetnione, to istniejqg dodatnie liczby
c, d, C, D, takie ze dla kazdego k zachodzg nierédwnosct

c(dlxo — a)? < [xi — o < C(Dlxo — o))"

Z twierdzenia wynika, ze jesli x, jest przyblizeniem rozwigzania, ktére ma n cyfr
doktadnych, to x.; bedzie mie¢ w przyblizeniu 2n cyfr doktadnych. Zatem
zbiezno$¢ jest bardzo szybka. Znajac oszacowanie |eo| i G oraz tolerancje biedu,
mozna oszacowaé liczbe iteracji wystarczajacg do otrzymania rozwigzania

z bledem w granicach tej tolerancji.

Uwaga. Mozna udowodnié¢ zbieznos¢ metody Newtona przy stabszych zatozeniach,
np. ze funkcja f jest tylko klasy C', ale jej pochodna spelnia warunek Lipschitza.
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Podstawowe pojecia w numerycznym rozwiazywaniu réwnan

Roéwnania nieliniowe (i ich uklady) sg rozwigzywane za pomoca metod
iteracyjnych — przyktadem jest przedstawiona wyze] metoda Newtona. Powod
jest taki, ze rozwigzania na ogét nie dajg sie wyrazi¢ za pomocga czterech dziatan
algebraicznych i to dotyczy nawet réwnan drugiego stopnia (oczywiscie, mamy do
dyspozycji pierwiastek kwadratowy, ale jego tez oblicza sie iteracyjnie, za pomocg
odpowiedniego mikroprogramu procesora). Aby mie¢ ogélne spojrzenie na metody
iteracyjne, wprowadzimy kilka pojec.

Funkcja iteracyjna jest to funkcja, ktéra elementowi xy, bedacemu przyblizeniem

rozwigzania, przyporzadkowuje kolejne przyblizenie, x,,;. W metodzie Newtona

funkcja iteracyjna jest okre§lona wzorem

1)
f/(x)

Jest jasne, ze funkcja iteracyjna powinna by¢ tak skonstruowana, aby

on(x) =

.

rozwigzanie « bylo jej punktem stalym, tj. aby bylo ¢(x) = «.

Istnieje nieskoriczenie wiele mozliwosci ,przerobienia” réwnania f(x) = 0 na
rownowazne réwnanie x = @(x). W najprostszym przypadku mozemy wzigé

¢(x) =x —tf(x),

z jakim$§ parametrem rzeczywistym t. Oczywiscie, nie zawsze otrzymana w ten
sposéb funkcja ¢ prowadzi do otrzymania ciggu zbieznego. Aby zbiezno$¢ miata
miejsce, trzeba, by w otoczeniu rozwigzania « funkcja ¢ byla odwzorowaniem
zwezajacym (moze mieé np. pochodng o wartosci bezwzglednej mniejszej od 1).

Funkcje iteracyjne dla pewnych metod sg bardziej skomplikowane. Po pierwsze,
argumentem funkcji iteracyjnej oprocz ostatniego przyblizenia moze by¢ takze
jedno lub wiecej poprzednich (czasami takie metody nazywa si¢ metodami

z pamiecig). Na przyktad w metodzie siecznych, o ktérej bedzie mowa dalej,
potrzebne sg dwa ostatnie przyblizenia, ktoére nie moga by¢ jednakowe. Funkcja
iteracyjna ma w tym przypadku postac

f(x) : f(x) —f(y)
=X——— d f =
Ps (X) y) X f[X, y] y £az1€ [X> y] X —y )
zatem w kolejnych iteracjach obliczamy X1 = @s(Xk, Xx_1). Wreszcie, funkcja
iteracyjna moze w jawny spos6b zaleze¢ od numeru iteracji, k — w tym

przypadku moéwimy o metodzie niestacjonarnej.

Kula zbieznodci rozwigzania « jest to najwigksza kula B o §rodku o (w przypadku
réwnan z jedng niewiadoma jest to przedziat symetryczny wzgledem «), taka ze
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jesli wybierzemy dowolny punkt startowy x, wewnatrz tej kuli, to cigg (xi)ken
zbiega do «. Znalezienie kuli zbiezno$ci jest na ogét bardzo trudne, wiec tego nie
robimy, ale na podstawie wtasno$ci funkcji f i definicji metody mozemy szacowaé
jej promien r. Na przyklad, dla metody Newtona znalezliSmy oszacowanie 1 > %
Jest oczywiste, ze jesli rownanie ma kilka rozwigzan, to kazde z nich ma wtasng
kule zbieznosci 1 wszystkie te kule sg roztgczne. Kule zbieznosci pewnych
rozwiazan moga by¢ zbiorem pustym — moze si¢ zdarzy¢, ze dana metoda nie jest
w stanie takich rozwigzan znalezé. Warto natomiast zwréci¢ uwage, ze jesli punkt
startowy nie nalezy do kuli zbiezno$ci zadnego rozwigzania, to metoda moze
znalez¢ rozwigzanie, jesli otrzymany po pewnej liczbie iteracji punkt ,wpadl” do
kuli zbiezno$ci. Tylko, ze nie nalezy liczy¢ na taki przypadek.

Twierdzeniem o ogromnym znaczeniu praktycznym, a zwtaszcza w metodach
numerycznych, jest twierdzenie Banacha o punkcie statym: jesls zbior X

z metrykqg p jest zupetng przestrzenig metryczng, a funkcja @: X — X jest
przeksztatceniem zwezajgcym (tj. istnieje stata L < 1, taka ze

Vavex p(@(a), (b)) < Lp(a,b)), to funkcja @ ma jeden punkt staty

w zbiorze X. Wykazanie, ze metoda dziala, tj. wytwarza ciag zbiezny do
rozwigzania, czesto sprowadza si¢ do znalezienia (wykazania istnienia lub
oszacowania promienia) kuli X, zawartej w kuli zbieznosci, w ktérej funkcja
iteracyjna ¢ jest przeksztalceniem zwezajacym.

Wykltadnik zbiezno$ci metody opisuje asymptotyczng szybkos¢ zbieznosci
ciggu (xy)xen do rozwigzania. Przeprowadzony rachunek dla metody Newtona

dowiddl, ze jesli funkcja f spetnia uczynione zatozenia, to wykltadnik zbieznosci
jest rowny 2. Formalna definicja jest taka: wyktadnik zbieznosci metody jest to
najwieksza liczba p, taka ze istniejg stale K1 C < +o0, takie ze dla kazdego k > K
zachodzi nieré6wnosé

&1l < Clewl’y,  czyli logle 1] < log C + plog [ey.

Wykladnik zbiezno$ci powinien by¢ wiekszy lub réwny 1, przy czym jesli p =1, to
oczywiscie musi by¢ C < 1. Przykladem metody o wykladniku zbieznosci 1 jest
metoda bisekcji: w kazdej iteracji otrzymujemy przyblizenie rozwigzania

z oszacowaniem bledu mniejszym o potowe. Réwniez metoda Newtona ma
wyktladnik zbieznosci 1, jesli nie jest spelnione zalozenie, ze pochodna funkcji f

w otoczeniu rozwigzania jest niezerowa. Jedli p > 1, to dla ustalonego K istniejg
state ¢, d, r1 s, takie ze dla kazdego k > K

log |e] < ¢+ (loglex| + A)p*™ , czyli |en] < (slex])

.pk—K )
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Ostatnie przedstawiane tu pojecie podstawowe to maksymalna graniczna

dokladno$é. Analiza metody Newtona byta przeprowadzona przy zatozeniu, ze

nie ma btedéw w obliczeniach, tj. zaréwno wartosci funkcji f 1 pochodnej w x; sag
obliczane doktladnie, jak i w koicowych dziataniach obliczenia wartosci funkcji
iteracyjnej nie ma bledéw. Obliczenia wykonujemy jednak z btedami zaokraglen,
ktére ograniczajg mozliwg do uzyskania doktadno$¢ rozwigzania. Wartos¢ funkcji f
jest obliczana z pewnym bledem, dalsze dziatania w obliczaniu funkcji iteracyjne;j
tez sg niedokladne. Za rozwigzanie metoda moze zatem przyja¢ dowolny punkt
przedziatu, w ktérym blad obliczonej wartosci funkcji f jest wigkszy lub réwny
100%. Jesli pochodna funkcji jest bliska 0, to ten przedzial moze by¢ diugi.

Metoda iteracji proste;]

Metoda iteracji prostej polega na iterowaniu funkcji @ (x) = x — tf(x). Zatem,

przyjmujemy punkt poczatkowy X, 1 obliczamy

Xk+1:Xk—Tf(Xk)) k:O,],

y T=0.3

Xk Xk+1

Parametr T trzeba dobra¢ tak, aby osiggnaé zbieznosé. Zatdézmy, ze funkcja f jest

klasy C' w otoczeniu miejsca zerowego o funkcji f i ze f'(«) # 0. Oznaczmy
ex = Xx — . Dla kazdego k zachodzi réwnosé

€1 = &k — Tf(xx). (*)

Istnieje liczba &y, potozona miedzy rozwigzaniem « i jego przyblizeniem xy, taka ze

(&) = f(x) — flo) _ f(Xk).

Xk — & Ex
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Dzielac strony (*) otrzymamy réwnosé
€
= —Tf'(&).
Ex
Lepsze przyblizenie rozwigzania otrzymamy, jesli
€ :
T P8l <1, cayli 0<T(E] < 2.
k
Poniewaz f’ jest r6zna od 0 w rozwiazaniu « i ciagla, istnieje otoczenie A
i state Ky i My, takie ze K; < [f'(x)| < M, dla kazdego x € A. Jedli x, € A, to
warunek dostateczny zmniejszenia btedu w kolejnym kroku ma zatem postac

sgntT =sgnf'(xy) oraz |tM; < 2.

Warunek dostateczny zbieznosci calego ciggu (xy )i to spelnienie powyzszej
nieréwnos$ci i na przyklad zawieranie [ — |ei|, & + |ex]] C A. Znajomo$¢ statych K;
1 M; umozliwia wybranie ,dobrej” wartosci parametru T.

Metoda siecznych

Wada metody Newtona jest koniecznos¢ obliczania pochodnej funkcji f. Metoda
siecznych jest modyfikacjg metody Newtona, w ktoérej pochodna zostata
zastapiona przez réznice dzielong (albo iloraz réznicowy, jak kto woli), czyli pewne
przyblizenie pochodnej. Majac dwa rézne przyblizenia rozwigzania, Xy 1 Xi_1,
prowadzimy prostg przez punkty (x, f(xy)) i (xx_1, f(xx_1)). Prosta ta przecina
(siecze) wykres funkcji f w tych punktach, i w tym sensie jest jego sieczna.

Skonstruowana sieczna jest wykresem wielomianu pierwszego stopnia. Punkt x
jest miejscem zerowym tego wielomianu. W metodzie siecznych nalezy podac¢ dwa
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poczatkowe przyblizenia rozwigzania, Xo 1 X1, a nastepnie w kazdej iteracji obliczaé

f(xx) . _ f(xk) — fxx-1)
————  gdzie flx, X1l = .
iy, X1 X — Xk—1

Xk4+1 = Xk —

Aby dokona¢ analizy metody siecznych, uzyjemy pewnego uogdlnienia wzoru
Taylora:

(&)
2!

f(z) = f(x) + flx,yl(z —x) + (z—x)(z—y).

Wzoér ten jest szczegdlnym przypadkiem wzoru opisujacego reszte interpolacyjng
Hermite’a, ktéry podam (z dowodem) na jednym z dalszych wyktadéw. Podany
wyze] wzér rozumiemy w ten sposéb, ze jesli liczby x, y, z lezg w przedziale A,

w ktérym funkcja f jest klasy C?, to istnieje & € A, takie ze podana wyzej réwnosé
zachodzi (liczba ¢ lezy miedzy najmniejsza i najwiekszg sposrod tych trzech liczb).

Jak poprzednio, x oznacza poszukiwane rozwigzanie, zas ¢, = xx — &. Liczymy

(&)

0 =f(ax) = fxx) + s, X1l (¢ — xi) + 5

(o — %) (00 — Xpe1)

i dzielimy stronami przez f[x;, xy_1l:

f(xx) (&)

0= + X — X1 + X1 — X+
Xy X1 e 2 Xy, Xg—1]

(o — %) (00 — xpe—1),

skad, po skréceniu podkres§lonych sktadnikéw, otrzymujemy

(&)

m(“—xk)(“—xk4)>

0=ouo— Xy41 +
a po uporzadkowaniu i uwzglednieniu faktu, ze istnieje liczba ny polozona miedzy
Xy 1 X1, taka ze flxy, xx_1] = f'(ny), mamy stad réwnosé

f//
Ex+1 = Zf/((i];)) Ex€k—1. (**)

Jesli, jak poprzednio, mozemy oszacowaé |f'(x)| > K; > 01 [f”(x)] < M, dla
kazdego x € A, to mamy

’ + | < M ’ ” |

£ Exll€x—1].

k+11 X 2K1 kll€k—1

Jeéh oba ledy, Ex 1 Ex—1, man vvartoéci bezwzglqdne mniejsze niz —]&;, to vvartoéci

bezwzgledne kolejnych bledéw beda coraz mniejsze — w ten sposéb mamy
oszacowany promien kuli zbieznosci. Zbadajmy jeszcze rzad zbieznosci. W tym
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7 (E&—1) | ; _ M,
e | 1 G =log| 32 ].
Na podstawie (**) mozemy napisaé¢ réwnanie réznicowe drugiego rzedu,

celu oznaczmy ay = log |ey| oraz g(k) = log

a = ax1 + a2 + g(k),
1 jego uproszczong wersje
ay = Qx_1 + a2 + G.

Dla ustalonych wyrazéw poczatkowych, Gyo = ap 1 a; = ay, istniejg liczby c, d, e
(mniejsza o doktadne wzory, ale zachecam do ich znalezienia dla wprawy), takie ze
1-v5 1+5

A = cAf +dAs + e, gdzie A = S M=

i jesli liczby ao i a; sa dostatecznie mate, to d < 0. Sktadnik dA} dominuje
i wtedy ciag (day)ren zbiega wykltadniczo do —oo, zachodzi tez nieréwnosé a, < dy
dla kazdego k. Polecam jako ¢wiczenie dokonczenie dowodu twierdzenia

Twierdzenie. Jesli funkcja f jest klasy C?> w przedziale A, ma w nim miejsce
zerowe « 1 1stniejqg state Ky 1 M,, takie ze 0 < Ky < |f/(x)| oraz |[f"(x)| < M; dla
kazdego x € A, X9, X1 € A, Xo # X1 oraz |xo — o, X1 — o] < %, to metoda
stecznych startujgca z punktow xq, X1 wytwarza cigg (xx)xen 2biezny do «,

a ponadto 1stnieje H > 0 takie ze dla kazdego k zachodzi nieréwnosé
i — of < Hixge — a2

Jesli ponadto istniejg state K, © My, takie ze |f'(x)| < My oraz 0 < K, < [f”(x)]
dla kazdego x € A, to istnieje h > 0, takie ze

hha — o™ < et — o

Whniosek. Jesl: zatozenia twierdzenia sq spetnione, to i1stniejqg state dodatnie v,
s, R, S, takie ze

k k
r(shxo — )™ < e — o < R(SPxo — ox])2

Tak wiec dla dostatecznie duzych k, jesli przyblizenie x, rozwigzania « ma n cyfr
dokladnych, to przyblizenie x,.; bedzie ich miato okoto A;n. Wyktadnik
zbieznos$ci metody siecznych, A; ~ 1.618, jest utamkiem.

Metoda siecznych ma mniejszy wyktadnik zbieznosci niz metoda Newtona, ale
jedna jej iteracja jest taisza — odpada obliczanie pochodnej. Okazuje sie, ze jesli
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zadamy tolerancje ¢ dopuszczalnego btedu, to metoda siecznych moze znalezé
dostatecznie dokladne rozwigzanie szybciej (w wiekszej liczbie iteracji, z ktérych
kazda zajmuje mniej czasu). Z tego punktu widzenia, jesli koszt obliczania réznicy
dzielonej uznamy za nieistotny, to metoda Newtona jest bardziej optacalna, gdy

log2 1~ 0.44 kosztu obliczania

koszt obliczania pochodnej nie przewyzsza ok. ;
og Ay

wartosci funkcji f.
Metoda Newtona dla ukladu réwnan

Rozwazamy teraz zadanie znalezienia wspdlnego miejsca zerowego n rzeczywistych
funkcji skalarnych, ktérych argumentami jest n zmiennych rzeczywistych.
Mozemy zatem napisaé¢ uktad w postaci rozwiniete;j:

f](X],...,Xn) :Oa

fn(xh <o )Xn) = O)
lub ,zwiniete;j”
f(x) =0.

Zaktadamy, ze funkcja f jest okre§lona w pewnym obszarze A przestrzeni R" i ma
wartosci w R"™.

Niech h = [hy,...,h,]". Dla funkcji skalarne;j f; klasy C*(A), mozemy napisaé
wzoér Taylora:

1 1 1
filx + ) = Sfi(x) + 3 Dfik(h) + 2D, (b, h).
Rozumiemy go tak: jesl: obszar A zawiera odcinek o koiicach x i x + h, to
istnieje punkt &; na tym odcinku, taki ze powyzsza réwno$¢ zachodzi (przyktad na

rysunku).
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Symbol Dfji|, oznacza rézniczke funkcji f; w punkcie x, czyli przeksztalcenie
liniowe, ktére dowolnemu wektorowi h przyporzadkowuje liczbe

of; of;
6x1 X T aXn xhﬂ

Df1|x(h) =

Wartoscig tego przeksztalcenia jest zatem iloczyn skalarny gradientu funkcji f;
w punkcie x i wektora h. Symbol D?f;|, oznacza rézniczke drugiego rzedu, tj.
przeksztalcenie dwuliniowe, ktérego wartoscig dla pary wektoréw (g, h) jest liczba

Dfile. (g, Z Z ax]ax

j=1 k=1

Drobny ktopot (o ktérym nie nalezy zapominaé) jest taki, ze punkt &; dla
kazdego 1 moze by¢ inny, dlatego nie mozna tak prosto zapisa¢ odpowiedniego
wzoru dla funkcji wektorowej f. Niemniej, ze wzoru Taylora wynika, ze jesli
obszar A zawiera odcinek x,x + h, to dla wektorowej funkcji f klasy C%(A)
zachodzi réwnosc

f(x + h) = f(x) + Dflx(h) +r, (%)

przy czym Df|, jest rézniczka przeksztalcenia f w punkcie x, a ponadto istnieje

macierz B (zalezna od x i h) o wymiarach n x n i wspétczynnikach wektorowych

o [.9%fy | 2y
le - [axjaxl g0 ) dx0x,

r=h'Bh=) } buhh, ()

=1 1=

T . . ,
|£ | € R", taka ze reszta we wzorze (*%*) jest réwna

1 spelnia oszacowanie
M,
r|| < —=||h||?
Irll < =~
dla pewnej stalej M, (stalta ta jest okreslona przez pochodne drugiego rzedu

funkcji f; w obszarze A i przez uzywang norme).

Metoda Newtona polega na tym, ze majac przyblizenie X, rozwigzania «,
konstruujemy przeksztatcenie afiniczne R" — R", okre§lone przez pierwsze dwa

sktadniki po prawej stronie wzoru (*¥), a nastepnie przyjmujemy za Xy, miejsce
zerowe tego przeksztalcenia. Czyli

X1 =X — (Dfl, )" (F(xi)).

Aby obliczy¢ X1, nalezy obliczy¢ wektor f), = f(x,) oraz macierz pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu

aj‘ 0fy ‘
ox7 Ixye "7 7 Oxn Ixg

Jk - )
ofn | Ofn |
aX] Xk e axn Xk
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ktéra reprezentuje réozniczke funkcji f w punkcie xy, a nastepnie rozwigzaé uktad
réwnan liniowych

]kS = —fk

1 obliczy¢ xy 11 = x¢ + 8. Oczywiscie, aby to obliczenie byto wykonalne, macierz Jy
musi by¢ nieosobliwa.

[lustracje jednego kroku metody dla pewnego uktadu dwéch réwnan z dwiema
niewiadomymi mamy na rysunkach. Kazda z dwéch funkcji skalarnych, f; i f,, jest
przyblizana przez wielomian pierwszego stopnia, ktéry w punkcie x, ma te samga
warto$¢ 1 pochodne czastkowe, co ta funkcja. Punkt xy.; jest przecieciem zbioréw
miejsc zerowych tych wielomiandw.

Przyjmiemy zalozenie, ze istnieje taka stata K;, ze dla kazdego punktu x

w rozpatrywanym obszarze A rézniczka przeksztalcenia f speilnia warunek
|(Dfl,)7"|| < K{'. Zatem, dla x; € A jest ||],'|| < K;'. Na podstawie wzoréw (**)
i (¥%), mamy

0 = f(a) = f(xi) + Jilox —xi) + (00 — xi) "Bie (¢ — xi),

Dalej postepujemy identycznie, jak w przypadku skalarnym. Oznaczamy
£ = X, — . Strony réwno$ci mnozymy? przez ]?, oraz odejmujemy
1 dodajemy Xy 1 skracamy:

0= Ji ' f(xi) + ot — Xyt + Xapr — i + J ' (€4Brexr) = o0 —xapr + Ji ' (€ Brex).
Stad wielkos¢ bledu kolejnego przyblizenia rozwigzania,
e = Ji' (exBrex),

mozemy oszacowaé tak:

M,
2K,
Jesli funkcja f spelnia przyjete zatozenia, to wykltadnik zbieznosci metody

el < Sl

Newtona jest nie mniejszy niz 2 (a jesli istnieje stala K, > 0, taka ze

Iv|| = £2||h|?, zobacz (}}), to jest réwny 2) — koficowy rachunek

(z rozwigzywaniem réwnania réznicowego) jest identyczny jak dla réwnania

z jedng niewiadoma. Polecam jako ¢wiczenie sformutowanie odpowiedniego
twierdzenia (analogicznego do twierdzenia dla réwnania z jedng niewiadomg), ze
szczegblnym uwzglednieniem wszystkich niezbednych zatozen.

2We wazorach ponizej wyrazenie elBk € jest w nawiasie, poniewaz tak zapisane mnozenie
macierzy nie jest lgczne — nie mnozymy ]E] s{, bo to nie ma sensu. Ten sam wynik moglibySmy
otrzymac, mnozac (z lewej strony) wektorowe wspétczynniki (zobacz wzér (%)) macierzy By przez

T« ! a nastepnie otrzymany iloczyn z lewej i prawej strony odpowiednio przez a{ 1eg.
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Modyfikacje

Metoda Newtona dla uktadu réwnan moze by¢ dosé¢ kosztowna: oprbécz wartosci
funkcji f, sktadajacej sie z n liczb, trzeba obliczy¢ macierz Jy, tj. w ogélnosci

n? liczb, a nastepnie rozwigzaé uklad réwnan liniowych, co moze wymagaé
wykonania ©(n?) dziatar zmiennopozycyjnych. Ze wzrostem liczby réwnan

1 niewiadomych koszty te moga sta sie zaporowe. Dla bardzo duzych n czesto
macierz J, jest rzadka, tj. ma znacznie mniej niz n* wspélczynnikéw niezerowych.
W takim przypadku nalezy po pierwsze obliczaé tylko wspdlczynniki niezerowe
(ich rozmieszczenie w macierzy nalezy wyznaczy¢ zawczasu), a ponadto uzy¢
metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych dostosowanej do macierzy
rzadkie;j.

Czesto stosuje sie rozmaite modyfikacje metody Newtona. Po pierwsze, zamiast
oblicza¢ wspobiczynniki macierzy Ji na podstawie doktadnych wzoréw, ktére moga
by¢ znacznie bardziej skomplikowane (czyli drozsze) niz wzory opisujace

funkcje f;, mozna obliczaé réznice dzielone; w tym celu trzeba obliczyé wartosci
funkcji f w n 4 1 punktach.

Jesli punkty xi_n,..., X 83 W potozeniu ogblnym, tj. wektory x; —x; dla
j=k—mn,...,k—1 sa liniowo niezalezne, to mozna obliczy¢ przyblizenie Tk
macierzy Jx na podstawie wartosci funkcji f w tych punktach. W ten sposéb
powstaje wielowymiarowa metoda siecznych. Rézniczka przeksztatcenia
afinicznego f: R™ — R", ktére w punktach xy_,,...,Xx przyjmuje wartosci
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fx_n,y..., Tk, jest taka sama w kazdym punkcie przestrzeni i spelnia warunek

~

Df(x —xi) = f(x) — fy,
z ktérego wynika réwnosé
iX=F,
gdzie Tk oznacza macierz pochodnych przeksztatcenia f, zas
X =[Xen — Xiy ooy X1 — Xidy,  F=[fin — iy . ooy fio — il

Jesli wiec macierze X i F sa nieosobliwe, to mamy | = FX~' oraz [' = XF'.
W k + pierwszym kroku metody siecznych rozwigzujemy uklad réwnan

FB = —fy,
po czym obliczamy
6:XB 1 Xk+]:Xk+6.

Koszt tego obliczenia w ogblnym przypadku jest rzedu n® operacji. Wada
wielowymiarowe] metody siecznych jest bardzo malty wyktadnik zbieznosci
(bliski 1) dla duzych n.

Kolejna modyfikacja polega na wykorzystaniu macierzy J, w kilku kolejnych
iteracjach. To réwniez obniza wykladnik zbiezno$ci, ale dodatkowe iteracje z ta
sama macierzg sg bardzo tanie: nie trzeba oblicza¢ pochodnych i mozna skorzystac
z ,,gotowych” czynnikéw (np. tréjkatnych) rozktadu macierzy. Koszt rzedu n’

w rozwigzywaniu uktadéw réwnan liniowych jest zwiazany z rozktadaniem
macierzy na te czynniki, majac je, mozna rozwigzaé uktad kosztem ©O(n?) dziatar.

Istniejg modyfikacje metody Newtona, majace na celu ,,powiekszenie” kuli
zbiezno$ci poszukiwanych rozwigzan. Dla nie do§¢ dobrego punktu xy czesto
zdarza sie, ze przyrost 8, otrzymany przez rozwigzanie ukladu réwnan [ 6 = —fy
jest za duzy. Wtedy mozna przyjaé xix.1 = Xk + 39, dla odpowiednio wybranego
parametru 3 € (0,1). Metoda skuteczniejsza, cho¢ bardziej kosztowna, polega na
wyznaczeniu przyrostu przez rozwigzanie uktadu réwnan

(Jx + A6 = —fy,

z odpowiednio wybranym parametrem A. Metoda ta moze by¢ tez skuteczna
w pewnych przypadkach, gdy macierz |, jest osobliwa. Parametr A dobieramy tak,
aby otrzymac jak najmniejsze residuum uktadu, tj. aby zminimalizowaé norme
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wektora fy ;. Po pewnej liczbie iteracji mozemy otrzymac przyblizenie
rozwigzania nalezace do kuli zbiezno$ci metody Newtona 1 od tej chwili
przyjmowaé¢ A = 0.

Kryteria stopu

Waznym elementem obliczen jest podjecie decyzji o ich przerwaniu. Na przyktad
wykonywanie kolejnych iteracji po osiggnieciu maksymalnej granicznej
dokladnosci jest stratg czasu. Dlatego w petli, realizujacej iteracje, musi sie
pojawi¢ jedna lub wiecej instrukcji przerywajacych obliczenia po spelnieniu
pewnego warunku.

Po pierwsze, mozna da¢ limit liczby iteracji, np. okre§lony przez parametr
procedury. W wielu typowych zastosowaniach, jesli metoda Newtona nie znalazta

rozwigzania (z graniczng dokladnoscig) po siedmiu® iteracjach, to juz nie znajdzie
(bo funkcja nie spelnia warunkéw koniecznych dziatania metody, zaczeliSmy od
ztego przyblizenia startowego, lub w ogdle nie ma rozwigzania).

Drugie kryterium stopu jest residualne. Residuum réwnania w punkcie x; jest to

liczba f(xy) (lub wektor f(xy)). Jesli residuum ma dostatecznie mata wartosé
bezwzgledna (lub norme, dla uktadu réwnan), na przyktad poréwnywalng

z oszacowaniem bledu, z jakim obliczamy wartosci funkcji f, to przerywamy
obliczenia.

Wreszcie jest kryterium przyrostowe. Obliczenia przerywamy, gdy warto§¢

bezwzgledna (lub norma) przyrostu & = xy1 — xx jest mniejsza niz pewna wielko§é
progowa. Dla wielu metod dtugosé przyrostu w danym kroku jest gérnym
oszacowaniem bledu rozwiazania przyblizonego x (ale to zalezy takze od

funkcji f).

3Prosze nie sugerowac sie, ze zawsze taki limit jest dobry!
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Zadania i1 problemy

. Wykaz, ze algorytm

= a[n];

= 0.0;

i =n-1; i >= 0; i-- ) {
p*x + W;

H o=
o
R
N\

|_l

o |
I

wxx + alil;

¥

dla n > 0 oblicza warto§¢ wielomianu w(x) = axx™ +--- 4+ a;x + ao i jego
pochodnej w punkcie x.

. Znajdz wzoér opisujacy funkcje iteracyjng dla obliczania pierwiastka stopnia n

z liczby rzeczywistej a przy uzyciu metody Newtona. Naszkicuj wykres tej funkcji
i oblicz pierwsze trzy przyblizenia liczby v/2, jesli xo = 1.

. Znajdz wyktadnik zbieznosci metody iteracyjnej, w ktérej funkcja iteracyjna o,
taka ze @(x) = &, ma w punkcie o pochodne rzedu 1,...,n réwne O (i niezerowa
pochodng rzedu n + 1).

. Znajdz wzoér opisujacy funkcje iteracyjng dla metody Newtona zastosowanej do
funkcji f(x) = a — 1/x. Czy mozna obliczy¢ iloraz x = a/b nie wykonujac operacji
dzielenia?

. Niech f(x) = (x — a)", dla pewnego n > 1. Jak dziala metoda Newtona w tym
przypadku (nie znamy a, startujemy z xo # a)? Jak dziala metoda
zmodyfikowana (zakladamy, ze znamy n), okreslona wzorem

(i)
nf'(Xk) !

Xk+1 = Xk —

. Dla funkcji f jak w poprzednim zadaniu okre§lamy funkcje g(x) = f(x)/f’(x). Jak
dziala metoda Newtona, zastosowana do funkcji g?

Napisz funkcje iteracyjng dla tego przypadku wzorem, w ktérym wystepujg tylko
wartosci 1 pochodne funkcji f.

. Udowodnij zbieznos$¢ metody Newtona, uzytej do rozwigzania réwnania f(x) = 0,
w ktorym funkcja f jest klasy C' w przedziale A zawierajacym rozwiazanie, przy
czym istniejg state dodatnie K; i L, takie ze |[f'(x)| > K;, a ponadto

If'(x) — f'(y)| < Ljx —y| dla kazdego x,y € A. Znajdz wykladnik zbieznosci.

. Znajdz wyktadnik zbieznoéci metody Newtona, jesli funkcja f jest klasy C3(A),
pochodna funkcji f ma warto§¢ bezwzgledng nie mniejszg niz pewne K; > 0

w przedziale A, a ponadto pochodna drugiego rzedu w punkcie o bedacym
rozwigzaniem, ma wartosc¢ 0.
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. Przypuéémy, ze pochodna funkcji f klasy C jest niezerowa. Okre§lamy funkcje g

wzorem ¢(x) = f(x)/+/|f’(x)|. Oblicz pochodng drugiego rzedu funkcji g
w punkcie «, takim ze f(«) = 0. Co mozna stad wywnioskowaé o zbiezno$ci

metody Newtona zastosowanej do funkcji g?

Zastapienie funkcji f przez okreslong wyzej funkcje g daje metode zwang
metoda Halleya (tak, tego, ktéry odkryt komete). Napisz wzoér opisujacy funkcje

iteracyjng dla metody Halleya.

Zbadaj, jak zachowuje si¢ metoda Newtona, jesli funkcja f, ktérej miejsce zerowe
nalezy znalez¢, jest okre§lona wzorem

f(x) = sgnx+/|[x|
dla dowolnego punktu startowego x, # 0.
Przypusé¢my, ze w metodzie siecznych poczatkowe przyblizenia rozwigzania sg
koricami przedziatu, w ktérym funkcja f zmienia znak. Metode modyfikujemy
w ten sposéb, ze po wyznaczeniu kolejnego przyblizenia odrzucamy to, w ktérym
funkcja f ma ten sam znak, co w nowym punkcie (ta metoda nazywa sie

regula falsi). Jaki jest wyktadnik zbieznosci tej metody, jesli funkcja f jest Scisle
wypukla albo §cisle wklesta?

Zbadaj rzad zbieznosci metody Steffensena, w ktérej funkcja iteracyjna jest dana

wzorem
f(x)

flx, x + f(x)]’

przy takich samych zalozeniach, jak dla metod Newtona i siecznych w wyktadzie.

P(x) =x—

Wskazdéwka: Uzyj wzoru na reszte interpolacyjng (jak dla metody siecznych) i wez
pod uwage fakt, ze dla funkcji f klasy C?(A) istnieje gérne oszacowanie wartosci
bezwzgledne] pochodnej pierwszego rzedu.

(zadanie z ksigzki Kincaida i Cheneya) Wykonaj jeden lub dwa kroki metody
Newtona dla ukladéw réwnan

xy—z = 1 0
xyz—x>+y* = 2, xo=10 1,
ef—eV+z = 3 1
4x* —y? = 0 o [0 ]
dxy—x = 1 TP
xy? +xty+x* = 3 N _-1-
¥y -2y —x* = -2’ I
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Rozwazamy dwie metody rozwigzywania réwnan nieliniowych o wykladnikach
zbieznosci p, q > 1. Zaldézmy, ze ciagi bledoéw kolejnych przyblizen rozwigzania
spelniajg odpowiednio warunki [&, 1| = C|Ex|P 1 [€xyq] = Cl€]? 2z ta samg stalg C,

a takze ze &y = €. Koszt (czasowy) jednej iteracji pierwszej i drugiej metody jest
réwny odpowiednio T 1 T,. Wykaz, ze jesli rozwigzanie ma by¢ znalezione

z bardzo duzqg doktadnoscia, tzn. z ustalonym, bardzo malym progiem tolerancji
bledu (przyjmujemy, ze nie ma bledéw zaokraglen), to pierwsza metoda zuzyje na
to mniej czasu, jesli T;/T, < logp/log q. Wyciagnij stad podany na wyktadzie
wniosek dotyczacy poréwnania efektywnosci metod Newtona i siecznych.

Réwnanie
sinx = 2x — 1

rozwiazujemy metodg Newtona. Znajdz dolne oszacowanie promienia kuli
zbiezno$ci jedynego rozwigzania.
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Przypomnienia

. Réwnanie réznicowe liniowe rzedu n o staltych wspdéiczynnikach ma postaé

Qx = Cn1Qx—1 + - - - + Coy_n + f(k), (*)

gdzie liczby rzeczywiste cy,...,cn 1 1 funkcja f sg ustalone (przy czym co # 0
icn g #0). Jesli okre§limy warunek poczatkowy, tj. podamy liczby ao,...,a, 1
(albo ogdlniej aj,. .., ajn_1 dla jakiego$ j), to powyzsze réwnanie réznicowe

okre$la jednoznacznie cigg nieskoniczony ay, nii,... (albo @jin, Qjinity-..).

Roéwnania réznicowe bylty uzyte w wykladzie do znalezienia rzedéw zbieznosci
metod Newtona i siecznych. Mozna ich uzywaé do analizy zbiezno$ci innych
metod numerycznych, ale s one takze wygodnym $§rodkiem do badania kosztéw
i ztozonosci wielu algorytméw (nie tylko numerycznych).

Ponizej przypominam ogdélny sposbéb rozwigzywania takich réwnan z funkcjami f
o pewnej postaci — klasa réwnan, ktére mozna rozwigzaé¢ tym sposobem, ma
wiele zastosowan.

. Na poczatek rozwazmy réwnanie jednorodne, tj. z zerowa funkcja f:

Ay = Cn_1Qx_7 + -+ 4+ Colx_n- (**)

Jesli rownanie to jest spelnione przez pewne ciggi nieskonczone, to jego
rozwigzaniem jest tez kazda kombinacja liniowa tych ciggéw. Natomiast znajac
dowolne rozwigzanie réwnania (*), mozemy otrzymacé kazde inne jego rozwigzanie,
dodajac pewne rozwigzanie réwnania jednorodnego.

. Kazde jednorodne réwnanie réznicowe o stalych wspétczynnikach jest spetnione
przez pewien ciag geometryczny, a, = A*, nalezy wiec znalezé A. Podstawiajac do
réwnania wyrazenie opisujace taki ciag, dostajemy

A = AT AT,

Po podzieleniu stron przez A* ™ i uporzadkowaniu, dostajemy tzw.
réwnanie charakterystyczne

An—Cn,]An_] — - —0Cp =0.

Kazdy wielomian stopnia n > 0 ma (rzeczywiste lub zespolone) miejsce zerowe.
Ciag ztozony z kolejnych poteg tego miejsca zerowego speinia réwnanie (**), co
tatwo sprawdzi¢. Tak wiec kazdemu pierwiastkowi wielomianu
charakterystycznego w(A) = A™ — ¢y 1A' — - .- — ¢y odpowiada ciag
geometryczny, ktory jest rozwigzaniem.
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. Jesli wszystkie miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego majg krotnosé 1,
tj. jest n réznych liczb Ay, ..., A, takich ze w(A;) =0, to mamy n liniowo
niezaleznych ciggéw geometrycznych, ktére spetniajg réwnanie jednorodne. Jesli
pewne miejsce zerowe, A;, jest liczbg zespolong, to liczba Xj tez jest miejscem

zerowym. Z dwbdch zespolonych ciggéw geometrycznych, (7\}<)k i (Aj)x, mozemy

otrzymaé dwa niezalezne liniowo ciagi rzeczywiste, ktére speiniajg réwnanie (**):
(Af + X;{)k oraz i(Af — X}c)k.

. Jedli pewne miejsce zerowe, A;, ma krotnos¢ r > 1, to rozwigzaniami réwnania (**)
sa ciagi (A¥)i, (KA )iy« ., (K"'AY)y, zatem dla réwnania jednorodnego mozemy
zawsze znalezé n (niezaleznych liniowo) ciggdéw nieskoriczonych bedacych
rozwigzaniami. Z rozwigzaniami okre§lonymi przez zespolone miejsca zerowe

o krotnosci wiekszej niz 1 radzimy sobie podobnie, jak z zespolonymi ciggami
geometrycznymi.

. Jesli funkcja f w réwnaniu (*) ma postaé

f(k) = P(k) lek)
gdzie p(k) jest wielomianem stopnia s, za$§ liczba p jest pierwiastkiem réwnania

charakterystycznego o krotno$ci m (w szczegdlnosci jesli w(u) # 0, to m = 0) ma
rozwigzanie o postaci k™q(k)u*, gdzie q(k) jest pewnym wielomianem stopnia s.

Dla funkcji o innej postaci trzeba kombinowac, czasami mozna co§ zgadnaé.

. Metoda rozwigzywania (na papierze) réwnania (*) z funkcja f jak wyzej:

eUktadamy i rozwigzujemy réwnanie charakterystyczne (tzn. wyznaczamy
wszystkie pierwiastki oraz ich krotnosci),

eZnajdujemy dowolne rozwigzanie réwnania (*). W tym celu okre§lamy m
1 W miejsce Qy,...,ax_, podstawiamy do réwnania wyrazenia
K™(qsk®+ -+ qrk+qo)ps, ..y (k=)™ (g5 (k—n)* +- -+ qr (k—n) +qo) B ™
Osobno grupujemy sktadniki réznigce sie wyktadnikiem przy k. Suma
sktadnikéw w kazdej grupie jest rowna 0. Otrzymujemy stad uktad réwnan
liniowych, ktérego rozwigzaniem sg wspolczynniki qo, ..., Js wielomianu (.
Obliczamy je, rozwigzujac uktad.

ePosta¢ ogdlng rozwigzania (tj. np. k™q(k)u + biAF + - + b AK, jesli
wszystkie pierwiastki sg jednokrotne; w tym przypadku moze by¢ m = 0 lub
m = 1), gdzie q(k) jest znalezionym w poprzednim kroku wielomianem,
podstawiamy w miejsce a, do réwnania (*). Nastepnie, biorgc
k=0,...,n— 11 korzystajac z warunku poczatkowego, piszemy
1 rozwigzujemy uklad réwnan liniowych z niewiadomymi by, ..., b,.
W ten sposéb otrzymujemy wspoéiczynniki opisujace cigg, ktoéry speinia
réwnanie (*) i warunek poczatkowy.

UfL.
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

Liczb rzeczywistych jest nieskoriczenie (a nawet nieprzeliczalnie) wiele, a pamiec
choéby najwiekszego komputera jest skoniczona. Dlatego w obliczeniach
numerycznych musimy sie zadowoli¢ poruszaniem sie w pewnym skonczonym
zbiorze, ktoérego elementy tylko przyblizajg wszelkie liczby rzeczywiste, jakie
moglyby sie pojawi¢ w tych obliczeniach.

Rzedy wielko$ci tych liczb moga by¢ rézne i btedy ich przyblizenia tez moga by¢
rézne. Zwykle im wieksza liczba, tym wiekszy jej blad nam nie przeszkadza. Na
przyktad, jesli dowiemy sie, ze jaki§ obiekt ma dlugo§¢ 147 km, to informacje, ze
w rzeczywisto$ci ma o 1 mm mniej, jesteSmy sktonni zignorowaé. Co innego, jesli
obiekt ma tylko 0.5 mm dlugos$ci — blad rzedu 1 mm jesteSmy wtedy sklonni
potraktowac z calg powagga i stanowczoscia.

Naturalne jest zatem uzywanie takiego sposobu reprezentowania liczb, ktory
umozliwia przyblizanie tych liczb rzeczywistych, ktére nie majg doktadne;
reprezentacji, z matym bledem wzglednym. Na przyklad, jesli dtugosé¢ 147 km jest
podana z btedem nie wiekszym niz 0.1%, to wiemy, ze blad bezwzgledny jest
mniejszy niz 150 m, i taka dokladno$¢ nieraz nam wystarczy.

Reprezentacja zmiennopozycyjna

Powszechnie uzywana reprezentacja zmiennopozycyjna liczb rzeczywistych jest

kompromisem miedzy doktadnoscig i ztozono$cig czasowg i pamieciowa. Jej
gtéwnym celem jest masowe przetwarzanie liczb, czemu stuzy stosunkowo mata

ilos¢ miejsca zajmowanego przez te reprezentacje 1 mozliwosé szybkiego
wykonywania dziatan przez specjalnie opracowane w tym celu poduktady
procesoréw. Bledy tej reprezentacji sg dostatecznie male na potrzeby znakomitej
wiekszosci zastosowan. Istniejg inne reprezentacje, umozliwiajgce prowadzenie
obliczen ze znacznie wiekszg dokladnoscia, ale znacznie wolniej 1 w wieksze]
pamieci. Te inne reprezentacje sg poza zakresem tego wyktadu. Jeszcze jedno:
reprezentacje zmiennopozycyjne majg powszechnie przyjety standard, ktéry
utatwia m.in. wymiane danych. Reprezentacje niestandardowe tak fajnie nie maja.

Idea reprezentacji zmiennopozycyjnej wigze sie z tzw. pdtlogarytmicznym zapisem

liczby. Kazda dodatnig liczbe rzeczywistg mozemy przedstawi¢ za pomocg liczby
z przedziatu [1,10) i catkowitej potegi liczby 10, na przykiad

27182818 = 2.7182818 - 107
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W komputerach zamiast podstawy 10 1 dziesieciu réznych cyfr, wygodniej jest
uzywac podstawy 2 i bitow.

Podstawowa reprezentacja okre§lona przez standard IEEE-754 (opracowany

w 1985r.) sktada si¢ z bitu znaku, s, po ktérym nastepuje cecha c¢ i mantysa m:

3] c | m |
N ~ A ~ ~
d t

Mantysa jest liczbg rzeczywista; jesli reprezentuje ja cigg bitéw by 1by 5 ...b1by,
tom = Z]t:o b 2%, a zatem zawsze 0 < m < 1. Cecha jest liczba catkowita (bez
znaku), reprezentowang za pomoca d bitéw, ktéra wptywa na sposéb interpretacji
calego ciggu bitéw. Liczba reprezentowana przez taki cigg, w zaleznosci od cechy,
jest réwna

x=(=1)P2"(1+m) dla0<c<2¢—1,
x=(=1)2""m dla ¢ =0,
x=(—1) 00 dlac=2¢—1, m=0,
X

NaN (,nie-liczba”) dlac=2¢—1, m #0.

Liczby d, t 1 b sg ustalone dla konkretnej reprezentacji. Cechg charakterystyczna
reprezentacji z uzyciem pierwszego wzoru jest tzw. normalizacja. Majac dowolng
liczbe rzeczywista x # 0, przedstawiong w ukltadzie dwojkowym, dobieramy ceche

¢ (czyli réwnowaznie czynnik 2¢7°) tak, ze czynnik (1 + m) w wyrazeniu
opisujacym x jest liczbag z przedziatu [1,2). Jesli otrzymana w ten sposdb cecha
jest za duza (wieksza lub réwna 24 1), to mamy nadmiar zmiennopozycyjny
(ang. floating point overflow), czyli niewykonalne zadanie reprezentowania liczby

o za duzej wartosci bezwzglednej, zwykle bedace powodem do przerwania
obliczen. Jesli nie ma nadmiaru, to pierwszy wzor opisuje liczbe w ten sposéb, ze
najbardziej znaczaca jedynka w rozwinieciu dwoéjkowym nie jest jawnie pamietana
— wlaénie to jest normalizacja. Dzieki niej kazdy cigg bitdw reprezentuje inng
liczbe, co m.in. umozliwia optymalne wykorzystanie bitéw do zmniejszenia
btedow.

Niech x oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Jej reprezentacje, tj. poloZonac
najblizej niej liczbe zmiennopozycyjna, oznaczymy symbolem rd(x) (z ang.
rounding). Jesli liczbe x mozemy przedstawi¢ w postaci

x = (=1)72°7°(1 + 1),

dobierajac ceche c tak, aby mieé f € [0,1) oraz 0 < ¢ < 2¢ —1, to (z jednym
rzadkim wyjatkiem, gdy f trzeba zaokragli¢ w goére do jedynki) bedziemy mieli

rd(x) = (=1)°2°°(1 +m),
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przy czym |f — m| < 27!, Blad wzgledny reprezentacji spetnia nieré6wnosé

Ix —rd(x)]  [(=1)2°7°(1 4+ f) — (=1)52°°(1 + m)

= <|f—m| <27
x| [(—=T1)s2¢7°(1 + 1)

Co ciekawe, nieréwnos¢ ta jest spetniona tez w specjalnym przypadku
wspomnianym wczeéniej (bo w mianowniku 1+ f ~ 2). Zatem, maksymalny bltad
wzgledny reprezentacji zmiennopozycyjnej, jesli nie ma niedomiaru ani nadmiaru,
jest na poziomie 27*1, gdzie t jest liczba bitéw mantysy. Jedli kierunek
zaokraglania wybieramy mniej starannie (np. zawsze obcinamy w kierunku zera),
to blad wzgledny moze by¢ dwa razy wiekszy, czyli rzedu v = 271,

Bardziej skomplikowana sytuacja zdarza sie w przypadku, gdy cecha jest za mata
(tj. gdy w pierwszym wzorze nalezaloby przyjaé ¢ < 0). Wtedy korzystamy

z drugiego wzoru, w ktérym wystepuje czynnik m (przypominam, ze m € [0, 1)).
Jesli ¢ = m = 0, to mamy reprezentacje zera; liczba 0 jako jedyna ma dwie
reprezentacje, réznigce sie bitem znaku. Je§li c =01 m # 0, to mamy do
czynienia z niedomiarem zmiennopozycyjnym, czyli reprezentowaniem liczby x za
pomocg mantysy o mniejszej liczbie bitéw istotnych (jesli w uzyciu jest pierwszy
wzor, to istotne sg wszystkie bity mantysy, jesli drugi, to tylko bity od pozycji

najmniej znaczacej, do najbardziej znaczacej pozycji, na ktoérej jest jedynka).
Najdokladniejszg reprezentacjg liczb o bardzo matej warto$ci bezwzgledne]j
(mniejszej niz 27°1) jest 0. Niedomiar wigze sie zatem ze (stopniowa) utrata
doktadnosci reprezentacji. Dla x — 0 blad wzgledny reprezentacji dazy do 100%,
a btad bezwzgledny jest ograniczony. W analizie btedéw najczesciej nie bierzemy
tego przypadku pod uwage.

Reprezentacja umozliwia uzywanie nieskonczonosci, takze w rachunkach
(np. wynik dzielenia dowolnej liczby przez nieskoniczono$¢ jest réwny 0).

Nie-liczby sg wykorzystywane do sygnalizowania btedéw, np. proby obliczenia
pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej. Mozna je tez wykorzysta¢ do
odpluskwiania programu, np. nadajac zmiennym takie wartosci poczatkowe,

a nastepnie §ledzac, czy nie ma do nich odwotan przed przypisaniem wtasciwe]
wartosci liczbowe;.

W standardzie IEEE-754 sg zdefiniowane formaty liczb pojedynczej i podwojne;j
precyzji, a takze liczb pojedynczej i podwdjnej rozszerzonej precyzji. Liczby
pojedynczej rozszerzonej precyzji jakos sie nie przyjety, procesory w komputerach
PC ich nie obstuguja. Dane na temat standardowych formatéw sg w tabelce:
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B d | t b M S 2% L

pojedyncza,
float
pojed. rozszerzona

32 8 23| 127 1038 10738 | 107 | 10°%

44 1131 1023 | 103 | 107308 | 10710 | 107317

podwojna 64 |11 (52| 1023 | 1038 | 10308 | 1015 | 107323
double
podw. rozszerzona 80

15 | 63 | 16383 | 10%732 | 107432 | 10717 | 1074

long double (96,128)

Oznaczenia: B — catkowita liczba bitéw, d — liczba bitéw cechy, t — liczba
bitéw mantysy, b — stala odejmowana od cechy w celu otrzymania wyktadnika.
Stata b jest réwna 297! — 1, dzigki czemu jesli liczba x ma reprezentacje
znormalizowana, to 1/x na ogdl tez ma. Liczby M = 22°-v-2(2 —2-t) —
najwieksza liczba zmiennopozycyjna, S = 2'"° — najmniejsza dodatnia liczba
reprezentowana w postaci znormalizowanej (tj. bez niedomiaru), v=2"—
oszacowanie maksymalnego bledu wzglednego reprezentacji znormalizowanej, oraz
i = 2"t — najmniejsza zmiennopozycyjna liczba dodatnia, sg podane

w przyblizeniu (tylko rzad wielkosci).

Reprezentacje rozszerzonej precyzji nie wymuszajg normalizacji (mantysa ma t + 1
bitéw i jest liczbg z przedziatu [0, 2), jej najbardziej znaczacy bit ma wartosé 1),
ale wyniki dziatan, jesli nie ma niedomiaru, sg normalizowane przez pProcesor.
Jeszcze jedno: w 32-bitowych systemach operacyjnych zmienna rozszerzone]
podwdjnej precyzji zajmuje 96 bitéw (12 bajtoéw), z ktérych 16 (2 bajty) jest
nieuzywanych. W systemach 64-bitowych taka zmienna zajmuje 128 bitow

(16 bajtéw), z ktorych 48 (tj. 6 bajtéow) jest nieuzywanych*. To utrudnia m.in.
przenoszenie danych miedzy komputerami w postaci binarnej. Je$li nie ma
istotnego powodu, to najlepiej nie uzywac tej reprezentacji liczb.

Oproécz standardu IEEE-754 istnieje tez standard IEEE-854, ktéry definiuje
reprezentacje liczb zmiennopozycyjnych z podstawami 2 i 10. Standard ten stuzy
do wymiany danych miedzy komputerami, natomiast okreslone przezen
reprezentacje nie sg przetwarzane bezposrednio przez jednostki zmiennopozycyjne

procesoréw (w kazdym razie znanych mi). Jesli nie ma waznych powodéw do
uzywania reprezentacji okre§lonych w tym standardzie, to mozna si¢ nim nie
przejmowac.

4Powodem jest oczywiscie czas dostepu do pamieci — aby go skréci¢, kompilator przydziela
zmiennym adresy podzielne przez rozmiar stowa maszynowego.
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Do celéw specjalnych bywajg uzywane reprezentacje niestandardowe; istnieje np.

dos¢ rzadko spotykany format poczwoérnej precyzji, w ktérym reprezentacja liczby
zajmuje 128 bitéw (cecha ma w nim 15 bitéw, mantysa 112). Nie styszaltem

o procesorach z rejestrami zmiennopozycyjnymi o takiej dtugosci, zatem dziatania
na takich liczbach musza by¢ wykonywane przez odpowiednie podprogramy, co
zabiera sporo czasu. Z drugiej strony, reprezentacje 16- 11- i 10-bitowe (bit znaku
moze by¢ nieobecny, cecha ma 5 bitéw, a mantysa 10, 6 albo 5) sg uzywane przez
niektore karty graficzne podczas wykonywania obrazéw, gdy dokladnosé ma mate
znaczenie, za$ najwazniejsza jest szybkos¢ obliczen 1 oszczednos§é miejsca.
Wspomniane karty graficzne majg specjalizowane poduktady do wykonywania
dziatani na takich liczbach.

Arytmetyka 1 btedy zaokraglen

Na potrzeby analizy btedéw dziatanie procesora podczas wykonywania operacji
arytmetycznych mozna sobie wyobrazi¢ tak: doktadny wynik dziatania jest
poddawany normalizacji (tj. dobierana jest cecha), a nastepnie zaokragleniu —
nieskonczony cigg bitéw mantysy jest obcinany i ewentualnie zaokraglany w gore.
Nie wyznacza sie¢ oczywiscie nieskoficzonego ciggu bitéw mantysy, zamiast tego
wykorzystuje sie trzy bity dodatkowe (,wystajace” poza format), z ktérych
pierwsze dwa sg zwykle, a trzeci ,lepki” — bit ten otrzymuje wartos¢ 1, jesli
dowolny dalszy bit nieskonczenie dtugiej mantysy jest niezerowy. Te trzy bity
zawsze wystarczg do poprawnego zaokraglenia liczby. Wyboru kierunku
zaokraglania mozna dokona¢, ustawiajagc odpowiednie bity w rejestrze sterujagcym
procesora (zwykle zostawiamy domys$lne zaokraglanie do najblizszej liczby
ZMieNNopozycyjne;j).

Istotne jest, ze oprécz reprezentacji liczb, standard IEEE-754 okresla wtasnosci
dziatan, w tym wymagania dotyczace doktadnosci wynikéw — dotyczy to czterech
dziatan arytmetycznych, pierwiastka kwadratowego, oraz konwersji reprezentacji
catkowitej 1 zmiennopozycyjnej. Istniejg procesory, ktére wprawdzie przetwarzajg
liczby w standardowym formacie, ale realizowane przez nie dziatania nie spetniajg
wszystkich warunkéw okreslonych w standardzie. Najbardziej rozpowszechnionym
sprzetem tego rodzaju sg karty graficzne, ktére mogg m.in. nie obstugiwac liczb
nieznormalizowanych (tj. zapisanych przy uzyciu drugiego wzoru podanego

w opisie formatu; w razie niedomiaru wynikiem dziatania jest zero) lub zaokragla¢
wyniki dziatan w arbitralnie okre§lony sposéb (standard nakazuje umozliwiaé
dokonanie wyboru). Powinien o tym pamietaé kazdy, kto zajmuje si¢ tzw.
GPGPU (general purpose GPU (graphics processing unit) programming).
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Jesli x jest liczbg rzeczywista, a rd(x) jest jej znormalizowanym
zmiennopozycyjnym przyblizeniem (bez nadmiaru i niedomiaru), to mamy
Ix —rd(x)] < [x|27', skad wynika, ze istnieje liczba ¢, taka ze

rd(x) =x(1+¢) oraz |e|] <27

Sposoéb zaokraglania (do najblizszej liczby zmiennopozycyjnej, zawsze w strone
zera, zawsze W przeciwng strone, zawsze w gore albo zawsze w ddt) moze by¢
ustawiony roéznie, przez co blad wzgledny moze by¢ dwa razy wiekszy. Jesli zatem
¢ oznacza dowolne z czterech dziatan arytmetycznych, to zamiast wyniku

X = a ¢ b, po zaokragleniu, otrzymamy liczbe

Xx=fllaob) =(aob)(1+¢),

dla pewnego ¢ € (—v, V) (piszemy fl(a©b) zamiast rd(aob), bo ten ostatni symbol
oznacza u nas wynik zaokraglenia do najblizszej liczby zmiennopozycyjne;j).

W superdokltadnych analizach bledéw uzywana jest funkcja ulp (ang. unit in the
last position), ktoéra liczbie zmiennopozycyjnej x przyporzadkowuje jej odlegtosé
od najblizszej innej liczby zmiennopozycyjnej. Mamy

ddox — 27t dlac >0, tj. x = (—1)2°°(1 +m),
PX=N 210t @lac =0, tj. x = (—1)2"*m.

Funkcja ta jest wartoscia bezwzgledng przyrostu liczby x spowodowang zmiang
(zanegowaniem) najmniej znaczacego bitu mantysy.

Wiyniki dziatan sa najczesciej argumentami dalszych dziatan, zatem podczas
obliczen numerycznych ma miejsce zjawisko zwane kumulacjg btedéw.

W szczegdlnych przypadkach moze ono doprowadzi¢ do otrzymania bardzo
niedoktadnych wynikéw koncowych, mimo ze poszczegdlne bledy zaokraglen sa

mate. Ponadto wskutek zaokraglen zbiér liczb zmiennopozycyjnych z dziataniami
dodawania i mnozenia nie jest cialem (z punktu widzenia algebry). Przede
wszystkim, nie jest zamkniety ze wzgledu na dziatania (bo moze wystapié
nadmiar) i sg w nim dzielniki zera (np. jesli liczba [x| # 0 jest dostatecznie mata,
to fi(x x x) = 0). Po drugie, dodawanie i mnozenie nie sa dziataniami lgcznymi

1 dodawanie nie jest rozdzielne wzgledem mnozenia. W konsekwencji, algorytmy
oparte na réznych wzorach algebraicznie réwnowaznych (w ciele R), moga
produkowaé rézne wyniki (czasem bardzo od siebie odlegle). Analiza algorytmoéw
ma na celu miedzy innymi badanie, na jaka doktadno$¢ wynikéw obliczen
wykonywanych z bledami zaokraglen mozna liczyé (i moze si¢ przydaé do
wybrania najlepszego algorytmu, albo przynajmniej do odrzucenia najgorszego).
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Arytmetyka zmiennopozycyjna zespolona

W réznych zadaniach wystepujg liczby zespolone. W obliczeniach ich czesci
rzeczywiste 1 urojone sg reprezentowane w postaci zmiennopozycyjnej. Jesli zatem
zamiast liczby z = (a,b) # 0 mamy liczbe Z = (G,0) = (a(1+¢€4),b(1 + &), gdzie
l€al, l€b] < Vv, to liczbe z reprezentujemy z bledem wzglednym

z—Z]  \/a’el +bef _ avi4+b2v?
|z va?+b? va?+ b2
Zatem reprezentacja zmiennopozycyjna liczby zespolonej zapewnia réwnie maty

blad, jak reprezentacja liczby rzeczywistej. Dodawanie 1 odejmowanie liczb
zespolonych wykonujemy na podstawie wzoréw bedacych definicjg tych dziatan,

w zwigzku z czym, jesli nie ma nadmiaru ani niedomiaru, otrzymamy
l(zy £ 2)) = (27 £ 25)(1 +¢), gdzie el <.

Mnozenie tez wykonuje sie na podstawie definicji tego dziatania:
(a1,b1) - (az2,b2) = (@1a; — byiby, arby + azby).

Zamiast dokladnego wyniku otrzymamy

fi((a1,b1) - (az,b2)) = ((araz(1 + &) —byiba(1 + €2)) (1 + €3),
(a1b2(1 + &4) + azbi (1 + &5)) (1 + &),

przy czym, jes§li w zadnym dziataniu nie wystgpil nadmiar ani niedomiar, to
wszystkie epsilony majg wartosci bezwzgledne mniejsze niz v. Mozna udowodnié
(za pomocg dosy¢ zmudnego rachunku), ze wtedy otrzymany wynik jest réwny

(a1, b1) - (az,b2) - (1 + &),

gdzie & jest pewna liczba zespolona, taka ze |&] < (1 + v/2)v.

Dzielenie zespolone jest bardziej ktopotliwe, bo algorytm musi unika¢ nadmiaru
i niedomiaru (zwré6¢my uwage, ze nawet w przypadku mnozenia, wynik dziatania
moze mieé reprezentacje, za§ wyniki posSrednie moga jej nie mie¢ z powodu
nadmiaru — w dzieleniu ten problem tez wystepuje). Dzielenie powinno sig
wykonywaé za pomocg algorytmu

if ( fabs ( a2 ) >= fabs (b2 ) ) {
p = b2/a2;
q = a2+b2x*p;
wynik = ((al+blx*p)/q, (bl-al*p)/q);
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1se {

p = a2/b2;

q = a2*p+b2;

wynik = ((al*p+bl)/q, (bl*p-al)/q);
+

Jesli nie ma nadmiaru ani niedomiaru, to wzgledny biad zaokraglenia wyniku nie
jest wiekszy niz (4 + v/2)v.
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Zadania i1 problemy

. Oblicz oznaczone na wyktadzie literami M, S 1 v parametry charakteryzujace
niestandardowe arytmetyki zmiennopozycyjne: 128-, 16-, 11- i 10-bitowa.
Przyjmij b = 247" — 1.

. Niech x oznacza liczbe zmiennopozycyjna pojedynczej lub podwdjnej precyzji,

a i(x) liczbe catkowity bez znaku (odpowiednio 32- lub 64-bitowg) reprezentowang
przez ten sam cigg bitow. Sprawdz, ze jesli x, > x; > 0, x; > 0 > x; lub

0 > x1 > xy, to i(x;) > i(x7). Wyjasnij, jak mozna to wykorzysta¢ do sortowania
ciggu liczb zmiennopozycyjnych. Co przeszkadza w sortowaniu w analogiczny
sposob liczb rozszerzonej podwdjnej precyzji?

. Znajdz oszacowanie btedu zaokraglenia iloczynu liczb zespolonych przy zaltozeniu,
ze nie ma nadmiaru ani niedomiaru i wyniki dziatan rzeczywistych sa zaokraglane
do t bitéw mantysy (uzywaj przy tym oznaczenia v liczby 27).
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Btedy w obliczeniach

W obliczeniach numerycznych wystepujg bledy pieciu rodzajéw.

Btedy modelu. Model matematyczny dowolnego zjawiska (przyrodniczego,
ekonomicznego i w ogdle kazdego) jest tego zjawiska uproszczeniem. Na przebieg
zjawiska ma wplyw wiele réznych czynnikéw, z ktérych jedne sg ignorowane (bo
ich wptyw zostal uznany za pomijalny), a inne nie sg znane dostatecznie
dokladnie, aby mozna byto napisaé catkowicie poprawny wzoér. Jesli model
znacznie odbiega od zjawiska, to i wyniki obliczen mogg bardzo sie rézni¢ od tego,
co mozna zaobserwowaé w rzeczywistosci.

Bledy danych wejSciowych. Dane wejSciowe trzeba zapisa¢ w postaci liczb
zmiennopozycyjnych, co powoduje ich zaburzenie. Je$li wynik od danych zalezy
(a zwykle tak jest), to nawet gdyby nie bylo innych bledéw, wynik obliczen moze
sie r6zni¢ od wyniku doswiadczenia. Ponadto, na ogét dane otrzymujemy

z pomiaréw, ktérych niedoktadnosci moga by¢ znacznie wieksze niz btad
reprezentacji zmiennopozycyjnej. Najdoktadniejsze pomiary w fizyce daja
kilkana$cie cyfr doktadnych, czesto znamy dane z doktadnos$cig rzedu 1%,

a czasami bltedy sg na poziomie kilkudziesieciu procent. Sygnaly lub obrazy moga
by¢ znieksztalcone z powodu szumu i bardzo niewyrazne. To wszystko ma bardzo
duzy wplyw na wynik (albo jego brak, jesli algorytm nie poradzi sobie

z niedokladnymi danymi).

Btedy aproksymacji. W obliczeniach numerycznych stosuje sie przyblizenia

funkcji, ktorych doktadne obliczenie jest niewykonalne lub zbyt kosztowne. Na
przyklad, zamiast granicy nieskonczonego ciggu zbieznego, bierze sie pewien
element tego ciggu. Zamiast sumy szeregu nieskoficzonego oblicza sie sume ilu$
poczatkowych sktadnikéw. Zamiast catki oblicza si¢ kwadrature. Réwnania
rézniczkowe czesto zastepuje sie rébwnaniami réznicowymi; mozna podaé wiele
dalszych przyktadow.

Btedy aproksymacji granicy ciggu nieskonczonego przez pewien element tego
ciggu, lub sumy nieskonczonego szeregu przez pewna sume czesciowa sa czesto
nazywane bledami obciecia.

Btedy zaokraglen. Wynik kazdego dziatania wykonanego przez komputer podlega
zaokragleniu. Skutki bardzo czesto sg mate w poréwnaniu ze skutkami innych

bledéw, ale czasem moga zupelnie zmieni¢ wynik.
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Btledy grube. To sg skutki wszelkich pomytlek, awarii, oraz btedéw popelnionych

W procesie pozyskiwania danych lub w implementacji algorytmu. Z innych
przyczyn mozna tu tez wymieni¢ sabotaz (np. uprawiany przez producentéw
wiruséw komputerowych i przez nierzetelnych autoréw oprogramowania).

Uwarunkowanie zadania

Wiekszos¢ zadan numerycznych polega na obliczeniu wartosci pewnej funkcji f,
ktérej dziedzing jest pewien obszar D C R". Wynik obliczenia jest wektorem

w R™, przy czym m moze by¢ okre§lone przez konkretny argument x € D — na
przyktad, gdy trzeba znalezé wszystkie rzeczywiste miejsca zerowe wielomianu,
ktérego wspbiczynniki sg wspblrzednymi wektora x. Zatézmy jednak, ze m jest
ustalone (i znane) dla wszystkich x € D, a funkcja f jest ciggta. Zanim zaczniemy
rozpatrywac jakiekolwiek algorytmy obliczania wyniku, zajmiemy sie wplywem,
jaki zaburzenia danych (ktére moga pochodzi¢ z niedokladnych pomiaréw i ktére
trzeba zastgpi¢ liczbami zmiennopozycyjnymi) maja na wynik.

Pojecie numerycznego uwarunkowania zadania okresla wrazliwo§¢ wyniku na

zaburzenia danych; dla zadania dobrze uwarunkowanego niewielkie zaburzenie
danych powoduje niewielkg zmiane wyniku. Zadanie jest Zle uwarunkowane, jesli

po matej zmianie danych otrzymujemy zupelnie inny wynik. W zwiazku ze
sposobem reprezentowania liczb (ktéry zapewnia maty biad wzgledny), bierzemy
pod uwage wzgledne zaburzenia danych i1 spowodowane przez nie zmiany wyniku.

Liczbowa miara uwarunkowania nazywa si¢ wskaznikiem uwarunkowania zadania.
Okresla sie go wzorem

cond¢y) X =  sup
[Fe=x <ellx]

(Hf(fc) —fOJl /1% —XH)
(x| x|l /)

Symbol cond pochodzi od angielskiego condition number; napis po lewej stronie
czytamy: ,wskaznik uwarunkowania zadania obliczenia f(x) dla danych x”.

W okresleniu wskaznika uwarunkowania uzywamy jakich§ norm (zaleznie od
zadania) i okre§lamy najwigksza dopuszczalng zmiane (zaburzenie wzgledne) ¢
danych x. Nastepnie badamy iloraz wzglednego zaburzenia wyniku i powodujacej
to zaburzenie wzglednej zmiany danych.

Co daje znajomos¢ wskaznika uwarunkowania? Jesli dane znamy z bledem
wzglednym nie wigkszym niz ¢, to blad wzgledny wyniku (uwaga: doktadnego
wyniku dla danych X, jakimi dysponujemy, w poréwnaniu z wynikiem dla
nieznanych nam danych dokladnych x) nie jest wigkszy niz € condgy)x. Na
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przyktad, jesli wskaznik uwarunkowania jest réwny 100 (to jeszcze nie jest duzo),
a dane reprezentujemy w formacie pojedynczej precyzji, tj. z bledem nie
wiekszym niz v ~ 10~ (i poza zaokragleniem nie ma innych bledéw), to wiemy, ze
jesteSmy w stanie otrzymac wynik z piecioma cyframi doktadnymi. Jesli jednak
pomiar danych ma btad rzedu 1%, to otrzymany wynik moze mieé¢ btad 100%; na
og6él taki wynik jest bezwartoSciowy. Albo nalezy wtedy zdoby¢ dokladniejsze
dane, albo zaja¢ sie innym zadaniem (by¢ moze mozna jako$§ przeformutowac
problem). Pamietajmy przy tym, ze zalozyliSmy brak btedéw w algorytmie, ktéry
moze dodatkowo zepsué¢ wynik.

Czesto przyjmuje sie, ze zaburzenia danych sg bardzo mate (bo wzgledne btedy
reprezentacji zmiennopozycyjnej sg bardzo mate), wiec dla uproszczenia oblicza
sie warto§¢ graniczng wskaznika uwarunkowania, dla ¢ — 0 (co ma sens, jesli
wskaznik jest ciagly w otoczeniu x). Jesli zadanie polega na obliczeniu wartosci
skalarnej funkcji f, ktéra ma skalarny argument x, przy czym funkcja f ma
pochodng, to mamy wtedy

COndf(X) X =

Btledy reprezentacji wektoréw

Niech x = [x1,...,Xn]" € R" i niech X = [X1,...,%." € R", przy czym

Xi = xi(1 + ¢;) dla kazdego i. Zamiast rozpatrywac osobno btedy poszczegblnych
sktadowych wektora, co mogltoby zbyt by¢ pracochtonne, czesto btad opisuje sie
jedna liczba, za pomoca jakiej§ normy. NajczeSciej wykorzystywane sg

normy Holdera, okres§lone wzorem

:
xllp = (Bal” + - + xal?) 7,
dla pewnego p > 1, oraz norma okreslona jako granica dla p — oo:

X[l = max [xil.
ie{l,...n}

Za miare¢ btedu bezwzglednego mozemy przyjac liczbe |[x —X||,. Jedli x #0 i dla

kazdego 1 jest |¢;] < v, to miara bledu wzglednego spelnia nieréwnosé

~ 1 1
=%l _ (aeal 4+ baeal?)"™ (v 4k b)) v

Il Il b ]l T

V.

Zatem, blad wzgledny reprezentacji wektora, ktérego wspodtrzedne zostaty
zokraglone do najblizszych liczb zmiennopozycyjnych, mierzony za pomoca
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dowolnej normy Héldera (takze || - || ), jest na poziomie bledu reprezentacji
pojedynczej liczby.

Uwaga: Nalezy pamietaé, ze z nierébwnosci H’ﬁ;ﬁp
wzgledne poszczegdlnych sktadowych sg mate. Jesli pewna sktadowa jest réwna 0,
to dowolne niezerowe jej zaburzenie daje nieograniczony blad wzgledny. Tak wiec,
wykonujgc odpowiednie rachunki, nie nalezy wycigga¢ pochopnych wnioskéw.

< ¢ > 0 nie wynika, ze bledy

Numeryczna poprawnos¢ algorytmu

Skutki bledéw zaokraglenn w obliczeniach czasem mozna zinterpretowacé jako
skutki takiego zaburzenia danych, ze otrzymany wynik jest dla tych zaburzonych
danych doktadny. Je$li takie hipotetyczne zaburzenie danych jest mate, to
méwimy, ze algorytm jest numerycznie poprawny. Pewne algorytmy sg

numerycznie poprawne, inne nie sg. W zasadzie numeryczna poprawnosc
5o jest to” — w praktyce niczego lepszego po algorytmach numerycznych
spodziewal sie nie mozna.

Tak, jak uwarunkowanie zadania, numeryczng poprawno$¢ mozna mierzy¢,
badajac tzw. state kumulacji algorytmu. Algorytm jest tym lepszy, im te stalte sg

mniejsze. Aby je zdefiniowaé, wprowadzimy potrzebne oznaczenia.
Niech A oznacza algorytm i niech A(x) oznacza wynik obliczenia, ktéry powinien
by¢ jak najblizszy ,prawdziwemu” rozwigzaniu zadania, f(x). Obliczony wynik
sktada sie z liczb zmiennopozycyjnych, zatem mozemy dopusci¢ do rozwazan jego
blad reprezentacji. Przypu$émy zatem, ze istniejg liczby K4 i K,,, takie ze dla
kazdego x € D istniejg dane zaburzone X, dla ktérych spelnione sg nieréwnosci
[£(%) — AG)l| _
[11c9] —
Moéwimy wtedy, ze algorytm A jest numerycznie poprawnym algorytmem
obliczania warto$ci funkcji f w dziedzinie (klasie zadan) D, ze stalymi kumulacji
(danych) K4 i (wyniku) K,,.

< Kgv, oraz Kyv.

Trzeba podkresli¢, ze w analizie algorytmu czesto wystepuje swoboda wybierania
danych lub wyniku, do ktérych ,doczepiamy” bledy; z jednej strony to utrudnia
analize, a z drugiej stwarza mozliwo$ci pewne]j ,,gimnastyki”, wskutek czego pewne
oszacowania mogg by¢ poprawione — nieraz jest tak, ze algorytm w praktyce
dziala bardzo dobrze, tj. wytwarza bardzo dokladne wyniki, za§ analiza tego nie
potwierdza, bo na przyktad daje bardzo grube oszacowania statych kumulacji.
Wspomniana ,,gimnastyka” czasem pomaga. W analizie btedu zwykle zaktada sie,
ze bledy w poszczegdlnych dziataniach sg niezalezne (i nieskorelowane), a ich
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wartosci bezwzgledne sumujg si¢, tymczasem poszczegdlne bledy wzgledne moga
by¢ mniejsze niz v, moga si¢ tez znosi¢. Czasem analiza biedu pozwala wykry¢
newralgiczne miejsca 1 pomaga przeprojektowaé wzory.

Jesli stata Ky jest réwna 0, to znaczy, ze niezaleznie od uwarunkowania zadania
otrzymany wynik jest bardzo dokltadny, tj. otrzymany z doktadno$cig na poziomie
bledu reprezentacji (tj. btad wyniku jest co najwyzej K,, razy wiekszy). Taka
sytuacja wystepuje w praktyce nadzwyczaj rzadko. Czesciej ,wine”’ za
niedokladno$¢ wyniku mozna ,zwali¢” na dane. Takie postepowanie, tj. znalezienie
1 oszacowanie zaburzenia danych, ktére prowadzi do otrzymanego wyniku, nazywa
sie analizg wstecz; jej tworcg byt Wilkinson. Jesli zadanie jest dobrze

uwarunkowane i state kumulacji sa nieduze, to stagd wynika, ze obliczony wynik
jest dobrym przyblizeniem wyniku poszukiwanego.

Numeryczna stabilnos¢ algorytmu

Czesto sie nie udaje udowodnienie numerycznej poprawnosci algorytmu, tj.
znalezienie stalych kumulacji niezaleznych od danych w ustalonej dziedzinie D.
Wéwcezas mozna sprobowaé zbadad, czy jest on numerycznie stabilny — ta
wlasnos¢ jest pewnego rodzaju ,,minimum przyzwoitosci” algorytmu. Aby ja
zdefiniowad, zbadajmy, jak duzy bytby blad wyniku, gdyby dane zostaly
zaburzone na poziomie bledu reprezentacji (co musi mieé¢ miejsce — dane do
obliczen sa liczbami zmiennopozycyjnymi) i wynik tez nalezatoby zaokragli¢ (bo
tez go reprezentujemy w ten sposéb), ale poza zaokragleniem koricowego wyniku
wszystkie obliczenia bylyby wykonywane doktadnie.

Btad (bezwzgledny) wyniku spelniajacy wymienione warunki mozna oszacowaé
przez liczbe

[f(x) || (condfx) x + T)v.

Wzgledny btad danych, na poziomie v, przenosi si¢ na wynik z czynnikiem
cond¢(x) X; do tego wynik trzeba jeszcze zaokragli¢, stad do wskaznika
uwarunkowania zostala dodana jedynka. Liczba bedgca warto$cig podanego
wyrazenia nazywa sie optymalnym poziomem bledu.

Jesli teraz algorytm zaokragla wyniki wykonywanych dziatan, to moze wynik
zepsu¢ dodatkowo. Méwimy, ze algorytm A jest numerycznie stabilnym

algorytmem obliczania funkcji f, jesli istnieje liczba K (stata kumulacji), taka ze
dla dowolnych danych x € D spelniona jest nieréwnosé

(%) — A(x)|| < K[|f(x)||(condsp x + 1)v.
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Wazne jest tez, aby stata kumulacji nie byta bardzo duza.

W tym ujeciu analizy bledéw nie zajmujemy sie tym, czy istniejg takie dane,
bliskie danych x, dla ktérych otrzymujemy (ewentualnie zaburzony na poziomie
bledu reprezentacji) wynik. Dane takie moga wigc nie istnie¢ — mozemy na
przyktad otrzymac sinus pewnego kata rzeczywistego wigkszy niz 1. Istotne jest
to, ze majac algorytm numerycznie stabilny, mozemy dowolnie zmniejszy¢ skutki
btedéw zaokraglen, wykorzystujac w obliczeniach dostatecznie doktadng
arytmetyke (czyli taka o dostatecznie dlugiej mantysie: przypominam,

ze v = 27Y). Oczywiscie, dla zadan zle uwarunkowanych arytmetyki standardowe
moga nie wystarczy¢, ale wtedy czy na pewno znamy dane az tak doktadnie?

Jesli funkcja f, ktorej warto§¢ nalezy obliczy¢, spelnia warunek Lipschitza, tj.
istnieje stata L, taka ze

vx,yeD ||f(x) _f(y)” < L”X—y”,

to kazdy algorytm numerycznie poprawny jest tez numerycznie stabilny, ale
numeryczna stabilno$¢ nie gwarantuje numerycznej poprawnosci.

W opanowaniu opisanych wyzej poje¢ moze poméc rysunek, bedacy ilustracjg
zadania rozwigzywania ukladu dwéch réwnan liniowych Ax = b, z nieosobliwg
macierza A. Rozwiazaniem zadania jest wektor x = A~'b, przy czym ten wzor
jest pozyteczny w teoretycznej analizie zadania i algorytmoéw jego rozwigzywania,
ale nie jest dobrym algorytmem numerycznym (i prosze go nie uzywaé w tym

charakterze). Danymi sg wspdlczynniki macierzy A i wektora prawej strony b.
Dla ilustracji pojeé rozpatrujemy tylko zaburzenia wektora prawej strony®.
Wielkos¢ tych zaburzen jest taka, jak gdyby mantysa miata mniej wiecej trzy bity.

a)

SW rzeczywistosci skutki bledéw zaokraglen w rozwigzywaniu uktadu réwnar liniowych
przedstawia sie jako efekt zaburzenia macierzy A — czego jednak nawet dla uktadu dwéch réwnan
nie da si¢ przejrzyscie zilustrowac.
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Na rysunku a) mamy ilustracje uwarunkowania zadania. Zaznaczona kula (tj.
kolo) o §rodku b ma promien ||b||v. Zaburzenie danych polega na zastgpieniu
wektora b przez jakis element tej kuli. Obrazem tej kuli jest elipsoida (elipsa)
o §rodku x. WskaZznik uwarunkowania zadania (ze wzgledu na zaburzanie
wektora b, ale takze macierzy A, co bedziemy bada¢ na jednym z dalszych
wyktadow) jest ilorazem dlugosci najdiuzszej i najkrotszej osi elipsoidy.

Numeryczna poprawnos¢ jest zilustrowana na rysunku b). Algorytm
wyprodukowal pewien wektor X. Niech b = A%. Przypusémy, ze stata kumulacji
K,, = 0. Wtedy

Ib—b|

<K
[b]lv @

1 mamy gwarancje, ze dla otrzymanego wyniku X, ktory lezy w obrebie
narysowane]j linig przerywana elipsy, istniejg dane f), ktére lezg w narysowanym
linig przerywang kole (promien tego kotla jest K4 razy wigkszy niz ||b||v). Jesli za$
wezmiemy K,, > 0, to dopuszczamy dodatkowe zaburzenie wyniku; lezy on w nieco
wiekszym obszarze ograniczonym przez krzywa zobrazowang przez linie ciagla (ta
krzywa nie jest elipsg). Dla takiego wyniku istnieje bliski punkt lezacy w obszarze
ograniczonym elipsa, ktory jest dokladnym wynikiem dla pewnych danych
potozonych w wigkszym kole o §rodku b.

Numeryczna stabilnos¢ jest przedstawiona na rysunku c). Rozwazamy zaburzenia
danych b na poziomie biedu reprezentacji. Dla tak zaburzonych danych wynik
lezy w obszarze zacienionym, ograniczonym przez elipse. Ten obszar rozszerzamy,
aby uwzglednié¢ blad reprezentacji wyniku, a nastepnie opisujemy koto. Promien
tego kota jest optymalnym poziomem btedu. Wynik jest punktem kota

o promieniu K razy wiekszym. Dla pewnych punktéw tego kota, potozonych
daleko od elipsy, nie istniejg dane f), lezace blisko danych b i takie, ze X jest
doktadnym wynikiem dla danych b.
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Zadania i1 problemy

. Zadanie polega na obliczeniu sumy n liczb: s = %7 + - - - + X,. Dla algorytmu
sumowania ,,po kolei” napisz wyrazenie, ktérego wartos¢ jest suma obliczong

z bledami zaokraglen (przy zalozeniu, ze nie wystapit nadmiar ani niedomiar
zmiennopozycyjny). Skonstruuj wektor X = [X;,...,X,], taki ze wynik obliczenia
jest suma jego wspolirzednych i znajdz stala kumulacji, dowodzac w ten sposéb
NuUmMerycznej poprawnosci.

. Zr6b to samo dla algorytmu sumowania parami, w ktérym oblicza sie sumy
kolejnych par danych liczb, sumy par tych sum, itd., az do otrzymania sumy
wszystkich sktadnikéw. Poréwnaj state kumulacji tych dwoch algorytméw.

. Algorytm Kahana sumowania liczb: para zmiennych zmiennopozycyjnych, (s,c),
symuluje liczbe zmiennopozycyjng o dwukrotnie dtuzszej mantysie, dzieki czemu
bledy wzgledne zaokraglen sa na poziomie 272!

0
I

alo0];
0.0;
(i=1; 1<n; i++ ) {

= al[i]-c;

e}
o
=

= S+y;
= (t-s)-y;
= t;

UJOd“<:‘

}

. Zadanie polega na obliczeniu przy uzyciu schematu Hornera wartosci wielomianu
w(x) = apx™ + - -+ a;x + ay dla ustalonego x. Skonstruuj wspéiczynniki w bazie
potegowej wielomianu W(x), ktérego warto§¢ w punkcie x zostala obliczona

1 znajdz statg kumulacji.

. Zbadaj bledy zaokraglen wytworzone przez algorytm obliczania wartosci
wyrazenia a’ + ab + b?, korzystajacy ze wzoru

w==((a+b)*+ (a’+b?)).

N —

Mnozenie przez catkowite potegi liczby 2 (tu przez %), jesli nie ma nadmiaru ani
niedomiaru, jest wolne od btedéw zaokraglen.

. (Lab.) Oblicz sume poczatkowych n sktadnikéw szeregu

R n
3'5 779 74

przy uzyciu réznych algorytméw sumowania. Poréwnaj wyniki.
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7. (Lab.) k-ta suma czeSciowa szeregu w poprzednim zadaniu jest opisana wzorem

k

.
se=2 (5

1=l

Zbadaj zbieznos¢ ciggu (sy)yen 1 poréwnaj ze zbieznoscig ciggu (ty)ren okreslonego
wzorem

—

t = =(sx+ S .
k z(k K+1)

8. (Lab.) Rozwazamy obliczanie kolejnych wyrazéw ciggu
1Tk
X
= dx.
. JO xX+7 x

Wszystkie wyrazy tego ciggu sg dodatnie; dla k — oo cigg dazy monotonicznie do

zera. Dla k > 0 mamy

xTdx = —.

1k 4 75k r 1
————dx =
0 k

7L 1 =
O+ /O JO X‘|—7

Stad otrzymujemy réwnanie réznicowe

axy = —7C1k,1 + E

Liczby ay mozemy oblicza¢ kolejno na podstawie tego réwnania, biorac
a=In8—1In7.

Napisz program, ktéry wykonuje to obliczenie, przypisujac kolejne obliczone
wyrazy ciggu zmiennej statopozycyjnej pojedynczej, a takze podwdjnej precyzji;
wystarczy obliczy¢ 1 wypisaé pierwsze 20 wyrazéw ciggu. Zbadaj, czy otrzymane
wyniki sg poprawne i wyjasnij, co spowodowalto pojawienie sie takich wynikéw.
Nastepnie sprobuj postapi¢ odwrotnie: przyjmij dszo = 0 (liczba dsp przybliza aso
z bledem 100%), a nastepnie oblicz kolejno

~ 1,1
G = 7<E—ak) dla k = 30,...,1.
Ponownie zbadaj, jak dobrym przyblizeniem liczb ay sg otrzymane liczby ay

1 wyjaénij, dlaczego.

Sprobuj wyciggnal z tego eksperymentu wnioski, ktére mialyby zastosowanie
podczas numerycznego rozwigzywania dowolnych réwnan réznicowych liniowych
o statych wspétczynnikach (takze réwnai stopnia wiekszego niz 1).
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9. (Lab.) Oblicz wartosci funkcji

fix) =1—v1—x2

dla x = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, 0.000001 przy uzyciu arytmetyki
zmiennopozycyjnej, na podstawie podanego wzoru definiujacego funkcje f i na
podstawie rozwiniecia Maclaurina z wyrazami do rzedu 4:
3 o) 1 3
(&) 5 4

]
x4+ =x* + —x* + =x

fx) =5+ 7 51 T T

1 poréwnaj wyniki. Wiedzac, ze

3x3 3x
(1 —x2)572 + (1 —x2)32

fO(x) =

oszacuj btad wzoru przyblizonego, tj. reszte rozwiniecia.



Przypomnienia

dowolny funkcjonatl || - || okre§lony w przestrzeni liniowej V nad ciatem
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. Przypomnienie pojecia normy (potrzebnego w dalszych wyktadach): norma jest to

liczbowym K (np. R lub C; w tym wyktadzie rozpatrujemy tylko przestrzenie

rzeczywiste) i przyjmujacy wartosci rzeczywiste, ktéry spetnia warunki:

dodatnio¢: Vyev ||x|| = 0 oraz x| =0 = x =0,

polliniowos¢: Viev aek || ax| = lal||x||,

nierdwno$¢ tréjkata: Vyyev ||x +ul| < [|x|| + [ly]l.

W przestrzeni R" (a takze C") bardzo czesto rozwaza sie normy Holdera: dla

dowolnego p > 1 funkcja okre§lona wzorem

Ixllp = (P + -+ + I, [P) 1P

spelnia podane warunki, jest wiec normg. Réwniez w granicy dla p — oo

otrzymujemy norme

[X[[o = max [xi].
ie{l,...n}

Szczegodlnie czesto rozwaza sie normy Holderadlap =1, p=0c0ip = 2.

Nizej jest przypomniany dowdd tzw. nieréwnosci Minkowskiego, ktéra dla p-tej

normy Holdera jest nieréwnoscig tréjkata. Najpierw wykazemy dwie nieréwnosci

pomocnicze.

. Nieréwno$¢ Younga: Jeéli p,q > 1,

%+%:1,oraz a,b >0, to

ab < la]D + lb“'.
p q

Dowdd. Jesli a =0 1lub b =0, to
nieréwno$¢ jest oczywista. Przypusémy
zatem, ze a,b > 0. Funkcja e*: R — R jest
wypukta, t]. wnetrze kazdego odcinka,
ktérego konce leza na wykresie tej funkcji,
lezy nad tym wykresem, skad wynika, ze

1 Pyl q
ab = elna+lnb — ep Ina +q Inb
1 __— ¢ aP bd
g_elna _|__elnb —— 4+ . 0O
p q p q

A
b4

1.p 119
—-a ~-b
P +q

ab

In aP

Inab Inbd -



3.12

3. Nieréwnosé Holdera: Jesli p,q > 11 % + % =1, to

‘;xiyl (Z lelp) " (Z [ys Iq) .

Dowdd. Najpierw wezmy ciagi (Xi)i i (Ji)i, takie ze ) %P =, [§il? = 1. Wtedy

\ng lelyl\z IR + |gi|q=%(;|§1|P)+%(Z|gi|q)

1

z nier. Younga

=—+—-—=1
P q

Dla dowolnych niezerowych ciggdw (x;); i (y;i); okre§lamy liczby
% = xi/ (X xilP)VP oraz §i = yi/(>_Iyil?)"/9 i mnozymy przez
(>~ palP)P(5” yi|!)/9 strony nieré6wnosci udowodnionej wyzej. Jesli zas ktorys
z ciggdw jest zerowy, to nier6wnos¢ jest oczywista. O
Szczegdlny przypadek nieréwnosci Holdera, dla p = q = 2, nosi nazwe
nieréwno$ci Schwarza, albo nieréwno$ci Cauchy’ego-Schwarza. To z tej

nieréwnos$ci wynika, ze iloczyn skalarny dwoéch niezerowych wektoréw w R"
speinia réwno$é

% y) = [Ix2llyll2cos

dla pewne]j liczby rzeczywiste] ¢, ktora jest miarg kata miedzy tymi wektorami.

4. Nieréwnos§é Minkowskiego: Jesli p > 1, to

(Ehrur) "< (Zr) " (Ziw)

1

Dowdd. Dla p = 1 nieréwno$¢ jest oczywista. Niech zatem p > 1. Wtedy jesli
14 % =1,toq= ];E—], co wykorzystujemy w obliczeniu

Z i+ yilP = Z iyl byl <O (il ) - Byl
1 p—1

((Z lelp) (Z |Ui|p> /p> - (Z Ixi+yilp> P

1

7 nier. Holdera

Wystarczy pomnozy¢ strony powyzsze] nierdwnosci przez (Z Ixi + yl|p) %. O

Nieréwnosci Holdera 1 Minkowskiego dotycza tez ciggdw nieskonczonych i catek —
rachunki w dowodach sg takie same, ale rozwazane szeregi maja by¢ zbiezne.
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5. Norma Holdera dla p = 2, czyli tak zwana norma euklidesowa, mierzy ,zwykta

dlugos¢” wektora. Norma ta ma zwigzek z iloczynem skalarnym w R", okre§lonym
wzorem
<X> y> = yTX)

mianowicie dla kazdego x € R™ zachodzi réwnos¢
[1x[l2 = v/ (x,%).

6. Niech V, 1V, beda przestrzeniami okre§lonymi nad tym samym cialem
liczbowym K i niech bedg okreslone w nich jakie§ (dowolne) normy, odpowiednio
- llai]l-|lo. Zbior L(Vqy; V) wszystkich przeksztatcen liniowych Vy — V,, jest
przestrzenia liniowg nad K. Funkcjonal okre§lony w przestrzeni L(V,;V,) wzorem

()]
I = sup T2 — sup 500,
0 [Xlla i
jest normg. Méwimy, ze jest to norma indukowana przez normy || - |4 1 || - ||o-

Przestrzen przeksztalcen liniowych R"™ — R™ mozemy utozsamié
z przestrzeniag R™ ™ macierzy m x n. Je§li w przestrzeniach R™ i R™ przyjmiemy
normy p-te Holdera, to norme indukowang przez nie w R™ " bedziemy réwniez

oznaczaé symbolem || - ||,. W przestrzeni R™' p-ta norma indukowana jest
identyczna z norma p-tg Holdera w R™, zatem symbol || - ||, nie prowadzi do
nieporozumien.

Normy indukowane pierwsza i nieskonczona sag tatwe do obliczenia:

m
|Alh = max Z |al,
je{1,..ym =

n
[Allo = max Z |asl.
ie{1,...,m} P

Na ¢wiczeniach, jesli bedzie czas, warto udowodni¢ te wzory.

7. Norme w R™ ™ indukowang przez normy drugie w R"™ i R™ mozna obliczy¢ na
podstawie wzoru

HAHZ =V p(ATA))

w ktérym p(ATA) oznacza promien spektralny macierzy ATA, tj. najwieksza
wartos$¢ bezwzgledng wartosci wlasnej macierzy ATA (w tym przypadku kazda,
wiec tez najwicksza warto$¢ wlasna jest liczbg rzeczywistg nieujemng). Jesli
macierz A jest kwadratowa i symetryczna, to zachodzi tez réwnos¢ ||A|; = p(A).
Jesli nie znamy wartosci wlasnych, to mozemy skorzysta¢ z oszacowania

1Az < VIATA |-
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Jesli macierz A jest wierszowa (tj. ma tylko jeden wiersz), to jej norma
indukowana przez norme p-ta (dla 1 < p < co) wyraza sig wzorem [|Al, = [|AT||q,
gdzie % -+ % = 1. Macierze wierszowe utozsamiamy z przeksztalceniami liniowymi
R™ — R, czyli funkcjonatami liniowymi (okres§lonymi wzorem f(x) = Ax).
Nieréwnos¢ ||All, < ||AT||q wynika z nieréwnosci Holdera. Dowbd, ze takze

|All, = [|AT]lq, mozna zaczaé od macierzy A € R"™™ spelniajacej warunek

|AT||; = 1. Dla takiej macierzy dobieramy wektor x € R", jednostkowy (||x||, = 1)
1 taki, aby nieréwnosci w dowodzie nieréwnosci Holdera byly réowno$ciami.

. Normy indukowane macierzy sg submultiplikatywne, tzn. jesli istnieje iloczyn

macierzy A i B, to |AB|| < ||A]|||B]|. Jest tak w szczegblnosci dla kazdej normy
p-tej, ale nie tylko. Wtasnos¢ ta jest prostym wnioskiem z definicji normy
indukowane].

Dla p > 1 oraz p = oo zachodzi tez latwa do wykazania nieréwnosc¢ ||A|, > [|Aillp,
gdzie A;; jest dowolnym blokiem macierzy A. Ponadto [|A|, = [|[PAQT]|, dla
dowolnych macierzy permutacji P i Q.

Jesli macierz B € R™™ jest nieosobliwa, to wzoér

def
Ixlls = [[Bx]],

w ktérym po prawej stronie jest dowolna ustalona norma w R", tez okresla
norme, co tatwo jest sprawdzi¢ (Ewiczenie).

Majac dang macierz A € R™", jak mozna obliczy¢ jej norme indukowang przez

norme || - |[g? Zobaczmy:
Al = sup 1A%l _ o IAB Ul IBAB Y] IBAB Ty
P IXls w0 [Byls  wh BByl
= |BAB7'||.

Jedli istnieje macierz nieosobliwa B, taka Ze dana macierz C jest rtéwna BAB™', to
o macierzach A 1 C méwi sie, ze sg podobne. O relacji podobieistwa mozna
my$le¢ w ten sposéb, ze macierze podobne opisujg to samo przeksztalcenie liniowe
w réznych bazach; macierz B jest macierzg zmiany bazy.

Udowodnij, ze norma Frobeniusa, okre§lona w przestrzeni R™" wzorem

Al = Z Z |asl?,

i=1 j=1

jeSlin > 11m > 1, nie jest norma indukowang przez zadng p-ta norme Holdera
(ani w ogble przez zadna norme wektorows).
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Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych

Zajmujemy sle rozwigzywaniem uktadu réwnan liniowych
Ax =D,

w ktérym dane sg: nieosobliwa macierz A o wymiarach n x n i wektor b € R™.
Uklad ten ma jednoznaczne rozwigzanie, x = A~'b, ale ten wzér, poza bardzo
szczegdlnymi przypadkami, nie nadaje sie do numerycznego rozwigzywania

naszego zadania (ale w rachunkach symbolicznych nie zawahamy si¢ go uzy¢, do
czego mamy pelne prawo).

Zajmiemy sie najpierw tzw. metodami bezposrednimi rozwigzywania ukladéw

réwnan liniowych. Mozemy je stosowaé wtedy, gdy liczba réwnan 1 niewiadomych
jest mata (co najwyzej rzedu 10°) lub gdy macierz ukladu jest ,szczegélnie tatwa”,
np. tréjdiagonalna. Metody te, gdyby nie bylo bledéw zaokraglen, dawatyby
dokltadny wynik po wykonaniu skoniczenie wielu dziatan. Bledy zaokraglen
oczywiscie to psuja.

Uwarunkowanie uktadu réwnan liniowych

Zbadamy, jak zmieni sie rozwigzanie uktadu, jesli dane, tj. macierz A lub
wektor b zaburzymy. Dla uktadu réwnan

Ax'=b + &b
otrzymujemy rozwiazanie
x'=A7b+A6b=x+ A'5D,

skad wynika, ze

ob ob
I = < JA 186 = A b 2R a1 axg 201
o] o]
56|
JA- A 2Rl
ol
1 ostatecznie
% — x| . l5b]
< JAA- e
IR ol

Zaburzymy teraz macierz A, tj. bedziemy rozwigzywaé ukiad (A + dA)x” = D.
Mamy

A(I+AT8A X" = 1.
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Musimy zatozy¢, ze zaburzenie macierzy A jest na tyle matle, ze macierz
(I+A~'8A) jest nieosobliwa, dzieki czemu mozemy ja odwréci¢ i uzyé wzoru
przyblizonego
(I+AT8A) '~ 1— A T5A.
Dostaniemy wtedy
~(I—ATBA)A b =(I—-AT6A)x =x — A T5Ax,
skad wynika przyblizona nieréwnosé
Ix"—x| _ [OA
O 1A

Zatem, oba zaburzenia wzgledne danych, tj. wektora b i1 macierzy A, moga

|
< HANAT =

przenies¢ sie na wynik z czynnikiem co najwyzej ||A||||A7"||. Ten czynnik jest
wskaznikiem uwarunkowania zadania rozwigzywania uktadu rownan Ax = b

1 bywa tez nazywany wskaznikiem uwarunkowania macierzy A. Je$li przyjmiemy

norme p-tg indukowanga, to mamy wskaznik uwarunkowania macierzy A
w normie p-tej, ktéry oznaczamy symbolem cond,A (cond,A = ||A],[|A7],).

Normy indukowane || - ||; 1 || - || macierzy A sa latwe do obliczenia. Poniewaz na
og6! nie znamy (i nie tracimy czasu na znajdowanie) macierzy A~', jej norme
mozemy zwykle tylko oszacowac. Jesli dysponujemy dodatkowsa informacja

o zadaniu, z ktérego wzigl sie nasz uklad réwnan, to warto z takiej informacji
skorzysta¢ w tym celu. Szacowanie normy macierzy A~ jest tez w zasadzie
mozliwe na podstawie czynnikéw rozktadu znalezionych podczas rozwigzywania
ukltadu jedng z metod bezposrednich.

Uwaga: Znalezione wyzej wskazniki uwarunkowania dajg do§¢ pesymistyczne
oszacowania bledéw, jakie mogg obcigzaé wyniki. W oszacowaniu skutkéw
zaburzenia wektora prawej strony korzystamy z nieréwnosci ||Ax|| < ||A[|[|x]], ale
jesli wektor prawej strony jest taki, ze nieré6wno$¢ ta jest ostra, to wskaznik
uwarunkowania zadania z takim wektorem i1 macierza A jest mniejszy. Mamy

X = x|l a0l 130l
Il Ix[l o]
a stad wynika wskaznik uwarunkowania ||A~"|| H A ‘bH Jesli wektor b ma taki
kierunek, ze ||[A~"b|| = [|[A7"||||b||, to mamy zadanie ze wskaznikiem

uwarunkowania (ze wzgledu na zaburzenia wektora b) réwnym 1.

Nie ma podobnie prostego rachunku dla skutkéw zaburzen macierzy A, ale
zaktadaliSémy, ze one mogg mie¢ catkowicie dowolny kierunek. T'ymczasem po
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pilerwsze mozna ograniczy¢ zaburzenia wzgledne poszczegdlnych wspdotczynnikow
(a wiec uznaé, ze wsp6lczynniki o matych wartosciach bezwzglednych moga miec
proporcjonalnie mate zaburzenia), a ponadto dopusci¢ tylko symetryczne
zaburzenia macierzy symetrycznej. Wskazniki uwarunkowania takich zadan (ktére
nalezaloby odpowiednio zdefiniowaé) ze wzgledu na zaburzenia macierzy A moga
by¢ znacznie mniejsze niz ||Al|||A7].

Metoda eliminacji Gaussa: algorytm

Metoda eliminacji Gaussa jest najprostszym i chyba najczesciej uzywanym

algorytmem rozwigzywania ukltadéw réwnan liniowych. Sklada si¢ on z dwdch
etapow. W pierwszym uktlad jest przeksztalcany tak, aby powstal réwnowazny
danemu uktad réwnan liniowych z macierzg tréjkatng gérna. W etapie drugim, na
podstawie kolejnych réwnan (od korica) obliczamy kolejne niewiadome (tez od
korica) — w kazdym réwnaniu wystepuje tylko jedna niewiadoma, ktérej wartosé
nie zostala obliczona wczeénie].

W pierwszym etapie (ktory jest wtasciwa eliminacjg Gaussa), konstruujemy ciag

macierzy A©® = A A .. A1 = U, takich ze macierz A¥) ma w kolumnach
1,...,k wspoélczynniki ponizej diagonali réwne 0. Majac macierz
Al — [ag< 7”]1)]-, obliczamy wspoétczynniki macierzy A™:
(k=1) , (k—1)
lxy = Ay /akk y )
0 (e (k1) . 1 dlai=k+1,...,n
a;7 = a; —lwqy S, dlaj=k+1,...,n

Ponadto agq = ag_” dla 1 < k, oraz agz) =0dlai>k.

Przeksztalcanie wektora prawej strony polega na skonstruowaniu ciggu wektoréw
b® =1b,bM, ..., b™ =y. W k-tym kroku eliminacji obliczamy wspoétrzedne
wektora b:

b = b bV dlai=k+1,...,m,

1

za§dlai=1,...,k mamy bgk) = bgk_]). W wyniku eliminacji otrzymujemy
macierz tréjkatng

U Wz Wz ... Wn
0 Uy W3 ... UWp
u= 0 0 uz3 ... Uz,
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1 wektor y, takie ze uktad Ux =y jest rownowazny ukladowi danemu.

Przeksztalcenie, ktére z macierzy A" produkuje macierz A jest liniowe;
zachodzi réwnodé A® =L, 'AKY przy czym macierz L i jej odwrotnosé sq
tr6jkatne dolne, z jedynkami na diagonali, a poza tym z niezerowymi
wspoélczynnikami tylko w k-tej kolumnie:

Ly = Ly 1 , L= —lpe 1
i Lok 1 i —Llnx T ]
Na konicu otrzymujemy macierz U = A1 = ]—7:1_1 e LI]A, czyli jest
A=L...L, U lloczyn L =L;...L, 7 macierzy przeksztalcen wykonanych
w kolejnych krokach ma pod diagonalg wspoétczynniki Ly, = 32_”/ a](!]i_”:
1 0 0 ce. 0]
ly 1 0 ... 0
L= L 1l 1 :
: : 0
]vnl an oo ln,nf] 1

W wyniku eliminacji Gaussa dostajemy wiec macierze trojkatne (dolng i gérng) L
i U, takie ze A = LU. Przeksztalcanie wektora prawej strony jest réwnowazne
rozwigzywaniu uktadu réwnain Ly = b. Zatem mozemy najpierw wyznaczy¢ tylko
macierze L 1 U, a przetwarzanie wektora prawej strony przenie$¢ do drugiego
etapu, w ktérym trzeba rozwigzac kolejno uktady réwnan z macierzami
tréjkatnymi, Ly =b i Ux =y.

Eliminacje mozna wykona¢ w miejscu (po lacinie in situ). Po obliczeniu
wspoélczynnika 1, mozna go zapamietaé¢ na miejscu wspoiczynnika agz_” (czyli na
miejscu zajmowanym poczatkowo przez a;). Obliczone wspdiczynniki ag]k ' dla

(k—

1 < j wpisujemy w miejsce a, Y. W ten sposéb otrzymamy tablice z liczbami
J 'L)

U Uz U3 cee U
Ly [up w3 ... Uy
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do ktoérej moze siega¢ podprogram rozwigzujacy uktady tréjkatne. Podprogram
eliminacji in situ ,psuje”’ poczatkowg zawartos¢ tablicy. Jesli oryginalna macierz A
jest potrzebna (czesto jest), nalezy ja skopiowac i ,zepsu¢” kopie.

Opisany wyzej algorytm jest zawodny; nieosobliwo$¢ macierzy A nie gwarantuje
wykonalnosci dzielenia przez wspélczynnik a,(!g, ktéry moze by¢ zerem. Co wiecej,
jesli wspotczynnik ten ma matg warto§¢ bezwzgledng w poréwnaniu z innymi, to
skutki btedow zaokraglenn moga prowadzi¢ do otrzymania bardzo niedoktadnych
wynikéw. Dlatego stosuje sie¢ wybor elementu gtéwnego (ang. pivoting).

Najczescie] stosowany wybor czedciowy w kolumnie polega na wyszukaniu
1) 1)

w zbiorze {a](jf: yeony aﬂf”} wspbiczynnika ang o najwiekszej wartosci
bezwzglednej, a nastepnie (jesli | # k) przestawieniu réwnan 11i k. Jesli macierz A
jest nieosobliwa, to ktéras z tych liczb nie jest zerem i dzielenie przez nia jest
wykonalne. Poniewaz dzielimy przez liczbe o najwieksze] wartosci bezwzglednej,
wspoiczynniki 1, majg warto$ci bezwzgledne nie wieksze niz 1.

Mozna dowies¢, ze skutki takiego przestawiania (tzn. otrzymane na koiicu
macierze L i U) sg takie same, jak gdyby réwnania zostaly poprzestawiane przed
przystapieniem do eliminacji. Zatem, po zastosowaniu czesSciowego wyboru
elementu gléwnego, otrzymamy macierze L 1 U, takie ze LU = PA, gdzie

P oznacza macierz dokonanej permutacji réwnan.

Macierz P trzeba jako$ reprezentowad, aby mozna bylo odpowiednio poprzestawiaé
wspolirzedne wektora prawej strony, poniewaz trzeba bedzie rozwigzaé uktady
rownan Ly = Pb i Ux = y. Najprostszy sposéb polega na uzyciu tablicy liczb
catkowitych o dtugosci n; pozycji k-tej przypisujemy indeks | wiersza, ktoéry zostat
przestawiony z k-tym (albo k, jesli nie bylo przestawienia). Przestawianie liczb
zmiennopozycyjnych w tablicy jest operacjg wolng od bledéw zaokraglen.

Istnieje tez wyboér pelny elementu gléwnego; przestawiamy w nim wiersze
1 kolumny tak, aby wspoétczynnik a](j;_”, przez ktory bedziemy dzieli¢, miat

najwieksza wartos§¢ bezwzgledng w prawej dolnej podmacierzy
n+1—kxn+1—k. W ten sposéb otrzymujemy rozktad macierzy LU = PAQ".
Do rozwigzania mamy uktady Ly = Pb i Uz =y, a nastepnie trzeba obliczyé

x = Q'z, czyli odpowiednio poprzestawiaé wspoélrzedne rozwigzania. Macierz
permutacji Q mozna reprezentowa¢ w taki sam sposéb jak P. Pelny wyboér
elementu gltéwnego jest dosyé kosztowny (cho¢ nie powieksza rzedu zlozonosci
algorytmu) i bardzo rzadko zdarza sie sytuacja, gdy doktadnos¢ wyniku
otrzymanego z wyborem czeSciowym jest za mata, a wybdér pelny daje
dostatecznie maty biad.

Metoda eliminacji Gaussa: analiza biedow
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Udowodnimy, ze metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu gltéwnego jest
algorytmem numerycznie poprawnym, tj. istnieje macierz A, taka ze zachodzi
réwnosé P;‘\QT —[U dla obliczonych macierzy tréjkatnych [ iU, oraz istnieje
liczba F,, taka ze

1A — Al

< Fov.
IA]l b

Zatem, rozpatrujemy macierze A® = PAQ" oraz AN = [, TAK*1 | skladajace sig
z dokladnych wynikéw wykonanych dzialan, oraz macierze A i [ otrzymane
w kolejnych krokach eliminacji przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej,
z bledami zaokraglen. Wezmy k = 1. Zamiast wspodlczynnika li; = air/ay
macierzy L; (oraz L) otrzymamy liczbe

Ly =f(au/an) = (au/an)(1 + o) = du/apy,
gdzie di;; = a1 (1 4 aqr), log] < v =2"" (dla uktadu réwnan o wspéiczynnikach
zespolonych zamiast v nalezy przyjaé (4 + v/2)v — zobacz wyklad 2; dalej
badamy przypadek rzeczywisty).

)

Nastepnie, zamiast wspoélczynnika ag = a; — Liyay; macierzy AV komputer

wyprodukuje liczbe
ﬁ%” = fl(ay — (9 aij) = (aij —1y ar; (1 + [3@))(1 + Vi)

= ay — lnay; + ayyy — L arj(vy + By + Biﬂ/ij)j = a4y — lipayj. (*)

Liczba by; jest bledem, ktéry obcigza wspolczynnik ag) macierzy A", ale mozemy
,doczepi¢” go do wspoélczynnika ay; macierzy PAQT. Zatem, liczba dy; = a;; + by
jest wspolczynnikiem pewnej macierzy, takiej ze wynik pierwszego kroku
eliminacji z btedami zaokraglen jest dokladnym wynikiem dla tej macierzy. Jest

~

by = ayyy — lua(vy + By + Biyyy). (**)
Na podstawie (*) mamy

~(1) ~(1)

U q—Taan(l 3 i q:—_ 9 Traw & Lyag:B:.
]‘i"Yi)‘ Qi 110—1)( +I31))) Czyll Qi 1+Yij + 11a1)+ 11(11]‘31)
Wstawiajac to do (**), otrzymamy
a0 ~
by = ( — + Lyay; + L a1jf51j>%j — Luas(vy + By + Byvy)
T+ vy
(1)
ay Yy o o«

=7 vy — LBy
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Do ostatniego wyrazenia podstawimy L ayj = dg ) _ di; (poréwnaj z (*)),
otrzymujac ostatecznie

~(1
agj )Yij

by =
b T4y

~(1) = P o S £
— (G — ay)PBy = dyPy + d;; <]+Vij Bl))'

Poniewaz wartosci bezwzgledne liczb (3;; 1 vi; sa male (mniejsze niz v), mozemy
poming¢ mianownik 1+ vy 1 zastapi¢ Gy przez a;; w oszacowaniu

byl < (Jdyl +21ay")v ~ (lagl +2lay))v - dlai,j> 1.

Mamy tez oszacowanie zaburzenia by; = diy; — Qys:

bi| < |ay|v.

W pierwszym kroku eliminacji Gaussa otrzymaliémy zatem macierze [, oraz AV,
ktérych (doktadny) iloczyn jest réwny PAQT + By, przy czym wspolczynnikami
macierzy By sg liczby bj;. Na podstawie wykonanych rachunkéw mozemy napisac

Bol < (IPAQT[+ 2IMy])v,

gdzie macierz M, powstaje z macierzy A!! przez zastapienie zerami
wspolczynnikéw w pierwszym wierszu i kolumnie. Je$li uzywamy normy || - ||
lub || - ||, to (biorac pod uwage jawne wzory na normy indukowane podane
wczesniej®) mozemy napisaé oszacowanie

1Boll < (IIAIl+2[[Ma])v.
W taki sam sposéb mozemy otrzymac oszacowania biedéw we wszystkich krokach
eliminacji, dlak=2,...,n—1:

Bt | < (1Ml + 2[Mill) v,
przy czym My = PAQT, za$ dla k > 0 macierz My otrzymujemy z macierzy A
przez zamienienie na zero wspotczynnikéw w poczatkowych k kolumnach

1 wierszach. Macierz By jest zaburzeniem, ktére dodane do macierzy Al jest
réownowazne skutkom bledéw zaokraglen popelnionych podczas wyznaczania

®Korzystamy tu z wlasnosci monotonicznosci normy indukowanej || - ||1 lub || - ||oo: jesli
IA] < |C], to ||A|| < ||C|| i w szczegdlnodci |||Al]| = [|A||. W ogdlnosci normy indukowane przez p-te
normy Héldera nie majg tej wlasnosci. Dla kazdego p jest natomiast ||All, = [[PAQT]|,, dla

dowolnych macierzy permutacji P i Q.
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k+1

macierzy A1), Calg eliminacje Gaussa z btedami zaokraglen mozemy opisac

w taki sposéb:

~

)
AW =T TAMY 1B ), k=T1,...,n—1.

W wyniku otrzymujemy macierz trojkatng gbérna U=A"" Po rozwinieciu
powyzszych wzoréw otrzymamy

~ ~

U=0",. . [7TAD 4 T LB+ L, .. "By 4+ + 1 B
Mnozac strony tej rownosci przez macierz [ =10, ...fn_1, otrzymamy
[U=PAQ"+Bo+ LBy +iI,By+---+1...[, ,B, »=PAQ" +E.

W poczatkowych k wierszach macierzy By mamy tylko zera, zas kolumny od k + 1
do n macierzy 0... L sg odpowiednimi kolumnami macierzy jednostkowej. Stad
wynika, ze

[;...1xBy = By,

a zatem E = P(A —A)QT =By + - + Bn_,. Mozemy na tej podstawie oszacowac

-2

n—1
HW<ZWM§OMM32WWD%
k=1

k=0

s

Przyjmujac oznaczenie

AL 3 M
Al !

Fn(A)

mozemy przedstawi¢ to oszacowanie w postaci

IA— Al

< Fa(A)v.
1AL

W oszacowaniu zaburzenia wystepuje liczba F,(A), ktéra zalezy od konkretne]
macierzy; chcielibySmy znalezé liczbe F,,, taka ze F,,(A) < F, dla kazdej macierzy
A o wymiarach n x n. Liczba F,(A) jest tym wieksza, im wieksze wartosci
bezwgledne majg wspoéiczynniki macierzy My, czyli obliczane w kolejnych krokach
wspolczynniki wszystkich macierzy A, Zaburzenie danych, réwnowazne
wytworzonym bledom zaokragleri, moze by¢ bardzo duze, jesli w trakcie obliczen
bedziemy otrzymywaé bardzo duze wspoétczynniki. Wtasnie temu ma
przeciwdziata¢ wyboér elementu gtéwnego.
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Jesli jest stosowany wybor czeSciowy, to teoretycznie moze si¢ zdarzy¢, ze dla
kazdego k otrzymamy macierz My, taka ze |My|| = 2||My_1]|, a wtedy dostaniemy
F.(A) =F, ~ 3-2"— 5. Zazwyczaj to sie nie zdarza i wspdlczynniki wszystkich
macierzy M, s3 zblizonego rzedu wielkosci, a wtedy F.(A) jest rzedu n.

Obliczenie wektora x przez rozwigzanie ukladéw réwnan z macierzami
tr6jkatnymi jest rowniez numerycznie poprawnym algorytmem rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych Ax = b. Dowdd tego faktu (szczegdlowe rachunki
pomine) polega na wykazaniu, ze istniejg macierze tréjkatne L=0+5L

i 0l = U + 68U, takie ze wektory {J i ® otrzymane przez rozwiazanie uktadéw
réwnan Ly = Pb oraz UQx = {J s3 doktadnymi rozwiazaniami uktadéw réwnan

{9 =Pb oraz 0QR=1),
czyli

(L4 6L)(U+86U)Q% = Pb,
(A+6A)R=0b, gdzie 8A =PT(E+ LU+ LU+ 5L5U)Q,

1 spelniona jest nieréwnos¢

IBAL _
T S F(A)v
1AL ’

z czynnikiem F; (A) < (n+ 2)F,(A).
Metoda eliminacji Gaussa: koszt

Koszty algorytmoéw numerycznej algebry liniowej sg zazwyczaj wyrazane

w jednostkach opms — Topms jest to koszt wykonania jednego mnozenia i jednego
dodawania albo odejmowania zmiennopozycyjnego, poniewaz najczesciej dziatania
te wystepuja w parach. Za koszt jednego dzielenia tez mozna przyjaé lopms.

Koszt T(n) rozlozenia pelnej macierzy n x n na czynniki tréjkatne jest sumg
kosztu ,wytworzenia” zer w pierwszej kolumnie pod diagonalg i kosztu roztozenia
macierzy n — 1 x n — 1. Stad mamy réwnanie réznicowe

Tm)=Tn—1)+nn—-1) dlan>1.

Jego rozwigzanie, spelniajgce warunek T(1) = 0 jest nastepujace:
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Latwo jest zauwazy¢, ze laczny koszt rozwiazywania ukladéw réwnan

z tréjkatnymi czynnikami rozktadu macierzy pelnej jest réwny nopms.
Mozliwo$¢ rozdzielenia etapéw rozkladania macierzy na czynniki i rozwigzywania
ukladéw z tymi czynnikami ma duze znaczenie praktyczne, jesli trzeba rozwigzac
wiele ukladéw réwnan z tg sama macierzg 1 réznymi prawymi stronami.

W wielu zastosowaniach mamy do czynienia z macierzami rzadkimi, tj. majacymi
duzo zerowych wspétczynnikéw. W takich przypadkach czynem karalnym’ jest
uzycie ogbdlnego algorytmu, odpowiedniego dla macierzy pelnych. Jesli np.
macierz jest wstegowa, tj. istnieje k < n, takie ze a;; = 0 dla [i —j| > k, to
odpowiedni wariant metody eliminacji Gaussa moze znalez¢ czynniki tréjkatne

kosztem rzedu nk?, a koszt rozwigzywania uktadéw réwnan z tymi czynnikami jest
rzedu nk. I tego wariantu nalezy uzy¢.

Metoda odbi¢ Householdera

Inng metoda doprowadzenia uktadu réwnan liniowych do uktadu réwnowaznego
z macierzg trojkatna jest metoda odbi¢ Householdera. Przypomnijmy wtasnosci
odbi¢ symetrycznych w R". Niech v oznacza dowolny wektor jednostkowy

(w sensie normy drugiej, tj. taki ze ||v||; = 1). Odbicie symetryczne wzgledem
hiperptaszczyzny prostopadtej do wektora v jest okreslone wzorem

Hx =x — 2vv'x.
Macierz odbicia jest wiec réwna
H=1-2w".
Odbicie jest inwolucja, tj. swojg wtasng odwrotnoscia:

2 (T TV T s TY — T AT T T
H°=(I—2vw')(I—2vv') =1—4vv —|—4VU/V =1

Hx

"Na podstawie §186 Kodeksu Etyki Zawodowej, Kompetencji i Przyzwoitoéci nalezy sie za to
od 1 do 3 lat Kompromitacji, a za notoryczng recydywe grozi Kompromitacja Dozywotnia.
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Macierz odbicia jest ponadto symetryczna, a zatem H'H = H? = I, czyli
macierz H jest ortogonalna. Tak wiec odbicie jest izometrig; dla dowolnych
wektoréw x,y € R" zachodzi réwnosé

(Hx,Hy) = y"HHx = y'x = (x,y),

skad dalej wynika, ze dla dowolnego wektora x jest ||Hx||, = ||x||,. Jesli wektor v
jest niezerowy, ale niekoniecznie jednostkowy, to macierz odbicia symetrycznego
wzgledem hiperptaszczyzny prostopadtej do niego jest okreslona wzorem

2
H=1-— VTVT.
viv
W algorytmach numerycznych, jesli to nie jest wynikiem, ktéry koniecznie
musimy otrzymac, nigdy nie wyznaczamy jawnie macierzy H. Majac wektor v,
mozemy obliczy¢ liczbe vy = \%’ a nastepnie, chcac obliczy¢ obraz y dowolnego

wektora x w odbiciu, obliczamy kolejno

s=v'x,
t =1s,
Yy =x—tv.

W tym obliczeniu nalezy wykona¢ 2n + 1 operacji (mnozen z dodawaniami),
podczas gdy mnozenie wektora x przez macierz H ma koszt n? operacji; ponadto
metoda z macierzg H reprezentowang jawnie jest znacznie gorsza ze wzgledu na
skutki bltedow zaokraglen. Zauwazmy jeszcze jedng wtasno$¢ macierzy odbicia:
jesli k-ta wspotrzedna wektora v jest réwna 0, to k-ty wiersz i k-ta kolumna
macierzy H sg takie, jak w macierzy jednostkowej. Wtedy k-ta wspodlrzedna
wektora Hx jest identyczna, jak k-ta wspédlrzedna wektora x. Zatem kazda zerowa
wspoélrzedna wektora v (jesli wiemy, ktére to sgq) umozliwia zaoszczedzenie dwoch
operacji (2opms) w powyzszym obliczeniu.

Niech a oznacza pewien wektor w R™. Niech e oznacza pewien ustalony wektor
jednostkowy (tj. ||e||z = 1). Odbicie Householdera jest to odbicie H skonstruowane

w taki sposéb, aby wektor Ha mial kierunek wektora e. Musi by¢ zatem

Ha = +||a||;e. To za$ oznacza, ze wektor normalny hiperplaszczyzny odbicia, v,
musi mie¢ kierunek wektora a — ||a||;e, albo a + ||al|;e. Chcac zmniejszy¢ skutki
btedoéw zaokraglen, nalezy zawsze wybieraé dtuzszy z tych dwoéch wektorow.
Uzasadnienie takiego sposobu wybierania jest na rysunku — znoszenie si¢
sktadnikéw podczas odejmowania wektorow powoduje wieksze zaburzenie
kierunku kroétszego wektora normalnego hiperptaszczyzny odbicia.
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Ha

Zastosujmy teraz odbicia do przeksztalcania uktadu réwnan liniowych Ax = b.

W pierwszym kroku odbijemy kolumny a,..., a, macierzy A i wektor prawe]
strony b tak, aby obraz H;a; pierwszej kolumny miat kierunek wektora e;.
Powstanie uktad H;Ax = H;b, czyli AlVx = bV, ktérego macierz ma zera

w pierwszej kolumnie pod diagonalg. Odrzucajac pierwsze réwnanie,
otrzymaliby$§my poduklad, w ktérym nie wystepuje niewiadoma x;. Poduklad ten
mozemy dalej przeksztatca¢ w podobny sposéb.

Wykonane w krokach 1,...,k — 1 przeksztatcenia wytworzyty (z zalozenia
indukcyjnego) macierz AV, w ktérej mozemy wyréznié bloki: macierz tréjkatng
gbrng Aﬁ_” o wymiarach (k—1) x (k— 1), blok Agg_”, blok zerowy AS;_”

1 macierz kwadratowgq Ag;_” o wymiarach (n+1—k) x (n+ 1—X) (zobacz
schemat na nastepnej stronie). W k-tym kroku zajmiemy sie tg macierza

1 blokiem bék_” e R™"'* przeksztalcanego wektora prawej strony. Aby je
przeksztalcié, konstruujemy wektor vék) e R""'* dany wzorem

(k) (k—=1) (k—=1)
v, =ay - Fllay e,

w ktérym aéf” oznacza plerwszag kolumne macierzy Ag;” (czyli ,dolng czesc”

k-tej kolumny macierzy A*"). Pierwsza wspétrzedna wektora e; jest jedynka,
pozostate n — k to zera. Aby wektor vék) byt jak najdtuzszy, wybieramy znak ,,+”
jesli pierwsza wspolrzedna wektora a;i_” jest dodatnia, a ,,—” w przeciwnym
razie. Nastepnie obliczamy liczbe vy = 2/ (vék)Tvék)) i poddajemy kolumny

1)

macierzy Ag_” 1 wektor bék_ odbiciu. Nie ma przy tym potrzeby stosowania

ogélnego wzoru do odbijania wektora agf:”, bo skadinad wiemy, co z tego wyjdzie.

Blok AY™" macierzy A", ktéry jest macierza tréjkatna gorna, zostaje blokiem
macierzy A®¥. Podobnie blok bgkq) zlozony z k — 1 poczatkowych wspodlrzednych
wektora b*" zostaje blokiem wektora b®. Przeksztalcenie kolumn bloku Ag;_”
1 wektora bék*”, reprezentowane przez macierz Hy = I — ‘ykvék)vék”, jest
réwnowazne odbiciu wszystkich kolumn macierzy A*" i wektora b1
wzgledem hiperptaszczyzny w R", ktérej wektor normalny v(*) sklada sie z bloku

vi¥ =0 e R*" iz bloku v
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Macierz wykonanego w k-tym kroku odbicia przestrzeni R" oznaczymy
symbolem Hy. Przeksztalcenia macierzy A%, wektora b*~" i ich blokéw
mozemy zobaczy¢ na schemacie:

(k1) (k1) (k1)
A= | plk=T) Ay A b,
!
H — A® | p® - _
K | 0 Al b
[ 1T (k—1) (k—1) (k—1)
| 0 Al A, b;
0 Hy 0 | HAS" | Hbl"

Po wykonaniu n — 1 odbié¢ skonstruowanych w opisany sposéb mamy uktad
Rx = Q'b,

ktérego macierz
R=AMY=H, _,..HHA=Q'A

jest tréjkatna gérna. Zachodzi réwnosé
A =QR, gdzie Q=H;...H,

poniewaz macierz Q, bedaca iloczynem macierzy ortogonalnych, jest ortogonalna.
W ten sposéb, za pomocg odbi¢ symetrycznych, znalezliSmy
rozkltad ortogonalno-tréjkatny macierzy A.

Podobnie, jak w eliminacji Gaussa, przeksztalcanie prawej strony mozemy
wykonaé pdzniej, ale w tym celu trzeba zapamieta¢ wektory vgk) (i, aby nie
oblicza¢ ich ponownie, co kosztuje, liczby vyy). W tym celu mozemy uzy¢ miejsc
w tablicy poczatkowo zawierajgcej wspdlczynniki macierzy A, ale potrzebujemy
dla kazdego wektora odbicia dwoch dodatkowych miejsc. Dwa mozliwe sposoby®

8Dodatkowo, prostokatna tablice mozna w pamieci komputera przechowywaé ,wierszami”
(domyslny sposéb w jezyku C) lub ,kolumnami” (jak w jezyku FORTRAN). Ma to znaczenie, jesli
korzystamy z gotowych procedur, np. z biblioteki LAPACK.
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przechowywania wynikéw obliczen sag takie:

_ - - -

T T2 T13 N Tin Vq T2 T13 cee Tin
(T) (1

vV, T22 T23 . Ton v, v, T3 - Ton
(1)

V3 Vv, T33 N T3n . .
: : . . : V(U V(Z) vin—l T
(']) (‘2) ) ) : n—1 n—1 °-°- n71] n—In

n—I _

Vn Vn oo Vn Tn,n V;) V1(1) .« e V1(1n ) [ ]
m ,,2 (n—1)

V1 \)2 ‘e Vn_1 (] T11 T2 .o T’n—1,n—1 Thn

| YT Y2 eee Y | @] | Y1 Y2 .. Y *

Symbole 1 oznaczajg tu wspobiczynniki macierzy R, za$ vgk) oznaczaja
wspolrzedne wektora v(¥). Jest tez mozliwe zmieszczenie wynikéw obliczenia

z wykorzystaniem tylko jednej dodatkowej zmiennej dla kazdej kolumny, po
przeskalowaniu wektoréw v(¥). Jak poprzednio, wykonanie obliczen in situ oznacza
mzepsucie” tablicy wspoétczynnikéw macierzy A, zatem najlepiej, aby takiemu

,Zzepsuciu” poddac¢ kopie.

Zwr6émy uwage, ze po roztozeniu macierzy metoda eliminacji Gaussa na czynniki
trojkatne, aby rozwigzaé¢ uktad Ax = b rozwiazujemy numerycznie dwa
podzadania, tj. uktady z macierzami tréjkatnymi. Dla kazdego p iloczyn
wskaznikow uwarunkowania tych podzadan, cond, L i cond, U, jest zawsze
wiekszy lub réwny wskaznikowi uwarunkowania catego zadania, cond, A. Ponadto
dla dowolnych permutacji reprezentowanych przez macierze P 1 Q mamy

cond, A = cond,, PAQT. Wybér elementu gléwnego w metodzie eliminacji Gaussa
mozna interpretowac jak dazenie do tego, aby iloczyn wskaznikéw uwarunkowania
czynnikéw rozktadu macierzy PA (lub PAQ') byl mozliwie maty.®

Koszt wyznaczenia rozktadu QR macierzy n x n metoda odbi¢ Householdera jest
rowny (3n®+ O(n?))opms, jest zatem w przyblizeniu dwukrotnie wigkszy niz
koszt eliminacji Gaussa. Z drugiej strony, odpadajg koszty wybierania elementu
gtéwnego, zresztg decydujacy wplyw na czas obliczenn ma efektywnosé
wykorzystania pamieci podrecznej (cache’a) procesora przez implementacje
algorytmu. Dlatego nie mozna powiedzie¢ z goéry, ze eliminacja Gaussa dziata
dwukrotnie szybciej. Natomiast uzycie izometrii (tj. przeksztatcen
reprezentowanych przez macierze ortogonalne) daje bardzo dobre wtasnosci
numeryczne algorytmu. Zauwazmy, ze oryginalne zadanie zastepujemy dwoma

9Istnieja jednak takie macierze nieosobliwe, ze iloczyn wskaznikéw uwarunkowania ich
czynnikow tréjkatnych otrzymanych z zastosowaniem wyboru elementu gtéwnego jest znacznie
wiekszy niz czynnikéw otrzymanych bez wyboru. Dla doktadno$ci rozwigzania istotna jest postac
zaburzen bedacych skutkami bledéw zaokraglen, ktérej wyprowadzenie wzoru na wskaznik
uwarunkowania nie uwzglednia. Dlatego wybér elementu gléwnego nalezy stosowac.
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podzadaniami — ukladami réwnan Qy = b i Rx = y. Wskaznik uwarunkowania
w normie drugiej macierzy ortogonalnej Q jest réwny 1 (bo [|Q|, = [|Q 7|, = 1),
za$ cond, R = cond, A.

Metoda Choleskiego

W wielu zastosowaniach nalezy rozwigzaé¢ uktad Ax = b, ktérego macierz jest
symetryczna i dodatnio okre§lona. Dla takich macierzy oczywiScie mozna
stosowaé eliminacje Gaussa. Jednak symetria macierzy to okazja do zmniejszenia
kosztu obliczen o potowe. Takich okazji nie wypada marnowac.

Przypus¢my wiec, ze macierz A jest symetryczna i dodatnio okres§lona. Rozwazmy
eliminacje Gaussa dla tej macierzy. Wszystkie wspoétczynniki na jej diagonali,

w tym pierwszy, sg dodatnie, zatem pierwszy krok eliminacji jest wykonalny bez
przestawiania wierszy. Po zrobieniu tego kroku mamy macierze L; i AV, takie ze
A = L;A. Macierz L; ma w pierwszym wierszu jedynke i n — 1 zer. Macierz A"
ma pierwszy wiersz taki jak A 1 ma zera w pierwszej kolumnie pod diagonals.
Oznaczmy SV = A(”LTT = L1_1AL1_T. Macierz SV jest symetryczna; jej wiersze od
drugiego do ostatniego sa takie same, jak wiersze macierzy A", a wspétczynnik

s'! jest réwny ay,. Zauwazamy, ze macierz S!" jest tez dodatnio okreslona.

i e e o o o | i e O o o o | i [ i
e 6 o o o O O O O e o o o
e e o o o — o O O oO — e o o o
e O o o o o O O oO e o o o
e 6 o o o o O O O e e o o
A(O)V: A A ;L]"A s — I}lAL]—T
Dalej mozemy rekurencyjnie, dla k = 2,...,n — 1, okre§li¢ macierze

SM =1L T =1 LAL L L

Dla kazdego k macierz S™ jest symetryczna i dodatnio okreglona (ma wiec
dodatnie wspotczynniki na diagonali) i jej wiersze o numerach k+1,...,1 sg
takie same, jak wiersze macierzy A — dlatego kolejne kroki eliminacji Gaussa
(obliczanie A" na podstawie A*)) s3 wykonalne bez przestawiania wierszy.
Stad wynika, ze macierz D = S™" jest diagonalna, jej wspoélczynniki na diagonali
sg dodatnie i macierz A jest nastepujacym iloczynem:

A =L'DLT,
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gdzie L' =L;...L,; (macierz tréjkatng dolng otrzymang przez eliminacje Gaussa
oznaczam L’, bo symbolu L za chwile uzyje do czego$ innego).

Niech M oznacza macierz diagonalng, ktérej wspdlczynniki sg pierwiastkami
kwadratowymi z odpowiednich wspoélczynnikéw macierzy D. Wtedy

D = M? = MM'. Macierz L = L’'M jest trojkatna dolna; jej kolumny sa
iloczynami odpowiednich kolumn macierzy L’ i wspélczynnikéw diagonalnych
macierzy M i ma miejsce réwnoéé A = L'MM'L'T = LLT. Wykazaliémy, ze jesli
macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, to istnieje macierz tréjkatna
dolna L, taka ze A = LL'.

Znajac maclerz L, mozemy rozwigzaé uktad réwnan liniowych z macierza A
(w tym celu kolejno rozwigzujemy uklady Ly = b i L'x = y). Zobaczmy zatem,
jak ja znalezé. Odpowiedni algorytm ma nazwe metody Choleskiego (w polskiej

literaturze bywa tez nazywany metoda Choleskiego-Banachiewicza).

Wsp6élczynniki macierzy L mozna obliczy¢, traktujac réwnosé LLT = A jak uklad
réwnan, ktérego rozwigzanie mozna obliczy¢ ,po kolei”’; poniewaz macierz A jest
symetryczna, mamy %n(n + 1) danych niezaleznych wspoétczynnikéw. Tyle samo
wspoélczynnikéw ma na diagonali 1 pod nig poszukiwana macierz L. Zatem, dla 1, j
takich ze 1 <j <1 < n mamy réwnania

n j j—1
ay = Z likljk = Z likljk = Z likljk + li)'ljj.
k=1 k=1 k=1

Wyodrebniony sktadnik sumy powyzej umozliwia obliczenie wspéiczynnika L,
jesli znamy wszystkie pozostate wspoéiczynniki macierzy L wystepujace

w sumowanych iloczynach; mozna uporzadkowaé réwnania w takiej kolejnosci, ze
to jest mozliwe. Mianowicie, mozemy oblicza¢ kolejno

R EI)
1y = Zl?f‘hk“k dlaj=1,...,i—1,
) dlai=1,...,n.

i—-1 12
Ly = \/Clﬁ — 2_k=1 luo

Obliczenie mozna wykonac in situ, wpisujac liczby li; natychmiast po obliczeniu

w miejsce a (a zatem, ,psujac” dang macierz A lub jej kopig). Trzeba podkreslic,
ze macierz A musi by¢ nie tylko symetryczna, ale takze dodatnio okreslona, aby
powyzszy algorytm byt wykonalny (tj. aby istniala nieosobliwa macierz tréjkatna
dolna L, taka ze A = LL"). To jest warunek konieczny i dostateczny, aby
wyrazenia, z ktérych nalezy oblicza¢ pierwiastki kwadratowe, miaty dodatnie
wartosci.
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Zauwazmy, ze jesli poczatkowych k wspoiczynnikéw w i-tym wierszu (dla k < 1)
to zera, to réwniez macierz [ ma na poczatku i-tego wiersza k zerowych
wspotczynnikéw. Mozna to wykorzystaé do efektywnego wykorzystania miejsca

w pamieci, a takze do zmniejszenia kosztu znajdowania rozktadu (np. jesli
macierz A jest wstegowa). Jesli macierz A jest pelna, to tez mozna przechowywaé
tylko dolny jej trojkat w tablicy o dtugosci %n(n + 1). Dla macierzy pelnej
znalezienie rozkltadu wymaga wykonania ok. %ng operacji mnozenia z dodawaniem
lub dzielenia (opms) i obliczenia n pierwiastkéw kwadratowych.

Uktlady 1 algorytmy blokowe

Wiele uktadéw réwnan liniowych rozwigzywanych w praktycznych zastosowaniach
ma macierze o specjalnych witasno$ciach, ktére mozna wykorzystaé do
zmniejszenia kosztu rozwigzywania. Bardzo czesto macierz w naturalny sposéb
dzieli sie¢ na wyrdzniajace sie jako$ bloki. W najprostszej sytuacji, niech

B C

A=
D E

.

Przypusémy, ze macierz A € R™" jest nieosobliwa i blok B € R*** dla pewnego
k € {1,...,n— 1} tez jest nieosobliwy. Podzielmy réwniez prawg strone i wektor
niewiadomy na bloki:

At

Uklad Ax = b podzieliliSmy w ten sposéb na dwa poduklady:

By + Cz = p,
Dy +Ez =q.

Znajac z, moglibySmy rozwiazaé pierwszy poduktad; jego rozwiazanie wyraza sie
wzorem

y=B"'(p—C2).

Wstawiamy to wyrazenie do drugiego poduktadu; mamy
DB '(p — Cz) + Ez = q,

czyli

(E-DB'C)z=q—DB 'p.
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Macierz S = E — DB~'C nazywa sie¢ macierza Schura; jeéli macierze A i B sa

nieosobliwe, to réwniez macierz S jest nieosobliwa. Mozemy znalezé rozwigzanie z
ukladu z t3 macierza, a nastepnie blok y. Jesli o macierzy B wiemy tylko tyle, ze
jest nieosobliwa, to nalezaloby ja roztozy¢ na czynniki tréjkatne (lub ortogonalny
i tréjkatny). Powiedzmy, ze mamy macierz permutacji P i macierze trojkatne L

1 U, takie ze PB = LU. Wtedy nalezy wykonaé nastepujacy algorytm:

. Korzystajac z macierzy P, L, U, rozwiaz (macierzowy) uktad réwnan BF = C,

a nastepnie oblicz macierz S = E — DF,

. Rozwiaz uklad réwnan Bv = p, a nastepnie oblicz wektor w = q — Dv,

. Rozwiagz uklad réwnan Sz = w; w tym celu nalezy wyznaczy¢ i wykorzystaé jakis§
uzyteczny rozktad macierzy S,

. Oblicz wektor u = p — Cz, a nastepnie, korzystajac z macierzy P, L, U, rozwiaz
ukiad réwnan By =u.

Alternatywnie, oblicz wektor t = Cz, a nastepnie rozwigz uktad Bs =t 1 oblicz
Yy=v-—s.

Z wyjatkiem ograniczenia mozliwosci wyboru elementu gtéwnego, nie mamy tu
zadnych zmian (w szczegblnosci kosztu) w poréwnaniu ze zwykta eliminacjg
Gaussa (cho¢ pierwsze dwa kroki mozna wykonaé réwnolegle). Jesli jednak blok B
jest macierzg symetryczng dodatnio okre§lona, to zamiast eliminacji Gaussa
mozemy uzy¢ dwukrotnie taniszej metody Choleskiego. Jesli za§ blok B jest na
przyktad macierzg diagonalng lub ortogonalng, to niezaleznie od tego, jakie sg
pozostate bloki macierzy A, uktady réwnan z macierza B mozemy rozwigzywac
znacznie mniejszym kosztem. Ponadto, gdyby blok B byl macierzg odbicia
symetrycznego, reprezentowang przez wektor normalny hiperptaszczyzny odbicia
(lub iloczynem takich macierzy, reprezentowanych przez odpowiednie wektory), to
jawne wyznaczanie wspoélczynnikéw macierzy B, po to by nastepnie rozwigzac
uklad réwnan z tg macierza, bytoby przejawem skrajnego niedotestwa. Dlatego
powtarzam staly apel: najpierw nalezy sie dowiedzie¢ jak najwiecej o zadaniu,

a potem dobieraé algorytm jego rozwigzywania.
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Szacowanie btedu i poprawianie rozwigzania

Oznaczmy symbolem « doktadne rozwigzanie uktadu réwnan Ax = b (czyli

o = A~'b), i niech symbol X oznacza wynik numerycznego rozwigzywania tego
uktadu (jakim§ algorytmem z bledami zaokragleri). Residuum rozwigzania X, tj.
wektor 1 = b — AX, jest réwne O wtedy i tylko wtedy, gdy X = . Mozemy napisaé

x—%Xk=A"Tb—ATAX=A"r.
Z réwnoéci o« —X = A~'r oraz A(a —X) = r wynikaja nieréwnosci

1 . _

il < lloe= &y < Ayl

1A

Mozemy uzy¢ tych nieréwnosci do oszacowania wielkosci btedu rozwigzania, pod

warunkiem, ze

umiemy oszacowaé norme macierzy A~ (dla p =1 lub p = oo obliczenie ||A]|, jest
latwe, ale nie chcemy jawnie wyznaczaé¢ macierzy A '),

umiemy obliczy¢ wektor r.

Jesli do rozwigzania uktadu uzyliSmy metody eliminacji Gaussa, to mamy
znalezione tréjkatne czynniki [, U rozkladu macierzy A (lub PA albo PAQT,
zaleznie od uzytego wariantu wyboru elementu gtéwnego). Istnieje algorytm,
ktéry na podstawie tych czynnikéw znajduje, kosztem O(n?) dziatan, norme
macierzy A~ z dokladnoécig rzedu 50%, co w zastosowaniu do sprawdzania
dokladnosci otrzymanego rozwigzania wystarczy. Znacznie gorze] wyglada kwestia
obliczenia residuum — robigc to przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej,
dostaniemy inny wektor, ¥, przy czym w tym obliczeniu wystepuje silne znoszenie
sie sktadnikéw, wskutek czego znaleziona potem liczba ||¥||, moze mie¢ bardzo
niewiele wspoélnego z ||r||,.

Z tego powodu podczas obliczania residuum trzeba zadbaé¢ o doktadnosé.
Najprostszym sposobem jest uzycie silniejsze; arytmetyks, jesli na przyktad
domy$lnie uzywamy pojedynczej precyzji, to residuum powinniémy obliczy¢

w precyzji podwojnej. Jesli do rozwigzania uktadu uzyliSmy precyzji podwodjnej,
to mozna siegnaé po precyzje rozszerzong, lub uzy¢ algorytmu Kahana. Dzialania
W WYyzsze] precyzji mogg zajmowac wiecej czasu, ale cate to obliczenie ma
zlozonosé O(n?), co jest malo istotne w poréwnaniu ze ztozonoécia eliminacji
Gaussa, rzedu n’.

Jesli otrzymane oszacowanie btedu jest za duze, to rozwigzanie mozna poprawié
(w praktyce rzadko sie to robi, ale kazdy powinien wiedzied, jak to zrobié, jesli
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pojawi sie taka konieczno$¢). W tym celu wystarczy rozwigzaé uktad réwnan
Ad =T,

a nastepnie obliczy¢ poprawione rozwigzanie
X=X+ 9.

Koszt tego postepowania jest rzedu n?, poniewaz do rozwigzania uktadu réwnan
z wektorem prawej strony  wykorzystujemy tréjkatne czynniki rozktadu
znalezione wczesniej (jesli do rozwigzania uktadu uzywamy innego rozktadu
macierzy A, np. ortogonalno-tréjkatnego wyznaczonego metoda odbic
Householdera, to tez otrzymamy koszt poprawiania rzedu n?).

Rozwinieciem tego postepowania jest iteracyjne poprawianie rozwigzania,

w ktérym po obliczeniu nowego przyblizenia, X, obliczamy jego residuum i w razie
potrzeby poprawiamy je dalej. Iteracje przerywamy, jesli norma residuum jest
dostatecznie mata, lub jesli nie jest jest istotnie mniejsza od normy residuum
poprzedniego przyblizenia — to oznacza osiagniecie maksymalnej granicznej
doktadnosci. Kluczowym dla doktadnosci elementem tego postepowania jest
doktadnoé¢ obliczania wektoréw residuum.

Metody iteracyjne

Jesli liczba n réwnan i niewiadomych jest wielka, to koszt metod bezposrednich
rozwigzywania takich uktadéw jest zbyt duzy. Czesto w zastosowaniach pojawiajg
sie uktady z n rzedu tysiecy lub milionéw. Bardzo czesto macierze uktadow

w takich zastosowaniach sg rzadkie, np. majg tylko O(n) niezerowych
wspotczynnikéw, ale rozmieszczenie tych wspodlczynnikéw uniemozliwia stosowanie
metod bezposrednich (np. znalezienie metodg réznic skoriczonych rozwigzania
przyblizonego réwnania rézniczkowego Poissona w kwadracie sprowadza si¢ do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych, ktérego macierz jest wstegowa, przy czym
wstega ma szeroko$¢ rzedu /n, a w kazdym wierszu jest co najwyzej

5 wspodtczynnikéw niezerowych).

Do rozwigzywania wielkich ukladéw réwnan liniowych stosuje sie metody
iteracyjne. Majac poczatkowe przyblizenie x, rozwigzania «, metoda konstruuje
elementy ciagu, x1,X»,..., zbieznego do . Obliczenia przerywa si¢ na podstawie
kryteriéw stopu podobnych, jak dla réwnan nieliniowych, tj. ustalonego limitu
liczby iteracji, kryterium residualnego (residuum jest w tym przypadku wektor
b — Ax) lub kryterium przyrostowego (opartego na badaniu wartosci wyrazenia
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|Xxi1 — %k||). Podstawowg operacja, wykonywang w kazdej iteracji, jest mnozenie
pewnego wektora przez macierz uktadu A, lub inng macierz, skonstruowang na
podstawie A. Dzieki takiemu ograniczeniu mozna korzystac¢ z bardzo oszczednych
reprezentacji macierzy, ktére sa w istocie wykazami (tablicami lub listami) miejsc,
w ktérych sa niezerowe wspoéiczynniki. Koszt mnozenia wektora przez macierz jest
wtedy proporcjonalny do liczby tych wspélczynnikéw.

Metody iteracji proste;j

Metody iteracji prostej polegajg na tym, ze na podstawie macierzy A i wektora
prawej strony b konstruuje si¢ pewng macierz B i wektor t, przyjmuje poczatkowe
przyblizenie rozwigzania, Xy, 1 W kolejnych iteracjach oblicza

Xy+1 = Bxk + t.

Macierz B 1 wektor t muszg by¢ tak dobrane, aby zachodzita réwnos¢ &« = Bax + t,
tj. aby rozwiazanie bylto punktem stalym funkcji @(x) = Bx + t. Ponadto, aby
ciag wektorow x, byt zbiezny do & dla dowolnego punktu startowego x,,

funkcja @ musi by¢ przeksztalceniem zwezajacym, a zatem pewna (dowolna)
norma indukowana macierzy B musi by¢ mniejsza od 1. Okazuje sieg, ze
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia takiej normy, ktéra dla

macierzy B przyjmuje warto$¢ mniejszg od 1, jest nieréwnos¢ p(B) < 1, gdzie p(B)
jest to promien spektralny, tj. najwicksza wartosé bezwzgledna wartosci wtasnej'®

macierzy B. Aby zbiezno$¢ byta szybka, p(B) musi by¢ jak najmniejsze, ale
mozliwo$¢ skonstruowania macierzy B o malym promieniu spektralnym zalezy od
macierzy A (i w szczegdlnosci od jej wskaznika uwarunkowania).

Metoda Jacobiego: macierz A przedstawiamy w postaci sumy A =L+ D + U,

gdzie macierz L powstaje z A przez zastgpienie zerami wspdlczynnikéw na i nad
diagonalg, macierz D jest diagonalna, a macierz U ma zerowe wspolczynniki na
1 pod diagonalg. Uklad Ax = b przepisujemy w postaci

(L+D+U)x=0b, czyli Dx=0b—(L+ U)x,
skad otrzymujemy metode:

X1 = D7 (b — (L + Uxy).

10\Wartoé¢ wtasna macierzy kwadratowej B jest to liczba A, taka ze Bx = Ax dla pewnego

niezerowego wektora x, ktéry jest nazywany wektorem wlasnym macierzy B. Kazda liczbowa
macierz N X N ma co najmniej jedna i co najwyzej n réznych wartosci wtasnych, ktoére sg liczbami

rzeczywistymi lub zespolonymi. Wiecej informacji o algebraicznym zagadnieniu wlasnym jest
w rozdziale széstym skryptu.
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W metodzie Jacobiego mamy zatem By = —D~'(L + U) oraz t; = D 'b.

W obliczeniach nie wyznaczamy macierzy D', cho¢ to jest latwe; zamiast tego
rozwigzujemy uklad réwnan z macierzg diagonalng D (podobnie postepujemy

w innych metodach). Warunek p(Bj) < 1 jest spelniony dla wielu macierzy A,
tatwym do sprawdzenia przypadkiem jest macierz diagonalnie dominujaca, tj. taka
ze |ay| > Z#i la;;| dla kazdego i.

Metoda Gaussa-Seidela: jak poprzednio, bierzemy A =L + D + U, po czym
piszemy uktlad

(L+D)x =b — Ux,
skad otrzymujemy uklad réwnani do rozwigzania w kazdej iteracji:
(L + D)Xk_H =b— Uxy.

W metodzie Gaussa-Seidela mamy zatem Bgs = —(L+D)'U1itgs = (L+ D) 'b.
Podobnie jak w metodzie Jacobiego, jesli macierz A jest diagonalnie dominujaca,
to ciag (Xy)ken jest zbiezny do o dla kazdego xo € R"™, przy czym zbiezno$é
metody Gaussa-Seidela jest zwykle szybsza.

Metoda Richardsona: Wprowadzamy parametr T i piszemy uklad réwnowazny
ukladowi Ax = b:

X+ TAXx =X + Tb,

skad mamy
x=(—TA)x + b =x+ 1(b — AX).

Metoda Richardsona polega na obliczaniu wektoréw
X1 = X + T(b — Axy ).

W tej metodzie mamy Bgr =1 — TA, tg = tb. Podstawowym problemem jest
dobranie parametru T tak, aby cigg (xy)x byl zbiezny i aby ta zbieznos¢ byta jak
najszybsza. Jeszcze do tego wrocimy.

Metoda sprzezonych gradientéw

Metoda sprzezonych gradientéw (ang. conjugate gradient method, w skrocie CG)
stuzy do rozwigzywania uktadu n réwnan liniowych Ax = b z macierzg A
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symetryczng 1 dodatnio okre§long. Co ciekawe, z punktu widzenia algebry metoda
ta jest metodg bezposrednia, mianowicie startujac z dowolnego punktu x,,
wytwarza skoiiczony ciag Xxi,...,X, dla pewnego m < n; gdyby nie bylo btedow
zaokragleni, to ostatni element tego ciggu bylby rozwigzaniem «. Bledy
zaokraglen dla ukladéw z macierzami wielkimi i Zle uwarunkowanymi (jakie czesto
wystepuja w zastosowaniach) likwidujg te wlasno§¢ — wytworzony cigg punktéow
poczatkowo zbliza sie do rozwigzania, a nastepnie oddala. Dlatego zwykle

metode CG wykorzystuje sie jak metode iteracyjna, ktéra wytwarza dostatecznie
doktadne przyblizenie x, rozwigzania dla pewnego k znacznie mniejszego niz mn.

Podstawowym krokiem metody CG jest minimalizacja wielomianu kwadratowego

wzdluz pewnej prostej. Funkcja okres§lona wzorem
1 ¢ T
f(x) = ZX Ax—x'b

jest wielomianem drugiego stopnia zmiennych xq,...,X,. Poniewaz macierz A jest
dodatnio okreslona, funkcja f ma minimum; jej gradient jest réwny

Vf(x) =Ax—Db,

a wiec wektor residuum, r = b — Ax = —Vf(x), okresla kierunek najszybszego
spadku funkcji f w punkcie x. Poszukiwane rozwigzanie « jest wlasnie tym
punktem przestrzeni R", w ktérym funkcja f przyjmuje warto§¢ minimalna.

Niech x, oznacza biezgce przyblizenie rozwigzania, za§ vy oznacza pewien
niezerowy wektor. Zbiér L ={x = xy +tv: t € R} jest prostg w R". Podstawiajac
jako argument funkcji f wyrazenie xy + tvy, otrzymujemy wielomian jednej
zmiennej,

1
g(t) = flxic + tvi) = 5 (VeAwit? — 2w (b — AxiJt + X (Axic — 2b)).
Tréjmian kwadratowy g(t) = at® — 2bt + ¢ ze wspoélczynnikiem a > 0 przyjmuje

warto$¢ minimalng dla t = b/a. Zatem, obliczajac

Ty = b— AXk,
£ — Vlrk
k _—
viAv,’

Xi+1 = Xk + tevy,

otrzymamy punkt xy; prostej L, w ktérym wartos¢ funkcji f jest najmniejsza.
Mozemy zauwazy¢ (lub przynajmniej sprawdzi¢), ze nastepny wektor residuum,
T = b — Axyy1 = 1 — t Ay, spelnia warunek vir . = 0.
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Istnieje rodzina metod iteracyjnych, w ktoérych powyzsze obliczenie tgczy sie

z pewng strategia wyboru wektoréw vy, wyznaczajacych kierunki odpowiednich
prostych w kolejnych iteracjach; oczywiscie, istotne sg tylko kierunk: tych
wektoréw. W metodzie CG, ktéra nalezy do tej rodziny, wektory v, maja kierunki
sprzezone wzgledem macierzy A, przez co rozumiemy, ze spelniajg rownosci
vIAv, = 0 dla i # k. Przyjrzyjmy sie tej wlasnosci i temu, co z niej wynika. Dla
dowolnej symetrycznej i dodatnio okreslonej macierzy A istnieje (jednoznacznie
okreslona) macierz B symetryczna i dodatnio okre§lona'!, taka ze A = B2. Jesli
oznaczymy w; = Bv; dla kazdego i, to dla i # k mamy (Wi, w;) = w/w, =0. Po
podstawieniu x = B~'y jako argumentu funkcji f, otrzymujemy wielomian

h(y) =f(B 'y) = %yTB‘TAB“y —y'B'b = %yTy —y'B™ "D,

ktorego czes¢ kwadratowa jest réwna %(y% + -+ +1y2). Poszukiwanie minimum
funkcji f(x) wzdtuz prostych o kierunkach vy, ..., Vy, zaczynajac od punktu x,,
jest réwnowazne minimalizacji funkcji h(y) wzdtuz prostych o wzajemnie
prostopadtych kierunkach wy,...,wy, zaczynajac od punktu yo, = Bx,.

wo =By

Obliczenie dla pewnego ukladu dwoch réwnan przedstawia rysunek. Wektor

Vo = T jest prostopadly do przechodzacej przez x, warstwicy funkcji f, ktéra jest
elipsg o §rodku . Punkt x; lezy na kolejnej warstwicy; residuum w tym punkcie,
11, ma kierunek najszybszego spadku funkcji f, prostopadty do vy,. Obrazy w

1 wy wektoréw vy i vi w przeksztalceniu liniowym okreslonym przez macierz B sg
prostopadle do siebie; obrazami warstwic funkcji f, tj. warstwicami funkcji h, sa

1Istnieje macierz ortogonalna X i macierz diagonalna A z dodatnimi wspétczynnikami
A1,...,An na diagonali, takie ze A = XAXT; liczby A1,..., A, sa wartosciami wtasnymi
macierzy A, a jej wektorami wtasnymi sg kolumny macierzy X. Macierz B jest réwna XMX', gdzie
M jest macierza diagonalna, z liczbami /A1, ..., /A, na diagonali.
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okregi. Punkt y; i wektor w; = Bv; wyznaczaja prosta — symetralng cieciwy
warstwicy, na ktoérej lezy punkt y, (i cieciw wielu innych warstwic). Srodek
okregéw, tj. punkt Ba, w ktérym funkcja h ma minimalna wartosé¢ w R?, lezy na
tej prostej, zatem wektor v; = B~'w,; wyznacza kierunek prostej taczacej punkt x;
1 rozwigzanie «.

W ogbélnosci do znalezienia w R™ minimum funkcji kwadratowej h, ktore;
warstwice sg sferami, wystarczy wykonaé¢ co najwyzej n krokéw minimalizacji
wzdtuz prostych wzajemnie prostopadtych.

W metodzie CG przyjmujemy vy = 1o = b — Ax, oraz
_‘{Ark—H

VAV dla k > 0, takiego ze vi # 0.

Vi1 = Tiy1 + SV, gdzie s, =

Twierdzenie. Otrzymane w ten sposob wektory vy majqg kierunki sprzezone
wzgledem macierzy A 1 metoda znajduje rozwigzanie po co najwyzej n
iteracjach.

Szkic dowodu: Zauwazamy, ze dla kazdego j < k + 1 wektor v; jest kombinacjg
liniowa wektoréw ry,...,1;, a wektor 1; jest kombinacjg liniowg wektorow

Vo, ..., Vj. Niech K; oznacza podprzestrzenl przestrzeni R" rozpigta przez te
wektory'?. Przed obliczeniem wektora vy byly wyznaczone wektory 1o, ..., T
(oraz vy, ...Vy), ktore okreslajg przestrzenie Ky C - - C Kyyq. Przyjmujemy
zalozenie indukcyjne, ze dla kazdego wektora u € K;, gdzie 0 <1< j <k, jest
u'Av; = u'r; = 0. Réwnowaznie, dla wszystkich par (i,j) takich ze 0 <i<j <k
sg spelnione réwnosci v{ Av; = rfAv; = vlr; =r{r; = 0.

Wiemy, ze residuum w punkcie x; .1 spelnia warunek vir .1 = 0. Mamy tez

.
VAT 1

T T T
VAV = VA(T + SiVk) = VAT — T Ay v, Av, =0.
X k

Niech i < k. Jesli w € K;, to
Wire =w (e — tlAv) = wir — tew'Av = 0.

Jesdli zatem u € Ky, to u'r; = 0, bo wektor u jest kombinacja liniowg wektora vy
1 pewnego wektora w € K,_;. Poniewaz v\, = 1,1 + SxVx oraz
tiAv, =1 — 11 € K1 C Ky, mamy réwniez

1
T T T T T
Vi AV = VA (T + SiVk) = Vi AT + SV Avy = t_(ri —Tip1) T = 0.
1
-0

12Przestrzenie K; = lin{ro, ..., ;} = lin{v, ..., V;} sa nazywane przestrzeniami Krylowa.
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Z zalozenia indukcyjnego i wykazanych wyzej réwnosci wynika, ze
u'Avi = u'r; =0 dla kazdego wektora u € K.

Z przeprowadzonego wyzej rachunku wynika, ze wektory 1y, 1ry,... sg do siebie
nawzajem prostopadle. Ale cigg ortogonalny w R" moze sktadaé sie z co
najwyzej n niezerowych wektoréw, zatem residuum w ktéryms$ punkcie xy,
otrzymanym po co najwyzej n iteracjach metody CG, musi by¢ zerowe. O

Dzieki temu, ze v/ 1, = 11, (dlaczego tak jest?), wyrazenia opisujace ty i sk
mozna przeksztatci¢ tak, aby zmniejszy¢ koszty ich obliczania:

. viry riry
k pum— pu—
viIAv,  vIAw’
T T T T T
s = VAN 1 (e = Tie1) Tt VAWK T T
T = T =T T - T
V AV T VAV T.Te VAV T Tk

Teoretycznie (a doktadniej, na podstawie takiej teorii, ktéra nie przewiduje
bledéw zaokragleni, czyli algebry) obliczenia nalezy zakoiczy¢ po otrzymaniu

. = 0. W implementacji korzystajacej z arytmetyki zmiennopozycyjnej obliczenia
sg przerywane, gdy wektor v, lub 1,1 ma dostatecznie matg norme druga.

Metode CG realizuje nastepujacy podprogram:

r=b—AXx; /*r=1y */
V=r; /*v=1vy */
c=1r'r;
for (k=0; k<n; k++ ) {
if ( vlv < & ) return;
z = Av;
t=c/(v'z); /¥ t=1t */
X=x+1tv; /* x =X */
r=r—tz; /xr=1 */
d=1r"r;
if ( d < e¢e? ) return;
v=r+(d/c)v; /*x v=v */
c=4d;
b

Tablica x poczatkowo zawiera wspoélrzedne wektora xy. Obliczone przyblizenie
rozwigzania jest koficowg zawartoscig tej tablicy; oprocz niej podprogram uzywa
jeszcze trzech tablic o dtugosci n. Mnozenie wektora przez macierz A moze by¢
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realizowane przez podprogram podany jako parametr i bedacy ,czarna skrzynka”
dla implementacji metody. Parametry 6 i1 € okre$lajg kryteria stopu.

Poprawianie uwarunkowania

Rozwazmy metode Richardsona. Je$li macierz A jest symetryczna i dodatnio
okreslona, to jej wartosci wlasne sg rzeczywiste i dodatnie, zawarte w przedziale
[Aminy, Amax]. Macierz Bg o najmniejszym promieniu spektralnym otrzymamy,
przyjmujac

2

T=Topt — .
P )\min +)\max

Czesto mamy pewne informacje na temat warto$ci wtasnych macierzy A, co
umozliwia dobranie optymalnego lub prawie optymalnego parametru.
Przyjrzyjmy sie jednak szybkosci zbieznosci. Promien spektralny macierzy

Br = I — ToptA (ktéry dla macierzy symetrycznej jest réwny jej normie drugie]
indukowanej) jest réwny

2>\min . )\max - )\min
Amax + Amin B }\max + )\min .

p(BR) =1- Topt}\min =1—

Dla macierzy symetrycznej i dodatnio okreslonej (zatozylismy, ze taka jest
macierz A) jest cond; A = Apax/Amin. Korzystajac z tej formuly, otrzymujemy

_condy A —1

Br) = ————.
p(Br) cond, A + 1

Tak wiec, nawet jesli wybierzemy optymalnie parametr T, je$li macierz A ma
wielki wskaznik uwarunkowania, zbiezno§¢ konstruowanego przez metode
Richardsona ciggu (Xxy)xeny do rozwigzania jest bardzo wolna. Podobne
spostrzezenie dotyczy takze innych metod iteracyjnych. W szczegblnosci dla
metody CG blad &, = X, — & ma oszacowanie (z macierza B = BT, taka ze B = A)

veond, A — 1 )kHBs H
veond; A + 1 ol

IBeuls <z(

Zbiezno$¢ metod iteracyjnych mozna przyspieszy¢, zastepujac uktad dany

ukladem réwnowaznym, ktérego macierz ma mniejszy wskaznik uwarunkowania.
Cel ten mozna osiggnaé za pomoca macierzy S o nastepujacych wtasnosciach:
uklady réwnan z macierzg S sg tatwe do rozwigzania, i zachodzi nieréwnosé
cond(S'A) <« cond A; aby tak bylo, macierz S musi w jakis sposéb przyblizaé
macierz A. Metode iteracyjna stosujemy do uktadu S~'Ax = S7'b, przy czym
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nigdy nie wyznaczamy macierzy S~'A; zamiast tego, majac obliczy¢ wektor
u = S~ 'Av, obliczamy w = Av i rozwigzujemy uktad Su =w.

metoda Jacobiego:

Rysunek przedstawia eksperyment, w ktérym byly rozwiazywane dwa uktady
réwnan o tym samym rozwigzaniu, ktérych macierze symetryczne i dodatnio
okreslone majg wskazniki uwarunkowania odpowiednio 4 i 16. Pokazane sg ciggi
przyblizen rozwigzania wygenerowane przez opisane wczesniej metody (dla
metody Richardsona przyjety zostal optymalny parametr ) i warstwice
wielomianu kwadratowego f rozwazanego w opisie metody CG, przechodzace

przez kolejne punkty x,.
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Nawet jesli macierze A i S sa symetryczne, macierz S™'A na og6! nie jest taka.
Niektére metody, na przyktad CG, wymagaja, aby macierz uktadu byta
symetryczna. To wymaganie mozna spetnic.

Metoda PCG

Pokazemy metode sprzezonych gradientéw z poprawianiem uwarunkowania

(ang. preconditioned conjugate gradient method, PCG). Niech C oznacza macierz,
taka ze cond(C " TAC™') <« cond A. Dany uklad Ax = b z macierza symetryczna

1 dodatnio okreslong A zastepujemy ukladem réwnan

CTAC'® =C . (*)

Macierz C"TAC™' jest symetryczna i zachodzi réwnosé x = C~'®. W obliczeniach
chcemy uzywaé oryginalnych danych, tj. macierzy A i wektora b, ale chcemy, aby
zbiezno$¢ otrzymanego ciggu wektoréw Xo, X1, ... byla okreslona przez
uwarunkowanie uktadu (*).

Wprowadzimy kilka oznaczen: symbole Xy 1 1 oznaczaja kolejne przyblizenie
rozwigzania uktadu Ax = b i wektor residuum, za$§ X, = Cx; i T to odpowiednio
kolejne przyblizenie rozwigzania i residuum uktadu (*). Wektor v, wyznacza
kierunek prostej, na ktorej lezy punkt xy i kolejny punkt X1, za§ symbolem ¥,
oznaczymy wektor kierunkowy prostej taczacej punkty Xy i Xy 1; mamy przy tym
Y = Cvy.. Dla kazdego k jest

?k = C_Tb — C_TAC_152]( = C_T(b — Axk) = C_Trk, CZYH Ty = CT?k.

Oznaczmy S = C'C. W k-tym kroku obliczamy (poréwnaj to z opisem
metody CG)

f — ?{?k o (C_Trk)TC_Trk o r{S_]rk
FTROICTACT. T VAve VAvC

Nastepnie mogliby$my obliczy¢ X1 = R + ti Yy itd., ale zamiast tego obliczamy
bezposrednio

Xk+1 = C_]Qkﬂ = C_152k + tkC_1Ok = Xy + t Vi,
T+ = CT?k_H = CT?k — CTtkciTAC710k =Tk — tkAVk,
o — ?L_]?kﬁ _ (CfTTkH)TC*TT‘kH _ T’L_]S_]Tkﬁ
k ?{?k (C—Trk)TC—Trk TIS_]T’k

Vi1 = C g = C ' + 5,C70 = S + sivee
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Rysunek przedstawia przyklad ilustrujacy dziatanie metody PCG. Macierz C,
uzyta w tym przykladzie, jest symetryczna, dodatnio okrelona i taka, ze A = C*,
dzieki czemu cond,(C"TAC™') = y/cond, A. Oczywiscie, niezaleznie od
uwarunkowania, dla uktadu dwéch réwnan metoda znajduje rozwiazanie «

(z dokladnoscia do btedéw zaokraglen) juz po drugiej iteracji. Ale poréwnujac ten
rysunek z rysunkiem na s. 4.24 (w obu przypadkach rozwigzywany jest ten sam
uklad réwnan) widzimy, ze przyblizenie otrzymane juz w pierwszej iteracji, x;,
lezy blize] rozwigzania niz w przypadku, gdy metode stosujemy do oryginalnego
ukladu réwnan Ax = b. Moéwiagc niezbyt Scisle, im lepiej uwarunkowany jest uktad
réwnan, tym lepiej wektory kierunkowe prostych, wzdtuz ktérych minimalizujemy
funkcje kwadratows, ,celujg” w punkt «. To ma ogromne znaczenie praktyczne,
bo dla wielkich uktadéw réwnan liniowych metode CG stosujemy jako metode
iteracyjng i chcemy wykonaé¢ duzo mniej iteracji niz n.

Nigdzie w koicowych wzorach, wyprowadzonych wyzej, nie wystepuje macierz C.
Zamiast niej mamy macierz symetryczna S, a doktadniej S~'. Macierz S powinna
przybliza¢ macierz A, ale uklad réwnan z macierza S powinien by¢ znacznie
tatwiejszy do rozwigzania. W réznych zastosowaniach bywa tak, ze nie znamy
macierzy S w postaci jawnej (tzn. w postaci tablicy wspoétczynnikéw), ale
dysponujemy macierza S~', a doktadniej jakim$ szybkim algorytmem, ktory dla
dowolnego wektora r produkuje wektor S~'r. Dwa parametry procedury, ktéra
realizuje metode PCG, powinny by¢ wskaznikami do procedur, z ktérych pierwsza
ma za zadanie obliczenie wektora Av, a zadaniem drugiej jest obliczenie wektora
S~'r, dla wektoréw v i r przekazywanych jako parametry. Kod podprogramu
realizujgcego algorytm PCG ma postac:

r=b—AXx; /*r=11 */
z =S7"r; /* rozwigzywanie uktadu Sz =1 */
vV=2z; /¥ v=vy ¥/

c=2z"r;
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for ( k=0; k<mn; k++ ) {
if ( viv < 8 ) return;
z = Av;
t=c/(V'z); /*x t=1 */
X=x+1tv; /* x=%x1 */
r=r—tz; /xr=1 */
z=S""r; /* rozwigzywanie uktadu Sz =1 */
d=z"r;
if (d<e?) {
if (r'r<e? ) /* koriczymy, jesl residuum */

return; /* oryginalnego uktadu jest dostatecznie mate */
}
v=2z+(d/c)v; /¥ v=v */
c=d;

Zastepowanie uktadu réwnan ukladem o macierzy lepiej uwarunkowanej ma
angielskg nazwe preconditioning, a uzywana do tego macierz S to tzw.
preconditioner; terminy te nie maja powszechnie przyjetych polskich
odpowiednikéw. Metody znajdowania odpowiednich macierzy sa silnie zwigzane
ze specyfika zadania i daleko wykraczajg poza ten wyktad. Niemniej, warto
wiedzie¢, ze metody iteracyjne z poprawianiem uwarunkowania sa w zasadzie
jedynymi skutecznymi metodami rozwigzywania naprawde wielkich uktadéw
réwnan liniowych (ktére w praktyce czesto sg naprawde Zle uwarunkowane).
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Zadania i1 problemy

. Znajdz wyrazenie opisujace wskaznik uwarunkowania zadania obliczania iloczynu
danej macierzy nieosobliwej A 1 wektora x.

. Udowodnij, ze jesli macierz kwadratowa nieosobliwa A jest iloczynem macierzy
kwadratowych B i C, to (dla wskaznikéw uwarunkowania okre§lonych za pomoca
dowolnej normy indukowanej) zachodzi nieréwnos¢ cond A < cond B cond C.

. Rozwiagz uklady réwnan liniowych

o)l [en )12

Oblicz wskaznik uwarunkowania macierzy pierwszego ukladu w normie pierwszej.
. Niech

3 2 1 2
A=130 22 11 |, b=]19
0 20 110 20

Dokonujac odpowiedniego czeSciowego wyboru elementu gtéwnego, znajdz
macierze permutacji P, tréjkatng dolng L i tréjkatng gérng U, takie ze LU = PA.
Korzystajac z tych macierzy, rozwigz uktad réwnan liniowych Ax = b.

. Udowodnij, ze jesli macierz A n x n jest symetryczna (i dodatnio okreslona)

i wspoélczynnik aj; # 0, to po wykonaniu pierwszego kroku eliminacji Gaussa blok
n—1xn—1w prawym dolnym rogu przeksztalconej macierzy jest symetryczny
(i dodatnio okreslony).

. Udowodnij, ze jesli macierz A jest diagonalnie dominujaca (tj. [aul > > ; ; [ay| dla
kazdego 1), to wlasno$é te majg wszystkie macierze wytworzone w kolejnych
krokach eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtéwnego.

. Macierz rzadka, tj. taka, ktérej tylko niewielka czes¢ wspotczynnikéw rézni sie od

zera, mozna reprezentowac na wiele sposobéw, w ogélnosci zaleznych od
rozmieszczenia niezerowych wspoéiczynnikow.

Na przyktad wspolczynniki macierzy tréjdiagonalnej n x n najprosciej jest
przechowywaé w trzech tablicach o dtugosci n, ze wspoéiczynnikami odpowiednio
z dolnej kodiagonali (a[i]l=a;; 1), diagonali (b[il=a;;) i gérnej kodiagonali
(c[il=aiit1). Jedli taka macierz zostata roztozona za pomoca eliminacji Gaussa na
czynniki trojkatne, to ich wspdlczynniki mozna przechowywaé w tych samych
tablicach. Jesli przestawianie wierszy jest potrzebne, to do przechowywania
czynnikéw rozkladu jest potrzebna jeszcze jedna tablica, na wspétczynniki u;;,,
macierzy U (i tablice liczb catkowitych, do reprezentowania wykonanej permutacji
wierszy).
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Napisz procedury eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtéwnego dla macierzy
tr6jdiagonalnej i cyklicznej tréjdiagonalne;.

. Macierz n x n

H d

A —
d" ¢

ma blok H = I —2ww’, gdzie w € R"' jest wektorem jednostkowym. Jaki
warunek muszg spetnia¢ wektory w i d oraz liczba c, aby macierz A byta
nieosobliwa? Zaproponuj algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
z taka macierza, przy zalozeniu, ze dane sg wektory w i d, liczba c 1 wektor
prawej strony.

. Odbicie symetryczne w przestrzeni C" jest reprezentowane przez macierz

okre§long wzorem
1T n
H=1-— va\)v y
w ktérym v € C™ \ {0} jest wektorem normalnym hiperptaszczyzny odbicia.
Sprawdz, ze to przeksztalcenie jest inwolucja i izometrig w przestrzeni C".

Niech a bedzie niezerowym wektorem, ktérego obraz w odbiciu (Householdera)
ma mie¢ kiernek wektora e; = [1,0,...,0]". Podaj konstrukcje, ktéra zapewni
otrzymanie najdtuzszego wektora normalnego hiperptaszczyzny odbicia w C".

Wskazéwka: Znak liczby rzeczywistej to +1, 0 lub —1. Znak liczby zespolonej
réznej od zera moze by¢ dowolng liczbg z, taka ze |z| = 1.
Macierz o strukturze blokowej

A B
BT 0

)

jesli blok A jest symetryczny 1 dodatnio okreslony, a kolumny macierzy B sa
liniowo niezalezne, jest nieosobliwa. Zaproponuj korzystajacy z tych informacji
algorytm rozwigzywania uktadu réwnan liniowych z taka macierzg. Oblicz jego
koszt, w zalezno$ci od wymiaréw bloku B.

Wskazéwka: Metodg Choleskiego (zobacz wyktad i nastepne zadanie) znajdz
macierz tréjkatna dolng L, taka ze A = LL'. Nastepnie oblicz macierz C = L~'B
(rozwigzujac odpowiedni ukiad réwnan) i uzyj odbi¢ Householdera do znalezienia
macierzy ortogonalnej Q i tréjkatnej gérnej R, takich ze C = QR oraz C'C = R'R.

Metoda Choleskiego roztéz na czynniki tréjkatne macierz

4 2 0 2]
22 0 1
A=1o00 4 —6
|21 —6 12
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Korzystajac z tego rozktadu rozwigz uktad réwnain Ax = b z wektorem prawe;j
strony b = [4,1,—6,13]".

Wielka macierz rzadka o dowolnym (np. catkowicie nieregularnym) rozmieszczeniu
niezerowych wspétczynnikéw mozna reprezentowaé za pomocg wykazu tych
wspotczynnikéw. Wykaz jest tablicag, ktérej kazdy element jest tréjka liczb;
pierwsze dwie to indeksy wspolczynnika (tj. numery wiersza i kolumny), a trzecia
liczba to ten wspétczynnik.

Napisz podprogram, ktéry oblicza iloczyn Ax macierzy rzadkiej reprezentowane;j
przez opisany wyze] wykaz 1 danego wektora x. Nie zaktadaj zadnego szczegblnego
uporzgdkowania wykazu.

(Lab.) Niech p; =[0,0]", p, = [3.141,2.718]", q; = [-1,1]", q; = [-0.961,1.033]".
Korzystajac z pakietu Octave, znajdz punkt wspoélny dwdch prostych
przechodzacych odpowiednio przez punkty pi, p2 1 q1, 2. Powtérz eksperyment,
zamieniajac punkt ¢; na [—0.961,1.034]". Oblicz normy 1, 2 i oo oraz wskazniki
uwarunkowania w tych normach macierzy ukladu réwnan liniowych, ktéry nalezy
rozwigzaé, aby znalez¢ punkt przeciecia prostych.

Przypu$émy, ze w roli macierzy C, uzytej do poprawiania uwarunkowania uktadu
réwnail Ax = b na potrzeby metody sprzezonych gradientéw, wystepuje macierz
symetryczna i dodatnio okreslona B taka ze A = B? (macierz B rozpatrywaliémy

w opisie metody CG). Jak beda przebiegac obliczenia w metodzie CG?

Jesli taka macierz B jest skuteczna, to dlaczego jej sie nie uzywa?

Niech macierze A i S beda symetryczne i dodatnio okreslone, przy czym istnieje
macierz C, taka ze C'C =S i cond(C"TAC™') <« cond A. Majac mozliwoéé
szybkiego rozwigzywania uktadéw réwnan z macierzg S (np. podprogram, ktéry to
robi), napisz wzory bedace podstawa metody Richardsona rozwigzywania uktadu
Ax = b z poprawianiem uwarunkowania przy uzyciu macierzy S (metoda ma
wykonywa¢ iteracje dla uktadu z symetryczna macierzg C"TAC™).



Przypomnienia

. Mnozenie macierzy — schemat Falka.
Niech C = AB. Znany z algebry liniowej wzor

n
Cyj = E Ak by,
k=1

definiujgcy mozenie macierzy, ma znakomitg

interpretacje graficzng, pokazang na rysunku obok.
Za pomocg takiego przedstawienia mozna tatwo
udowodni¢ wiele wlasno§ci mnozenia macierzy,

a takze zobaczy¢, ktore wspodiczynniki iloczynu
zalezg od poszczegdlnych wspodtczynnikow
czynnikéw 1 w szczegbdlnosci, jesli czynniki te maja
pewng strukture (tj. okreslone rozmieszczenie
wspolczynnikéw zerowych), to mozna stad

B

!
A—C
it Gin

Cij
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wyciggnaé wnioski na temat struktury iloczynu (a stad juz droga do efektywnych

algorytmoéw mnozenia macierzy, ktére majg wiele zerowych wspoiczynnikéw).

[ By

{ A1q } l A11B13
A2l A21B1q

. Schemat Falka mozna zastosowac nie tylko do
pojedynczych wspblczynnikéw, ale takze do
blokow macierzy, np. tak, jak na rysunku obok.

W podziale blokowym w kazdym wierszu wszystkie
bloki maja tyle samo wierszy, w kazdej kolumnie

B12

A11B12
A21B1;

]

wszystkie bloki maja tyle samo kolumn i aby mnozenie byto wykonalne, liczby

kolumn blokéw macierzy A (pierwszego czynnika) muszg byé réwne liczbom

wierszy odpowiednich blokéw macierzy B (drugiego czynnika).

. Na schemacie Falka tatwo jest pokazac, ze iloczyn
macierzy tréjkatnych gérnych jest macierza
tr6jkatng gérng. Podobnie to wyglada dla
macierzy tréjkatnych dolnych.

Co mozna powiedzie¢ mnozeniu macierzy
blokowo-tréjkatnych?

Narysuj odpowiedni schemat Falka, aby pokazag,
ze iloczyn dwoch macierzy tréjdiagonalnych jest
macierzg pieciodiagonalng. Uogdlnij to
stwierdzenie na przypadek mnozenia macierzy
wstegowych.

L
o g

o
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4. Ze schematu Falka natychmiast wida¢, ze AT
(AB)T = BTAT — o ile mnozenie wspélczynnikéw i}
jest przemienne (co, rzecz jasna, ma miejsce dla BT — (AB)T
macierzy liczbowych, ale nie tylko takie macierze [ ag |

wystepuja przy réznych okazjach).
Na co trzeba zwrécié uwage, jesli rozpatrujemy

transpozycje iloczynu macierzy podzielonych na L Qin |
bloki?

Korzystajac ze schematu Falka uzasadnij
stwierdzenie, ze dla kazde] macierzy kwadratowej
nieosobliwej A zachodzi réwnosé (A7)~ = (AT
(a zatem mozna pisa¢ w skrécie A7),

5. Struktura blokowa iloczynu macierzy - - - -
przedstawionego na schemacie obok uzasadnia

stwierdzenie, ze otrzymana w eliminacji Gaussa é 1(;
macierz L =L[;...L, 1 ma pod diagonalg - -
wspélezynniki 1y, = alf " /al"; polecam B 0O||B 0
przeprowadzenie dowodu indukcyjnego tego faktu. C I C D

6. Eliminacja Gaussa z czeSciowym wyborem elementu gtéwnego daje w Wynil_iu
macierz

Uu=r"'T. ...J'LL7TA.

W powyzszym wzorze symbole Ty,..., T, ; oznaczajg macierze transpozycji;
macierz T, reprezentuje przestawienie wierszy k i | dla pewnego 1 > k (jesli k =1
to Ty jest macierza jednostkowg). Niech Py =T, ;... Ti. Macierz Py opisuje pewna
permutacje ostatnich n 4+ 1 — k wierszy, ma zatem strukture blokowsa

w ktorej blok P € RVt =k jest pewna macierzg permutacji. Jak wiemy,
dowolna macierz permutacji jest ortogonalna, tj. jej transpozycja jest jej
odwrotnoscia. Macierz [,' ma postaé

I
&1
Lk—l = J
—l—1 1

z blokiem —1,_; € R™'¥, Rozwazmy iloczyn

Pl Ty = Pl PIP T = PRI PIP .
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Ze schematu Falka dla pierwszych trzech czynnikéw ostatniego wyrazenia
otrzymujemy

1 1
SR Pl

1 1
—Pylk—1 Pr ] L

1
—
—_—
o
=~
I —
1
—
]
1
—
o
=~
i
T
—
]

Zatem, Pki[LTk = L£11Pk_1 1 macierz I_;ll jest tréjkatna dolna z odpowiednio
przestawionymi wspotczynnikami w k—pierwszej kolumnie pod diagonals.

Stad za pomoca indukcji tatwo juz pokazaé, ze U=1_",...1;'P;A = L7'PA;
macierz permutacji P = Py opisuje zlozenie wszystkich wykonanych przestawien
wierszy. Wynik eliminacji jest taki sam, jak gdyby wiersze macierzy A zostaly
poprzestawiane przed przystgpieniem do eliminacji.

. Schemat Falka utatwia opracowanie algorytmu
mnozenia macierzy rzadkich, reprezentowanych za
pomocg wykazéw niezerowych wspotczynnikéow . s oe e
(zobacz zadanie 12). W tym algorytmie mnozenie
1 dodawanie zmiennopozycyjne jest wykonywane
tylko wtedy, gdy oba mnozone wspdtczynniki .
macierzy A 1 B sg niezerowe.

Aby znalez¢ iloczyn macierzy A i B, wykazy ich
niezerowych wspoélczynnikéw (zobacz zadanie 12)

porzadkujemy tak, aby wspoélczynniki w kolejnych
wierszach znalazty sie obok siebie; znakomicie

nadaje sie do tego algorytm sortowania
kubetkowego. Dla kazdej macierzy tworzymy tablice dodatkowa, ktéra dla

kazdego wiersza macierzy zawiera indeks do pierwszego elementu reprezentujacego
wspotczynnik z tego wiersza w uporzgdkowanym wykazie.

Nastepnie obliczamy niezerowe wspo6iczynniki iloczynu w jego kolejnych
wierszach. Dla i-tego wiersza macierzy A przegladamy elementy jej wykazu.
Przetwarzajac element reprezentujacy wspoéiczynnik aj; w k-tej kolumnie, dla
wszystkich elementéw wykazu macierzy B, reprezentujacych niezerowe
wspolczynniki w k-tym wierszu, tworzymy tréjki (p, q,j), gdzie p jest indeksem
(w wykazie A) wspélczynnika aiy, q jest indeksem (w wykazie B) niezerowego
wspobiczynnika by, za$ j jest indeksem kolumny tego wspoiczynnika.

Po posortowaniu tablicy takich trojek wzgledem indekséw j tréjki reprezentujace
iloczyny aycby, ktére trzeba zsumowac, wystepujg obok siebie. Wykonanie dziatan
zmiennopozycyjnych i utworzenie elementéw wykazu niezerowych wspoélczynnikéw
w i-tym wierszu iloczynu jest juz tatwe.
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Liniowe zadania najmniejszych kwadratéw

Rozwazamy uktad réwnan liniowych Ax = b z macierza A € R™" i wektorem
b € R™. Uktlad ten moze (cho¢ nie musi) by¢ sprzeczny. Liniowe zadanie

najmniejszych kwadratéw (LZNK) polega na znalezieniu wektora x*, takiego ze
norma druga wektora residuum, b — Ax*, jest najmniejsza. Jesli uktad jest

niesprzeczny, to rozwigzanie LZNK jest zwyklym rozwigzaniem tego ukltadu.

Twierdzenie. LZNK ma rozwigzanie; jest nim taki wektor x*, ze wektor
residuum jest prostopadty (w sensie iloczynu skalarnego (u,v) =v'u) do
przestrzenti lintowej (podprzestrzeni R™) rozpietej przez kolumny a,...,a,
macierzy A.

Dowéd. Rozwazmy wektor y*, ktéry jest rzutem prostopadlym wektora b na te
podprzestrzen. Zatem istnieje wektor x*, taki ze y* = Ax* 1 wektor

b —y* = b — Ax* (czyli residuum) jest prostopadty do tej podprzestrzeni. Jesli
wezmiemy dowolny wektor x € R™ i obliczymy y = Ax, to wektor

Yy —y* = A(x —x*) jest prostopadly do wektora b — y*. Ale wtedy, na podstawie
twierdzenia Pitagorasa, mamy

b —Ax[7=lb—yl;=b—y"2+ly" —yl2 > [b -yl = b — Ax"|3.

Dla y # y* powyzsza nieréwnos¢ jest ostra. O

LZNK ma rozwigzanie jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny macierzy A
sg liniowo niezalezne (co jest mozliwe tylko dla m > n). Zadania z takimi

macierzami to tzw. regularne liniowe zadania najmniejszych kwadratéw (RLZNK).

Uwaga. Wektor y* w tym przypadku jest réwny A(ATA)'ATb; mozemy
sprawdzi¢, ze ATA jest macierza symetryczna i dodatnio okreslong. Zatem
okreslony tym wzorem wektor y* istnieje, jest on kombinacjg liniowg kolumn
macierzy A, a ponadto

ATb—y*)=ATb—ATA(ATA) 'ATb = 0.
Wektor b — y* jest wiec prostopadly do wszystkich kolumn macierzy A.
Jesli macierz ma kolumny liniowo zalezne, to zadanie (nieregularne, NLZNK) ma
wiele rozwigzan, ich zbioér jest warstwa przestrzeni R" o wymiarze n — r (gdzie

T oznacza rzad macierzy A).

W tym przypadku mozna napisaé wzér y* = B(B'B)"'B'b, w ktérym symbol B
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oznacza macierz powstalg z A przez wyrzucenie kolumn tak, aby pozostawic
T = rank A kolumn liniowo niezaleznych.

[lustracje liniowych zadan najmniejszych kwadratéw mamy na rysunku.

Rysunek a) przedstawia zadanie regularne dla uktadu z macierzg 3 x 2. Kolumny

macierzy A = [a;, a,] rozpinaja dwuwymiarows podprzestrzen przestrzeni R?, nie

zawierajacg wektora prawej strony b. Poniewaz kolumny te sg liniowo niezalezne,

rzut prostopadly y* wektora b na te podprzestrzen jest ich kombinacjg liniowg

o jednoznacznie okre§lonych wspétczynnikach — wspolirzednych wektora x*, ktoéry
jest jedynym rozwigzaniem tego zadania.

Na rysunku b) jest pokazane zadanie nieregularne, z macierza 3 x 3 o liniowo
zaleznych kolumnach. Kolumny te rozpinajg przestrzen dwuwymiarowa, ktoérej
elementem wektor b nie jest. Jego rzut prostopadly y* na te podprzestrzen jest
jednoznacznie okreslony, ale mozna go wyrazi¢ jako kombinacje liniowg kolumn
a;, ay, as na nieskonczenie wiele sposobdéw i wtasnie tyle rozwigzan ma zadanie.

Regularne LZNK

Prostopadto$¢ dowolnego wektora w R™ do podprzestrzeni jest réwnowazna
prostopadlosci tego wektora do wszystkich elementéw dowolnej bazy tej
podprzestrzeni. Zatem, majac uktad réwnan Ax = b, mozemy pomnozy¢ skalarnie
residuum przez kolumny macierzy A i przyréwnaé do zera:

(b—Ax,a)=0, i=1,...,n

Mozna to zapisa¢ w postaci macierzowej, po prostych przeksztatceniach
otrzymujac tzw. uktad réwnan normalnych:

ATAx = A'b.
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Jesli kolumny ay,..., a, s3 liniowo niezalezne, to ich zbiér jest bazg odpowiedniej
podprzestrzeni; wtedy macierz symetryczna M = ATA jest dodatnio okreslona
(skad wynika, ze nieosobliwa) i uklad ma jednoznaczne rozwigzanie — rozwiazanie
RLZNK (jesli kolumny sg liniowo zalezne, to uktad réwnan normalnych jest
niesprzeczny, ale ma nieskorniczenie wiele rozwigzan, ktérymi sg wszystkie
rozwigzania NLZNK).

Algorytm réwnan normalnych jest najprostsza i najtafisza metoda numeryczng
rozwigzywania RLZNK. Polega on na obliczeniu macierzy M = ATA i wektora
d = A'b, a nastepnie rozwigzaniu uktadu réwnain Mx = d. Poniewaz macierz M

jest symetryczna, obliczenie jej wspotczynnikéw moze byé wykonane kosztem
mn(n + 1)/2 dziatan (mnozen i dodawan zmiennopozycyjnych). Uktad réwnan
z macierzag M moze by¢ rozwigzany metoda Choleskiego.

Wieksza doktadno$¢ rozwigzania mozna osiggnaé, korzystajac z rozktadu
ortogonalno-tréjkatnego macierzy A. Dla ustalonej macierzy A € R™ " istnieje
macierz ortogonalna Q € R™ ™ i macierz R € R™*", ktérej wspdiczynniki ponize]
diagonali sg zerowe, takie ze A = QR, przy czym jesli macierz A ma liniowo

niezalezne kolumny, to macierz R réwniez (zatem ma niezerowe wspodtczynniki
diagonalne). Dla m > n pierwsze n kolumn macierzy Q i wierszy macierzy R sa
okreslone z dokladno$cig do zwrotow.

Macierze Q 1 R podzielimy na bloki, odpowiednio
R
Q:[QHQZ]) :[R]]’
2
takie ze Q; € R™™ i R; € R™™. Poniewaz blok R, jest zerowy, mamy A = Q;R;.
Podstawmy to do uktadu réwnan normalnych:
RiQiQiRix =R{Q;b.

Macierz Q] Q; jest macierza jednostkowg n x n, a poniewaz macierz R; jest
nieosobliwa, mamy uktad réwnowazny uktadowi réwnan normalnych:

R1X = ;rb,
z nieosobliwg macierzg tréjkatng gérng R;.

Jesli dany uklad réwnan, Ax = b, dla ktérego stawiamy LZNK, pomnozymy
stronami przez Q', to mozemy w nim wyrézni¢ dwa poduktady:

Rix = Q—]rb,
0x = QJb.
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Uktad dany jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy wektor Q1b = 0. Co
wiecej, poniewaz pierwszy poduklad ma rozwigzanie jednoznaczne (jest nim
rozwigzanie LZNK), a macierz drugiego poduktadu jest zerowa, dtugos¢ wektora
Q!b jest najmniejsza osiggalng norma residuum, b — Ax*.

Istnieje wiele metod rozkladania macierzy A na czynniki Q i R albo Q; 1 R;.
Jedng z nich jest zastosowanie odbi¢ Householdera. Za pomocg n odbic,

konstruowanych tak samo, jak w zastosowaniu do uktadu réwnan liniowych

z nieosobliwg macierzg n x n, macierz A przeksztalcamy na macierz R. Macierz
ortogonalng Q reprezentujemy za pomocag wektoréw normalnych hiperplaszczyzn
kolejnych odbié¢ (ktére mozemy przechowywaé w tablicy poczatkowo zawierajacej
wspéiczynniki macierzy A); mamy

Q' =H,H,...H;, Q=H;...HH,,

gdzie H; = [ —y;viv!. Macierzy Q nie wyznaczamy w postaci jawnej;
zapamietujemy tylko wektory v; i liczby ;.

Algorytm rozwigzywania RLZNK za pomocg odbi¢ sktada sie z nastepujacych
krokéw:

. Znajdz rozklad macierzy A, tj. reprezentacje macierzy Q w postaci wektorow
odbi¢ 1 macierz R.

2. Oblicz wektor y = Qb = H,, ... H;b.

. Wybierz pierwsze n wierszy macierzy R i wektora y, tj. macierz R; = QJA
i wektor y; = QJb, i rozwiaz uktad Rix = y;.

Rozkladu macierzy A na czynniki Q; i Ry mozemy dokona¢ za pomoca
ortonormalizacji Grama-Schmidta; sg rézne numeryczne implementacje tej

procedury. W tak zwanym algorytmie modyfikowanym (MGS), dajacym
(w implementacji uzywajacej arytmetyki zmiennopozycyjnej) doktadniejszy wynik
niz algorytm klasyczny z podrecznika algebry liniowej, konstruujemy macierze

AL = A ... AM = Q. Jesli kolumny macierzy A® oznaczymy a\’, ..., al’, to
obliczamy
for (k=1; k<n; k++ ) {
k—1)T (k-1
Tk = ali ) ali );
(k) _ 1 L (k=1),
Qe =&
for (i=k+1; i<n; i++ ) {
KT (k-1
Thi = (11(<) ai( );
K k—1 k
ag):ag )—Tkiali);
}
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(n)

i

Wynikiem obliczenia sg kolumny q; = a
1 powyzej diagonali macierzy R;.

macierzy Q; 1 wspélczynniki 1; na

Do rozwigzania RLZNK za pomocg ortonormalizacji stuzy nastepujacy algorytm:

. Za pomocg ortonormalizacji Grama-Schmidta znajdz macierze Q; 1 R;.
. Oblicz wektor y; = Q]b.

. Rozwiaz uklad réwnan Rix = y;.

Przyczyna, dla ktérej algorytmy korzystajace z rozktadu ortogonalno-tréjkatnego
dajg dokladniejsze wyniki niz algorytm réwnan normalnych jest taka, ze
wyjsciowe zadanie jest zwykle znacznie lepiej uwarunkowane niz uktad réwnan
normalnych. Dlatego bledy zaokraglen popelnione podczas obliczania macierzy M
1 jej rozktadania na czynniki tréjkatne przenoszg sie na wynik ze znacznie
wiekszym czynnikiem. Tymczasem uwarunkowanie uktadu réwnari Ryx = Q{b

(w normie drugiej) jest takie samo, jak uwarunkowanie zadania wyjsciowego.

Dualne LZNK

Inny rodzaj liniowego zadania najmniejszych kwadratéw mozemy postawié, gdy
dany uklad réwnan, Ax = b, jest niesprzeczny i nieokreslony.
W dualnym liniowym zadaniu najmniejszych kwadratéw (DLZNK) celem jest

wybranie jednego elementu ze zbioru rozwigzan uktadu Ax = b. Nalezy wybraé
rozwigzanie x* najkrétsze (o najmniejszej normie drugiej), lub takie, aby dla
ustalonego wektora & € R™ wektor x* — X byl najkrotszy; pierwsza sytuacja jest
szczegblnym przypadkiem drugie].

Twierdzenie. DLZNK ma rozwigzanie. Niech A" = [a,...,an], tj. niech
wektory ai,...,a, € R" bedqg transponowanymsi wierszami macierzy A.
Rozwigzaniem DLZNK jest taki wektor x*, ze Ax* = b 1 réznica x* — R jest
kombinacjg lintowqg wektoréw ay,..., Q.

Dowbd. Zbiér rozwiazan rownania liniowego ajx = b; jest warstwa réwnolegla do
podprzestrzeni o wymiarze n — 1 prostopadtej do wektora a;. Zbiér rozwigzan
catego uktadu réwnain Ax = b jest przecieciem tych warstw, i jest to warstwa
przestrzeni R" réwnolegta do podprzestrzeni, do ktérej nalezg wszystkie wektory
prostopadle do wektoréw a,..., a,,. Niech x* oznacza rzut prostopadtly

wektora X na te warstwe; jest on oczywiscie rozwigzaniem ukltadu. Jesli zatem
wektor x jest dowolnym rozwigzaniem ukladu Ax = b, to wektor x — x* jest
prostopadty do wektoréw a,..., a,,, a wiec takze do ich kombinacji liniowe;j
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X* — X, i z twierdzenia Pitagorasa mamy
e —R12 =[x —x*[I3 + " =R > [[x" —R]]2.

Jesli x £ x*, to nieré6wno$¢ jest ostra. O
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[lustracje DLZNK dla uktadu dwéch réwnan z trzema niewiadomymi mamy na
rysunku. Zbiér rozwigzan uktadu jest prosta prostopadlag do plaszczyzny rozpietej
przez wektory a;, a,, tj. przecieciem dwéch plaszczyzn prostopadtych do tych
wektoréow. Wektor x* — X jest prostopadly do tej proste;j.

Jesli wiec wektor x jest rozwigzaniem DLZNK, to wektor x — X musi by¢
kombinacjg liniowg transponowanych wierszy macierzy A, a zatem istnieje
wektor y € R™, taki ze ATy = x —R. Jesli strony tej réwnosci pomnozymy przez
macierz A, to otrzymamy

AATYy = Ax — AR.
Po podstawieniu Ax = b mamy stad uktad réwnan z niewiadomym wektorem y
AATYy =b — AR,

zwany dualnym ukladem réwnarn normalnych. Macierz AAT jest symetryczna
1 jeSli wiersze macierzy A sa liniowo niezalezne, to jest dodatnio okreslona. Aby
tak byto, musi by¢ n > m. Jesli wiersze macierzy A sa liniowo zalezne, to nie

mamy gwarancji, ze uklad réwnan Ax = b jest niesprzeczny, i mamy do czynienia
z zadaniem nieregularnym.

Algorytm dualnych réwnan normalnych polega na obliczaniu macierzy M = AAT
i wektora d = b — AX, a nastepnie rozwigzaniu uktadu My = d (do czego mozna
uzy¢ metody Choleskiego) i obliczeniu rozwiazania x = ® + A'Ty. Jesli ma by¢
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znalezione rozwigzanie o najmniejszej normie drugiej, to X = 0; mozna wtedy
poming¢ niektére obliczenia.

Wieksza doktadno$¢ mozna uzyskaé, korzystajac z rozktadu
tréjkatno-ortogonalnego macierzy A. Istnieje macierz L € R™ ", kt6éra ma zera za

wspoélczynnikiem diagonalnym w kazdym wierszu, i macierz ortogonalna

Q € R™™, takie ze A = LQ; macierze te mozna otrzymaé, stosujac do
macierzy A" (kolumnowo regularnej) te same algorytmy wyznaczania rozkladu
ortogonalno-tréjkatnego, ktérych uzycie do rozwigzania RLZNK bylo opisane
wczesniej. Otrzymujemy macierze L = [I4, ;] i Q = [Q1, Q2], w ktérych blok
L; € R™™ jest nieosobliwg macierzg tréjkatng dolng, blok L, jest zerowy,

1 macierze L; 1 Q; sg okreslone z dokladnoS$cig do zwrotéw kolumn. Zachodzi
réwnosé A = L1 QJ.

Po podstawieniu czynnikéw rozktadu do dualnego uktadu réwnani normalnych
mamy

LQiQiLjy =b —LiQ %,
a poniewaz Q] Q; = I i macierz L, jest nieosobliwa, mamy uklad réwnowazny
Ly=L"b-Q%.

Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan, mozna by obliczy¢ wektor y, a nastepnie
obliczyé x = X + Ay, ale poniewaz poza tym wektor y nie jest do niczego
potrzebny, lepszym rozwigzaniem po znalezieniu czynnikéw rozktadu macierzy A
jest uzycie tylko tych czynnikéw. Oznaczajagc w = Lf'b — Q& i podstawiajac

y = L;'w, otrzymamy ATy = Q;LJL;"w = Q;w. Stad otrzymujemy algorytm
rozwiazywania DLZNK:

. Za pomocg ortonormalizacji Grama-Schmidta znajdz macierze tré6jkatng dolng L[,
i kolumnowo-ortogonalng Q1, takie ze A = L;Q].

2. Rozwiaz uklad réwnan liniowych L;z = b i oblicz wektor w = z — Q]%.
. Oblicz x =X + Qw.

Powyzszy algorytm mozna zrealizowac réwniez za pomocag odbi¢ Householdera,
bez jawnego wyznaczania maclerzy Q;. Inny algorytm rozwigzywania DLZNK
korzystajacy z odbi¢ mozemy otrzymaé w taki sposéb: Niech s = Q™x i § = Q'%.
Podstawiajac nowe wyrazenie do uktadu LQ"x = b, otrzymujemy uktad réwnan
Ls = b, ktéry mozemy przedstawi¢ w postaci L;s; + L,s, = b. Poniewaz blok L,
jest zerowy, wektor s; musi by¢ rozwigzaniem uktadu réwnai L;s; = b, za$
wektor s, trzeba wybra¢ tak, aby wektor x —X = Q(s — §) mial najmniejszg
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norme drugg. Ale jest ona réwna normie drugiej wektora s — §. Zatem, jesli
wektor § podzielimy (w tym samym miejscu co s) na bloki §; = QJR i 8, = QI%,
to aby zminimalizowaé norme drugg wektora s — §, musimy przyjaé s, = $;.
Mamy stad taki algorytm:

. Znajdz macierz tréjkatna dolng L 1 wektory odbi¢ reprezentujace macierz Q, takie
ze A = LQ". Wybierz blok L; macierzy L.

. Oblicz § = Q'R&, stosujac odpowiednie odbicia, i podziel na bloki §; € R™,
$eRY™,

3. Rozwiaz uktad L;s; = b i zt6z wektor s z blokéw s; 18, =§;.

4. Oblicz x = Qs, stosujac te same odbicia w odwrotnej kolejnosci.

Rozklad SVD

Do badania i rozwigzywania nieregularnych liniowych zadan najmniejszych
kwadratéw bedzie nam potrzebne twierdzenie o istnieniu pewnego rozktadu
macierzy prostokatnych.

Twierdzenie. Dla dowolnej macierzy A € R™" istniejg macierze ortogonalne
UeR™™ 4V eRY" oraz macierz diagonalna £ € R™" o nieujemnych
wspotczynnikach, takie ze A = ULV'. Macierz & jest okreslona

z doktadnoscig do uporzgdkowania wspotczynnikow na diagonali, zwanych
warto$ctami szczegdlnymi macierzy A (ang. singular values). Liczba v
dodatnich wartosct szczegdlnych jest rzedem macierzy A.

Dowéd. Macierz ATA o wymiarach n x n jest symetryczna i nieujemnie okreslona.
Jej wartosci wlasne sg zatem liczbami nieujemnymi i istnieje baza ortogonalna
przestrzeni R" zlozona z wektoré6w wtasnych tej macierzy. Zatem istnieje macierz
ortogonalna V 1 macierz diagonalna A, takie ze

VIATAV = A.

Kolumny vi,..., Vv, macierzy V sa wektorami wtasnymi macierzy ATA
przynaleznymi do warto$ci wlasnych Aq,...,A,, bedacych kolejnymi
wspotczynnikami na diagonali macierzy A. Dla wygody i uszanowania tradycji
uporzadkujemy je tak, aby kolejne wspdlczynniki na diagonali macierzy A
tworzyty cigg nierosnacy. Liczba r dodatnich wartosci wtasnych jest rzedem
macierzy /\, ale tez jest rzedem macierzy AV, ktéra ma r poczatkowych kolumn
niezerowych 1 ktérej kazde dwie kolumny, co tatwo zauwazy¢, sa wzajemnie
prostopadle. Poniewaz macierz V jest nieosobliwa, liczba r jest tez rzedem
macierzy A.
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Mamy zatem A; > --- > A, > Ay = --- = A, = 0; liczba r jest rzedem macierzy A.
Dla liczb 0; = /A, gdzie i = 1,...,min{m, n}, okreslamy macierz diagonalng X
o wymiarach m x n, ktérej to sg wspdlczynniki na diagonali. Niech

1 :

ui:—Avi, d1a1:1,...,r.

i
Wtedy u{u; = - vIATAv;, a stad wektory u;,...,u, sg jednostkowe i wzajemnie
prostopadle. Dotaczajac do nich pewne wektory u, q,...,u,,, mozemy otrzymac
macierz ortogonalng U = [uy,...,u,] (jesli r < m, to mozna to zrobi¢ na dwa lub
nieskorniczenie wiele sposobow).

Pozostaje sprawdzi¢, ze A = UZV', czyli réwnowaznie £ = UTAV. Obliczmy
wspotczynniki tego ostatniego iloczynu. Dla 1 < 7 jest

1
Sy = U Av; = ;viTATAvi — 25

i O]

Dla i<, j#1dostajemy

1
1

sij = U{ Avj = %VIATA\))- = %v v; = 0.
Dla j < r < i otrzymamy

sij = u{ Av; = u{ oju; = 0,
1 wreszcle dla j > r okazuje sie, ze

Sij = UiTAV]' = UITO =0. O

Podobne twierdzenie mozna udowodni¢ dla macierzy zespolonych; wszedzie

w twierdzeniu i w dowodzie transpozycje zastepuje hermitowskie sprzezenie
(zamiast macierzy symetrycznych w twierdzeniu wystepuja macierze
hermitowskie, za§ odpowiednikiem macierzy ortogonalnych sg macierze unitarne,
tj. spetniajace warunek U"U = I).

Jak wida¢, macierze U i V nie sg okreslone jednoznacznie — nawet dla macierzy
kwadratowych o wszystkich wartoSciach szczegdlnych jednokrotnych mozemy
zmienia¢ zwroty kolumn macierzy U (razem ze zwrotami kolumn macierzy V

o0 tych samych numerach). Jesli macierz jest prostokatna lub ma wartosé
szczegbdlng o krotnosci wiekszej niz 1 (co jest réwnowazne istnieniu wartosci
wlasnej macierzy ATA o krotnoéci wiekszej niz 1), to macierze U i V mozna
wybiera¢ na nieskonczenie wiele sposobdw.
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Znalezienie opisanego w twierdzeniu rozkladu wzgledem wartosci szczegdlnych

(ang. singular value decomposition, SVD) jest réwnowazne z rozwigzaniem
algebraicznego zagadnienia wlasnego dla macierzy ATA i jest to zadanie dosy¢
trudne (i kosztowne) do rozwigzania numerycznego. Niemniej, rozktad SVD jest
bardzo uzyteczny, o czym nizej.

Nieregularne LZNK

Jesli rzad r macierzy A jest mniejszy zaréwno od liczby kolumn n, jak 1 od liczby
wierszy m, to liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla ukladu Ax = b jest
nieregularne. Zbiér rozwigzan takiego zadania jest nieskoriczony; jest on warstwa
n — r-wymiarowg (przestrzeni R"), ktorej elementami sg takie wektory x, ze
wektor y* = Ax jest rzutem prostopadlym wektora b na podprzestrzen rozpieta
przez kolumny macierzy A (tj. residuum, b — y*, jest wektorem prostopadtym do
tej podprzestrzeni). Dokladnie jeden element tej warstwy ma najmniejszg norme
druga; co wiecej, dla dowolnego wektora X € R" istnieje dokladnie jeden

element x* tej warstwy, taki ze norma druga réznicy x* — X jest najmniejsza.
Rozwigzanie NLZNK zwykle polega na znalezieniu tego wektora x*. Rozumowanie
podobne do przeprowadzonego wczesniej dla DLZNK uzasadnia stwierdzenie, ze
wektor x* — X jest kombinacjg liniowg transponowanych wierszy macierzy A.

NLZNK sg trudne do numerycznego rozwigzania. Jest tak dlatego, ze rozwigzanie
zadania zalezy od danych w sposéb paskudnie nieciggly. NLZNK jest szczegdlnie
trudne, jesli nie znamy rzedu macierzy A i dopiero mamy go na podstawie
obliczen numerycznych ustali¢. Najodporniejsze numeryczne algorytmy
rozwigzywania NLZNK korzystajg z rozktadu wzgledem wartosci szczegblnych.
Zobaczmy, jak rozklad ten sie tu stosuje.

NLZNK dla uktadu réwnai Ax = b i wektora X mozna zastapi¢ zadaniem
réwnowaznym dla uktadu réwnan Yy = d, gdzie d = U'b, i wektora j = V'R
(po rozwigzaniu tego zadania mozemy obliczy¢ x = Vy). Zaldézmy dla
uproszczenia, ze X = 0, czyli §j = 0. Wtedy rozwigzaniem NLZNK dla uktadu
2y =d, czyli

o [ yr ] ¢
Oy y _ d.
0 HE I
Yr .—H
| 4 - B [ dm ]
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jest wektor o wspoéirzednych

o di/o; dlai<r,
Y7 o dlai>r.

Mamy stad wyjasnienie trudnosci zadania: niewielkie zaburzenie macierzy A moze
spowodowaé pewne niegrozne zmiany'® macierzy U i V, oraz zaburzenie

macierzy L: jesli dowolna zerowa warto§¢ szczegdlna zmieni sie na niezerowg (czyli
skutkiem zaburzenia bedzie zwiekszenie rzedu macierzy A) i d; # 0, to trzeba
bedzie przyja¢ y; = d;/oi, zamiast zera, dla pewnego i > r. Tak wiec, 1m mniej
zaburzymy macierz A (w sposéb zmieniajacy o;), tym wieksza bedzie zmiana
wyniku.

Rozklad SVD, a doktadniej, jego przyblizenie, tj. macierze ortogonalne UiV oraz
macierz diagonalna 5, takie ze USVT ~ A, moze by¢ znaleziony za pomoca
algorytmu Goluba, ktéry jest blisko zwigzany z tzw. algorytmem QR
rozwigzywania algebraicznego zagadnienia wtasnego; bedzie o tym mowa dale;.

Macierze U i V sg otrzymywane w postaci sfaktoryzowanej, tzn. w postaci ciggédw
macierzy odbi¢ Householdera i obrotéw Givensa (macierze odbic¢ sg
reprezentowane przez wektory normalne hiperptaszczyzn odbié, macierze obrotow
przez pojedyncze parametry, ktére sg sinusami lub odwrotnosciami kosinuséw
katéw obrotu — zobacz ¢wiczenie 11). Mozna otrzymac te macierze w postaci
jawnej, ale lepszym rozwigzaniem jest zachowanie postaci sfaktoryzowanej

i korzystanie tylko z niej, aby obliczy¢ wektory d = U'b i §j = V'R, a po
rozwiazaniu zadania dla uktadu £{j = d obliczy¢ % = Vij.

Jesli znamy rzad r macierzy A, to po znalezieniu rozkladu SVD mozemy zamienic
na zera obliczone numerycznie wartosci szczegblne G; dla 1 > r — obliczone
wartosci niezerowe sg skutkiem btedéw zaokraglen i aproksymacji popetnionych
podczas rozktadania. Jesli rzedu nie znamy, to mozemy przyja¢ pewien prog
(zalezny od oszacowania bledéw) i zamieni¢ na zera znalezione wartosci szczegdlne
mniejsze od tego progu; to postepowanie nazywa sie regularyzacja dyskretna.
Inne podejscie to tzw. regularyzacja ciggta — do wszystkich wartosci
szczegblnych dodajemy pewng liczbe s > 0, otrzymujac zadanie z macierza
pelnego rzedu, tj. RLZNK, jesli m > n, uklad réwnan z macierzg kwadratowa
nieosobliwg, jesli n = m, albo DLZNK, jesli m < n. Wybér metody regularyzacji
zalezy od zastosowania.

13 Jesli macierz A ma warto$¢ szczegdlng o krotnoéci wiekszej niz 1, to czynniki U i V rozktadu
SVD zaleza od wspélczynnikéw w sposéb nieciggly, ale zaburzenie nie zmieniajace rzedu macierzy
ma niewielki wplyw na rozwigzanie LZNK; w tym sensie zmiany tych czynnikéw sg niegrozne.
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Jaki bedzie skutek uzycia arytmetyki pojedyncze] precyzji do rozwigzania LZNK
dla uktadu Ax = b za pomoca algorytmu réwnan normalnych, jedli || < 10747

. Tabela zawiera wyniki pomiaréw (z btedami) wartosci pewnej funkcji:

Przy zalozeniu, ze funkcja ma postaé¢ f(x) = ao + a;(x* —4), znajdz liczby a, i a;
najlepiej pasujace do wynikéw tych pomiaréw. Postaw i rozwiaz w tym celu
LZNK, uzywajac algorytmu réwnan normalnych oraz odbi¢ Householdera.

. Pseudoodwrotno$é macierzy A € R™ " jest to macierz A" € R™™™, taka ze macierz

AAT jest macierza rzutu ortogonalnego przestrzeni R™ na podprzestrzen rozpieta
przez kolumny macierzy A, za§ macierz A*A jest macierza rzutu ortogonalnego na
podprzestrzen rozpietq przez transponowane wiersze macierzy A.

Udowodnij, ze

a) jesli macierz A jest kwadratowa nieosobliwa, to A™ = A,

b) jeéli macierz A jest kolumnowo regularna, to A* = (ATA)TAT,

c) jesli macierz A jest wierszowo regularna, to At = AT(AAT)I.

d) w kazdym przypadku (czyli zaréwno dla macierzy kwadratowe]j nieosobliwej,
jak i macierzy prostokatnej niepeinego rzedu), czynniki rozktadu SVD macierzy
A = UZVT" okreslaja pseudoodwrotnosé A* = VE+UT, przy czym I+ jest
macierzg diagonalng n x m ze wspoéiczynnikami 1/04,...,1/0,,0,...,0 na
diagonali (r oznacza rzad macierzy A).

Zbadaj zwiazek pseudoodwrotnosci z liniowymi zadaniami najmniejszych
kwadratow.

Wskazéwka: znajdz wzory opisujace rozwigzania odpowiednich uktadéw réwnan
normalnych.

Podstaw iloczyn UXVT w miejsce A we wzorach na pseudoodwrotnosé dla
przypadkéw a), b), c) i sprawdz, ze w kazdym przypadku powstaje wzoér d).
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4. Sprawdz dla czterech przypadkéw podanych wyzej, ze pseudoodwrotnosé
macierzy A spelnia tzw. warunki Penrose’a:

1 ATA = (ATA)T, 2 AAT = (AAT)T, 2 AATA=A, 1+ ATAAT=A"

Dla dowolnej macierzy A istnieje dokladnie jedna macierz A spelniajaca te
warunki. Przypus$émy, ze dwie macierze, B 1 C, spelniajg te warunki. Wtedy

B = BAB = B(ACA)B = B(ACA)C(ACA)B = (BA)(CA)C(AC)(AB)

4 3

(BA)'(CA)'C(AC)"(AB)" = ATBTATCTCCTATBTAT

1,2

— (ABA)'C'CCT(ABA)T = ATCTCCTAT = (CA)TC(AQ)T = CACAC

k)

= CAC =C_C.
3 4

5. Wykaz, ze (AT)T = (AT)" (co uprawnia do uzywania oznaczenia A*").
6. LZNK z wiezami. Dany ukltad réwnan liniowych jest podzielony na dwa
poduktady, z macierzami B € R™" i C € R¥™ (takimi, ze k < n < m +k):

Bx = d,
Cx =e,

przy czym macierz A = [&] jest kolumnowo regularna, a macierz C jest wierszowo
regularna. Zadanie polega na znalezieniu wektora x*, takiego ze Cx* = e oraz

norma druga wektora residuum pierwszego poduktadu jest najmniejsza.

Algorytm zamiany zmiennych: Znajdujemy rozktad macierzy C na czynniki L

i QT, odpowiednio tréjkatny dolny i ortogonalny. Dokonujemy zamiany
zmiennych, wprowadzajac nowy wektor niewiadomy, y = Q'x. Macierz L dzielimy
na bloki, L = [L, L,], z ktérych pierwszy jest nieosobliwg macierzg tréjkatna
dolng, a drugi jest macierzg zerowa. Macierz QQ dzielimy na bloki Q; 1 Q,. W ten
spos6b drugi poduktad zastepujemy uktadem réwnowaznym L;y; = e, z ktérego
wyznaczymy Y;. Po zamianie zmiennych w pierwszym podukiadzie otrzymujemy
uktad réwnan liniowych

BQy =d, czyli BQiyi +BQy.=d, czyli BQyy,=d—BQy.

w ogélnosci sprzeczny. Dla tego ukladu rozwigzujemy regularne liniowe zadanie
najmniejszych kwadratéw, po czym na podstawie otrzymanych wektoréw y; 1 y;
mozemy obliczy¢ x = Qy.

Algorytm z mnoznikami Lagrange’a: Je§li macierz B jest kolumnowo regularna, to

symetryczna macierz M = B'B jest dodatnio okreslona. Wtedy kwadrat normy
drugiej residuum pierwszego podukladu jest wielomianem drugiego stopnia
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wspoéirzednych wektora x, ktéry w kazdej warstwie przestrzeni R™ ma
jednoznacznie okre§lone minimum:

f(x) = ||d — Bx|5 =x"Mx — 2x'B'd + d"d.

Aby znalezé minimum funkcji f w zbiorze rozwigzan drugiego poduktadu,
wystarczy rozwigzaé¢ uktad réwnan

53]

Po rozwigzaniu tego uktadu blok y odrzucamy; jego wspodirzedne sg tzw.

mnoznikami Lagrange’a dla postawionego tu zadania minimalizacji z wiezami.

Podany wyzej blokowy uklad réwnan mozemy rozwigza¢ w podobny sposéb, jak
uklad w zadaniu 7 na s. 4.33, ale zamiast obliczenia macierzy M i zastosowania do
niej metody Choleskiego, lepiej jest dokona¢ rozktadu ortogonalno-tréjkatnego
macierzy B.

Opracuj szczegbdly obu algorytméw (w szczegdlnosci okre§l wymiary i sposoby
reprezentowania wszystkich macierzy otrzymanych w obliczeniach).

Uzasadnij stwierdzenie, ze macierz BQ, przetwarzana w pierwszym algorytmie jest
kolumnowo-regularna.

Udowodnij, ze drugi algorytm daje rozwigzanie zadania.

. Opisz, jak zrealizowaé pierwszy podany na wykladzie algorytm rozwigzywania
DLZNK korzystajacy z rozktadu tréjkatno-ortogonalnego, za pomoca odbié¢
Householdera (bez jawnego wyznaczania macierzy Q).

. Gléwnym elementem metody §ledzenia promieni (ray tracing), uzywanej do

tworzenia obrazéw obiektéw tréjwymiarowych, jest znajdowanie przecieé
potprostych (tzw. promieni) z powierzchniami tych obiektéw. Czesto skiadaja sie
one z tr6jkatéw. Zadanie polega na takim wstepnym przetworzeniu danych
opisujacych trojkat, aby znalezienie przeciecia trwato jak najkrécej (to si¢ robi dla
bardzo duzej liczby promieni) i aby dane zajmowaly jak najmniej miejsca
(zazwyczaj powierzchnie obiektéw sktadaja sie z wielu trojkatow).

Dla tréjkata T o niewspétliniowych wierzchotkach po, p1, p; € R® mozemy
obliczy¢ wektory vi = p1y — po 1 V2 = P2 — Po oraz wektor normalny plaszczyzny
tréjkata, n = v; /A v,. Plaszczyzna ta sktada si¢ z punktéow p spetniajacych
réwnanie n' (p — po) = 0. Promien o poczatku w punkcie ¢ i kierunku wektora w
ma przedstawienie parametryczne p = q + tw, t > 0. Podstawiajac je do
réwnania plaszczyzny troéjkata, dostajemy réwnanie

TlT(Po —q)

T . . . . o
n'(q+tw—po) =0, skad mozemy obliczy¢ t= iy oy

)
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a nastepnie punkt p (jesli n"w = 0, to promieni jest réwnoleglty do plaszczyzny
trojkata; nawet jesli lezy w tej plaszczyznie, to uznajemy, ze nie ma przeciecia).
Punkt p mozna opisa¢ wzorem p = po + wivy + u,v,, ktéry opisuje niesprzeczny
uktad trzech réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, us, u,. Punkt p nalezy
do tréjkata T wtedy i tylko wtedy, gdy w; >0, u, > 01wy +u; < 1. Stawiamy
LZNK dla ukladu Ax = b, gdzie

]T

A=M,v], x=uu,wl'y, b=p—po=qg+tw—py.

Z uwagl na maly rozmiar zadania i niewielkqg doktadnosé wymagang w grafice,
najwygodniej jest wyznaczy¢ jawnie macierz AT. W tym celu rozwigzujemy ukiad
réwnail z niewiadoma macierza A" (zobacz zad. 3)

(ATA)AT = AT,

Majac dany promien, mozemy obliczy¢ wektor b i otrzymaé u;, w, przez
obliczenie iloczynu A*b. Ostatecznie, dla tréjkata T wystarczy zapamietaé tylko
wierzchotlek p, i obliczone w preprocesingu wektor n i macierz A" — razem

12 liczb.

. Znajdz najkrotsze (o najmniejszej normie drugiej) rozwigzanie uktadu réwnan

liniowych Ax = b, w ktérym
T 1 11 2
0330 ] » b= [ 12 ] ’

dwoma sposobami: uktadajgc i rozwigzujac dualny uktad réwnan normalnych

A =

i wyznaczajac (metoda odbi¢ Householdera) rozktad tréjkatno-ortogonalny
macierzy A.

Metoda Newtona z pseudoodwrotno$cig stuzy do numerycznego rozwigzywania

ukladow réownan nieliniowych, w ktérych liczba réwnan, m, jest mniejsza niz
liczba niewiadomych, n. Uklad réwnan liniowych J 86 = —fy jest rozwigzywany
jako DLZNK, w celu wyznaczenia najkrotszego speiniajgcego ten uktad

wektora 8, po czym przyjmuje si¢ X1 = X + 6. W ten sposédb, jesli funkcja f
spelnia odpowiednie warunki, powstaje ciag (xy)xen zbiezny do pewnego
rozwigzania « (z nieskoniczonego zbioru rozwigzan), potozonego w poblizu punktu
startowego xo. Przyklad (jedno réwnanie z dwiema niewiadomymi) na obrazku.

Wykonaj dwa kroki metody Newtona z pseudoodwrotnoscig dla uktadu réwnan

x> +yt—2z2=3
x+y+z=1

przyjmujac xo = [0,0,0]". W rachunkach ,recznych” ukladaj i rozwigzuj dualny
ukltad réwnan normalnych.
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Uwaga: Otrzymany ciag punktéw (xy )y nie musi zbiega¢ do rozwigzania réwnania
f(x) = 0 lezacego najblizej punktu startowego x,. Jesli zalezy nam na takim
rozwigzaniu (np. w zastosowaniu w robotyce), to w kazdym kroku metody
Newtona z pseudoodwrotno$cig zamiast najkrdotszego rozwigzania uktadu

Jx& = —fx mozemy wyznaczy¢ takie rozwigzanie &%, aby wektor

Xri1 —Xo = Xk + 8" — %o byl najkrétszy. W tym celu, rozwigzujac DLZNK, nalezy
przyjaé X = xo — xx (tj. wektor 6* — X ma by¢ kombinacjg liniowa
transponowanych wierszy macierzy Jy, zobacz twierdzenie na wyktadzie). Jesli
otrzymany w ten sposéb ciag (xi )y jest zbiezny, to jego granica nie musi byé
rozwigzaniem réwnania f(x) = 0 najblizszym X,, ale jest tzw. punktem
krytycznym odlegtosci od xy w zbiorze rozwigzan tego réwnania.

Niech ¢,s € Ric?+ s> =1. Dlai# j macierz Gy, ktéra ma wspélczynniki

gii = gj; = C, gji = —gij = S, a pozostate wspoélczynniki takie, jak macierz
jednostkowa, jest macierza obrotu w ptaszczyznie lin{e;, e;}; istnieje liczba ¢, taka
ze ¢ = cos ¢ oraz s = sin ¢ — jest to kat obrotu. Macierz Gj; jest ortogonalna.
Iloczyn Gj;A macierzy obrotu i dowolnej macierzy A ma takie same wiersze co A,

poza i-tym i j-tym. Iloczyn AGj; ma takie same kolumny poza i-t3 i j-ta.
Niech A € R™" bedzie macierza dang i niech B = GjA. Kat obrotu mozna dobrac¢

tak, aby wspoéiczynnik b;; macierzy B byl réwny 0; tak skonstruowane
przeksztalcenie nazywa sie obrotem Givensa.

Liczby c i s nalezy obliczy¢ za pomocg wspoéiczynnikéw aj; oraz a;j, potozonych na
przecigciu j-tej kolumny macierzy A z wierszami j oraz i. Przypusémy, ze ai # 0;
W przeciwnym razie wystarczy wzig¢ ¢ =0, tj. Gy = 1. Jesli ai; # 0, to
przyjmujemy ¢ = arctg aj/aj, skad mamy

4 aij

Cc = ﬁ) S = —ﬁ.
aj; + aj @ + a4y
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Nie ma zatem potrzeby obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych ani
cyklometrycznych, we wzorach jest tylko pierwiastek kwadratowy. Obrét mozemy
reprezentowac za pomocga jednej liczby &, okre$lonej wedtug algorytmu Stewarta:

if ( lagl > fayl ) { /* E=sindp */
if (ay#0) { d=ay/a5; r=V14+d?; E=d/r; }
else £ =0;

}

else { /* E=1/cosd */
if Cay#0) { d=aj/ay; r=V1+d?; E=1/d; }
else £=1;

}

Dokonujac rozktadu macierzy na czynniki ortogonalny i tréjkatny, mozna liczbe ¢
zapamigta¢ na miejscu wspoétczynnika a;;. Na podstawie & mozemy obliczy¢ c 1 s:

if (g <1) {e=V1-§&; s=—&; }
else if (|&==1 ) { c¢c=1; s=0; }
else { c=1/&; s=—V1—c¢c%; }

Udowodnij, ze je$li macierz A € R™ ™ jest kolumnowo-regularna i jest iloczynem
macierzy Q; € R™™" i Ry € R™", takich ze macierz Q; ma kolumny wzajemnie
prostopadte i o dtugosci 1, zas macierz R; jest tréjkatna goérna, to rozktad ten jest
jednoznaczny z dokladnos$cig do zwrotéw kolumn macierzy Q; i wierszy

macilerzy Rj.

Z powyzszego stwierdzenia wynika wniosek, ze wszystkie metody znajdowania
rozkladu ortogonalno-tréjkatnego (Grama—Schmidta, Householdera, Givensa) daja
identyczne wyniki z doktadnos$cig do bledéw zaokraglen i zwrotéw kolumn Q)

i wierszy R; (ale, z wyjatkiem metody Grama—Schmidta, macierzy Q; nte
wyznaczamy w jawnej postaci, jesli tylko nie musimy!).

Zauwaz, ze jesli macierz A jest kwadratowa n x n i ma rzad n — 1 lub n, to jej
rozktad na macierz ortogonalng Q 1 trojkatnag gérna R tez jest jednoznaczny

z dokladnoscig do zwrotéw kolumn Q 1 wierszy R.

Niech A oznacza rzeczywistg macierz kwadratowg n x n. Wszystkie czynniki
rozkltadu SVD macierzy A maja te same wymiary i w szczegdlnosci macierz
diagonalna X jest symetryczna. Mozemy napisaé

A=UZV' =Uuv'vv' = Qs,

gdzie Q = UV jest macierza ortogonalna, za$ macierz S = VIV jest symetryczna
1 nieujemnie okre§lona. Z twierdzenia o rozkltadzie SVD wynika zatem istnienie
rozkladu macierzy kwadratowej na opisane tu czynniki Q i S; nazywa si¢ to
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rozkladem biegunowym?!4. Jego geometryczna interpretacja jest taka: kazde

przeksztalcenie liniowe R™ — R™ jest zlozeniem skalowania (w ogdlno$ci
nieréwnomiernego) wzdluz pewnych osi wzajemnie prostopadtych (o kierunkach
kolumn macierzy V) i izometrii.

Macierz Q, bedaca ortogonalnym czynnikiem rozkladu biegunowego macierzy A,
mogliby$§my otrzymag, ,usuwajac” z rozkltadu SVD czynnik Y. Je$ls macierz A
jest nieosobliwa, to macierz Q mozna otrzymac jako granice nieskoiiczonego ciggu
macierzy Ay = A, A, Ay, ..., takiego ze
1 T
Ay = z(Ak-i-Ak ).
Jak to dziala? Przyjmijmy zalozenie indukcyjne, ze A, = UL V', tzn. macierze U
1 V w rozktadzie SVD macierzy Ay sa takie same dla kazdego k. Podstawiajac
iloczyn UL, V" w miejsce Ay, widzimy, ze
1 1
Apsr = z(uzva +UL 'V = uz():k + IV = UL,V
Wspbiczynnikami diagonalnymi macierzy Xy (czyli wartosciami szczegdlnymi
macierzy Ay.1) sg liczby ngﬂ) = (ng) +1/ ng)) /2. Dla kazdego GEO) = 0; > 0 ciag

(G-(k)) zbiega do liczby 1, poniewaz jest to cigg, ktory otrzymamy, prébujac

1
rozwigzaé¢ réwnanie x> — 1 = 0 przy uzyciu metody Newtona. Zauwazywszy to,
mozemy stwierdzi¢, ze wyktadnik zbiezno$ci takiego ciggu jest rowny 2.

Przedstawiony wyzej algorytm Highama jest jednym z nielicznych algorytméw

numerycznej algebry liniowej, w ktérym zachodzi konieczno$¢ jawnego
wyznaczania odwrotnosci macierzy kwadratowych.

14Rozktad biegunowy istnieje tez dla macierzy zespolonych; w tym przypadku jeden czynnik jest
macierzg unitarna, a drugi — hermitowska.
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Algebraiczne zagadnienie wtasne

Niech A € R™". Jesli wektor x # O spelnia rownanie Ax = Ax dla pewne;]
liczby A, to moéwimy, ze jest to wektor wtasny macierzy A, za$ liczba A jest to

warto§¢ wlasna tej macierzy; pare (x,A) nazywamy parg wlasng macierzy A.

Algebraiczne zagadnienie wlasne polega na znalezieniu, dla danej macierzy A, jej

(wszystkich, kilku lub jednej) wartosci wlasnych albo par wlasnych. Algebraiczne
zagadnienia wlasne wystepuja w réznych zastosowaniach, np. w mechanice, maja
tez zwigzek z innymi zadaniami numerycznej algebry liniowej, np.

rozwigzywaniem uktadéw réwnan lub liniowych zadai najmniejszych kwadratow.

Przyktad zastosowania

Rozwazmy uklad ztozony z dwoch (moze tez byé

ich wiecej) ciezarkéw polaczonych ze soba k4 k;

1 z nieruchomym podlozem sprezynkami. Jesli my /\/\/\ m,
AN

ciezarki potracimy, to beda one drgaé, przy czym
drgania, ktére sg skutkiem tylko poczatkowego - -

wytracenia z poltozenia robwnowagi, sg nazywane
drganiami wtasnymi uktadu.

Ciezarki majg masy odpowiednio m; 1 m,; ich odchylenia od poltozen réwnowagi
oznaczymy symbolami x; 1 x,. Kazda ze sprezynek dziata z silg proporcjonalng do
jej odksztalcenia, przy czym wspodlczynniki proporcjonalnosci oznaczymy
odpowiednio k; i k.

Na pierwszy ciezarek dziala sita —kix; + ka(x2 — x1) = —(ky + k2)x; + kox, (uwaga
na zwrot: sita jest dodatnia jesli ma ten sam zwrot co dodatnie przemieszczenie).
Na drugi ciezarek dziata sila k;(x; — x;). Kazda z tych sit jest réwnowazona przez
bezwladnos§¢ ciezarka proporcjonalng do jego masy, zatem ruch ciezarkéw jest
opisany przez taki uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

mix; = —(ky + k2)x1 + kaxa,
myX, = Koxg — kaxp

(kazda kropka oznacza tu jednokrotne rézniczkowanie wzgledem czasu). Mozemy
to zapisa¢ w postaci macierzowej:

—(ki +kz2) kK x| | X
k; —k3 x2 || maXy |
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Mozna (dokonujac zamiany zmiennych) przeksztatci¢ ten uktad tak, aby utrzymaé
symetrie macierzy z prawej strony, ale to zaniedbamy; zamiast tego weZzmy

—(k1 +k2)/my kp/my X1 | _ X1
k2/m; —k2/m, X2 X2 |
Przypus$émy, ze x1(t) = aq; sin wt oraz x,(t) = a; sin wt. Wtedy

X1(t) = —a;w?sin wt oraz X,(t) = —a,w? sin wt. Po podstawieniu i podzieleniu
przez —sin wt dostaniemy réwnanie

(k1 +k2)/my —ky/my ] [Ch ] . [ a ]

—k2/my ka/m, az az

czyli algebraiczne zagadnienie wlasne z macierzg 2 x 2. Wektor wilasny
wystepujace] w nim macierzy opisuje amplitudy a; 1 a, drgan wtasnych, za$
odpowiadajgca mu warto$¢ wilasna jest kwadratem predkosci fazowej w.

Mozna dowies¢, ze w zagadnieniach wtasnych utworzonych dla uktadéw ciezarkéw
podobnych do rozpatrywanego wyzej wszystkie wartosci wtasne sg rzeczywiste

1 dodatnie, a wiec hipoteza, ze drgania moga by¢ opisane za pomoca funkcji sinus,
znajduje potwierdzenie.

Podstawowe wtasnosci

Réwnanie Ax = Ax mozna przepisaé w postaci (A — Al)x = 0. Z tej postaci
natychmiast wynika, ze para (x,A), w ktérej wektor x £ 0, moze spelniaé to
réwnanie (czyli by¢ parg wlasng) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A — Al jest
osobliwa. To oznacza, ze jej wyznacznik jest zerowy. Wyrazenie det(A — Al) jest
wielomianem stopnia n zmiennej A. Na podstawie zasadniczego twierdzenia
algebry (Gauss, 1799 r.), réwnanie charakterystyczne det(A — Al) = 0 ma
rozwiazanie, ktore jest liczba rzeczywistg albo zespolong. Tak wiec kazda macierz

kwadratowa ma jaka§ warto$¢ wtasng. Zbidér (w ogdlnosci zespolonych) wartosci
wtlasnych dowolnej macierzy A nazywa si¢ widmem tej macierzy; oznaczamy je
symbolem spect(A). Promien spektralny, oznaczany symbolem p(A), jest
najwieksza liczbg w zbiorze wartosci bezwzglednych wartosci wtasnych

macierzy A.

Dla ustalonego A ukltad réwnan (A — Al)x = O jest jednorodny; jesli zatem A € R
jest warto$cig wlasna macierzy A, to zbidr rozwiazan jest podprzestrzenig liniowg
przestrzeni R". Jest to tzw. podprzestrzen wlasna macierzy A przynalezna

do wartosci wlasne] A. Wymiar tej podprzestrzeni jest nazywany krotnoscia
geometryczng wartosci wtasnej A. Z kolei, wielomian charakterystyczny mozna




6.3

przedstawi¢ w postaci
det(A —AI) = (A1 —A) - ...- (A — A).

Liczby Aq,..., A, to wartodci wlasne, ktére mogg sie powtarzac. Liczba wystgpien
wartosci wtasnej A; w tym rozktadzie jest zwana jej krotnoscig algebraiczng.
Krotnos¢ algebraiczna dowolnej warto$ci wtasnej jest wieksza lub réwna krotnosci

geometrycznej tej wartosci wtasnej.

O macierzach A i B, dla ktérych istnieje nieosobliwa macierz C, taka ze

B = C'AC méwimy, ze to sa macierze podobne. Podobienstwo macierzy jest
oczywiscie relacjg rébwnowaznosci. Mozna udowodnié, ze je§li macierze sg
podobne, to majg identyczne wartosci wtasne, o identycznych krotno$ciach

algebraicznych i1 geometrycznych.

Wektory wlasne przynalezne do réznych warto$ci wtasnych dowolnej danej
macierzy sa liniowo niezalezne. Jesli krotno§¢ algebraiczna kazdej wartosci wlasnej
macierzy A jest rowna krotnosci geometrycznej, to suma baz wszystkich
podprzestrzeni wlasnych sktada sie z n niezaleznych liniowo wektoréw wtasnych
macierzy A. Ustawmy te wektory w macierz X = [xy,...,X,]; macierz ta jest
nieosobliwa. Wtedy

AX = [AX1, ..., AXn] = MXq, .. AXn] = XA,

gdzie macierz /A jest diagonalna; jej wspoiczynniki diagonalne sg wartosciami
wlasnymi macierzy A. Mozemy napisaé réwnosci

XTAX=A i XAX'=A.

Taka macierz A jest zatem podobna do macierzy diagonalnej, méwimy tez, ze jest
diagonalizowalna. Macierz nie jest diagonalizowalna, je$li co najmniej jedna jej
warto$§¢ wlasna ma krotno§é algebraiczng rézng (wieksza) od geometrycznej.

Przyklady: Macierz

el e

jest diagonalizowalna. Macierz

v
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tez jest diagonalizowalna, ale jej wartosci wlasne sag liczbami zespolonymi,
A = (3,—4), A\, = (3,4), zatem wektory wlasne — kolumny odpowiedniej
macierzy X — majg co najmniej jedng wspoéirzedng zespolona. Natomiast macierz

o)

nie jest diagonalizowalna; krotno$¢ algebraiczna warto$ci wtasnej 1 jest réwna 2,
a krotno$¢ geometryczna jest rowna 1.

Twierdzenie Jordana. Dla kazdej rzeczywistej lub zespolonej macierzy
kwadratowe] A istnieje macierz nieosobliwa X, taka ze macierz | = X TAX
jest blokowo-diagonalna, 1 je7 blokt na diagonalt majg postac

_ AT -
]k = 1 )
Ax

zwang klatkg Jordana. Macierz | jest okreslona z doktadnoscig do kolejnosci
klatek. Je$li macierz A jest rzeczywista 1 ma wszystkie wartosSct wtasne
rzeczywiste, to istnieje rzeczywista macierz X, okreslajgca podobieristwo
macierzy A 1 J.

Dowéd pomijam. Macierz | to tak zwana posta¢ kanoniczna Jordana macierzy A.
Liczba Ay jest wartoscig wtasng macierzy A, przy czym krotno$c algebraiczna tej
wartosci wilasnej jest suma wymiaréw klatek Jordana, w ktérych wystepuje Ay,

a liczba tych klatek jest jej krotnoscig geometryczng.

Twierdzenie Schura. (a) Dla kazdej rzeczywistej lub zespolonej macierzy
kwadratowej A istnieje macierz unitarna U, taka ze macierz G = UTTAU jest
trojkgtna gorna. Jesli macierz A jest rzeczywista 1 ma wszystkie wartosci
wtasne rzeczywiste, to 1stnieje odpowiednia macierz ortogonalna U.

(b) Jeslt rzeczywista macierz kwadratowa A ma zespolone wartosct wtasne,
to istnieje macierz ortogonalna Q, taka ze macierz G = Q'AQ jest
blokowo-tréjkgtna gorna, przy czym blokt na diagonali majg wymiary 1 x 1

1 2 X 2, zespolone wartosct wtasne macierzy A sqg wartoSciamt wiasnyma tych
blokow 2 x 2.

Dowdd (tylko punkt (a)). Z twierdzenia Jordana wynika istnienie nieosobliwej
macierzy X, sprowadzajacej macierz A do postaci kanonicznej. Macierz X mozemy
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roztozy¢ (np. metoda ortonormalizacji Grama-Schmidta) na czynniki unitarny U
1 tr6jkatny goérny R; jest X = UR. Zatem,

A=X]X"T=URJR'U =uGcu,

i macierz G = RJR™', bedaca iloczynem macierzy tréjkatnych gérnych, jest
tr6jkatna gérna. O

Bez dowodéw (zostawionych jako ¢wiczenia) podaje kilka dalszych twierdzen na
temat algebraicznego zagadnienia wtasnego. Niech A = [ayli; € C™™.
Kotem Gerszgorina nazywa si¢ zbidr liczb zespolonych z spelniajacych nieréwnosé

|Z - aii| < Z)’#i |aij|-

Twierdzenie Gerszgorina. Kazda warto$é wtasna macierzy A lezy w pewnym
kole Gerszgorina.

Niech w(x) = ax* + - - - + a;x + a, bedzie dowolnym wielomianem. Mozemy uzyé
macierzy A jako argumentu, tj. napisaé

Ww(A) = A+ -+ A + aol.

Twierdzenie. Je$lt macierz A ma pare wtasng (x,A), to macierz w(A) ma pare
wtasng (x,w(A)). Co wiecej, spect(w(A)) = w(spect(A)).

Twierdzenie Cayleya-Hamiltona. Jes$l: funkcja w jest wielomianem
charakterystycznym macierzy A, to macierz w(A) jest zerowa.

Twierdzenie. Jesl: nieosobliwa macierz A ma pare wtasng (x,A), to
macierz A~ ma pare wtasng (x,1/A).

Twierdzenie. Jesli funkcje w, v sqg wielomianams 1 v(A) jest macierzg

nieosobliwg, to w(A) (v(A)) = (V(A)) w(A). Jesli (x,A) jest parg wiasng
macterzy A, to macierz W(A)(V(A))_1 ma pare wiasng (x, w(A)/v(A)).

Oproécz wielomianéw i funkcji wymiernych, ktérych argument 1 wartosci sa
macierzami, mozemy okre§la¢ funkcje za pomoca szeregdw, np.

1 1 1 1
Aty b A VL
e = O!I+ 1!A+2!A +3!A + e
W ogdélnosci, jesli macierz A ma pare wiasng (x,A) i szereg okres§lajacy f(A) jest
zbiezny, to macierz f(A) ma pare wtasng (x, f(A)), a ponadto

spect(f(A)) = f(spect(A)).



6.6

Twierdzenie. Dwie macierze diagonalizowalne, A 1 B, komutwjg, tj. AB = BA
wtedy 1 tylko wtedy, gdy mozna je sprowadzié do postact diagonalnej przez to
samo podobienistwo (tj. gdy istnieje macierz X, taka ze obie macierze, X 'AX
1 X 'BX, sq diagonalne).

Twierdzenie. Macierz ortogonalna (unitarna) X sprowadzajgca rzeczywistq
(zespolong) macierz kwadratowg A do postact diagonalnej przez podobieristwo
1stnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz A jest symetryczna (hermitowska).

Macierz symetryczna (albo zespolona hermitowska) jest zatem diagonalizowalna

1 ma rzeczywiste warto$ci wlasne, przy czym jesli wszystkie wartosci wlasne maja
krotno$¢ 1, to kazde podobienstwo przeksztalcajace jg na macierz diagonalng jest
opisane przez macierz ortogonalng (w przypadku zespolonym — unitarng).
Zauwazmy, ze przedstawienie macierzy symetrycznej w postaci iloczynu

A = X~'AX z macierza ortogonalng X i macierza diagonalng A jest

(z doktadnoscia do zwrotéw wierszy macierzy X) rozktadem SVD.

Twierdzenie. Jeslt rzeczywista (zespolona) macierz A jest symetryczna
(hermatowska), to jej norma druga indukowana jest jej promieniem
spektralnym.

Whioskiem z tego i jednego z poprzednich twierdzen (ktérego?) jest stwierdzenie,
ze wskaznik uwarunkowania macierzy symetrycznej (hermitowskiej) A w normie
drugiej indukowanej wyraza sie przez jej wartosci wtasne w taki sposob:

max; A

cond, A = — .
min; A4

W wielu zastosowaniach pojawia sie¢ potrzeba rozwigzania algebraicznego
zagadnienia wlasnego z macierzg symetryczng — jest to przypadek prostszy do
numerycznego rozwigzywania niz przypadek ogélny i gtéwnie na nim sie dalej
skupimy. Przed przedstawieniem algorytmoéw zbadajmy uwarunkowanie
numeryczne zadania.

Twierdzenie Bauera-Fikego. Niech A oznacza macierz kwadratowg, dla ktore)
1stnieje nieosobliwa macierz X, taka ze macierz A = X 'AX jest diagonalna,

z warto$ciami wtasnymi Aq,..., A, macierzy A na diagonali. Jesli liczba 1
jest wartoscig wtasng macierzy zaburzonej A + 0A, oraz liczba 1 jest taka, ze
|u— Ail = min; [u — Af, to

I — Al < cond, X|[dA||2.
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Dowdd. Niech (u, ) bedzie parg wiasng macierzy A + 6A. Wektor u jest
kombinacjg liniowg kolumn X;,...,X, macierzy X, tj. wektoréow wtasnych
macierzy A, zatem istnieje wektor y = [ys,...,ynl' # 0, taki ze u = Xy. Mozemy
przyjaé wektor y jednostkowy, tj. ||yl = 1. Mamy zatem

XA +8A)Xy = (X TAX + X T8AX)y = ny,
skad wynika, ze

Ay + X T0AXYy = ny, czyli X '6AXy = (ul — A)y.
Oznaczmy z = (ul — A)y. Mozemy oszacowac

Izll2 < IXTM20I8A2lIX]I2]ly [l2 = cond X|SA 2.

Z drugiej strony
n n
IzllF =) =AYl = =AYy =n— Al
j=1 j=1
Teza wynika z tych dwoéch nieréwnosci natychmiast. O

Jesli macierz A jest symetryczna (w przypadku zespolonym hermitowska), to za X
mozemy przyjaé macierz ortogonalng (unitarng) i wtedy cond, X = 1. Stad
zadanie znajdowania warto§ci wlasnych macierzy symetrycznych o najwiekszych
wartosciach bezwzglednych jest dobrze uwarunkowane. Doktadniej, wskaznik
uwarunkowania zadania obliczania wartos$ci wiasnej A; macierzy symetryczne;j jest
rowny max; [Ail/|Aj|. Wskaznik ten dla wartosci wlasnej o najwiekszej wartosci
wtlasnej jest réwny 1, za$ dla wartosSci wlasnej o najmniejszej wartosci
bezwzglednej jest réwny cond, A.

Dla macierzy niesymetrycznej diagonalizowalne] nad cialem R zadna macierz X
zbudowana z wektoréw wtasnych nie jest ortogonalna i dlatego cond, X > 1. Jedli
natomiast macierz A nie jest diagonalizowalna, to zmiany warto$ci wtasnych zalezg
od powodujacych je zaburzei macierzy A w sposéb ciggly, ale nie lipschitzowski.
Numeryczne obliczanie warto$ci wtasnych takich macierzy jest ktopotliwe.

Twierdzenie Wielandta-Hoffmana. Jesli macierze A © A + A sq symetryczne

1 wektory A 1 u sg zbudowane odpowiednio z tak samo (np. nierosngco)
uporzgdkowanych wartosct wtasnych tych macierzy, to zachodzi nieréwnosé

I = Allz < [I8A][.

Dow6d pominiemy.
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Zadanie wyznaczania calego widma macierzy symetrycznej jest zatem dobrze
uwarunkowane, cho¢ jesli pewne wartosci wlasne majg bardzo mate wartosci
bezwzgledne, to ich zaburzenia wzgledne spowodowane dodaniem matego
zaburzenia dA do macierzy A mogg by¢ duze.

Uwarunkowanie zadania wyznaczania wektoréw wtasnych zalezy od odlegtosci
miedzy wartoSciami wilasnymi, 1 jest tym gorsze, 1m mniej odpowiednie wartosci
wtlasne sie réznia. Zauwazmy, ze jeSli pewna warto§¢ wtasna ma krotnosé
geometryczng k > 1, to istnieje nieskoniczenie wiele baz odpowiedniej
podprzestrzeni wtasnej, ztozonych z wektoréw jednostkowych. Macierz zaburzona
moze mie¢ zamiast tej wartosci wtasnej k réznych wartosci wtasnych
(jednokrotnych) i dlatego w tym przypadku rozwigzanie zalezy od zaburzenia

w sposéb nieciagly (jest to mozliwe nawet, jesli macierz A jest symetryczna).

Uwaga: Nie jest dobrym pomystem obliczanie wspoéiczynnikéw wielomianu
charakterystycznego det(A — Al), np. w bazie potegowej, a nastepnie znajdowanie
jego miejsc zerowych. Nawet jesli zadanie wyjsSciowe jest dobrze uwarunkowane,
zadanie znalezienia miejsc zerowych wielomianu na podstawie jego
wspotczynnikéw jest zwykle bardzo Zle uwarunkowane. Natomiast istniejq
uzyteczne metody numeryczne znajdowania warto§ci wlasnych przez rozwigzanie
réwnania charakterystycznego. Wartosci wielomianu charakterystycznego oblicza
sie na podstawie argumentu 1 wspoétczynnikéw macierzy, przy czym zwykle jest to
pewna macierz podobna do danej macierzy A, dla ktérej warto§¢ wielomianu
charakterystycznego mozna obliczy¢ mniejszym kosztem.

Metoda potegowa

Bedziemy sie zajmowac macierzami rzeczywistymi, o rzeczywistych wartosciach
wtlasnych. Przypusémy, ze jedna z wartosci wtasnych macierzy A dominuje, tj. jej
warto$¢ bezwzgledna jest wieksza niz wartosci bezwzgledne wszystkich
pozostatych wartosci wtasnych, 1 przypusémy, ze mamy wyznaczy¢ pare wiasng

z wlasnie tg wartoscig wtasna. Zatozymy, ze dominujgca warto§¢ wtasna jest
liczbg rzeczywista (mozemy, jesli macierz A jest symetryczna) i chwilowo
przyjmiemy, ze jej krotnos¢ jest réwna 1. Przyjmijmy taka numeracje, aby
dominujgca wartos¢ witasna byta oznaczona symbolem A;.

Wybieramy niezerowy wektor x(© € R™, a nastepnie dla k > 0 okreslamy wektory
x| wzorem x® = AxV (czyli x¥ = A*[?)). Jedli macierz A jest
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diagonalizowalna, to istniejg liczby ci,...,c,, takie ze

n
= E CiXi,
i=1

gdzie x; to wektory wtasne macierzy A. Wtedy mamy

n n k
= Z ci?\‘fxi = 7\]]< Z Ci (;—:) Xi.
i=1 i=1

Jesli |Ail < |Aq], to dla k — oo cigg liczb (A /?\1)k dazy do zera. To oznacza, ze
jesli ¢q # 0, to ciag kierunkéw wektoréw x() dazy do kierunku wektora
wtlasnego X;, przynaleznego do dominujgcej warto$ci wtasnej. Po wykonaniu
dostatecznie wielu iteracji mozemy w ten sposéb znalezé wektor bliski wektora
wlasnego x;.

Podane rozumowanie jest podstawag metody potegowe] rozwigzywania

algebraicznego zagadnienia wtasnego, a doktadniej wyznaczania pary witasnej
(x1,A1) 2 dominujacg wartos$cia wiasna. Jesli krotnosé¢ geometryczna tej wartosci
wtlasnej jest wieksza niz 1, to kierunki otrzymanego ciggu wektoréw zbiegajg do
kierunku pewnego wektora wtasnego zwigzanego z dominujgca wartoscig wtasng.
Opisane postepowanie jest jednak niepraktyczne, poniewaz jesli |A| # 1, to
dtugosci wektorow x(¥) malejg do zera lub rosng nieograniczenie. Dlatego nalezy
stosowaé normalizacje, tj. dzieli¢ kolejne otrzymane wektory przez ich dtugosci —
pamietamy, ze istotne sg tylko kierunki tych wektoréw. Mamy stad algorytm:

. Przyjmij z(© £ 0,
.Dlak=1,2,... obliczaj

y® = AZln g o,
Ty™[.”

Jesli pewien wektor z jest wektorem wilasnym macierzy A, to spelnia réwnanie
Az = Az. Mozemy je potraktowaé jak uklad n réwnan z jedng niewiadoma, ktoérg
jest warto$¢ witasna A; macierz tego uktadu jest kolumnowa, jest nig wektor z. Dla
takiego uktadu stawiamy RLZNK. Uklad réwnan normalnych ma postaé

z'zZA = zTAz,

aby go rozwigzacé, obliczamy tzw. iloraz Rayleigha

zZTAz
2Tz °
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Jesli wektor z nie jest wektorem wilasnym, to oczywiscie uktad Az = Az jest
sprzeczny, ale jesli wektor z jest przyblizeniem wektora wtasnego x;, to iloraz
Rayleigha jest przyblizeniem wartosci wtasnej A;. Ale jesli ||z]|; = 1, to mianownik
ilorazu Rayleigha jest rowny 1. Zatem, po obliczeniu wektora z* obliczamy liczbe
pr_1 = 2 Ty®  Podczas gdy cigg wektoréw jednostkowych z¥) zbiega do
wektora wtasnego, cigg liczb pyx zbiega do dominujace] wartosci wiasnej A;.

Jesli macierz A jest symetryczna, A, jest drugg co do wartosci bezwzgledne;]
wartoscig wlasng, 1 symbolem t, oznaczymy tangens najmniejszego kata miedzy
wektorem z¥) i wektorem x; nalezacym do podprzestrzeni wtasnej przynaleznej do
wartosci wtasnej A;, to mozna udowodnic, ze

A Zk) |

}\ k
It < —2) tol, oraz |pk—x1|<znA|\|tk|2=o(\—
)\1 7\1

Szybkos¢ zbieznosci zalezy wiec od tego, ,,jak bardzo dominuje” warto§é

wlasna A;. Zbiezno$¢ nie ma miejsca, jesli dwie rézne wartosci wtasne dominuja,
t3. A2 = —A;. W takim przypadku ,prosta” metoda potegowa nie wystarczy do
rozwigzania zadania.

Jesli liczba ¢ dla przyjetego wektora z(© jest zerem, to teoretycznie ciag (z™)ren
zbiega do wektora wlasnego zwigzanego z ktéras z pozostatych wartosci wtasnych.
Ale w obliczeniach numerycznych wystepuja btedy zaokraglen, ktérych skutki

w tym przypadku mogg byé dobroczynne: zaburzenie spowodowane
zaokragleniem zwykle doprowadza do pojawienia si¢ odpowiedniej sktadowe;j

o kierunku wektora witasnego zwigzanego z wartoscig wtasng A;, po czym kolejne
iteracje ,wzmacniajg” te sktadowsa, jednoczes$nie ,wygaszajac” pozostate.

Odwrotna metoda potegowa

Jesli liczba A jest wartoscig wlasng macierzy A, to dla dowolnego a ¢ spect A
liczba 1/(A — a) jest wartoécia wtasng macierzy (A — al)~'. Zauwazmy, ze jesli
liczba a jest najblizej wartosci wlasnej A; macierzy A (tj. [A; —a| < [A\; — a| dla
kazdego j # i), to warto§¢ wtasna 1/(A; — a) macierzy (A — al)”' dominuje;

co wiecej, im lepsze przyblizenie a wartosci wlasnej A; wybierzemy, tym szybsza
jest zbieznosé metody potegowej zastosowanej do macierzy (A — al)~'.

Otrzymana na podstawie powyzszego spostrzezenia odwrotna metoda potegowa,

zwana tez metodg Wielandta, umozliwia obliczenie dowolnej wartosci wiasne;j

macierzy A (a nie tylko dominujacej), a poza tym umozliwia otrzymanie szybkiej
zbiezno$ci. Algorytm jest taki:
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1. Przyjmij parametr a. Oblicz macierz B = A — al i roz16z jg (np. na czynniki
trojkatne, za pomocy eliminacji Gaussa).

2. Przyjmij z© £ 0,

3.Dla k=1,2,... obliczaj

y[k) =B 'z rozwigzujac uklad réwnan By(k) =z
b _ | n
Y™l

Ciag wektoréow (zM)y ey dazy do wektora wlasnego macierzy B!, ktory jest takze
wektorem wtasnym macierzy A. Po obliczeniu ilorazu Rayleigha py_; = z*Ty®
mozna obliczy¢ przyblizenie wartosci wtasnej najblizszej liczbie a, A; ~ 1/px_1 + a.

Jesli macierz A jest pelna, to koszt jej roztozenia w kroku pierwszym jest

rzedu n3, za§ koszt rozwigzywania uktadu réwnan w kazdej iteracji jest rzedu n?,
czyli taki sam jak koszt jednej iteracji zwyktej metody potegowej. Koszt jedne;j
iteracji mozna zmniejszy¢ (do rzedu n, jesli macierz A jest symetryczna),
dokonujac wstepnego przeksztatcenia macierzy, co bedzie opisane dalej.

Przyblizenie a’ wartosci wlasnej otrzymane na podstawie ilorazu Rayleigha po
wykonaniu pewnej liczby iteracji umozliwia (znaczne) przyspieszenie zbieznosci,
kosztem ponownego rozkladania na czynniki macierzy A — a’l. Macierz ta jest zle
uwarunkowana (tym gorzej, im lepszym przyblizeniem wartosci wtasne;

macierzy A jest liczba a’), ale poniewaz prawa strona rozwigzywanego uktadu
réwnan jest przyblizeniem wektora wlasnego przynaleznego do dominujacej
wartosci wlasnej macierzy (A — a’l)”', okazuje sie, ze skutki bledéw zaokraglen
nie sg grozne dla doktadnosci obliczex.

Sprowadzanie macierzy symetrycznej do postaci tréjdiagonalne;

Wprawdzie (dla macierzy n x n, gdzie n > 4) na ogdl nie mozna w skoniczenie
wielu krokach skonstruowaé macierzy X, takiej ze macierz A = X~ 'AX jest
diagonalna, ale dla macierzy symetrycznej mozna skonstruowaé macierz
ortogonalng U, taka ze macierz T = U 'AU jest tréjdiagonalna. Koszt tego
obliczenia jest (dla macierzy pelnej) rzedu n?, ale mozna je wykonaé jednorazowo,
a nastepnie rozwigzaé zagadnienie wtasne dla macierzy T; ma ona te same
wartosci wlasne, co macierz A, jesli za§ wektor y jest wektorem wlasnym
macierzy T, to wektor x = Uy jest wektorem wlasnym macierzy A. Zaréwno koszt
obliczania iloczynu y'®¥ = Tz, jak i koszt rozwiazywania uktadu réwnan
(T—al)y™ =z jest rzedu n. Wstepne przeksztalcenie macierzy do postaci
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tr6jdiagonalnej jest tez wstepnym krokiem wielu innych algorytmoéw
rozwigzywania algebraicznego zagadnienia witasnego.

Opiszemy algorytm Ortegi-Householdera. Otrzymana w nim macierz U jest

iloczynem n — 2 macierzy odbi¢ Householdera; jak zwykle, nie wyznaczamy jej
w postaci jawnej, tylko zapamietujemy odpowiedni cigg wektoréw normalnych
hiperptaszczyzn odbi¢. Obliczenie polega na skonstruowaniu ciggu macierzy
symetrycznych, A0 = A AW . AM2) = T Wspélczynniki macierzy A
spelniajg warunek agq = a].qd =0dlaj<korazi>j+ 1. Ponadto, jesli i < k
lub j <k, to ag! = af .

1

Idea przeksztalcenia jest przedstawiona na schemacie:

[ e o o o o i [ e o o o o i [ ®e O i
e o o o o O O O O O e O O O O
e o o o o — O O O O — O O O O
e 6 o o o O O O O O O O O
e o o o o O O O O O O O O

~— ~~ - — ~~ - ~— ~- -
A0 H1A(OJ H1A(0)H1 =AM
[ e o i [ [ ) i [ e o i
e o o o o e o o o o e o O
e o o o — O O O O — ® O O O
e o o o O O O O O O
e o o o O O O O O O
Al HzAm HZA(UHZ = A

W podanych wyzej schematach symbol ,,e” oznacza oryginalny lub niezmieniony
wspotczynnik macierzy, za$ ,,0” oznacza wspolczynnik, ktéry wskutek odbicia
ulegl zmianie. Puste miejsca oznaczaja (wytworzone lub zachowane) zera.

Pierwsza wspoélrzedna wektora v;, okreslajacego odbicie reprezentowane przez
macierz H; = [ —y;v;v], jest réwna 0. Dla takiego odbicia macierze A® i H;A®
majg taki sam pierwszy wiersz. Odbicie konstruujemy w taki sposéb, aby

w pierwszej kolumnie macierzy H;A®© w wierszach 3,...,n otrzyma¢é zera.
Mnozenie przez macierz odbicia z prawej strony zachowuje pierwsza kolumne
macierzy HiA%), w tym jej zerowe wspélczynniki. Wykonane przeksztatcenie
A© — A jest podobiefistwem macierzy, poniewaz macierz H; jest symetryczna
1 ortogonalna. Ponadto przeksztalcenie to zachowuje symetrie, a zatem

w pierwszym wierszu macierzy A", w kolumnach 3,...,n tez mamy zera.
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Wektor v, ma dwie pierwsze wspolrzedne réwne zero, czego konsekwencjg jest
zachowanie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny macierzy A,

Teraz implementacja. W k-tym kroku mamy obliczyé macierz

A(k) = HkA[k_])Hk = (I — ’kak\){)A(k_” (I — ’kak\{)

= AR v ARy ARy T 2y ] ARy T
Oznaczmy wy = VA v, Wtedy
AW = Ayl — vl v (viviw ).
Niech py = Wy — v (Viwy)yi/2. Mozemy sprawdzié, ze
AW = A (y pl + pv]).

Wtasnie tego wzoru uzywamy w obliczeniach. Zauwazmy, ze wektory wy 1 py
obliczone w k-tym kroku majg k — 1 poczatkowych wspélrzednych réwnych 0.
Dzigki symetrii mozna oblicza¢ tylko wspoélczynniki na i pod (albo na i nad)
diagonala, dla zmniejszenia kosztu.

Algorytm QR

Niech A bedzie macierzg symetryczng i niech Zy ; bedzie dowolng macierzg
nieosobliwg n x n. Przypuséémy (na chwile), ze |[A[ > [Az] > -+ > [A,| > 0.
Kolumny macierzy Yy = AZyx_ 1, zgodnie ze spostrzezeniami, na ktérych opiera sie
metoda potegowa, maja ,kierunki blizsze” kierunku wektora wtasnego xi,
przynaleznego do dominujacej wartosci wtasnej, A;. Ale gdybysmy uktad
wektoréw ygk), e ,yﬂk), tj. kolumn macierzy Y, poddali ortonormalizacji
Grama-Schmidta, to otrzymaliby$my uktad wektoréw zgk), e ,zy(lk), z ktorych
kazdy ma ,kierunek blizszy” kierunku wektora przynaleznego do kolejnej wartosci
wtlasnej. Jest tak dlatego, bo ortonormalizacja ,likwiduje” sktadowe wektora ygk)
w kierunkach wektorow zgk), e ,zi“i)“ ktére sg przyblizeniami wektoréw wtasnych
X1,...,Xi_1 macierzy A. Stad wynika przypuszczenie, ze dla kazdego i € {1,...,n}
cigg wektorow (z!M

. Jxen dazy do wektora wlasnego x; przynaleznego do wartosci
wlasnej A;.

Macierz Zy = [zgk), ... ,zT[lk)] jest ortogonalna, a ponadto istnieje macierz tréjkatna

goérna Ry, taka ze Y, = ZRy. Niech Z; bedzie dowolng macierzg ortogonalng (np.
jednostkowg). Oznaczmy

AE ZTAZ,
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(czyli w szczegdlnosci Ay = Z)AZy, ponadto wszystkie macierze Ay sa podobne
do A i symetryczne). Wtedy dla k > 0

Ak_] — Z{_IAqu — Z{_] Yk — Zl_1ZkRk — QkRk)
gdzie Qy = Z! ,Zy. Stad Zy = Z,_1Qy, a przez indukcje mamy stad

Z = Z,Q; ... Q.

Na tej podstawie

Ar=0Q....Q{Z}AZyQ;...Qr = QLA 1Qr = R.Qx.

Podany wyzej rachunek jest podstawa dla nastepujacego algorytmu:

. Przyjmij Ay = Z}AZ,,
.Dlak=1,2,...

znajdZ macierze ortogonalng Qy 1 trojkatna gérna Ry,
takie ze Ak_] = QkRk;
oblicz Ak = Rka.

Jesli cigg macierzy (Zy)wen zbiega do macierzy X, ktoérej kolumny sa wektorami
wlasnymi macierzy A, to cigg macierzy (Ay)ven zbiega do macierzy diagonalnej A,
ktorej znalezienie jest rbwnoznaczne z obliczeniem wszystkich wartosci wtasnych.
Zbiezno$¢ moze jednak nie mie¢ miejsca, jeSli nie wszystkie nieréwnosci w ciggu
Al = A2l = -+ > |\,| sq ostre (z tego samego powodu, dla ktérego metoda
potegowa moze nie by¢ zbiezna — wystarczy, ze dwie warto$ci wlasne maja te
samg wartos¢ bezwzgledng i przeciwne znaki).

Zanim zajmiemy sie zbiezno$cig, dokonajmy pewnego spostrzezenia, ktére ma
wplyw na koszt algorytmu. Okazuje sie, ze jesli macierz Ay _; jest tréjdiagonalna,
to macierz A, tez jest taka. Zobaczmy schemat.

e o o O O o O
e o o o O O o O O
e o o o O O o O O
— —
e o o o O O o O O
e o o o O o O O
e o o o O

Ak Ry = Q{Ak_] A = R Qx
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Wiersz i-ty macierzy Ry jest kombinacjg liniowg wierszy 1,...,1+ 1

macierzy Ay 1, dlatego na przecieciu kolumn i+ 3,...,n z tym wierszem sa
zerowe wspolczynniki. Z drugiej strony, i-ta kolumna macierzy Ay jest kombinacjg
liniowa kolumn 1,...,1+ 1 macierzy tréjkatnej gérnej Ry, w zwigzku z czym musi
mie¢ zerowe wspolczynniki ponizej wiersza i+ 1. A ze macierz Ay jest
symetryczna, musi by¢ tez tr6jdiagonalna.

Pierwszym etapem obliczen jest przeksztalcenie danej macierzy do postaci
tréjdiagonalnej (przy uzyciu algorytmu Ortegi-Householdera), co kosztuje O(n?)
dzialan i1 jest rbwnowazne przyjeciu, ze macierz Z, rozwazana wyzej jest iloczynem
macierzy wykonanych przy tym odbié: Zo = H;...H,_,. Rozkladanie macierzy
trojdiagonalnej na czynniki Qy i Ry, a nastepnie obliczanie Ay jest wykonywane
kosztem O(n) dziatari. Zamiast ortonormalizacji Grama-Schmidta (ktéra
zawiedzie, jesli macierz Ay_; jest osobliwa), lepiej jest tu uzy¢ innej metody;
zwykle korzysta sie z obrotéw Givensa (zobacz zadania do poprzedniego wyktadu,
ta metoda nie zawiedzie). Mozna by tez uzy¢ odbi¢ Householdera, ale do
rozkladania macierzy tréjdiagonalnej sg one mniej wygodne.

Aby osiggnal zbieznos¢ 1 sprawié, by byta jak najszybsza, w kolejnych iteracjach
dobiera si¢ parametr ay (tzw. przesuniecie) i znajduje czynniki rozktadu macierzy
A1 — axl = QyRy, a nastenie oblicza sie macierz Ay = RyQy + axl. Zauwazmy, ze

A= QL (A — al)Qy + arl = QLA Qy,

a wiec dla dowolnego przesuniecia macierze Ay ; 1 Ay sg podobne. Mamy tez
Ay = ZIAZ oraz Q = Z| ,Zy, tak samo jak w przypadku bez przesuniec.

Jak dzialtajg przesuniecia? Otoéz, gdyby przesuniecie ay byto réwne pewnej
warto$ci wlasnej A, to wszystkie kolumny iloczynu Yy = (A — ayl)Zy_; bylyby
prostopadle do wszystkich wektoréow wtasnych x przynaleznych do tej wartosci
wlasnej (oczywiscie macierz Yy bylaby osobliwa). Przypu$émy, ze krotnos¢
wartosci wlasnej A jest réwna 1 i wektory yi,...,Yn 1 (poczatkowe kolumny Yy)
sg liniowo niezalezne; jesli macierz jest tr6jdiagonalna i jej wspoblczynniki
kodiagonalne sg rézne od zera, to to przypuszczenie jest stuszne (zobacz
¢wiczenia 15 i 16). Otrzymane z nich metodg Grama-Schmidta wektory
Z1,...,Zn 1 53 prostopadlte do x. Macierz ortogonalna Zy, ktérej to sg poczatkowe
kolumny, ma kolumne z,, do nich prostopadta, ale to znaczy, ze ta kolumna ma
kierunek wektora x, czyli jest jednostkowym wektorem wtasnym przynaleznym
do wartosci wtasnej A macierzy A. Latwo jest sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze wtedy
wspblczynnik macierzy Ay = ZJ AZ, na ostatnim miejscu diagonali bylby réwny A,
a pozostate wspédlczynniki w ostatnim wierszu 1 kolumnie bytyby réwne 0.



6.16

Gdyby zatem bylo ay = A, to w jednym kroku dostaliby$§my macierz Ay ze

. y (k) : . . o
wspotczynnikiem ann, = A. Jeéli przesuniecie ay jest tylko przyblizeniem A,
a dokladniej, sg spelnione nieréwnosci |a, — A| < |ay — A;| dla kazdej wartosci
wlasnej A; # A, to cigg wspdlczynnikow (agﬂ)keN bedzie zbiezny do A, tym
szybciej, im lepiej parametr przesuniecia przybliza te wartos¢ witasng. Aby

zbiezno$¢ byla jeszcze szybsza, w kazdej iteracji wybiera sie nowe przesuniecie.

Istniejg rézne sposoby wybierania przesuniecia; jego warto§¢ powinna przyblizaé

pewng warto§¢ wiasng macierzy A. Najprostszy (i skuteczny) wybér to

a, = a5 V. Inny sposéb (tzw. przesuniecie Wilkinsona) polega na przyjeciu

parametru a, réwnego jednej z warto$ci wtasnych bloku 2 x 2 wybranego z dwoéch
ostatnich wierszy i kolumn macierzy Ay _; (w tym celu trzeba rozwigza¢ réwnanie
kwadratowe).

Wspblczynniki diagonalne kolejnych macierzy Ay daza (z réznymi szybko§ciami)
do wartosci wtasnych, za§ wspélczynniki kodiagonalne (tj. sasiadujace

z diagonalg) dazg do zera. Na podstawie twierdzenia Gerszgorina mozna
oszacowal btedy przyblizenia warto$ci wtasnych przez wspodiczynniki diagonalne
macierzy Ay (cho¢ oszacowanie to nie uwzglednia skutkéw bledéw zaokraglen).
Dla odpowiednio dobranych przesunie¢ najszybciej zbiegajg wspotczynniki

w ostatnim wierszu 1 kolumnie. Je$li warto§¢ bezwzgledna pewnego
wspotczynnika na kodiagonali jest dostatecznie mata, tj. na poziomie btedéw
zaokraglen, to wspdlczynnik ten zastepuje sie zerem, ale wtedy powstaje macierz
blokowo-diagonalna z tréjdiagonalnymi blokami:

o o o o
e O o e o o
® & O e O
—
c e e e o
® o O e o
o e [

1 obliczenia mozna kontynuowaé¢ dla tych blokéw niezaleznie, dobierajac
niezaleznie przesuniecia. Przejscie od zadania postawionego dla caltej macierzy do
zadann w mniejszych blokach nazywa sie deflacjg. Algorytm QR ze wstepnym
przeksztalceniem do postaci tréjdiagonalnej, przesunieciami i rekurencyjng
deflacjg jest najefektywniejszym znanym algorytmem znajdowania wszystkich
warto$ci wiasnych macierzy symetryczne;j.

Jesli oprécz wartosci wiasnych nalezy tez znalezé wektory witasne, to wykonane
przeksztalcenia ortogonalne trzeba zastosowa¢ do kolumn macierzy jednostkowej,
aby jawnie wyznaczy¢ macierz Zy, ktéra jest przyblizeniem macierzy X.
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Zadania i1 problemy

. W przykladzie zastosowania mamy zadanie Kx = w?Mx, z macierza

diagonalng M. Znajdz sposéb przeksztatcenia réwnania Kx = AMx z macierzg M
symetryczng 1 dodatnio okre$long do postaci Ay = Ay z symetryczna macierza A.
Uogdlnij to przeksztalcenie na przypadek, gdy M jest dowolng macierza
symetryczng i dodatnio okreslona.

. Udowodnij twierdzenie Gerszgorina.

Wskazéwka do dowodu: Wybierz wektor wlasny x, spelniajacy warunek ||x|/, =1,
i zbadaj koto Gerszgorina o §rodku a;;, takie ze |x;| = 1.

Whioski: 1. Poniewaz macierz AT ma to samo widmo co A, wartoéci wlasne lezg
w przecieciu sum két Gerszgorina obu tych macierzy.
2. Macierz diagonalnie dominujaca jest nieosobliwa.

. Zbadaj, jak zmieni sie widmo macierzy dwudiagonalnej n x n

po zastapieniu wspoéiczynnika a,; = 0 przez ¢ # 0.

. Udowodnij twierdzenia o zwigzkach zagadnienia wlasnego macierzy A
z zagadnieniami wtasnymi dla macierzy f(A), gdzie f jest wielomianem, funkcjg
wymierng lub funkcjg okreslong przez szereg potegowy.

. Udowodnij teze (b) twierdzenia Schura. Skorzystaj z faktu, ze zespolone wartosci
wtlasne macierzy rzeczywiste] wystepujg w parach sprzezonych.

6. Udowodnij twierdzenie Cayleya-Hamiltona.

7. Udowodnij, ze jesli wartoSci wlasne A;, Aj macierzy A = AT € R™" sg rézne, to
przynalezne do nich wektory wtasne sg prostopadte.

. Udowodnij, ze jesli macierz A jest symetryczna i dowolna kolumna z; macierzy
ortogonalnej Z jest wektorem wtasnym macierzy A, to macierz Z'AZ ma i-ty
wspoétczynnik na diagonali rowny warto$ci wtasnej A, do ktérej przynalezy wektor
wtlasny z;, a poza tym zera w i-tym wierszu i kolumnie.

Wskazéwka. Wygodnie jest tu uzy¢ schematu Falka.

. Niech p(A) oznacza promien spektralny macierzy A, tj. najwieksza warto$é
bezwzgledng wartosci wtasnej tej macierzy. Udowodnij, ze norma druga
indukowana macierzy A wyraza sie wzorem

A2 = Vp(ATA).
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Jesli macierz A jest symetryczna, to jest tez ||Al|; = p(a). Korzystajac z tego
wzoru 1 podanych wiadomosci o zagadnieniu wlasnym, wykaz, ze dla macierzy
symetrycznej cond; A = |[Apax|/Aminl (b1 Apax 1 Apin to odpowiednio wartosci
wlasne o najwiekszej i najmniejszej wartosci bezwzglednej).

Udowodnij, powotlujac sie na twierdzenie Gerszgorina, nieré6wnos§é norm
indukowanych

1Al < VIATA] oo

Udowodnij, ze dowolna macierz A i iloczyn U'AV, z macierzami ortogonalnymi U
1V, maja taka samg norme drugg indukowang i norme Frobeniusa. Znajdz
wyrazenia opisujace te normy w zaleznosci od wartosci szczegdlnych macierzy A

1 udowodnij nieréwnosci

1Al < Al < VrlA]2,

gdzie r oznacza rzad macierzy A.

Udwodnij, ze je$li macierz symetryczna jest dodatnio okres§lona, to wszystkie jej
wartosci wlasne sg dodatnie.

Niech macierz A = XAX™' bedzie symetryczna nieokreélona i niech X bedzie
macierzg ortogonalng, a A — diagonalng. Jak, znajac macierze X i /A, mozna
skonstruowa¢ rozktad SVD macierzy A7

Udowodnij, ze jeSli macierz T, symetryczna i tr6jdiagonalna, ma wspodtczynniki
kodiagonalne (tj. sasiadujace z diagonalnymi) niezerowe, to kazda jej wartos¢
wtlasna ma krotnosc 1.

Udowodnij, ze jeSli macierz T jest tréjdiagonalna n x n i ma niezerowe
wspoélczynniki kodiagonalne, za§ macierz Z jest nieosobliwa, to pierwsze n — 1
kolumn iloczynu TZ tworzy uklad liniowo niezalezny nawet wtedy, gdy macierz T
jest osobliwa.

Znajdz wektor py, obliczany w algorytmie Ortegi-Householdera (sprowadzania
macierzy do postaci tréjdiagonalne;j), jesli macierz A*~" jest jednostkowa. Jaka
bedzie wtedy macierz AM?

Dane sg wektory vi,v, € R", takie ze ||vi||, = ||v2]|2 = 1 oraz viv; # 0. Niech

A = H; + Hy, gdzie Hy = [ —2v;v], H, = [ — 2v,v]. Udowodnij, ze uklad réwnan
liniowych Ax = b, dla dowolnego b € R"™ ma jednoznaczne rozwigzanie i podaj
algorytm rozwiazujacy ten uktad kosztem rzedu n dziatan.

Wskazéwka. Wykaz, ze wektory wi; = v + v, 1 Wy, =v; — v, sg wektorami
wlasnymi macierzy A i znajdz jej wszystkie wartosci wlasne.

Dane sa wektory vi,v, € R", takie ze ||vi| = ||[v2|l» = 1 oraz [viw| # v/2/2. Niech
A = HjH, + HyHy, gdzie H; = 1 — 2vyv], Hy = [ — 2v,v]. Udowodnij, ze uklad
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réwnan liniowych Ax = b, dla dowolnego b € R" ma jednoznaczne rozwigzanie
1 podaj algorytm rozwigzujacy ten ukltad kosztem rzedu n dziatan.
Wskazéwka. Wykaz, ze wektory vi +v; 1 vi —v; sg wektorami wiasnymi
macierzy A 1 znajdz jej wszystkie wartosci wtasne.

Wykaz, ze jesli A € R™ ", to dodatnie wartosci wtasne macierzy

0 A

B =
AT 0

sg warto§ciami szczegdlnymi macierzy A.

Wskazéwka. Podstaw iloczyn UZV"T w miejsce A i przedstaw macierz B jako
iloczyn trzech macierzy blokowych.

(Lab.) Niech

2 2 05
A=1| 2 2 025
0.5 0.25 1

Korzystajac z pakietu Octave, zastosuj metode potegowa do znalezienia
najwiekszej wartosci wlasnej i odpowiedniego wektora wlasnego macierzy A.
Wykonaj dwa eksperymenty: z wektorem z© = [1,1,1]" oraz

z0 =1[0.691678170958549, —0.702035294416588,0]". Obejrzyj wyniki 30 iteracji
metody 1 wyjasnij, co si¢ tam dzieje.
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Interpolacja wielomianowa
Zadania interpolacyjne Lagrange’a i Hermite’a
Niech xg,...,x, beda danymi liczbami, z ktérych kazde dwie sg rbézne, 1 niech

Yo, - . ., Yn beda liczbami dowolnymi. Zadanie interpolacyjne Lagrange’a polega na
skonstruowaniu (tj. obliczeniu wspéiczynnikéw w pewnej ustalonej bazie)

wielomianu h(x) stopnia co najwyzej n, takiego ze h(x;) =y; dlai=0,...,n.

Wymaganie, aby liczby x;, zwane wezlami interpolacyjnymi, byty parami rézne,
jest oczywiste; nie mozna zadawa¢ dwoéch réznych wartosci funkcji w tym samym
punkcie, a dwukrotne podanie tej samej warto$ci mija si¢ z celem. Ale mozemy
dopuscié, aby wezly powtarzaly sie, jesli dla kazdego dodatkowego ,egzemplarza”
wezla okre§limy inny warunek interpolacyjny. Jesli warunek ten polega na
podaniu warto$ci pochodnej kolejnego rzedu, to mamy ogélniejsze

zadanie interpolacyjne Hermite’a: dla kazdego wezla okre§lamy jego krotnosé —
jest to liczba jego wystgpien w danym ciggu weztéw. Dla wezta x;

o krotno$ci r > 1 zadajemy warto$¢ funkcji, h(x;), pochodnej, h'(x;),

1 pochodnych do rzedu r — 1 wiacznie.

A

_— ‘ + + —

X0 X1 X2 X3 X4 Xs X0 X1 X4
X2 X5
X3

Zadanie interpolacyjne Hermite’a i jego przypadek szczegdlny — zadanie
interpolacyjne Lagrange’a — ma jednoznaczne rozwigzanie. Jesli poszukiwany
wielomian przedstawimy jako kombinacje liniowg elementéw dowolnej bazy
przestrzeni R[x], (przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n), to mozemy
warunki interpolacyjne zapisa¢ w postaci uktadu réwnan liniowych,

z niewiadomymi wspoétczynnikami w wybranej bazie. Wymiar przestrzeni, czyli
liczba niewiadomych, jest réwny n + 1, tj. taki sam jak liczba réwnan.
Przypusémy, ze warunki interpolacyjne sg jednorodne, tj. wszystkie zadane
wartosci funkcji 1 pochodnych sg réwne 0. Wtedy rozwigzaniem uktadu jest
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wektor zerowy, ktoéry reprezentuje wielomian zerowy. Gdyby istnial niezerowy
wielomian h(x) stopnia co najwyzej n spelniajacy te same warunki interpolacyjne,
to musiatby by¢ podzielny przez wielomian p,1(x) = (x —%o) - ...  (x —xn), ale to
oznacza, ze stopien wielomianu h musiatby byé¢ co najmniej n + 1.
Jednoznaczno$¢ rozwigzania uktadu réwnan opisujacego jednorodne warunki
interpolacyjne oznacza, ze macierz tego uktadu jest nieosobliwa, a wiec dla
dowolnej prawej strony (tj. dowolnych zadanych wartosci funkcji i pochodnych)
zadanie ma jednoznaczne rozwigzanie.

Rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a mozna przedstawi¢ wzorem

n
. X — X;
ho) =) wilx), edie ®p)= [] “—.
Dane liczby yo,...,Yn sa wspdlczynnikami wielomianu h w bazie {®y,..., D},
ale wzor ten nie jest praktyczny w obliczeniach numerycznych (nalezy go raczej

traktowac¢ jako dowdd istnienia rozwigzania zadania, czasem przydaje si¢ tez
w rachunkach symbolicznych i w rozwazaniach teoretycznych).

A

Wykresy wielomianéw @y, ..., D, dla przykladowego ciggu weztéw (z n =5) sg
pokazane na rysunku. Warto zauwazy¢, ze niektére z tych wielomiandéw przyjmujg
miedzy weztami wartosci bezwzgledne sporo wieksze niz 1. Maksymalne wartosci
bezwzgledne wielomianéw bazowych Lagrange’a miedzy weztami zalezg od liczby
wezléw 1 od ich rozmieszczenia, 1 jesli stopien jest duzy, to moga by¢ bardzo duze.
W konsekwencji rozwigzanie zadania interpolacji moze przyjmowaé miedzy
wezlami interpolacyjnymi wartosci lezgce daleko poza przedziatem, w ktérym leza
dane wartosci funkcji w tych weztach.
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Bazy Newtona

Niech xg,...,x, beda liczbami danymi. Mozemy okresli¢ wielomiany

pn(x) = (x — %) (x —Xn-1),
Prr(x) = (x —x0) - oo - (X — Xn1) (X — Xp).
| 1
Po Po
P P2/ P3/ pal Ps Pl /
Ps5
P3 Pa
\%\ ‘ ‘ / . /\\ | _
X0 X1 X2 X3 X4 X5 1 X4
P2 X2 X5
X3

Zbiér wielomiandéw {po, ..., Pk} jest baza przestrzeni R[x]y, ktorej elementami sg
wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej k. Ta tzw. baza Newtona, okre§lona za
pomocg danych wezléw, jest wygodniejsza od bazy potegowe] w zastosowaniu do

zadan interpolacji wielomianowej!®. W szczegblnosci, majac wspotczynniki
bo, ..., b, wielomianu stopnia co najwyzej n, mozemy obliczy¢ wartos¢ wielomianu
w(x) = > ", bipi(x) za pomocy odpowiednio uogélnionego schematu Hornera:

for (i=n—1; 1>0; i-- )
W = wx(x —x;) + by;

Aby rozwigzaé zadanie interpolacyjne Lagrange’a, mozemy dla wybrane;j

bazy {fo, ..., fn} przestrzeni R[x], utworzy¢ macierz A € R™""! taka ze jej
wspélczynnik ay = fj(x;) (numerujemy tu wiersze i kolumny od 0 do n).
Rozwigzanie zadania sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan z tg macierza.

15Baza potegowa jest szczegdélnym przypadkiem bazy Newtona, dla xg = -+ = x_7 = 0.
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Dla bazy potegowej mamy uklad réwnan z macierzg pelng

T % ... xg aop Yo
1 X1 ... X? aq Y1
= )
1 oxq oo x| an | | Un |

ktorego rozwigzaniem jest wektor wspoélczynnikéw wielomianu h(x) = apx,
za§ dla bazy Newtona okreslonej za pomoca weztéw interpolacyjnych mamy uktad
z macierzg tréjkatna dolna:

1 0 0 [ by ] [ yo ]

T pix1) " : b W

T 3
1 P1(xn) ... Pnlxn) L b, | [ Yn |

Mozemy obliczy¢ wspdlczynniki tej macierzy i rozwiazaé uktad kosztem tylko
©(n?) operacji (dalej poznamy inny algorytm obliczania wspétczynnikéw
wielomianu interpolacyjnego w bazie Newtona). W razie potrzeby, mozemy
nastepnie kosztem O(n?) operacji przejéé do bazy potegowej, ale jesli nie jest to
konieczne, to nie warto tego robié.

Ré6znice dzielone

Niech f oznacza pewng funkcje okre§long w przedziale A C R — R. Dla ustalonych
liczb x; € A (weztéw interpolacyjnych) okre§lamy réznice dzielone rzedu 0:

flxil ot f(xi).

Zakladajac, ze wezly sg jednokrotne (czyli parami rézne), mozemy nastepnie
okresli¢ dla k > O réznice dzielone rzedu k wzorem

def TIXiy ooy Xinko1] — X1y v v oy Xtk
f[Xiw--)XiJrk] é 1y y M+k—1 i+1y y M4k . (*)
Xi — Xi4k

Roznice dzielong mozna postrzegaé¢ na dwa sposoby:

. Dla ustalonej funkcji f jest to funkcja k + 1 zmiennych. Funkcja ta jest
symetryczna, tj. dowolne przestawienie jej argumentéw (weztdéw) nie zmienia jej
wartosci.

. Dla ustalonych weztéw xi, ..., X x jest to kombinacja liniowa wartosci funkcji f
w tych weztach, a zatem jest to funkcjonat liniowy w przestrzeni funkcji

o ustalonej dziedzinie A, do ktoérej nalezg wezty.

Obie te wlasno$ci sg widoczne we wzorze podanym nizej.
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Twierdzenie. Jesl: wszystkie wezty sq jednokrotne, to

i+k
1
k . k
f[Xi, ce ,Xi+k] = E Ci(]- )f(xj)) gdzie ng = H
= LEfi,...,i+kN\{j}

(**)

X; —Xt

Dowéd. Dla k = 0 kazdy wspéiczynnik cff ) (czyli jedyny wspoélczynnik cﬁ))) jest
(0

) . ., Py
;. = 1. Dla k = 1 mozemy sprawdzi¢ wzoér (**)

bezposrednio. Przyjmijmy zatozenie indukcyjne, ze wzory (**) i (*) sg

neutralnym elementem mnozenia, c

rownowazne dla réznic dzielonych rzedu 0,...,k gdzie k > 1. Wtedy mozemy
réznice dzielong rzedu k + 1 obliczy¢ tak:

itk (k) i+k+1 (k)
2 &y FOg) =2 =iy cinyfly)

f[Xi, e )Xi+k+]:| —

Xi = Xitkt1
(k) itk (k) (k) (k)
C:. Cii —Ciiqj C: .5
= ———f(x) + E () — — A (X))
Xi = Xifkt1 S T Xk Xi ™ Xigk+1

Mozemy sprawdzi¢, ze
(k)
(k+1) Cii 1
¢ == | | )
X{—

Xi — X4 X
LR L oY R I W t

C(k) _ C(k)
Sl T M
§j = o
) Xi — Xitkt]
1 (Xj — Xikt1 H T 5—x I | ! >
Xi — X; Xi — Xq X XX HTx
ETHE AT T A e g D T T e ik gy O
Xj — Xisk+1 — (% — X4) l I j € {i '
_ N i ) L dla)€{1+1)°")l+k})
P Xkt Wiyt TNG)
(%)
(1) TCirligkrt _
Ltk - ’
Xi — Xitk+1 itk+1 — X1

i X
Lefi,...,i+k}

czyli w kazdym przypadku otrzymalismy wzoér (**) z k zastapionym przez k+ 1. O

Twierdzenie. Jesl: funkcja f ma w przedziale A, do ktérego nalezg wezty
Xiy ...y Xitk, Ctaglqg pochodng rzedu k > 1, to

f[Xi, .o )Xi—i—k] = J . J f(k)(toXi + t1Xi+] + -t thi-i-k) dt] e dtk, (***)
Sk

gdZ’LC Sk:{(to,...,tk)l Z};Otj = ],to,...,tk = O}



Dowéd. Sympleks S; jest odcinkiem, zatem dla k = 1 mozemy bezposrednio
obliczy¢

J] f(xiy1) — f(xi)

(1 —t)xi + tixp ) dty = = flxi, xil.
0 Xip1 — Xi

Niech k > 1. Wprowadzamy zmienne pomocnicze
s1=1—1t, s =81 —12, ..., Sic1 = Sk2 — b1, Sk = s11 — i

to t e. t) t

0 Sk Skl e S? S1 1

Mozemy zauwazy¢, ze dla kazdego j jest s; =1 — 21:1 L=t + Z]f:j b
(w szczegdlnosci sy = ty), oraz

t —1 S1 1

%) 1 —1 S 0

. = . + . )
| tk | | 1 —1 1 L Sx | | 0 |

a ponadto (ty,...,tx) € Sy wtedy i tylko wtedy, gdy
O< sk <SS < <sp <
Dla ustalonych liczb s;,..., sy ; oznaczmy

X(SKk) = Xix1 + S1(Xig2 — Xig1) + -+ + Sk (Xik — Xisr1) + Sk(xi — Xigx)

= toxi + - + Xk
Pochodna (wzgledem sy ) funkcji g(s) L fle1) (x(sk)) jest rowna

g (s1) = (xi — xi) F™ (x(sx)).

7.6

(@)

(®)

Catke po prawej stronie wzoru (**) oznaczmy symbolem I. Jakobian przejcia od

zmiennych ti,...,t, do sq,..., sk (tj. warto§¢ bezwzgledna wyznacznika macierzy

we wzorze (B)) jest rowny 1. Dzieki temu mozemy obliczy¢

r

I = ...J'f(k)(toxi—l-"'—l—thH_k)dt]...dtk:
Sk

rl Sk—2 [Sk—1
J J k) (x(sk)) dsidsi—q ... ds;.
Jo o Jo
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Poniewaz sy = to, sx_1 = to + tx, a ponadto liczby t;,...,ty_; nie zalezg od sy, na
podstawie (®) ,wewnetrzna” caltka jest réwna

Js“ 9'sd dsy, = 1 (f(k_”(x(skl)> - f(k—”(x(O))>

0 Xi — Xitk Xi — Xi+k

1
T . (f(k_”(toxi + o X)) — T (txia o+ txind).

Xi — Xitk
iu
2 it
S,
!\\ S 3
\
w - t3
t

Obszarem catkowania dla ,zewnetrznych” calek jest zbiér

Sk :{(u0>° ">uk—1): Z}{:_O] W = 1) Woy - e oy Ug—] = O})
gdzie up = to +tx oraz u; =ty dlaj =1,...,k — 1. Jesli przyjmiemy zalozenie
indukcyjne, ze
f[Xi, . )Xi+k—1] = J . J f(k*”(uoxi + -+ uk—1xi+k—1) dLL1 . duk_1
Sk—1
1 obliczymy te catki korzystajac z niego, to dostaniemy

Xy e eey Xiko1] — FIXia1y oo oy X0kl

Xi — Xi+tk

I= :f[Xi,...,XiH(]. U

Wzér (*¥) ma nazwe wzoru Hermite’a-Genocchiego'®. Mozemy zauwazy¢, ze

funkcja podcatkowa, a wiec takze catka, zalezy w sposéb ciggly od liczb
Xi, ...y Xitx takze wtedy, gdy wezty te ,sklejaja sie”, tzn. wtedy, gdy zmieniajac
wezly, doprowadzamy do pojawienia sie weztéw krotnych.

16Wzor ten obowigzuje takze dla funkcji zespolonych zmiennej zespolonej. Jesli punkty
Xi,...,Xitk Die lezg na jednej prostej w plaszczyznie zespolonej, to funkcja f musi by¢ analityczna
w otoczce wypuktlej tych punktéw — odpowiada ona przedziatowi A rozpatrywanemu
w przypadku rzeczywistym.
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Whiosek. Jesli funkcja f jest klasy C* w otoczeniu punktu x;, tol’

. 9(x)
lim f[Xi, .o )Xi+k] = - .
XigTyeenyXitk X k!

Dow6d. Miara (objeto§¢ k-wymiarowa) zbioru catkowania Sy, ktory jest
sympleksem k-wymiarowym, jest réwna

1

|Sk|:J"“J]dt]'“dtk:E'

Sk
Funkcja podcatkowa w (*¥) jest ciggla, dlatego na podstawie twierdzenia
o wartos$ci $redniej istnieje punkt & = Z;:o tjxiyj, gdzie (to,...,tx) € Sy, taki ze
catka we wzorze (*%*) jest réwna ) (£)|S,| = V(&) /k!. Liczba &, bedaca
kombinacjg wypukla liczb xi, ..., Xk, lezy w najkrotszym przedziale
zawierajacym te liczby. Wystarczy zatem dokona¢ odpowiedniego przejscia
granicznego. O

Dalej jeszcze raz wykazemy ten fakt, za pomoca wzoru na reszte interpolacyjna.
Na jego podstawie mozemy zdefiniowal réznice dzielong rzedu k > 1 w przypadku,

gdy xi = -+ = X1k, Wzorem
(k)
def (%)
e ) & 0, (1)
k+1

natomiast w przypadku, gdy pewne wezty majg krotnos¢ wiekszg niz 1, ale nie
wszystkie wezty sg jednakowe, mozemy (dzigki symetrii) uporzadkowac je tak, aby
byto x; # Xi.x, 1 uzy¢ wzoru (*). Na przyktad, jesli xo = x; = x; # x3 1 funkcja f
jest dwukrotnie rézniczkowalna w otoczeniu X, to

' (x0) — flxo, X3l ' (xo) f(xo) f(x3)
f[XO>X0>X3] = = - 5 + 7
X0 — X3 Xo—X3  (x0—x%x3)% (%0 —x3)
f . f”(XO)/Z - f[XO) X0y XS]
[XO>XO)XO)X3] — Xo — X3
" (x0) ' (xo) f(xo) f(x3)

2(x0 — x3) (xo —x3)% (%0 —x3)? (x0 — X3)3.

W przypadku ogblnym réznica dzielona rzedu k, f[xi,..., X1, jest kombinacjg
liniowg wartosci funkcji f 1 jej pochodnych w weztach, przy czym jesli pewien
wezel ma krotnos¢ r, to kombinacja obejmuje pochodne funkcji f w tym wezle do
rzedu r — 1.

17Szczegdlny przypadek tego wzoru, dla k = 1, stuzy do zdefiniowania pochodnej funkcji.
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Algorytm réznic dzielonych

Przypus$émy, ze wezly xo,..., X%, s parami rézne. Obliczmy réznice dzielong
wielomianu py(x) nalezacego do bazy Newtona okreslonej dla tych weztow:

N (x—xo) oo (X =% 1) — (x0 —%0) v v v (X0 — Xp1) .
pk[X)XO]— —
X —Xo
(x—x%x71) oo (x— X))

Otrzymaliémy wielomian stopnia k — 1. Obliczajac réznice dzielone coraz
wyzszych rzedéw, dostaniemy wielomiany coraz nizszych stopni:

prlx, xo, X1l = (x —%x2) - oo - (X — X1),
Pk[X>X0> ooy X2l = (X — X)),y
PrlXy X0y e ooy X2y Xk 1) = 1.

Po ostatnim kroku mozemy oczywiscie podstawi¢ x = xy, co nie zmieni wartosci
otrzymanego wielomianu stopnia 0. Réznice dzielone rzedéw wyzszych niz k sg
rowne 0. Bioragc pod uwage zbiér miejsc zerowych wielomianu py, mamy

{0 dlai#k
pk[""""’xd{1 dlai=k.

Podany wyzej rachunek ,przechodzi” tez na przypadek wezléw powtarzajacych sie.
Tak wiec réznice dzielone -[xo], -[Xo, X1y ..., -[X0, ..., Xn] — funkcjonaly liniowe na
przestrzeni R[x],, — tworzg baze sprzezong do bazy {po,...,pn} przestrzeni R[x],.

Niech h(x) bedzie rozwigzaniem zadania interpolacyjnego Lagrange’a dla weztéw
X0y« -y Xn. Wielomian h mozemy przedstawi¢ jako kombinacje liniowg
wielomianéw po,...,pn: h(x) = 3 _ bipk(x). Z tego, ze okreslone dla tych
wezléw réznice dzielone tworzg baze sprzezong do bazy Newtona okreslonej dla
tego samego ciagu weztdw wynika, ze

h[Xo, e ,Xi] = Z bkpk[XO) oo )Xi] = bi.
k=0

Znamy wartosci wielomianu h w weztach interpolacyjnych, sg nimi liczby
Yo, - - -y Yn, @ zatem mozemy obliczy¢ wspodlczynniki by, ..., b, wielomianu h
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w bazie Newtona. Wygodnie jest przedstawic ich obliczenie za pomocg schematu
Xo | Yo = bo
x1 [y — hlxo,x1] = by

N

X2 |y2 — hixi,xal  — hixe,x1,%x2] = by

Ve

N N
Xn | Yn — hlxn1,X0] = hixn2,Xn1,Xn) ... — hlxey...,%xn] = by

Podprogram realizujacy to obliczenie zastepuje w tablicy y dane wartosci funkcji
przez wspotczynniki by, ..., by,:

for (j=1; j<n; j++ )
for (i=n; i>j; i--)
ylil = (Yl —yli — 1) /(x[il = x[i —jl);

Jesli wezty sg uporzgdkowane monotonicznie, to obliczone réznice dzielone sg
kombinacjami liniowymi zaburzonych wartosci funkcji danej. Jesli nie ma
nadmiaru i niedomiaru, mozna dowies¢, ze (zobacz wzér (**))

i+k

b, ...oxid) = Y cply;(1+6y)),  gdaie [57] < 3kv.
j=i

W tej analizie skutki btedéw zaokraglen przedstawia sie tylko jako zaburzenia
danych wartosci funkcji, bez zaburzania weztéw. Jej wynik oznacza, ze dla
kazdego wspodlczynnika by, = hlxo,..., x| istniejg takie dane zaburzone,

Jo =yo(1 + 585)), cey O =yYk(1 + 681?), dla ktérych otrzymany wynik by jest
dokladny. Ale dla kazdego wspoiczynnika by zaburzenia danych réwnowazne
popelnionym btedom zaokraglenn mogg by¢ inne — tak wiec algorytm réznic
dzielonych jest numerycznie poprawnym algorytmem obliczania kazdej z liczb by,
ale nie jest numerycznie poprawnym algorytmem obliczania catego wektora
[boy...,bn]. Z tej tak zwanej numerycznej prawie poprawno$ci wynika

numeryczna stabilno$¢ algorytmu réznic dzielonych.

Aby rozwiaza¢ zadanie interpolacyjne Hermite'a, nalezy zmodyfikowaé ten
algorytm. Istotne jest uporzadkowanie danych; wymagamy, aby w tablicy x
wszystkie ,egzemplarze”’ wezta krotnego wystepowaly obok siebie. W tablicy y
zadang wartos¢ funkcji podajemy w miejscu odpowiadajacym pierwszemu
wystapieniu odpowiedniego wezta, a na kolejnych miejscach podajemy wartosci
kolejnych pochodnych. Algorytm mozna zrealizowaé w taki sposéb:
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k[0] = 0;
for (i=1; i< n; i++ )

kil =x[i] == x[i—1] 2 Ki—11+1 : 0;
for ( j=1;j<n; j++ )

for (i=m; i>j; i-- )

Cif (K[ =0)
il = (i —yli— 1 — ki — 1)/ (<[] — xli — §));
else { ylil /= j; Klil-=; }

W pierwszej petli w miejscu i-tym pomocnicze] tablicy k zapisujemy informacije,
ktoérego rzedu pochodnej wartoscig jest dana liczba y[i]. W drugiej petli uzywamy
tej informacji do wybrania odpowiedniej instrukcji: obliczenia réznicy dzielonej za
pomocg wzoru (*) lub podzielenia y[i] przez odpowiednig liczbe catkowita, co
prowadzi do otrzymania silni w mianowniku wzoru (¥¥).

Reszta interpolacyjna

Z uwagl na liczne zastosowania zadan interpolacyjnych Lagrange’a i Hermite’a
w aproksymacji funkcji i w konstrukcji réznych metod numerycznych (np.
rozwigzywania réwnan nieliniowych i obliczania calek), duze znaczenie ma wzor
opisujacy reszte interpolacyjng.

Twierdzenie. Niech h(x) oznacza wielomian interpolacyjny Hermaite’a funkcjt f
dla weztéw xo,...,Xn w przedziale A C R. Jesli funkcja f jest klasy C™1(A),
to dla kazdego x € A 1stnieje liczba & € A, taka ze

()

] pn—H (X) .

f(x) —h(x) = m

Jesl funkcja f jest klasy C™(A), to dla kazdego x € A 1istniejg liczby
&0, &1 € A, takie ze

M [&, &1]
f(x) —h(x) = mpnﬂ (x).
Dowdd. Jesli x = x; dla pewnego i € {0,...,n}, to pni1(x) = 0 i obie dowodzone

réwnosci sg oczywiste (z dowolnym & € A albo &y, &; € A). Dla ustalonego
x € A\ {xoy...,Xn} uporzadkujmy ciag xo,...,Xn, x tak, aby otrzymac cigg
niemalejacy x(()o) <o K Xﬂr Niech f € C™'(A). Okre§lamy funkcje

gy (s) & £(s) —h(s) — zpni(s),
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z parametrem z = z(x), ktéry dobierzemy za chwile. Korzystajac z tego,
ze Pni1(x) # 0, bierzemy

_ f(x) —h(x)

 pan(X)

i w ten sposéb dostajemy g,(x) = 0. Tak okreslona funkcja spelnia warunek
gx(xgo)) =0dlai=0,...,n+1, tzn. ma co najmniej n + 2 miejsca zerowe®®.

Funkcja g, jest klasy C™'(A). Jej pochodna rzedu k < n + 1 ma co najmniej
n + 2 — k miejsca zerowe, ktére tworzg cigg niemalejacy xék) <...< xflk]r]_k.

F < xl?

i+1)
przedziatu [x(o) x9 ] przyjmuje te sama warto§¢ 0, osigga wewnatrz tego

i X
przedziatu maksimum lub minimum, w punkcie xg) bedacym miejscem zerowym
funkcji g,. Jesli za§ funkcja g, ma miejsce zerowe o krotnosci r > 1

== x(oﬁrq), to jej pochodna ma w tym punkcie miejsce zerowe
1)

Istotnie, jesli xi(o to (z twierdzenia Rolle’a) funkcja g,, ktéra na koncach

(w wezle x; = - ;
o krotnosci r — 1 (zatem mamy podciag xg == xi(]r)r_z). Korzystajac

z indukcji, stosujemy to rozumowanie do kolejnych pochodnych. Wynika z niego,
ze pochodna rzedu n + 1 funkcji g, ma w przedziale A co najmniej jedno miejsce

1
zerowe, & = x(()n ),

Podstawiajac s = &, dostajemy
0= ginﬂ)(a) _ f(ﬂH)(a) _ h(n+1)(a) . Zpﬁﬁ”(a)

Pochodna rzedu n + 1 wielomianu h(s) (stopnia n) jest réwna 0, za§ pochodna
wielomianu p,1(s) (stopnia n + 1), ktérego wspédiczynnik (w bazie potegowej)
przy s™' jest réwny 1, jest dla kazdego s, w tym dla s = &, réwna (n+ 1)!. Zatem

f(n+l)( £)

(m+1)!°
Dowod pierwszej réwnosci zakoiczymy, wstawiajac to do definicji funkcji gy
1 biorac s = x.

Jesli funkcja f jest tylko klasy C™(A), to funkcja g, okreslona jak wyzej jest

klasy C"(A) i rézniczkowanie nalezy zakonczy¢ po obliczeniu pochodnej rzedu n.

Wynika stad istnienie co najmniej dwoch miejsc zerowych, & = xén) 16 = xgn]

funkc;ji g,(cn), przy czym sg one rézne, poniewaz mogltyby by¢ identyczne tylko
(0)
n+1»

0= gM[&, &1l = &y, &1 — hM[Ey, &1] — zpnia[&o, &1l

18 Jedli pewien wezel ma krotnoéé r > 1, to liczymy go T razy; funkcja g, przyjmuje w tym
punkcie wartoéé¢ 0 razem z pochodnymi rzedu 1,...,r — 1; oczywiscie ciag x(©), ..., XLOL nie jest
wtedy $cisle rosnacy.

wtedy, gdyby bylo x(¥ = ... =x co wykluczyliémy. Obliczamy
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W tym rachunku h™ jest funkcja statg (bo h ma stopier co najwyzej n),
natomiast pf&)] jest wielomianem stopnia 1; tatwo jest sprawdzi¢, ze

M) (o) — (o Xot o Fxn
Praa (s) (n+1).(s — ),

skad wynika, ze pgﬁ (€0, &1l = p::q”(s) = (n+1)! dla kazdego s € R. Tak wiec
7 = f(n) [EO) E]]
m+1)°

co nalezy podstawi¢ do definicji funkcji g, razem z argumentem s = x, aby
otrzymaé drugg dowodzong réwnos¢. O

Przypusémy, ze wezty xo,...,X, 83 parami rézne 1 wezmy dowolng liczbe

X ¢ {xo,...,Xn}. Rozwazmy wielomian interpolacyjny Lagrange’a h(s) funkcji f dla
wezldw Xo, ..., X, 1 wielomian h,,;(s) stopnia co najwyzej n + 1, taki ze

ho1(s) = f(s) dla s € {xg,...,Xn,x}. Wtedy dla kazdego s € R

h’n+] (S) - h(S) + f[XO) oo )me]pnﬂ (S)>

gdzie pni1(s) = (s —%o) ... (s —xn). Powyzsza réwnos¢ ma miejsce dla dowolnej
funkcji f okreslonej w punktach X, ...,Xn, X. W szczegbdlnosci, dla s = x mamy

hnsa (x) = (%) = h(x) + flxo, . . .y Xny X P (%).

W przypadku, gdy funkcja f jest klasy C™"' w przedziale zawierajacym wszystkie
te punkty, na podstawie udowodnionego twierdzenia

()

| Pn+1 (X)a

f(X) = h(X) + m

a poniewaz pn.1(x) # 0, z zestawienia ostatnich dwoch wzoréw wynika réwnosé

f(n+1) (a)

f[X())---aXmX] = m

dla pewnego & nalezacego do tego przedziatu. Stad wynika fakt, ktory jest takze
wnioskiem ze wzoru Hermite’a-Genocchiego!® i ktéry umozliwia okreslenie réznic
dzielonych dla ciggéw, w ktorych wystepujg wezty o krotnosciach wiekszych niz 1:
jesli funkcja f jest klasy C* w otoczeniu x;, to

: £ (x;)
lim fXiyeooy X = -
Xit1yeenyXitk—Xq k!

9Dowbéd na podstawie wzoru Hermite’a-Genocchiego w odréznieniu od tego ma zastosowanie
takze do funkcji zespolonych.
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Wzoér na reszte interpolacyjng w szczegdlnym przypadku, gdy xo = -+ = X,,, jest
wzorem Taylora (z resztg w postaci Lagrange’a). Inny przypadek szczegélny, dla
dwéch weztow jednokrotnych, wykorzystaliSmy juz w analizie metody siecznych
w pierwszym wykladzie. Dalsze zastosowania nastapig.
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Zadania i1 problemy

. Rozwiaz zadanie interpolacyjne Lagrange’a (tj. skonstruuj baze Newtona i oblicz
wspoéiczynniki wielomianu interpolacyjnego w tej bazie) dla weztéw i wartosci
funkcji podanych w tabelce:

x |=2|-1]0|2]3 x |=2]-1]o0]1]2]3
fx) | 17 [ 1 [1]1]37 f(xi) | —63|[—6]—1]0|21]188

. Rozwiagz zadanie interpolacyjne Hermite’a dla weztéw i wartosci funkcji
1 pochodnych podanych w tabelce:

X4 o113 Xi —2 (=110 |2
(xi) —2 f(xi) 1
£(x;) 12 £(x;) -2

. Znajdz wyrazenia opisujace wspotczynniki kombinacji liniowe] wartosci funkcji
fla,b,c,d] = Af(a) + Bf(b) + Cf(c) + Df(d)

oraz wartosci funkcji 1 pochodne;j
fla,b,b,c] = Af(a) + Bof(b) + B;f'(b) + Cf(c)

w punktach a, b, c,d parami réznych.

. Przejécie miedzy bazg Newtona i potegowg moze by¢ dokonane za pomocy

schematu Hornera; zobaczmy, w jaki sposéb. Rozwazmy dzielenie z reszta
wielomianu w(x) = a,x™ 4+ - - - + a;x + ao przez dwumian (x — X):

n n—1 n—1
w(x) = Z aix' = (Z cmxl) (x —%0) +co =cnX" + Z(Ci — Cit1%0)X".
i=0 i=0 i=0

Stad ¢, = a, oraz ¢; = ci11Xo + q; dla 1 < n. Zauwazamy, ze liczby c; sg kolejno
nadawanymi wartos§ciami zmiennej w podczas obliczania za pomoca (zwyklego)
schematu Hornera wartosci w(xy). Otrzymujemy reszte z dzielenia,

by = ¢o = W(xo), 1 wspolczynniki w bazie potegowej ilorazu c(x). Jesli okreslimy
baze Newtona, ktérej elementami sg wielomiany

qO(x) = 1)

i—1

qx)=][x—x) dlai=1,...,n—1,

k=1
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to wspotczynniki wielomianu c(x) w tej bazie sg identyczne ze wspoélczynnikami
by,..., b, wielomianu w w bazie Newtona {py,...,pn}. Aby otrzymac b;, mozna
nastepnie podzieli¢ wielomian c(x) przez (x — x1), i tak dalej, rekurencyjnie.
Mamy zatem algorytm przejscia od bazy potegowej do bazy Newtona:

for ( j=0; j<mn; j++ )
for (i=n—-1; i>j; i-- )
ali] += afi+ 1] xx;;

(algorytm ten zastepuje w tablicy a wspoéiczynniki wielomianu w bazie potegowej
wspéiczynnikami w bazie Newtona). Algorytm przejscia w drugg strone wykonuje
operacje przeciwne w odwrotnej kolejnosci:

for (j=n—-1;j>0; j--)
for (i=j; i<m; it+ )
ali] -= afi+ 1] xx;;
. Niech po(x) =1, p1(x) =x — 1, pa(x) = (x — 1)2, p3 = (x — 1) (x — 2),

pa(x) = (x = 1)*(x — 2)(x — 3) oraz w(x) = po(x) + 2p2(x) — 3p3(x) + pa(x). Oblicz
w(2, 3,4] oraz w[3,4,4].

. Algorytm Aitkena. Warto§¢ w dowolnym punkcie x wielomianu interpolacyjnego

Lagrange’a okreSlonego przez wezly xo, ..., X, 1 wartoSci w tych weztach yo,...,Yn,
moze by¢ obliczona (kosztem O(n?) operacji) bezposrednio na podstawie tych
danych. Przypusémy, ze dwa wielomiany stopnia co najwyzej k — 1, pgk_”(x)

1 pﬂ:”(x), sg rozwigzaniami zadan interpolacyjnych Lagrange’a odpowiednio dla

WEZIOW Xiy ..., Xi{1k_1 OTAZ Xii1y...,Xirk- Wtedy wielomian
(k) Xtk T X (k1) X—=Xi (k=1
pi (X)=——"p (X)+——"Ppi; (¥)
Xitk — Xq Xitk — Xi
ma stopiel co najwyzej k 1 jest rozwigzaniem zadania dla weztow xi, ..., X{ k.

Istotnie, dla x = x; pierwszy z ulamkoéw w powyzszym wzorze ma wartos¢ 1,

a drugi O (zatem pgk) (xi) = pgk_”(xi) =y, dla x = x4} utamki majg wartosci 0 i 1
(skad wynika pgk)(xwk) = pﬁﬁ”(xwk) = Yisk), za§ dla kazdego x € R (w tym dla

X € {Xit1y- .-y Xisk_1}) suma utamkoéw jest réwna 1, a wiec pi[k) (%) =vyj dla
j=1i4+1,...,i+k—1.

Wartosci wielomianéw stopnia 0 w punkcie x, pi‘” (x) = yi, mamy za darmo.
Mozemy zatem wpisaé liczby yo, ..., Y, do tablicy p, 1 wykona¢ algorytm

for ( k=1; k<n; k++ )
for (1=0; i<n—k; i++ )
P[i] = ((Xi+k—X)*P[i]+(X—Xi)*p[i+]]>/(xi+k_xi);

otrzymujac w ten sposéb warto§¢ wielomianu interpolacyjnego w zmiennej p[0].
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7. Odpowiednikiem znanego wzoru Leibniza dla pochodnych iloczynu
f(x) = g(x)h(x) funkcji odpowiednio gtadkich g i h,

k
00 =3 () g G v,

1=0
jest wzér Leibniza dla réznic dzielonych: jesli funkcje g i h sg odpowiedniej klasy

w otoczeniu kazdego Wgzla (stosownie do krotnosci) i f(x) = g(x)h(x), to

fXO) ZgXO) [Xl)'°°)xk]-

Dowdd I: Indukcja. OczyW1sc1e flxol = glxolhlxel, zalézmy zatem, ze k > 0 i wzoér
obowiazuje dla réznic dzielonych rzedu mniejszego niz k, a ponadto wezly sag
parami rézne. Mozemy napisac

flxoy .oy X1 — flxay ooy x4
Xy ...y Xi] =
1 X0 — Xk
_ Z]f:_()] glxoy ...y xiJh[xy, ..oy X 9] — Z]f:] glxiy ...y xidh[xy, .oy xi
2 Xo — Xk

1 k-1
( (g[xo, cooyxdhdxgy ey xe ] — glxoy -y xR X, ,xk])

glxi, ..., xiJhxy, ..oy xd — glxoy ..oy x1]hxg, . .. ,xk]>>

/N

1
T X x <§9 X0y -+« +y XtJ (X1 — Xi ) X1y ooy X0
K

(xo — x1)glxoy ...y x1JNIxXY, . .. ,xk]>

—1

1
((Xo — xx) g[xolhxo, - i+ Z Xo — Xk ) glXoy - -« y Xl X1y ooy Xi]

5 Xp — Xk

+ (XO - Xk)g[XO> e >Xk]h[xk]) .

Rownos$¢ 1 wynika z definicji réznic dzielonych, a rownos¢ 2 z zalozenia
indukcyjnego. Do lewej strony réwnosci 3 zostalo dodane 1 odjete to samo
wyrazenie, przez co powstala jej prawa strona. Réwnosc¢ 4 tez wynika z definicji
réznic dzielonych, a koficowe wyrazenie powstato przez wyodrebnienie pierwszego
sktadnika pierwszej sumy 1 ostatniego sktadnika sumy drugiej oraz potaczenia
pozostaltych sktadnikéw obu sum w pary. Réwnosé tego wyrazenia 1 prawej strony
wzoru Leibniza jest oczywista.

Dowodd, ze wzoér Leibniza ma zastosowanie takze dla przypadku weztéw krotnych,
wymaga dokonania odpowiedniego przejécia granicznego. O



7.18

Dowéd II: Okreslamy bazy Newtona:

-1 k
px) =]]x—x)  aqmx)= J] (x—x.
j=0 j=k—m+1

Niech F(x) oznacza iloczyn wielomianéw interpolacyjnych Hermite’a funkcji gi h
opartych na weztach xo, ..., Xy:

=~

k
e Z Q[XO) Xl pl Z h Xm) Xk qk m(x)

1=0 m=0

Dla dowolnego wezta x; o krotnosci r funkcje F i f majg w tym wezle takie same
wartosci i pochodne do rzedu r — 1 witacznie. Mozemy napisaé

Fo)= Y (glxoy-- oy xahBmy -y xidpi(X) qeem (X)) + D

o<l<m<k o<m<li<k

(sktadniki obu sum sg opisane tym samym wzorem). Dla m < | iloczyn
wielomiandw pi(x)qyx_m(x) ma w wezle x; o krotnosci r miejsce zerowe o krotnosci
co najmniej 1, a zatem pierwsza suma (ktorej wszystkie sktadniki majg stopien nie
wiekszy niz k) reprezentuje wielomian interpolacyjny Hermite’a funkcji f, oparty
na weztach xo,...,Xx. Wspolczynnik tego wielomianu odpowiadajacy
wielomianowi py w bazie Newtona i jednocze$nie x* w bazie potegowej jest réowny
f[xo,...,xi]. Sktadniki stopnia k w pierwszej sumie majg 1l = m, a pozostate majag
stopieni nizszy. Pozostaje zauwazy¢, ze wspdlczynnik przy x* (w bazie potegowej)
pierwszej sumy jest réowny wyrazeniu po prawej stronie wzoru Leibniza. O
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Interpolacja funkcjami sklejanymi
Motywacja dla stosowania funkcji sklejanych

Funkcje sklejane sg to funkcje okreslone w ten sposéb, ze pewien przedziat

[a,b] C R (albo, jesli jest taka potrzeba, caty zbiér liczb rzeczywistych) dzielimy
na podprzedziaty, wybierajac wezlty. W kazdym przedziale, ktérego koricami sg
wezly, funkcja sklejana stopnia n jest wielomianem stopnia co najwyzej n.

Uwaga. W tym wyktadzie postuguje sie pojeciem stopnia funkcji sklejanej, tj.
najwiekszego dopuszczalnego przez reprezentacje stopnia wielomianéw opisujacych
te funkcje w poszczegblnych przedziatach, ale w wielu publikacjach i bibliotekach
podprograméw jest w uzyciu tzw. rzad funkcji sklejanej, tj. liczba o 1 wieksza od
stopnia. Zatem, np. funkcje sklejane pierwszego rzedu to funkcje stopnia 0, czyli
kawatkami state, wykresem funkcji sklejanej rzedu 2, czyli stopnia 1, jest tamana.

W wielu zastosowaniach funkcje sklejane sg wygodniejsze niz funkcje
wielomianowe. W szczegblnosci, ksztaltt wykresu funkcji sklejanej nawet niskiego
stopnia moze by¢ dowolnie skomplikowany, tatwo jest wiec aproksymowac rézne
funkcje z dobrg doktadnos$cig. Zastosowanie funkcji sklejanych w interpolacji ma
réwniez przewage nad wielomianami. Wystepujacy we wzorze opisujgcym
rozwigzanie zadania interpolacji Lagrange’a wielomian

Py(x) = =,

je{og}\{i} MY

ktory przyjmuje warto$¢ 1 dla x = x; oraz 0 dla x = x; # x4, miedzy swoimi
miejscami zerowymi oscyluje i (zaleznie od n i od liczb xy,...,x,) moze
przyjmowac wartos$ci wychodzace daleko poza przedziat [0, 1]. Interpolacyjne
funkcje sklejane nie majg tej wady, dzieki czemu np. wykres funkcji sklejane;j
przechodzacej przez zadane punkty wydaje sie zwykle zgodny z oczekiwaniami.

Rozwigzujac zadania interpolacji za pomocg funkcji sklejanych, mamy do
czynienia z dwoma rodzajami weztdéw. Wezly interpolacyjne to punkty

w dziedzinie (przedziale [a, b]), w ktérych zadajemy wartosci funkcji.

Wezty funkcji sklejanej to punkty rozdzielajace przedziaty, w ktérych funkcja

moze by¢ opisana przez rézne wielomiany. Czesto mamy do czynienia z sytuacja,
w ktorej wezly interpolacyjne sg jednoczesnie weztami funkcji sklejanej (tej
sytuacji poSwiecimy szczegdlng uwage), ale w ogdlnosci to sa rdzne pojecta.

Z wielu réznych wzgledow w zastosowaniach dominuja funkcje sklejane trzeciego
stopnia (tzw. kubiczne) i teraz na nich skupimy uwage.
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Reprezentacja Hermite'a funkcji sklejanych trzeciego stopnia

Okreslamy cztery wielomiany:
Hoo(t) =263 —3t2+1,  Hio(t) = —2t3 + 3%,
Ho (t) = t3 — 2t% + t, Hyq (1) = t3 — 2

Wielomiany te sg rozwigzaniami zadan interpolacyjnych Hermite’a dla dwéch
dwukrotnych weztéw, 0 i 1. Mianowicie, zachodzg réwnosci

Hoo(0) = 1, Hoo(T) = Hgo(0) = Hge(1) =0,
Hio(1) =1, Hio(0) = H{,(0) = Hjp(1) =0,
Hy (0) =1, Hu(0) = Hoi (1) = Hg (1) = 0,
Hy (1) =1, Hyu(0) =Hp (1) = Hy(0) = 0.

\

1 1

Hoo Hio
h(t)
Hos
0. 0 _—
0 H1]1 t 0 1 t

Dzieki temu rozwigzanie zadania interpolacyjnego Hermite’'a z tymi weztami dla
dowolnej funkcji f mozemy zapisaé wzorem

h(t) = f(0)Hoo(t) + f'(0)Hor (t) + f(1)Hio(t) + f'(1)His (1).
Co wiecej, przez zamiane zmiennej mozemy znalez¢ rozwigzanie zadania
interpolacyjnego dla dowolnych dwoch weztéw interpolacyjnych o krotnosci 2.
Jesli weztami tymi sg liczby w; i wi,q, i oznaczymy h; = w1 — w; (zakladamy, ze
h; > 0), to mamy stad wzoér

h(x) = f(wi)Hieo(x) + f'(wi)Hior (%) + f(wir) Higo(x) + ' (wi ) Hin (%),
w ktoérym uzyliSmy funkcji

Higo(x) = Hoo(t),  Hior(x) =hiHe (t),

Hito(x) = Hiot),  Hinn(x) =hiHyu(t),

przy czym t = (x —w;)/hi.
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Dla ustalonych weztéw uy,...,un (tworzacych cigg rosnacy), majac dowolne
liczby ag,...,an oraz by,..., by, mozemy okresli¢ funkcje kawatkami
wielomianowa w przedziale [uy, uy] wzorem

s(x) = pilx) = aiHioo(x) + biHi 1 (x) + air1Hi0(x) 4+ bipiHigi(x)
dla x € [u;, ui].

Jest oczywiste, ze funkcja ta jest klasy C'[ug,un], i w wezle w; ma wartoéé aj,
a jej pochodna w w; jest réwna by, dlai=0,...,N.

UWo W w Uz Ug Us X

Funkcja s jest funkcja sklejang opartg na ciggu weztéw, z ktoérych kazdy nalezy
liczy¢ dwukrotnie. Funkcja ta jest (sklejanym) rozwigzaniem zadania
interpolacyjnego Hermite’a, w ktérym dla kazdego wezta zadajemy dwa warunki
interpolacyjne: warto§¢ funkcji i pochodnej. Funkcja s jest skonstruowana za
pomocg wielomianéw speiniajgcych warunki interpolacyjne Hermite’a dla dwéch
weztéw o krotnosci 2 (koncéw kazdego przedziatu (ui,ui.q)) i dlatego jej

reprezentacja w tej postaci jest nazywana reprezentacja Hermite’a?°.

Kubiczne interpolacyjne funkcje sklejane klasy C?

Aby okresli¢ funkcje sklejang trzeciego stopnia, ktéra jest rozwigzaniem zadania
interpolacyjnego Lagrange’a (tj. dla kazdego wezta u; chcemy poda¢ tylko jedna
liczbe, a;, bedaca wartoscia funkcji), skorzystamy z warunku ciggtosci pochodnej
drugiego rzedu. Zatem, pochodne drugiego rzedu wielomiandéw p; ;(x) i pi(x),
opisujacych poszukiwang funkcje s w przedziatach (u;_1,u;) oraz (w,ui,q), maja
przyjmowaé w punkcie u; te sama wartos¢ (reprezentacja Hermite’a gwarantuje,
ze bedg mialy w tym punkcie identyczne wartosdci i pochodne pierwszego rzedu).
Na tej podstawie mozemy obliczy¢ liczby b;, t]. wartosci pochodnej pierwszego
rzedu funkcji s w weztach interpolacyjnych.

20W czasach, gdy zy! Charles Hermite (1822-1901 r.), funkcje sklejane nie byly jeszcze znane;
odkrytl je Schoenberg w 1946 r.
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Aby wyprowadzi¢ odpowiednie réwnania, nalezy obliczy¢ pochodne wielomianéw,
za pomocy ktérych przedstawiamy rozwigzanie:

6 —6 —6 6
{L1,oo(m) = . Hi/,/oo(ud) = h Hiﬂq,]o(ui) = . Hil,/m(ui) = 2
i1 i i1 i
2 —4 4 —2
Hi”—1,01 (u) = m» Hi/,/m (W) = E’ Hi//—1,11(LL'L) = m» Hi/,lﬂ(ui) = K
Zatem, warunek ciggltosci drugiej pochodnej w punkcie u;, pi’;(u;) = pi’(wi), ma
postac
6 6 2 4 6 6 4 2
5 Qi1 — 50+ —big+ —bi=—50a + 5011 — —bi— —bi.
hizil ai_q hizq a; + m_] 1+ m_1 hiza + hiza +1 ]’LL h1 +1
Po pomnozeniu stron przez h;_1h;/2 i uporzgdkowaniu, dostajemy réwnanie

T

hibiy + 2(hi1 + hy)by + hibiy =3 (hm

(ai —ai1) + %(am — ai))-

(*)
Uwaga: Powyzsze réwnanie mozna wyprowadzi¢ takze bez jawnego wypisywania
1 rézniczkowania wielomianéw — elementéw bazy. W tym celu postuzymy sie
schematem réznic dzielonych. Dla wielomianu p; opisujacego funkcje sklejang
w przedziale [u;, u;, ;] mamy

U ai
w; a; — bi
Wy ay — bi

N

Wiyt | Qi1 — pi[LLiauiH]

3! (w)
N

pilu, u, uia] = pilug, ug, wg, wigl

W ils 17

pi[ui)ui+1)ui+1] — pi[u’i)u“bui—i-huiﬂ] — 0
Roéznica dzielona rzedu 4 wielomianu stopnia 3 jest (dla dowolnych weztow)
réwna 0, dlatego ma miejsce réwnosé

Wi | Qip1 — bigg

Pi[ui) Ui, Ui, LL'H_]] - pi[ui) Wiy Uit1, LLi—H] .
Po pomnozeniu stron przez h; = u;,; —u; mozemy napisac

1
pilug, wiy ui] — EP{/(ui) = Pilu, Ui, U] — pilug, wiy win],

czyli

1
ipiﬁ(“i) = 2pilwi, uyy wig] — pilwg, uir, il
Do tego wzoru podstawimy
_ piluywig] —by

pilug, wi, W] = . y  pilu, Wi, wip] =

bit1 — pilug, Uil
hi )
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skad po uporzadkowaniu dostaniemy

1, 1
pi (W) = —(3‘Pi[wuui+1] — 2b; — bi+1)-

2 hi
Zamieniajac w tym rachunku wielomian p; na p;_; 1 wezel u;,; na u;_;, znajdziemy
7 i-1 hvtfl i—11%,, Wi i i-1)-

Roéwnanie (*) otrzymamy, zadajac aby byto
L(g g w, wi ] — 2by — by )_l
h{—] Pi—1Uiy Ui i i—1 hq

co oznacza réwno$¢ pochodnych drugiego rzedu obu wielomianéw w punkcie u;,

(3]91[1% Uiy1] —2by — biy ))

mnozac strony tej réwnosci przez h; 1h; 1 odpowiednio przenoszac sktadniki. O

W ten sposéb otrzymaliSmy réwnania ciggtosci pochodnych drugiego rzedu
funkcji s w ,wewnetrznych” weztach w;,...,uy_1; dla ustalonych liczb aq,..., ay
musimy znalez¢ liczby by, ..., by spelniajace te réwnania. Zauwazamy, ze liczba
niewiadomych jest o 2 wieksza niz liczba rownan. Aby mie¢ rozwigzanie
jednoznaczne, trzeba dotozyé dodatkowe dwa réwnania.

Dodatkowe réwnania w konstrukcji sklejanych funkcji interpolacyjnych opisuja
zwykle tzw. warunki brzegowe, tj. pewne warunki narzucone na pochodne
funkcji s w skrajnych weztach uy i un. Najprostszy sposob, to arbitralne
okreslenie wartosci pochodnych pierwszego rzedu, tj. liczb by 1 by. To jednak

moze by¢ ktopotliwe dla uzytkownika programu. Czesto stosowanym
rozwigzaniem jest zadanie, aby pochodna drugiego rzedu funkcji s byta
w punktach uy i uy réwna 0. Powstaje wtedy tzw. naturalna funkcja sklejana.

Na podstawie wypisanych wczesniej wartosci funkcji H; j, rownania pg(up) =0
i pl_i(un) = 0 mozemy przedstawi¢ w postaci

2hoby + hoby = 3(a; — ao),
hno1bnot + 2hnoi by = 3(an — anzg).

Po dotaczeniu tych réwnan otrzymujemy uktad réwnan liniowych z macierza
trojdiagonalng. Mozemy zauwazy¢, ze dla dowolnego rozmieszczenia weztéw, tj.
dla dowolnych dodatnich liczb hy,...,hN_7, macierz ta jest diagonalnie
dominujaca. Zatem, mamy uklad o jednoznacznym rozwigzaniu, ktére mozemy
znalezé za pomocy eliminacji Gaussa kosztem O(N) dziatan arytmetycznych.
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Istnieje wiele innych sposobéw okre§lania warunkéw brzegowych, np. mozna
zazadaé, aby pochodna trzeciego rzedu wielomiandéw py i pn_1 byta réwna 0O
(zatem, aby byly to wielomiany drugiego stopnia), lub tez, aby wielomian p, byt
identyczny z p;, a wielomian pn_1 z pn_2 (@ Wiec, aby wezly interpolacyjne u,

1 un_1 nte byly weztami funkcji sklejanej — po angielsku nazywa sie to warunek
not a knot).

Jeszcze inna mozliwosé, to przyjecie by = by 1 wymaganie, aby pochodna drugiego
rzedu funkcji s w weztach uy 1 uy byta taka sama. Wtedy, jesli ay = an, tj.
funkcja s ma te sama warto§¢ w punktach uy 1 uy, skonstruujemy tzw.

okresowg funkcje sklejang — nakladajgc warunek, ze dla kazdego x € R

s(x +T) = s(x), gdzie T = un — Uy, otrzymujemy okresows funkcje klasy C?(R).
W ukladzie réwnan (*) zastepujemy niewiadomga by przez by i dotgczamy
réwnanie

h, hno
hobn_1 + 2(hn-1 + ho)bo + hn1by = 3< " (ap— an1) + —(ay — ao))»
hno ho
otrzymujac w ten sposob ukiad réwnan z macierza cykliczng tréjdiagonalna,
diagonalnie dominujaca.

Twierdzenie Holladaya

Dla duzej liczby wezléw wielomiany interpolacyjne Lagrange’a ,zle sie zachowujq”,
tj. ich warto$ci miedzy sasiednimi weztami mogg wystawaé daleko poza przedziat,
ktérego koncami sg warto$ci wielomianu w tych weztach. Udowodnimy
twierdzenie, ktére mozna zinterpretowaé¢ w ten sposob, ze pod tym wzgledem
najlepiej, jak tylko sie da, zachowuje sie naturalna kubiczna interpolacyjna
funkcja sklejana. W tym celu okreslimy funkcjonal, ktéry nazwiemy energia,

i ktory przyjmiemy za miare ,powyginania” wykreséw funkcji klasy C?[uo, un]:

E(f) & JuN (f"(x))* dx.
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Twierdzenie Holladaya. W zbiorze funkcji klasy C*[uy, un] spetniajgcych

warunk: interpolacyine Lagrange’a okreslone w weztach uy, ..., Uy
najmniejszqg energie ma naturalna kubiczna funkcja sklejana.

Dowéd. Niech s oznacza naturalng kubiczng funkcje sklejang spelniajaca zadane
warunki interpolacyjne, i niech f oznacza dowolng inng funkcje klasy C?,
przyjmujaca w weztach te same wartosci. Mamy f = (f — s) + s, zatem

UuN

E(F) = JuN (100 = s"(00) dx 2| (£(x) = s7(0)s"(x) i +

Uo Uo

Obliczymy druga catke w powyzszym wzorze, caltkujac przez czesci:
UN
J (f"(x) —s"(x))s"(x) dx =

(f'(x) —s'(x))s"(x)

unN UN
—J (f'(x) — s'(x))s"(x) dx.
Up U

Dla naturalnej funkcji sklejanej s jest s”(uy) = s”(un) = 0, ponadto w kazdym
przedziale (ui, ;1) pochodna trzeciego rzedu funkcji s jest stata; oznaczmy ja
symbolem s;. Rozpatrywana catka jest wiec réwna

N—T ruigg N—1 s
—ZJ (Fl0) —s'()sidx = — Y si(fx) —sx)| " =0,
i=0 Vi = W

bo dla kazdego 1 jest f(1) = s(w). Mamy stad

UN

1w
E(f) = J " (#7(0x) — s"(x))  dx +J (s"(x))* dx.
Up Uo

Jesli funkcje f i s majg takg samg pochodng drugiego rzedu w przedziale [, un]
1 sg rézne, to ich réznica jest wielomianem stopnia 0 lub 1, ale wtedy nie moga
przyjmowac tych samych wartosci we wszystkich weztach. Zatem, jesli przyjmuja
i sq rézne, to zachodzi nieréwnosé¢ E(f) > E(s), co pragneliSmy udowodnié. O

U W U U3 W Us Ug Uy
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Na rysunku sg wykresy dwdch funkcji interpolacyjnych dla tych samych danych:
kubicznej naturalnej funkcji sklejanej s(x) klasy C? i wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a 1(x) stopnia 7. Niewatpliwie wykres tego wielomianu jest bardziej
,jpowyginany”.

Funkcje B-sklejane

Kubiczne funkcje sklejane sg odpowiednie w wiekszosci zastosowan praktycznych,
ale w pewnych przypadkach potrzebne sg tez funkcje sklejane innych stopni.
Reprezentacje Hermite’a, takie jak opisana wczednie] reprezentacja trzeciego
stopnia, s w miare wygodne dla funkcji stopni nieparzystych, ale jeszcze
wygodniejsza, dla dowolnego stopnia, jest reprezentacja B-sklejana. Jej podstawg
sg tzw. unormowane funkcje B-sklejane ktére majg kilka réwnowaznych
definicji?!. Jedna z nich wykorzystuje tzw. obcietg funkcje potegows stopnia n,

okreslong wzorem

(x — )" def { (x —u)™ dlax>u,
* 0 dla x < u.

Mozemy zauwazyé, ze dla ustalonego u funkcja ta jest klasy C* ' (R). Co wiecej,
jesli dwa wielomiany stopnia co najwyzej n, pi(x) i p2(x), i ich pochodne rzedu
1,...,n— 1 majag w punkcie u odpowiednio takie same wartosci, to istnieje
stala c, taka ze funkcje sklejang s klasy C™"' opisang przez p; dla x < u i przez p;
dla x > u mozna przedstawi¢ w postaci sumy: s(x) = p;(x) + c(x —u)t. Jeszcze
jedno: umawiamy sie, ze jesli x = u, to (x —u)} =1 (dzieki temu wiemy, co robié
z wyrazeniem 0° w tym zastosowaniu).

Def. Niech up < uj < -+ <un_1 < un. Niech fy(u) = (x —u)?. Unormowana

funkcja B-sklejana stopnia n z weztami ui, ..., Wi, .1 jest okres§lona wzorem
n def n+1
N (x) = (=D (Wigmgr — wi)fx g, ooy Wiyl
Jesli w; = -+ = Uiyny1, t0*2 funkcja NI jest zerowa.

W rozwazaniach teoretycznych przyjmuje sie tez nieskorniczone ciagi weztdéw (np.
ztozone z wszystkich liczb catkowitych), co bywa wygodne. Dla uporzadkowanego

21 Niezaleznie od sposobéw definiowania, ktérych jest wiele, w literaturze mozna spotkaé tez
wiele réznych sposobéw numerowania i oznaczania weztdw i funkcji B-sklejanych. Tu uzywam
jednego z nich.

22Réznica dzielona funkcji f, jest pochodng rzedu n + 1 i dla x = u; jest nieokreslona. Do opisu
takich sytuacji przydajg sie dystrybucje — tu tzw. delta Diraca — ktére nie sg funkcjami
w zwyklym sensie. Przyjmujac, ze Ni* = 0, pozbywamy si¢ ktopotu.



8.9

ciaggu N + 1 wezldéw, biorgc podciagi ztozone z kolejnych n + 2 wezléw, mozna
okresli¢ N —n funkcji B-sklejanych stopnia n, Ng,...,N{_, ;. Funkcje sklejang

stopnia n z weztami uy,...,uy przedstawia si¢ w postaci
N—n—1
s(x) = Y diNP(x).
i=0

1 1 1
1 Ny N; N
O | : -—
1 w U Uz Us Us Ug U7 Ug U9 U1p
2 2 2
NG Nj N7
0! -—
1 w U Uz U Us Ug U7 Ug U9 1o
3 3 3
Ng N; Ng
0. -
Up U u U3 U Us Ug Uy Ug Ug Uio

Nazwa ,funkcje B-sklejane” ma dwa Zrédia: ksztatty wykreséw funkcji, ktére majg
jedno maksimum, przy odrobinie wyobraZni przypominajg przekrdj dzwonu (stad
angielskie okreslenie bell-shaped), a ponadto funkcje te (dla weztéw speiniajacych
opisany dalej warunek progresywnosci) tworza baze rozpigtej przez nie przestrzeni
liniowej funkcji sklejanych. Pokaze kilka wlasno$ci funkcji B-sklejanych:

Wtasnoé¢ 1. Funkcja NI' poza przedziatem [ui, Wiin1) ma wartosé 0.

Dowdd. Liczby w; 1 uii,.1 to najmniejszy 1 najwiekszy argument réznicy dzielone;
w definicji funkcji NI'. Jesli zatem x < wy, to funkcja fy ma wartos¢ 0 dla kazdego
u € {Uy...,Wn1}1jej réznica dzielona jest réznicg dzielong funkcji zerowe;j.

Z drugiej strony, dla u < x funkcja f,(u) jest wielomianem stopnia n. Jesli wiec

X 2 Uiiny1 = -+ = W, to jej roéznica dzielona rzedu n + 1 tez jest rowna 0. O
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Jesli u; = Uwin41, to funkcja NI jest funkcja zerowa. Dlatego zwykle, majac
ustalony stopien n, narzucamy na cigg wezléw warunek progresywnosci: oprocz
tego, ze ciag jest niemalejacy, ma by¢ u; < ujyn1 dlai=0,....,N—nm—1.

Wtasnos¢ 2. Wartosct funkcjr NI mozna obliczaé za pomocqg wzoru
Mansfielda-de Boora-Coza:

(x) { 1 dlax € [w,ui),

0 w przeciwnym razie,

NI(x) = —— - N (x) +
Wi — W

Wipn+1 — X
Witnt1 — Wiy

Nl(x) dlan > 0.2

i+1

Dowdd. Dla funkcji N? mamy f,(u) = (x —u)9, skad wynika
(x —w) — (x —win)
Wi — Ui

1 wystarczy zbadac¢ trzy przypadki: x < wi, u; < x < Uig 1 Uy < X

NO(x) = — (Ui — w)

Jesli n > 0, to mozemy przedstawi¢ funkcje f,(u) w postaci iloczynu funkcji
g(u) =x—uih(u) = (x—w)' iskorzystaé¢ ze wzoru Leibniza ((wiczenie 7.7).
Poniewaz pierwszy czynnik jest wielomianem stopnia 1, jego réznice dzielone
rzedéw wyzszych niz 1 sg rowne 0 1 wzér Leibniza dla tego iloczynu ma postac

Wiy e oy Uigng1] = g[ut]h[ui, ooy Wignpt] + g[ui,m+1]h[m+1, oo oy Wigntl,
przy czym glui, ui.1] = —1. Na podstawie definicji funkcji B-sklejanych

—1 an—1 X —1 an—1 x
hlw, ..., Ui = il i )> h[ui+1>...,ui+n+1]:( ) 1+1( )
Witn = i Uitntl — Uit

Mozemy na tej podstawie obliczy¢

NE(x) = ()™ (Uener — w) X
PN (CDUNE ()

" <(X — ) e Ui — Wit (C1)"NE (X)> :

Wi — WUign41 Witnt1 — Ui

Aby dokonczy¢ dowdd, wystarczy uporzadkowaé wyrazenie po prawej stronie
powyzsze] réwnosci. [

Na rysunku jest pokazany przyklad, tj. wykresy funkcji B-sklejanych stopnia 2
1 pozostatych funkcji, za pomocg ktérych jest skonstruowana funkcja B-sklejana
trzeciego stopnia.

23Je8li Uitn = Ui lub Wit = Uisno1, to funkcja N1 lub NI ' jest funkcjg zerowa;

odpowiedni sktadnik wyrazenia opisujacego funkcje NI' znika (a zatem nie dzielimy przez 0).
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W wielu ksigzkach, zwtaszcza na temat grafiki komputerowej, wzoér
Mansfielda-de Boora-Coxa jest uzyty do zdefiniowania funkcji B-sklejanych.

W odréznieniu od definicji opartej na réznicach dzielonych i obcietej funkcji
potegowej ten wzor jest podstawa dla efektywnych algorytméw, podanych dalej.

Wtlasnos¢ 3. W kazdym przedziale (wj, Ujy1) C [Wiy Wisn1] funkcja NI (x) jest
wielomianem stopnia n. Jesl liczba u; w ciggu Wi, ..., Uiin 1 wWystepuje
T razy, to funkcja NI' ma w punkcie u; ciggte pochodne rzedu 1,...,n —T.

Dowdd. To, ze miedzy sasiednimi weztami funkcja B-sklejana jest wielomianem
stopnia co najwyzej n, natychmiast wynika ze wzoru Mansfielda-de Boora-Coxa.
Fakt, ze stopien niezerowego wielomianu opisujacego funkcje NI* w takim
przedziale jest rowny n mozna udowodni¢, na przyktad badajac jej pochodng
rzedu n (wzor opisujacy pochodna bedzie dalej).

Jesli pewien wezel ma krotno§¢ r > 1, to réznica dzielona funkcji f, ma sktadniki,
ktore sg iloczynami stalych (okreslonych przez wezly) i pochodnych funkcji f, (u)
rzedu 1,...,7 — 1 w punkcie u;. Dla k < n pochodna rzedu k funkcji f, w punkcie
u; jest rowna (—1 )k(nr_‘!k)! (x — ;) *. Poniewaz dla kazdego skladnika jest k < T,
wszystkie sktadniki majg pochodng rzedu n — r wzgledem x cigglta w u;. O

W szczegdlnosci jesli wezly sa jednokrotne, to funkcje B-sklejane stopnia n sg
klasy C™ '(R). Jedli za$ w; = - = Ui1n < Wisny1, t0 funkcja NI jest nieciggla

w punkcie u; 1 podobnie jesli w; < Wiy = -+ = Wi1n41, to funkcja NI' jest nieciggta
w punkcie u; ;.
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Wiasnoéé 4 (rozklad jedynki)?*. Funkcje NI sg nrewyemne 1 dla kazdego

X € [Up, Un_n) 2zachodzi rownosé
N—m—1

> Ny
i=0

Co wrecej, jesli x € [w, W 1) C [Wn,Un_n), to

k
D N =

i=k—m
Dowéd. Prosty dowdd indukcyjny na podstawie wzoru Mansfielda-de Boora-Coxa
polecam jako ¢wiczenie. O

Wtasno$é¢ 5 (otoczki wypuklej). Jesl x € [uy, Wii1) C [Un, Un_rn), to wartosé
funkcyr sklejanes
N—m—1

k
Z d; N (x ZdN“

i=k—m

spetnia nieréwnosct mini_y_, _ di < s(x) < maxi—x_n,. x di.

Dowdd. To jest natychmiastowy wniosek z wtasnosci 11 4. O

Z uwagi na te wlasnosci zwykle w zastosowaniach uzywa sie funkcji B-sklejanych
okre§lonych dla ciggu wezléw wybranego tak, aby przedzial [w,, un_n] byl
potrzebng w konkretnym zastosowaniu dziedzing?®

Wtasno$¢ 6. Pochodna funkcjyr B-sklejanej stopnia n > 0, w punktach x,
w ktorych istnieje, wyraza sie wzorem
d n n
—NI(x) = ——N" ' (x) — NI (%)
dx Uign — Wy Witn+1 — Wi H
Dowéd. Aby otrzymac pochodng funkcji N', mozemy we wzorze ja definiujagcym

zastapi¢ funkcje f,(u) przez jej pochodng ze wzgledu na parametr x, tj. przez
funkcje px(u) = n(x —w)¥'. Dostajemy wtedy réwno§é

N{V(X) = (_] )TH—] (ui+n+1 - ui)px[ui> s )ui—i-n—H]
)px[ iyeee )ui+n] - px[ui-i-l) s )ui+n+1]

W — Witn41
ktérej przeksztatcenie do potrzebnej postaci pozostawiam jako ¢wiczenie. O

= (_1 )TH—] (uiJrnﬂ — U )

24Wasnie dla osiagniecia tej wlasnosci zostal w definicji funkcji NI wprowadzony czynnik
(=)™ (Wiyni1 — i) i w tym sensie funkcje te sa ,,unormowane”.

25Dziedzine domykamy z prawej strony, przyjmujac, ze wartosé¢ funkcji sklejanej w un_n, jest
wartoscig wielomianu opisujacego te funkcje w przedziale [un_n_1,UN_n)-
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Pochodna funkcji NI' w punkcie x nie istnieje, jesli liczba x wystepuje n lub
n + 1 razy w ciggu Wi,..., Ui ny1. 4 Wlasnosci 1, 3 i 6 wynika, ze jesli

s(x) = Z]L\J:_On_] diNT'(x) oraz x € (un,un_n), 1 x nie jest weztem o krotnosci
wiekszej niz n — 1, to

N—m-2
d)

< 1+1 1
Z NI ()
i+1 )
— Wi

+n4+1 — Wit

przy czym jesli x € (W, W) C (Uny Un-n), O

k—1
Tl 1—H )

NI (%) (O)

u —Uu
i—k—mn i4n+1 i+1

Dowéd tych wzoréw tez polecam jako ¢wiczenie. Trzeba w nim skorzystac ze
spostrzezenia, ze funkcje NBH i N{\‘,ﬂn sa w przedziale [u,,un_,) réwne 0.

Wtasno$é¢ 7 (lokalna liniowa niezalezno$é). Jesl w, < w1, to funkcje
N ., ..., N} w przedziale [uy, Wi1) sg wielomianame lintowo niezaleznyma.

Dowéd. Wystarczy wykazaé, ze jesli funkcja s(x) = Zl o iNTY(x) jest w catym
przedziale [u,w, 1) réwna zeru, to dy_, =--- =dy = 0. Dlan =0 to jest
oczywiste. Przypusémy zatem, ze n > 01 ze funkCJe Nk el - NTkH w przedziale
[Wy, Wy1) s3 liniowo niezaleznymi wielomianami stopnia n — 1. Jesli funkcja s
znika w tym przedziale, to réwniez jej pochodna jest w nim réwna 0, ale ze

wzoru (0O) i z przypuszczenia wynika, ze diy1 —di=0dlai=k—n,...,k—1.
Stad funkcja zerowa s ma wspoéiczynniki dy_, = --- = dx. Ale z wlasno$ci otoczki
wypuktlej wynika, ze dla kazdego x € [u, Wi 1) Jest Zl o AN (x) = dy, wiec
musi by¢ dy = 0 1 tym sposobem krok indukcyjny zostat zrobiony. O

Na podstawie wtasnosci 7 tatwo jest dowies¢ (¢wiczenie), ze zbidr funkcji

Ng, ..., N{_,_; okreslony dla progresywnego ciggu weztdw uy,...,uy jest liniowo
niezalezny, a nawet ze zbiér nieskoriczony { NI': i € Z} funkcji okreslonych dla
nieskorniczonego progresywnego ciaggu weztdéw jest liniowo niezalezny. Zatem zbidr
funkcji B-sklejanych jest istotnie bazg przestrzeni funkcji sklejanych, ktérg
rozpina.

Wiasno$é 8 (minimalnego no$nika). Nie istnieje niezerowa funkcja sklejana
stopnia < N z weztami Wi, ..., Wi ni1, ktora w otoczeniu kazdego wezta

o krotnosct v jest klasy C"" 1 ktdrej nosnik (domkniecie zbioru, w ktérym
funkcja przyjmuje niezerowe wartosci) jest podzbiorem wtasciwym
przedziatu [Wi, Wiini1l, t7. nosnika funkcyi NI



8.14

1“
N}
0 ‘ ‘ : —
1 \ Wy Wi U2 W3 U4 X
N
0 ‘ ‘ ‘ ~ -—
w Uip1 w+wui+4 X
1“
3
0 ; ; /\ -
Wy Wi\ UWig2 U3 U4 X
]ﬂ
3
Ni///
0 -—
U Wit Wiy Uit3 Uiq X

Dowéd. Przypadki n =01in =1 sg trywialne. Niech n > 1. Zalézmy, ze
wszystkie wezly sa jednokrotne i przypuéémy, ze taka funkcja f (klasy C™'(R))
istnieje i (bez straty ogélnosci) przyjmuje warto$¢ dodatniag w pewnym

punkcie xéo) € (Wi, Wiinye1). Poniewaz f(w;) = f(uiny1) =0, w pewnym przedziale
funkcja f jest rosnaca, a po nim nastepuje przedzial, w ktérym f maleje. To
oznacza, ze istniejg punkty xé” i x%”, takie ze u; < xé” < x%” < Witnii

i f’(xé])) > 0, f’(x%”) < 0. Z ciaggtosci ' jest tez f'(u;) = f'(Uipns1) = 0.

Stosujac to rozumowanie do kolejnych ciggtych pochodnych (rzedu 2,...,n—1),
stwierdzamy, ze f™ " ma co najmniej n + 1 przedzialéw wewnatrz [, Wi i1l

w ktérych jest na przemian rosngca i malejgca. Ale pochodna rzedu n — 1 funkcji
sklejanej stopnia n jest funkcjg sklejang stopnia 1; pochodna rzedu n jest funkcjg
kawaltkami stalg, ktéra musi w co najmniej n + 1 przedziatach przyjmowacé na
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przemian wartoéci dodatnie i ujemne. Jedynymi punktami nieciagtosci funkcji f™
mogg by¢ wezty wi,..., Ui 1, ktOre wyznaczajg potrzebne n + 1 przedziatéw. Ich
suma (po domknieciu) daje caly przedzial [wi, Ui;ns1]. Dowdd dla przypadku, gdy
pewne wezly majg krotnos¢ wieksza niz 1, zostawiam jako ¢wiczenie. O

Jako ciekawostke, bez dowodu, podam jeszcze

Wtasnos¢ 9.

Uitn+1 1
| NeGoae = [T NP G dx = gt — )
R i n + 1

Sposrod funkcji B-sklejanych stopnia n okre§lonych dla progresywnego ciggu
wezlow g, ..., un W przedziale [uy, uy. 1) C [Uy, Un_n) niezerowe wartosci
przyjmuja tylko funkcje Np*__,...,Ng¢. Dla ustalonego x mozna je obliczy¢ za
pomocg algorytmu de Boora, ktory realizuje obliczenie na podstawie wzoru
Mansfielda-de Boora-Coxa. Oznaczmy

() X — U Bm _ Wi —Xx 1— o
. i+t1 o . - i+1
Uiy — W Wipj+1 — Uit

Przed wykonaniem podanej nizej procedury nalezy znalezé przedzial [w, 1), do
ktérego nalezy liczba x; mozna w tym celu zastosowa¢ wyszukiwanie binarne, lub,

jesli wezty w,, ..., un_n s rownoodlegle, postuzy¢ sie dzieleniem (tj. obliczy¢
k=n+[(x—up)/(Unsy1 —up)]).
/* X € u W) C [un, Unen) #/
bkl = 1; /¥ NO =1 %/
for (j=1;j<n; j++ ) {

B = (Wiert —x)/ (w1 — W ji1); /* B‘ [‘))l(c)]—i-l

blk —jl = B*blk—j+1I; /* Ny = BN i1 ¥/

for (i=k—j+1; i<k; i++ ) {

x =1—p; /* oc—oc?) x/

B = (Wirjr1 —x)/(Witj1 — Uir); /* B = f5+1 *x/
bli] = ax bl +B*bi+1];  /* Nl =aN "+ BN} »/

bkl « = (1—B); /5 NL = aNL! +/

/* bl =NMx) dlai=k—mn,...,.k */
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Niech x € [u, Wey1) C [Un, Un_n). Wtedy mamy réwniez

N-—n—1

n K
= Z diNT' (x) = Z di Ny (x),

i=0 i=k-—m

Jesli n > 0, to podstawiajac prawa strone wzoru Mansfielda-de Boora-Coxa,
dostajemy

k
X — U n— Witn —X n
s(x) — Z dl< Ni ](X)—i— +n+1 th]( ))

Nl Win — W Witny1 — Wi
= A ~~ /
el
k k—1
= Y waNT+ Y (- MDA ()
i=k—n+1 i=k—m
K
= > VAN (x) + (1 — &™) N (x)
i=k—n+1 i=k—n+1
K
= Y (oMdi+ (1 —o™)dig) NP (x).
i=k—n-1
Oznaczmy dE” = ocgn) di + (1 — ocgn))diq. Jesli n > 1, to powyzsze przeksztalcenie

mozemy zastosowaé rekurencyjnie, otrzymujac na koncu

k
=Y d"NI(x) = a.

i=k

Na tym rachunku opiera si¢ algorytm de Boora obliczania wartosci funkcji

sklejanej danej za pomocg wspodlczynnikow w bazie B-sklejanej stopnia n:

/* df —d; dlai=k—mn,....k, x € W We1) C [UnyUn_n) */
for (j= 1, ) n; j++ )
for (i=k—n+j; i<k; i++) {
x = (X_LL'L)/(U’L+TL+1—)'_U4); /* oc—oc(nH —j) */
A" = (1—o) %l +oxdl™

/AN =s(x) */

Koszty obu algorytméw de Boora sa rzedu n?; dla funkcji niskich stopni,
zazwycza] stosowanych w praktyce, to sg mate koszty. Ponadto mozna wykazac,
ze oba algorytmy maja bardzo dobre wiasnosci numeryczne (tj. niedoktadnosci
wynikéw bedace skutkiem bledéw zaokraglen w implementacjach korzystajacych
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z arytmetyki zmiennopozycyjnej sg mate). Jest to konsekwencjq faktu, ze dla
X € [we, Wyq) wszystkie warto$ci przypisywane zmiennym o i 3 sg liczbami

z przedziatu [0, 1]. Dzieki temu zaburzenia bedace skutkami btedéw zaokraglen
przenosza sie na koncowe wyniki z czynnikami co najwyzej 1.

Reprezentacja B-sklejana funkcji sklejanych jest bardzo elastyczna i wygodna

w zastosowaniach, nie tylko w interpolacji, ale tez w aproksymacji. Bardzo duzo
zastosowan funkcje te maja w grafice komputerowej 1 systemach projektowania dla
inzynieréw. Zaleznie od potrzeb, mozna dobra¢ stopien i wezly tak, aby otrzymac
funkcje sklejane o odpowiednich wtasno$ciach.

Kubiczne funkcje interpolacyjne w reprezentacji B-sklejane;j

Konstrukcja B-sklejanej reprezentacji kubicznej funkcji interpolacyjnej klasy C?,
tj. obliczenie wspblczynnikéw d;, polega na rozwigzaniu ukltadu réwnan liniowych
(podobnie jak dla reprezentacji Hermite’'a). W tym przypadku przyjmujemy, ze
wartosci y; funkcji sg zadane w weztach us, ..., un_3, tworzacych ciag rosnacy.
Poniewaz w kazdym z tych weztow tylko trzy funkcje B-sklejane sg niezerowe,
mamy réwnania

N7 S (wi)dios + N7, (w)dio + N7 (w)dig = yie

Wartosci funkcji B-sklejanych w weztach mozemy obliczy¢ za pomocg algorytmu
de Boora. Do tych réwnan (dla i = 3,...,N — 3) nalezy dolaczy¢ jeszcze dwa
réwnania opisujace warunki brzegowe (np. prowadzace do otrzymania naturalne;
funkcji sklejanej s, tj. spelniajacej warunek s”(uz) =s”(un_3) =0). Dla
dowolnych sensownych warunkéw brzegowych réwnania mozna przeksztatci¢ tak,
aby otrzymac ukltad réwnowazny z macierza tréjdiagonalna.

Mozna tez skonstruowaé kubiczng sklejang funkcje okresowa klasy C?(R)

o okresie T. Cigg wezléw musi by¢ rosnacy i jesli T = un_3 — u3, to trzeba przyjaé
Un_eri =u+ T dlai=1,...,5. Okresowa funkcja sklejana dla takiego ciggu ma
wspoétczynniki dy = dn_e, di = dn_s, d2 = dn_4. Warunki interpolacyjne

s(w) = y; zadajemy w weztach us,...,uyn_3, Przy czym przyjmujemy ys_ 3 = Ys.
Na tej podstawie otrzymuje sie uktad N — 6 réwnan liniowych, ktérego
rozwigzaniem sg wspolczynniki do,...,dn_7 okresowej sklejanej funkcji
interpolacyjnej, z macierzg cykliczng tr6jdiagonalng.
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‘Twierdzenie Schoenberga-Whitney

Przypomnijmy, ze stowo ,wezly”’ ma co najmniej dwa rézne znaczenia. Po
pierwsze, wezly interpolacyjne, czyli punkty, w ktérych zadajemy wartosci funkcji.

Drugie znaczenie to wezty funkcji sklejanej, czyli punkty rozgraniczajace
przedzialy, w ktorych funkcja jest (a dokladniej, moze by¢) opisana za pomocg

réznych wielomianéw. Do te] pory wybieraliSmy wezly interpolacyjne
pokrywajace sie z weztami funkcji sklejanej, ale mozemy dopusci¢ inny ich wybér.
Trzeba jednak wiedzieé, jaki wybor jest dopuszczalny, aby rozwigzanie zadania
interpolacyjnego Lagrange’a istniato.

Oznaczmy zatem symbolami uy,...,uy wezlty funkcji sklejanej, a konkretniej
progresywny (tj. niemalejacy i spelniajacy warunek w; < ui .7 dla
i=0,...,N—n—1) ciagg weztéw, ktérych uzyjemy do okreslenia funkcji
B-sklejanych stopnia n. Liczba tych funkcji to N —n. Wezly interpolacyjne
oznaczymy symbolami vy, ...,Vn_n_1. Liczba warunkéw interpolacyjnych, ktore
nakltadamy, jest réwna wymiarowi przestrzeni funkcji sklejanych rozpietej przez
nasze funkcje B-sklejane, dzigki czemu warunki brzegowe sg zbedne. Zaltozymy, ze
wezly interpolacyjne sa ponumerowane tak, aby tworzyty ciagg rosnacy (jest jasne,
ze wezly interpolacyjne muszg by¢ parami rézne).

Twierdzenie Schoenberga-Whitney. Funkcja sklejana stopnia n, oparta na

ciggu weztow Uy, ..., uN % pryjmujgca zadane wartosct Yo, ...y YN-n-1
odpowiednio w punktach vo,...,Vn_n_1, takich ze vo < Vv < -+ < VN_n_1,
1stnieje 1 jest jednoznacznie okreslona wtedy 1 tylko wtedy, gdy NI'(vi) # 0 dla
i=0,...,N—n—1.

Dowod tego twierdzenia polega na wykazaniu ze odpowiednia macierz
Vandermonde’a (tj. macierz V o wspélczynnikach a;; = N]T‘(vi)) jest nieosobliwa
wtedy i tylko wtedy, gdy warunek NI'(vi) #0dlai=0,...,N—n—1 jest
spetniony. Latwo jest dowies¢ koniecznosci tego warunku (polecam to jako
¢wiczenie), natomiast dowdd, ze jest to tez warunek dostateczny, jest zmudny
(nie polecam, chyba ze kto§ sam tego chce). Twierdzenie rozstrzyga problem

z punktu widzenia algebry, ale nie gwarantuje, ze zadanie interpolacji jest dobrze
uwarunkowane (i np. macierz V jest dobrze uwarunkowana). Aby tak byto, dla
kazdego 1 € {0,...,N —n — 1} wezel interpolacyjny v; powinien leze¢ w poblizu
punktu, w ktérym odpowiadajaca mu funkcja B-sklejana NI' osigga wartos¢
maksymalng.
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Przypu$émy, ze dane sg wezly interpolacyjne, vo,...,Vn_n_1, Ustawione w cigg
rosnacy. Jesli n jest nieparzyste, to dobrym (ale nie jedynym dobrym) wyborem
jest przyjecie weztdw funkcji sklejanej up = --- = u, = vy, oraz w; = vi_(n+1),2 dla
i=n+1,...,N—mm—T1,iuny = """=UN =VN_n_1-

Dla parzystego n mozna wybra¢ uy =--- =u, = Vo, 1 Wi = (Vi_n/2-1 + Vi_n,2)/2 dla
i=n+1,...,N—m—1,oraz uny.n =+ =UN = Vn_n_1-

Wspomniana wyze] macierz V jest wstegowa, a doktadniej, ma w kazdym wierszu
co najwyze] n + 1 niezerowych wspodlczynnikéw. Dzieki temu znalezienie sklejane;]
funkcji interpolacyjnej moze by¢ bardzo mato kosztowne (koszt eliminacji Gaussa
w tym przypadku to O(Nn?) operacji).
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Zadania i1 problemy

. Napisz ukltad réwnan, ktérego rozwigzaniem sa liczby by,..., by, bedace
wartosciami pochodnej naturalnej kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej
w weztach 0,...,N. Rozwiagz ten uktad dla N =4 i danych wartosci funkcji
(10="'=(13=O, CL4=1.

Podaj oszacowanie wskaznika uwarunkowania macierzy tego uktadu w normie
drugiej, na podstawie twierdzenia Gerszgorina.

. Napisz uktad réwnan dla okresowej kubicznej funkcji interpolacyjnej (warunki
interpolacyjne, tj. wartosci funkcji, zadane sg w weztach funkcji sklejanej),
z weztami rownoodlegltymi w; =1dlai=0,...,5, i rozwigz ten uklad.
. Wyprowadz réwnania opisujgce warunki brzegowe dla kubicznej funkcji sklejanej s
w reprezentacji Hermite’a, okre§lone przez zadanie wartosci pochodnych drugiego
rzedu, co = s”(up) i ey = s”(un).
héco
>

h%,_jeN )

5 .

(dla sprawdzenia: 2hobo + hoby = 3(a; — ao) —

hno1bnot +2hno1by = 3(an —an—1) +

. Wyprowadz réwnania opisujace warunki brzegowe Bessela dla kubicznej funkcji

sklejanej s: ma by¢ s’(uy) = by = w{ (up) oraz s’(un) = by = wy(un), gdzie wi
1 wp to odpowiednio wielomiany interpolacyjne Lagrange’a skonstruowane dla
pierwszych trzech i ostatnich trzech weztéw: wi(u;) = a; dlai=0,1,2 oraz
wp(w) =a;dlai=N—-2N-—1/N.

: hy ho

(dla sprawdzenia: (ho + hy)bg = (2 + —> (a1 —ap) — —(az —ay),
ho hy

han
hno

hn—1
hn-2

(hn—2 +hnot)bn = <2+ >(aN —an-1)— (an—1 —an-2) ).
. Wyprowadz réwnania opisujgce warunki brzegowe, ktére narzucajg pochodng
trzeciego rzedu rowng 0 dla wielomianéw opisujacych kubiczng funkcje sklejang

w przedziatach [uwy, wi] 1 [un_1,un].

(dla sprawdzenia: hobo + h1by = 2(a; — ao),
hn—1bno1 +hno1bn = 2(an —an—1) ).

. Wyprowadz réwnania opisujace warunki not a knot dla kubicznej interpolacyjne]
funkcji sklejanej klasy C?: wezly interpolacyjne u; oraz uy_; maja nie byé
weztami funkcji sklejanej. Wskazéwka: wystarczy zapewnié, ze wielomiany po 1 Pj
opisujace funkcje s w przedziatach [ug, 1] i [uy,u;], majg taka samg pochodng
trzeciego rzedu, podobnie wielomiany pn-2 1 PN-_1-
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2h2 212

(dla sprawdzenia: h%bo + (h% — h(z))b1 — hgbz = h—o(m —ap) — h—1(a2 —ai),
2hZ,
hbn2 4+ (W —hR_)bn 1 —h],bn = h]: 2] (an—1 —an-2)
2hZ,
- hN Z(GN —an-1) )
N—1

W réwnaniach opisujacych te warunki brzegowe wystepujg niewiadome b, 1 by_»,
przez co macierz uktadu réwnan opisujacych ciggtosé pochodnych drugiego rzedu
w wezlach i te warunki nie jest tréjdiagonalna. Uzyj réwnan cigglosci s”

w weztach u; 1 uy_; do wyeliminowania tych niewiadomych.

. hi(3ho + 2h4) h%
dl d :hib h hwb)=——— = — - v —
(dla sprawdzenia: hibo + (ho +hi)by o (ho + 1) (ar a0)+h1(h0+h1)(a2 ar),
hg
(hn—2 +hno1)bnot1 + hno2bn = hN—Z(hN—;+hN—1)(aN_1 —an-2)

hn_2(2hn—2 +hNot)
hnot(hne2 +hnet)

(an —an—1) ).

. Wyprowadz réwnania opisujgce warunki brzegowe ,animacyjne”: nalezy zadac
wartosci pochodnej pierwszego rzedu w weztach uy 1 uy 1 pochodng drugiego
rzedu w tych weztach zamiast wartosci funkcji w weztach w; 1 un_y. Jesli
otrzymana w ten sposéb funkcja opisuje poltozenie obiektu w czasie, a narzucone
pochodne sg réwne 0, to poczatkowo nieruchomy obiekt ptynnie rozpedzi sie,
przejdzie przez zadane poltozenia w chwilach uy,...,un_; 1 lagodnie zahamuje
w polozeniu koncowym w chwili uy.

2

h,
(dla sprawdzenia: 3a; —hoby = 3ap + 2hobo + 7060’

2
thl

2
Liczby a7 i an_1, tj. wartosci funkcji w weztach ug i un_1 sa tu niewiadome.

hn_1bn_1 +3an_71 =3an —2hn_1bN + CN-

. Wyprowadz alternatywna posta¢ réwnania umozliwiajgcego skonstruowanie
kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej klasy C?, z niewiadomymi wartoéciami
Ci_1, Ci, Cis1 pochodnej drugiego rzedu odpowiednio w weztach w; 1, u; 1 wiyg.
Wskazéwka: Pochodne drugiego rzedu wielomianéw p;_; i p;, opisujacych funkcje
sklejang w przedziatach [u;_;,w;] oraz [u;, Uiy 1], sa wielomianami pierwszego
stopnia, interpolujacymi odpowiednio liczby c¢; 1, ¢; oraz ci, ciyq. Znajds te
wielomiany 1 scatkuj dwukrotnie, dobierajac state catkowania tak, aby otrzymane
wyrazenia opisywaly wielomiany p;_; 1 p; 1 W szczegdlnosci przyjmowaty

w wezle u; (dang) warto$é aj, a ich pochodne pierwszego rzedu przyjmowaty
(niewiadomg) warto$¢ b;. Nastepnie oblicz a; 1 = pi_1(ui_1) oraz aiy1 = pi(win)
1 stad otrzymaj dwa wyrazenia na b;. Postaw znak réwnosci miedzy tymi
wyrazeniami i uporzadkuj otrzymane réwnanie.
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Wykaz, ze naturalna kubiczna funkcja sklejana klasy C*(R) z weztami uy, ..., uy
moze by¢ przedstawiona w postaci

N

s(x) =pa(x) + ) cilx—w)i,

i=0

gdzie Z]i\l:o Ci = Z]i\]:O ciu; = 0 oraz p_; jest wielomianem stopnia co najwyzej 1.
Napisz uklad réwnarn opisujacy kubiczna naturalng funkcja sklejang s klasy C*(R)
z weztami uy < -+ - < Uy, taky ze s(ug) = s'(wy) = s(uy) = s’(uy) =0,

s(uy) = ¢ # 0; przedstaw funkcje s w postaci z poprzedniego zadania. Wykaz, ze
z dokladnoscig do czynnika stalego jest to funkcja B-sklejana N3.

Znajdz wielomiany stopnia 5, bedace rozwigzaniami szesciu zadan
interpolacyjnych Hermite'a, dla dwéch weztéw trzykrotnych O i 1, analogicznych
do zadan, ktérych rozwigzaniami sg wielomiany trzeciego stopnia z wyktadu.
Podaj spos6b okreslenia interpolacyjnej funkcji sklejanej stopnia 5 dla weztéw

Uy, ..., UN Przy uzyciu tych wielomianéw.

Wskazéwka: Wystarczy znalezé trzy wielomiany przez rozwigzanie zadan
interpolacyjnych. Pozostale trzy sg do nich symetryczne, tj. Hio(x) = Hoo(1 — %),
Hi1(x) = —Hoi (1 —x), Hi2(x) = Hoa (T —x).

Udowodnij, ze jesli wezly uy, ..., un tworza ciag arytmetyczny (tj. sa
réwnoodlegte), to funkcje B-sklejane ustalonego stopnia n dla tego ciggu weztow
sg 1dentyczne z dokladnoscig do przesuniecia argumentu.

Znajdz wielomiany opisujace funkcje B-sklejane N? oraz N3, okreslone dla weztéw
bedacych kolejnymi liczbami naturalnymi.

Wskazéwka: Na podstawie poprzedniego zadania, dla kazdego i € Z oraz x € R
jest NI'(x) = Ngy(x — 1), wystarczy zatem znalez¢ wielomiany opisujace tylko jedna
funkcje B-sklejang ustalonego stopnia.

Napisz uktad réwnan, ktérego rozwigzaniem jest wektor wspodiczynnikéw
do,...,dn_4 naturalnej kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej w bazie
{N3,...,N3,_,}, przy czym funkcje B-sklejane, z ktérych sklada sie ta baza, sa
okreslone za pomocg ciggu weztow réwnoodlegtych: u; =idlai=0,...,N
(warunki interpolacyjne, tj. wartosci funkcji, sg okreslone w weztach 3,..., N — 3).
Napisz uktad réwnan, ktérego rozwigzaniem jest wektor wspoétczynnikéw (w bazie
B-sklejanej) funkcji sklejanej stopnia 2, przy czym weztami funkcji sklejanej sa
liczby naturalne 0,1,..., N, a wezlami interpolacyjnymi sg liczby

2,23,33,...,N =23, N — 2 (z wyjatkiem weztéw skrajnych odlegtosci miedzy
kolejnymi weztami sg réwne 1).

Na podstawie wzoru opisujacego pochodng funkcji B-sklejanej wyprowadz wzor
opisujacy pochodng funkcji sklejanej s(x) = ZiN:Bn_l diNT(x).



9.1

Interpolacja trygonometryczna

Trygonometryczne zadanie interpolacji Lagrange’a

Def. Wielomian trygonometryczny stopnia n jest to funkcja o postaci

w(t) =ao+ Z(ak cos kt + by sin kt). (*)
k=1

Wielomiany trygonometryczne wystepujag w réznych zastosowaniach, zwtaszcza
takich, w ktorych pojawiaja sie funkcje okresowe. Czesto powstaja z obciecia
szeregdbw Fouriera, tj. szeregdw opisanych wzorem podobnym do wzoru (*),

w ktérym zamiast n jest oo.

Wzér (*) opisuje funkcje o okresie 27t. Aby otrzymac funkcje o dowolnym
okresie T > 0, mozna dokona¢ zamiany zmiennych. Bedziemy mieli wtedy

n

f(x) =ap+ Z(ak cos kt + by sin kt),
k=1

gdzie t = 27t(x — x¢)/T, dla dowolnie wybranego X,.
Trygonometryczne zadanie interpolacyjne Lagrange’a polega na znalezieniu

wielomianu trygonometrycznego stopnia n, ktérego wartosci fy, ..., fs, sg
okreslone w 2n + 1 weztach interpolacyjnych, xo,...,X2, € R.

Twierdzenie. Warunek konieczny @ dostateczny istnienia 1 jednoznacznosci
rozwigzania tego zadania dla dowolnych liczb fy, ..., € R jest taki, ze
(X)' —Xk)/T ¢ 7 dla,] 75 k.

Dowéd. Z uwagi na to, ze rozwigzanie zadania musi by¢ funkcja okresowa,
konieczno$¢ tego warunku jest oczywista. To, ze ten warunek jest dostateczny,
wystarczy udowodni¢ dla przypadku szczegbélnego T = 27t. Dla weztow
interpolacyjnych x; 1 wartosci funkcji f; podanych dla tych weztéw, okre§lamy
liczby zespolone z; = e™ oraz hy = zf;. Jesli wezty xo,...,Xon speiniajg
rozwazany warunek, to liczby z; sa parami rézne. Jak wiemy, zadanie
interpolacyjne Lagrange’a, tj. wyznaczenie wielomianu h(z) stopnia co

najwyzej 2n, takiego ze h(z;) = h; dla j =0,...,2n, ma rozwigzanie*®*. Mozemy je
przedstawi¢ w bazie potegowej w taki sposéb: h(z) = Zilo CrnZz*.

26Mozna je znalezé za pomoca algorytmu réznic dzielonych; pod tym wzgledem zadanie interpola-
cji wielomianowej dla zespolonych weztéw i wartosci funkcji nie rézni sie od przypadku rzeczywistego.



9.2

Zespolona funkcja wymierna

n
9z) = Y
k=—m
w weztach z; przyjmuje wartosci fj, i jest tylko jedna taka funkcja o tej postaci
(bo liczby c_,,...,c, sg okre§lone jednoznacznie przez warunki interpolacyjne
natozone na wielomian h).

Poniewaz liczby f; sg rzeczywiste, zachodza réwnosci §(z;) = f; = g(z;) dla
kazdego j. Spelniajgca te warunki interpolacyjne funkcja §(z) tez jest tylko jedna
(tj. liczby € 4, ...,Cn S3 jednoznacznie okre§lone przez te warunki), ale to oznacza,
ze c_ = C, dla k = —n,...,n, a stad wynika, ze w zbiorze {z € C: |z| = 1} funkcje
g(z) 1 §(z) sa identyczne.

Zatem, funkcja w(t) = g(e't) = g(ei) ma dla kazdego t € R wartoé¢ rzeczywista

i spetnia warunki w(x;) = fj dla j =0,...,2n. Tak wigc

n n
wit)= ) e =co+ ) (cre™ +oe ™) =
P

k=—mn

Co+ Z (ck(cos kt 4+ isin kt) + Cy(cos kt — isin kt)) =
k=1

Co + Z ((Ck + Cy) coskt + i(cx — Cx) sin kt) =
k=1

n
Co + Z(Z Recy coskt — 2 Im ¢y sin kt).
k=1
Mamy stad wspoélczynniki wielomianu trygonometrycznego (*): ap = Reco (jest
Imcy=0), oraz ax =2Recy i by = —2Imcy dlak > 0. O

W praktycznych zastosowaniach najcze$ciej wybiera sie wezty Xy, ..., X, ktore
dzielg przedzial [xo, %o + T) (o dtugosci okresu T interpolowanej funkcji) na czesci
o jednakowych dlugosciach. Zamiast bezposrednio rozwigzywac zadania
interpolacji trygonometrycznej, zwykle sprowadza sie problem do konstrukcji
zespolonego wielomianu algebraicznego, w sposéb podobny do uzytego

w powyzszym dowodzie.
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Dyskretna transformata Fouriera

Def. Dyskretng transformatg Fouriera ciggu zespolonego (ay)rez 0 okresie n (tj.
spelniajacego warunek ay,, = ay dla kazdego k € Z) jest ciag zespolony (bj)icz
okreslony wzorem

1
b; = age
0

3

—2mijk/n

=
I

Odwrotng dyskretng transformatg Fouriera ciggu (ax)xez nazywamy ciag (cj)iez

okre$lony wzorem

1 n—1
Cj — E akeZka/n‘
n
k=0

Ciagi (bj)jez 1 (cj)jez sa okresowe o okresie n. Oba przeksztatcenia zdefiniowane
wyzej sa liniowe 1 kazde z nich jest jest odwrotnoscia tego drugiego, co uzasadnia
nazwe. Mamy bowiem
d = l E (E ake—zmjk/n) e2mili/m _ l _ e _ p2mi1=k)j/n.
n j=0 k=0 n 0 j

D)
B

=~
Il
Il
o

Jesli k =1, to eZMi/m — 0 =1, za§ jesli k # 1, to liczby eZ\Ki/m g5
pierwiastkami zespolonymi z 1; ich suma dla j € {0,...,n — 1} jest réwna 0. Stad
wynika, ze d; = qi.

Interpolacja trygonometryczna i dyskretna transformata Fouriera wystepuje
w wielu problemach zwigzanych z analizg, transmisjg i przetwarzaniem sygnatow
(np. akustycznych lub obrazéw), a takze w rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych.

Algorytm FET

Mozemy zauwazy¢, ze ciag (b;)icz, ktéry jest transformata ciggu (ay)rez, sktada
sie z wartosci wielomianu stopnia n — 1 o wspoétczynnikach ag, ..., an g

w punktach e ?™/™ j =0,...,n — 1. Dyskretng transformate Fouriera mozna
wyznaczy¢ za pomocg schematu Hornera; wyznaczenie pelnej transformaty
kosztowaloby wtedy n? —n mnozen i dodawan zespolonych. Okazuje sig, ze
mozna to zadanie rozwigza¢ kosztem O(n(p; + - - - + p,)) dzialtand, gdzie pi,...,p:
sg liczbami pierwszymi, takimi ze n =p; -... - p;. Odkrycia tego dokonali

w 1952 r. Cooley i Tukey.

Zauwazmy, ze cigg okresowy (ay)yez 0 okresie 1 jest ciagiem statym i jest on
identyczny ze swoja dyskretng transformatag Fouriera. Dalej, przypusémy, ze
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liczba n jest podzielna przez p > 1. Oznaczmy wj = e /M Wtedy wzor
definiujacy dyskretng transformate Fouriera mozna przedstawi¢ w postaci

n/p—1 n/p—1 n/p—1
k k —1 K
DI TT(RRVI) SPSRY SERERY Sl P
k=0 k=0 k=0
Podzieliliémy tu cigg ao, ..., a, 1 na podciagi n/p-elementowe, wybierajac do

kazdego z nich co p-ty element. Mozemy dalej zauwazy¢, ze sumy mnozone przez
kolejne potegi liczby w; sa wyrazeniami opisujacymi transformaty tych
podciagdw, a doktadniej ich obustronnie nieskoniczonych rozszerzen o okresie n/p.
Obliczenie dyskretnej transformaty Fouriera dla ciggu o okresie n moze by¢ zatem
wykonane przez nastepujacy algorytm rekurencyjny:

e Jedli n =1, to przyjmij by = ay (dla n = 1 przeksztalceniu poddajemy ciag
staly, ktérego obrazem jest ten sam ciag).

e Jesli n jest liczbg pierwsza, to zastosuj wzér podany jako definicja
dyskretnej transformaty Fouriera i uzyj schematu Hornera.

e Jedli n > 1 jest podzielne przez liczbe pierwsza p < n, to podziel ciag na
p podciggdéw (zgodnie z opisem wyzej), oblicz transformaty tych podciggéw
1,scal” je, stosujac wzér podany wyzej i schemat Hornera.

Wzér opisujacy transformate odwrotng moze by¢ przeksztalcony podobnie;
zamiast w; = (cos %) — %) wystepuje w nim liczba Wy = (cos %, sin %).
Mozemy zatem uzy¢ takiego samego algorytmu, zostawiajgc mnozenie wyniku

dziatania procedury rekurencyjnej przez czynnik % na sam koniec. Koszt

sin

algorytmu w istotny sposéb zalezy od mozliwo$ci roztozenia liczby n na czynniki.

Algorytm jest najbardziej efektywny, jesli liczba n jest potega liczby 2 i czesto
okreslenie FF'T (od angielskiego Fast Fourier Transform) dotyczy takiego
wariantu algorytmu. Zbadamy go doktadniej. Dla parzystej liczby n transformate
otrzymamy przez ,scalenie” transformat dwoéch podciggdéw, ztozonych odpowiednio
z elementoéw parzystych i nieparzystych ciggu danego. Transformaty te oznaczymy
symbolami (pj)icz 1 (qj)jez. Przypomnijmy, ze transformaty te s ciggami
obustronnie nieskonczonymi, o okresie n/2, reprezentowanymi przez podciagi
Poy---yPn/2—1 1 qoy ...y qn/2—1. Mozemy napisac

n/2—1 n/2—1

— § 2k § 2k __
bj = aka]- + Wj CLZk_HW]- =7Pj + wW;(;.
k=0 k=0



Podstawiajac j + n/2 w miejsce j, i biorac pod uwagg, ze Wj n,» = e 2mii+n/2)/n

—2mij/m ,—2min/(2n) __ _ ,,,. 2k __ aay2k :
e e = —Wj oraz Wi, , = Wj", dostajemy
n/2-1 n/2-1
_ 2K X _ .
bjin = g A2 Wiin/2 T Wiin,2 E A2-+1Wjin2 = Pj — Wjd;j.
k=0 k=0

Implementacja algorytmu FFT w postaci procedury rekurencyjnej jest
nastepujaca:

void rFFT ( int n, complex al[] )
{

complex *p, *q, u, w, t; int j;

if (n>1) {

p = malloc ( n*sizeof (complex) );

q = &pln/2];

for ( j =0; j <n/2; j++ ) {
pljl = al[2xj];
qlj] al2xj+171;

+

rFFT ( n/2, p );

rFFT ( n/2, q );

u=1;

W= efzm/n;

for ( j =0; j <n/2; j++ ) {
t = uxqljl;
aljl = pljl + t;
alj+n/2] = pljl - t;
U = ukw,

+

free ( p );

+
Y /*rFFT*/

9.5

Ogladajac te implementacje, widzimy, ze cho¢ procedura umieszcza transformate
w tej samej tablicy, w ktorej sg poczatkowo dane liczby ay,...,a, 1, potrzebuje

ona sporo pamieci dodatkowej (w rzeczywistosci potrzeba dodatkowych tablic

o sumarycznej dlugosci 2n). Mozna jednak zaprojektowaé taka implementacije,

ktéra wszystkie obliczenia wykonuje ,,w miejscu”, tj. ktéra oprécz tablicy z danym

ciagiem, ktory nalezy zastapi¢ przez jego transformate, potrzebuje tylko

niewielkiej ustalonej liczby zmiennych prostych. Aby otrzymacé taka procedure,
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nierekurencyjng i dodatkowo oszczedzajaca pewne dzialania, przyjrzymy sie
»przeptywowi danych”, to znaczy zbadamy, od ktérych wspdlczynnikéw zalezg
transformaty obliczane ,po drodze”. Dla n = 8 ,przeptyw danych” jest
przedstawiony na rysunku (najlepiej go oglada¢ od prawej do lewej strony).

ao @ L bO

ay ° 14 by
a; . ° b,
Qg . c\><>< bs
. . XXX,
. . XX,

a3 L L b6

az o . b7

Krawedzie lacza dane z wynikami, tj. kazda liczba (z wyjatkiem danych) jest
obliczana na podstawie liczb znajdujacych si¢ w kolumnie na lewo od niej,
polaczonych z nig kreskami. Widzimy, ze w kazdym przypadku obliczenie polega
na zastapieniu pary liczb przez inng pare, obliczong tylko na jej podstawie (i dana
para liczb nie jest do niczego innego potrzebna). Jesli zatem ustawimy dane
wejSciowe w odpowiedniej kolejnosci, to mozna cale obliczenie wykonaé bez
potrzeby rezerwowania dodatkowej tablicy.

Ostatnia transformata powstaje z transformat podciggéw ,parzystego”

1 ,nieparzystego”. Kazda z tych dwoch transformat jest obliczana na podstawie
transformat ,parzystego” i ,nieparzystego” podciagu odpowiedniego podciagu itd.;
zatem ogélna regula porzadkowania danych wej$ciowych polega na ustawieniu ich
w kolegnosct odwréconych bitéw. Jesli indeks j danego wspoéiczynnika gy
przedstawimy w ukltadzie dwojkowym, przy uzyciu 1 = log, n cyfr dwojkowych
(bitéw), to indeks miejsca w tablicy, na ktérym ma sie on znalezé, otrzymamy
wypisujac te bity w odwrotnej kolejnosci. Procedura FFT, ktéra realizuje to
obliczenie, ma postac

void FFT ( int n, complex al[] )
{

complex t, u, w;

int i, j, k, 1, m, p;

1 = log,n; m = n/2;
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/* przestawianie danych w tablicy */
for (i=1, j=m; i<n-1; i++ ) A

if (i < j ) przestaw ( &al[il, &aljl );

k = m;
while (k<=3j ) {j-=k; k /=2; }
J =k
}
/* obliczanie transformaty */
for (k =1; k <= 1; k+t+ ) {
m=2% p=m/2;
u=1; w=e™Pp;
for ( j =0; j<p; j++ ) A
1=173;
do {
t = ali+p]*u;
ali+p] = alil-t; ali] = alil+t;
i += m;
} while (i <=n );
u *= w;
+
}
Y /*FFT*/

Algorytm ten opublikowali w 1965 r. Cooley, Lewis 1 Welch. Pierwsza petla,

for (i = ... ) ..., dokonuje przestawienia elementéw w tablicy zgodnie
z kolejnoscig odwréconych bitéw. Kolejne przebiegi drugiej petli,
for ( k = ... ) ..., majg na celu obliczenie n/2 transformat podciggdéw

o okresie 2, n/4 transformat podciaggéw o okresie 4, itd. Liczba e ?™/™ (wartos¢
zmiennej w) i jej potegi, czyli liczby w; (kolejne wartosci zmiennej u) sa obliczane
tylko raz dla wszystkich transformat podciggéw o tym samym okresie. W kazdym
przebiegu petli for ( j = ... ) ... obliczane sg pary wspotczynnikéw

o numerach j oraz j + p we wszystkich transformatach podciggdéw o okresie

m = 2p, poniewaz petla najbardziej wewnetrzna (do. . .while) przebiega przez
wszystkie te transformaty.

Mozna udowodni¢, ze algorytm FFT, takze w wersji ogblnej (dla dowolnego n),
jest numerycznie stabilny, tj. istnieje stata K (zalezna od n), taka ze
wspotczynniki f)j obliczone przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej przyblizaja
dokladne wspoéiczynniki b; dyskretnej transformaty Fouriera z bledem
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spelniajacym nieréwnosé

max \f)j — bj| < Kvmax|bj],
j j

gdzie v = 2. Dla liczby n bedacej potega 2 mozna przyjaé
= (V2 log,n + (log;n — 1)(3 + 2¢)) v/,

gdzie ¢ jest oszacowaniem bledu bezwzglednego obliczonych kosinuséw 1 sinuséw,
tj. czesci rzeczywistych 1 urojonych liczb wj.

Szybkie mnozenie wielomianow

Zajmiemy sie nastepujqcym zadaniem' dane sg Wspélczynniki gy ..., 0n
ibo,...,bn wielomianéw a(x) = |, akx 1b(x) =) - Obkx Nalezy obliczy¢
Wspélczynmkl Coy -« -y Cnom Wlelomlanu c(x) = ZE%“ cx® = a(x)b(x). ,Zwykly”
algorytm mnozenia wielomianéw mozna zrealizovvac za pomocg podprogramu
r ( k =0; k <= n+m; k++ ) c[k] = 0;

i =0; i <=n; i++ )

for ( j =0; j <=m; j++ ) cli+j]l += alil*b[j];

~~

Operacjg dominujgcag w tym algorytmie jest mnozenie wspdlczynnikéw; operacji
tych nalezy wykonaé¢ (n+ 1)(m + 1); jeS§li m ~ n, to ztozonosé obliczeniowa ma
rzad ©(n?), cho¢ zaréwno danych, jak i wynikéw jest O(n).

Alternatywny sposéb rozwigzywania tego zadania polega na wybraniu liczb

X0y - - - y Xnam, Obliczeniu wartos$ci wielomianéw a i b, obliczeniu wartosci

c(x;) = a(x;)b(x;) wielomianu c i znalezieniu jego wspdlczynnikéw w bazie
potegowe], przez rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a. Mnozenie
wielomianéw — w postaci mnozenia ich wartosci w wybranych punktach —
wymaga wykonania tylko n + m + 1 mnozen. Trzeba tylko umie¢ szybko obliczy¢
wartosci wielomianéw a i b 1 szybko rozwigzac¢ zadanie interpolacyjne.
Do tego celu mozemy uzy¢ algorytmu FFT; jeSli przyjmiemy, ze x; = e /N
gdzie liczba N jest najmniejszg catkowitg potega liczby 2 wiekszg niz n + m, to
ciagg wartosci wielomianu a w tych punktach jest dyskretng transformatg Fouriera
ciagu wspolczynnikéw ao,...,an,0,...,0 o dlugosci (a raczej okresie) N. Majac
wartosci wielomianu ¢ w punktach x;, mozemy obliczy¢ jego wspdiczynniki

w bazie potegowej, wyznaczajac odwrotng dyskretng transformate Fouriera. Cate
to obliczenie jest wykonalne za pomocg ®@(NlogN) = O((n + m)log(n + m))
dzialan zmiennopozycyjnych.
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Zadania i1 problemy

1. Znajdz zlozonoéé obliczeniowa algorytmu FFT dla ciggu o dlugosci n = p¥, gdzie
p jest liczba pierwsza, a k jest liczbag naturalna.
Cgzy istnieje monotoniczna funkcja f(n), taka ze ztozonos$¢ algorytmu FFT jest
réwna O(f(n))? Odpowiedz uzasadnij.

2. Dwuwymiarowa dyskretna transformata Fouriera uktadu liczb aj € C, gdzie
j, k € Z, takiego ze istniejg liczby naturalne n, m, takie ze dla kazdego j, k € Z
jest ajx = Qjink = Qjxim, jest uktadem liczb

n m

—2mijp/n—2mikq/m

bpq = 2 ajce ip/ qa/m.
j=0 k=0

Znajdz wzor opisujacy dwuwymiarowa dyskretng transformate odwrotna.

Podaj algorytm obliczania dwuwymiarowe]j dyskretnej transformaty Fouriera za
pomocg algorytmu FFT (dla transformaty jednowymiarowej) i podaj ztozonos¢
tego algorytmu w zaleznosci od liczb n 1 m.

3. Za norme ciggu okresowego (ay)xez O okresie n mozemy uznaé dowolng norme
wektora w C", ktérego wspblrzednymi sg liczby ay,...,a,_;. Niech to bedzie
norma Holdera z p = 2. Znajdz wskaznik uwarunkowania zadania obliczania
dyskretnej transformaty Fouriera w tej normie.

4. Napisz podprogram realizujacy algorytm FFT dla przypadku, gdy n = 3%, k € N.
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Aproksymacja funkcji

Niech f oznacza funkcje okre§long w przedziale [a, b]. Definicja tej funkcji moze
nie by¢ wygodnym algorytmem obliczania jej wartosci (np. funkcja f moze by¢
granica nieskoniczonego ciggu), ewentualnie mozemy mie¢ tylko ,czarng skrzynke”
w postaci podprogramu obliczajgcego wartos¢ funkcji f, przy czym koszt
,slegniecia do tej skrzynki” moze by¢ bardzo duzy, jesli na przyktad obliczenie
wartosci funkcji f w punkcie x polega na przeprowadzeniu eksperymentu
fizycznego z parametrem x i dokonaniu pomiaru.

Zadanie aproksymacji polega na znalezieniu w ustalonej przestrzeni liniowej V,

ktorej elementy sg funkcjami okre§lonymi na przedziale [a, b], funkcji g
przyblizajacej funkcje f (ktéra w ogdlnosci nie jest elementem przestrzeni V).
Zwykle przestrzenn V wybieramy tak, aby koszt obliczania wartosci nalezacych do
niej funkcji byt matly, bo w zamierzeniu bedziemy wielokrotnie oblicza¢ wartosci
funkcji g, ktorej chcemy uzywaé zamiast f w jakims$§ celu.

Aby funkcja g mogta skutecznie ,udawac” funkcje f, mus: by¢ skonstruowana

w oparciu o wiedze na temat wlasnosci funkcji f i na temat zamierzonej jakosct
aproksymacy. Jesli na przyklad funkcja f ma ciagta pochodng, to mozemy chcieé,
aby nie tylko warto$ci funkcji g byly bliskie wartoSciom funkcji f, ale takze aby
pochodna funkcji g przyblizata pochodng funkcji f (samo przyblizanie wartosci
funkcji f tego nie zapewnia). Przyjmiemy, ze funkcja f jest elementem pewnej
przestrzeni liniowej U, na przyktad przestrzeni funkcji klasy C*[a, b] dla

pewnego k. Bedziemy rozpatrywac algorytmy dobierania funkcji

z przestrzeni V C U.

Btad aproksymacji bedziemy mierzy¢ za pomocg pewnej normy okreslone]
w przestrzeni U. Zwykle normy okresla sie¢ za pomoca catek i bardzo czesto bierze
sie normy Holdera; wtedy miarg btedu przyblizenia funkcji f przez g jest

wyrazenie (dla ustalonego p > 1)

b 1/p
Hf—gupz(j |f(X)—g(x)|pdx> |

a

Dwa szczegblnie wazne przypadki to p = 2 (méwimy wtedy o aproksymacji

§redniokwadratowej) oraz przypadek graniczny dla p — oo, gdy blad jest

okre$lony wzorem

If — glloo = max [f(x) — g(x)I.
x€[a,b]

Ten przypadek nazywa sie aproksymacig jednostajng.
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Gdybysmy byli zainteresowani takze przyblizaniem pochodnej funkcji f, to
mierzyliby§my biad innymi sposobami, np. obliczajac wyrazenie

max{Hf— 9||<>O>CHf/ _ 9/Hoo}>

z jako§ wybrang zawczasu statg ¢ > 0.

Zadania aproksymacji czesto stawia sie dla funkcji, ktére nie sg doktadnie znane;
wiemy tylko, ze funkcja f nalezy do pewnej klasy (o ktérej co§ wiemy, im wiecej,
tym lepiej) i mamy do dyspozycji skoriczong informacje na temat tej funkcji, np.
jej wartosci w pewnych punktach (moga by¢ otrzymane w wyniku pomiaréw).
Rozwazamy tez cigg skonczenie wymiarowych podprzestrzeni Vi C V, C ---
przestrzeni U (np. przestrzeni wielomianéw coraz wyzszych stopni), w ktérych
poszukujemy przyblizeri. Minimalna ilo§¢ informacji, ktére nalezy poda¢ (np.
liczba punktéw, w ktérych trzeba zmierzy¢ wartosci funkcji, przy odpowiednim
rozmieszczeniu tych punktéw), aby moéc przyblizyé dowolng funkcje

z rozpatrywanej klasy z zadang dokladnoscia (przez wybranie elementu ktorejs

przestrzeni Vi), jest nazywane zlozono$cig informacyjng zadania aproksymacji.

i u ~ u
9
0 0
. f v 99
\Y

Jesli f € U (czyli funkcja f ma skoriczong norme, uwaga: to jest nietrywialne, jesli

u

mozemy tylko oblicza¢ lub mierzy¢ wartosci funkcji f w kolejnych punktach)

1 wymiar podprzestrzeni V C U jest skoniczony, to rozwigzanie zadania
aproksymacji istnieje: wybieramy najmniejszg kule (tj. zbiér

Brr ={h: h e U,||[f —h| <7}) o rodku f, ktéra ma niepuste przecigcie

z podprzestrzenig V — kula taka istnieje, bo zbidr takich kul jest niepusty (jest
w nim kula o promieniu ||f||) i kazda z nich jest domknieta, a podprzestrzen V tez
jest domknieta; rozwigzaniem zadania jest dowolny element tego przeciecia.
Rozwigzanie to moze nie by¢ jednoznaczne, jedli brzeg dowolnej (a zatem kazdej)
kuli zawiera odcinek. Rozwigzanie jest niejednoznaczne wtedy, gdy taki odcinek
ma kierunek dowolnego niezerowego wektora nalezgcego do podprzestrzeni V, co
jest pokazane na rysunkach.

Def. Przestrzen unormowana U jest silnie wypukta, jesli brzeg kuli nie zawiera

zadnego odcinka.
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Def. Norma w przestrzeni liniowej jest ostra jesli nieréwnos¢ tréjkata,
1T+ gl < ||f]| + |9 jest réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy f lub g jest wektorem
zerowym, lub istnieje liczba dodatnia a, taka ze f = ag.

Okazuje sie, ze przestrzen unormowana U jest silnie wypukla wtedy, gdy norma
jest ostra. Zadanie aproksymacji w kazdej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni
V C U ma wtedy jednoznaczne rozwigzanie. Dla kazdego p > 1 norma p-ta
Holdera jest ostra, ale nie sg ostre normy dlap =11 p = oo.

Aproksymacja jednostajna
Z analizy znamy twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa: Jesl: funkcja f jest

ctggta na przedziale [a,b], to dla kazdego ¢ > 0 istnieje wielomian p, pewnego
stopnia n, taki ze ||[f — pnlleo < €.

Twierdzenie Weierstrassa ma konstruktywny dowdd (Bernstein, 1912 r.), ale
konstrukcja uzyta w tym dowodzie nie nadaje sie do praktycznego stosowania, bo
nawet dla ,tatwych” funkcji i niezbyt malego ¢ wynikajace z dowodu oszacowanie
liczby n moze by¢ rzedu wielu tysiecy, podczas gdy wystarczy n mniejsze niz 10.
Jedna z przyczyn tak stabych wynikéw konstrukecji jest to, ze poza ciggloscig

o funkcji f niczego sie nie zaktada.

Jedli funkcja f jest klasy C™*'[a, b], to zadanie aproksymacji mozemy rozwiazaé
przez skonstruowanie wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a lub Hermite’a.

W tym celu wybieramy wezly interpolacyjne x; € [a,b] dlai=0,...,n, obliczamy
wartosci funkcji f (i ewentualnie pochodnych, jedli sg krotne wezly) i stosujemy
algorytm réznic dzielonych. Dla tak skonstruowanego wielomianu h,(x), na
podstawie wzoru opisujacego reszte, mamy

[ (E(x))]

[ = Pnfloe = max = === Pnur (Xl
gdzie pni1(x) = (X —%o) - ... (x —xn). Mamy zatem problem, jak dobra¢ wezly,

aby opisany powyzszym wzorem blad aproksymacji byt jak najmniejszy.
Wielomiany 1 wezty Czebyszewa
Mozemy ustali¢ € > 0, a nastepnie stara¢ sie dobra¢ wezly interpolacyjne

w przedziale [a,b] w dowolny sposéb zapewniajacy, ze btad aproksymaciji jest
mniejszy niz €. Jesli sie to uda, to nie przejmujemy sie tym, ze inny wybor
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mégtby da¢ jeszcze mniejszy blad. Jesli max,c(qp [f™ (%) < Mpy, to

M,
I~ Rulloo € 2 P oo *)

Mozemy wybraé¢ wezty tak, aby zminimalizowaé czynnik ||pn.1]|c- Aby to zrobic,
zbadamy tzw. wielomiany Czebyszewa, zdefiniowane za pomocg wzoréw

To(u) =1,

Ti(uw) =,

Te(u) =2uTi () — Tep(u) dlak > 1.
Jest jasne, ze funkcja Ty (u) jest wielomianem stopnia k. Wzér rekurencyjny dla

k > 1 to tak zwana formuta tréjcztonowa, ktéra umozliwia m.in. numeryczne
obliczanie wartosci tych wielomianéw i ich kombinacji liniowych dla ustalonego u.

Wielomiany Czebyszewa mozna okre§li¢ takze innymi sposobami, z ktérych nam
sie przyda taki:

Te(u) = cos(karccosu) dlawe [-1,1].

Sprawdzmy, ze to jest rbwnowazna definicja: oznaczmy u = cost. Wtedy
To(w) =cos0 =1 oraz T;(u) =cost = u, zas dla k > 1, podstawiajgc o« = kt
ipB = (k—2)t do tozsamosci trygonometrycznej

x4+ X~ B

=2
cos & + cos 3 cos > co >

otrzymujemy réwnosé
coskt = 2cos(k — 1)tcost — cos(k — 2)t,

czyli formule tréjcztonows.

Na podstawie trygonometrycznego wzoru
okreslajacego wielomiany Czebyszewa
mozemy stwierdzi¢, ze k miejsc zerowych
wielomianu T, (czyli wszystkie) znajduje
sie w przedziale [—1, 1], mianowicie sg
nimi liczby

2j+1
zj = Cos )+ n dlaj=0,...,k—1,
2k |
. . . 1 T7(u)

a ponadto wielomian Ty w przedziale !
[—1, 1] przyjmuje wartosci ekstremalne,
na przemian +1 i —1, w punktach B i T

j

Yj = cos 7 dlaj=0,...,k. 1
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Majac ustalony przedzial [a, b] oraz liczbe k > 0, mozemy okre§li¢ wielomian

Ak
000 = 2 )

gdzie u =2(x —a)/(b—a) — 1, czyli x = %3¢ + >%u. Z formuly tréjcztonowe;
latwo mozna wywnioskowaé, ze wielomian Ti(u) jest suma wyrazenia 2% 'uk
1 pewnego wielomianu stopnia mniejszego niz k. Zatem wspotczynnik w bazie

potegowej przy x*, czyli wspdtczynnik wiodacy wielomianu qy(x) jest réwny 1.

Wielomian gy ma k miejsc zerowych w przedziale [a,b] i w k 4+ 1 punktach tego

przedziatu, w tym w obu jego koficach, przyjmuje wartosci ekstremalne, réwne
+(b — a)k/2% T,

Udowodnimy, ze zaden wielomian stopnia k ze wspoéiczynnikiem wiodgcym
rownym 1 nie moze mie¢ mniejszych co do modulu wartosci w calym przedziale
[a, b]. Istotnie, gdyby taki wielomian, w(x), istnial, to wielomian

T(x) = qx(x) —w(x) mialby stopiel mniejszy niz k, ale musialby mie¢ co najmniej
k miejsc zerowych w przedziale [a, b], bo wykres wielomianu w przecinatby
wykres wielomianu gy co najmniej raz miedzy kazdymi jego sasiednimi punktami
ekstremalnymi (sgsiednie ekstrema majg te samg warto$¢ bezwzgledng i przeciwne
znaki, a wielomian w ma mie¢ w przedziale [a, b] mniejsze wartosci bezwzgledne).
Zatem, taki wielomian w nie istnieje. O

Dla dowolnych weztéw interpolacyjnych wielomian p,.1; wystepujacy
w oszacowaniu btedu ma wspoélczynnik wiodacy réwny 1. Mamy zatem narzedzie
do rozwiazywania zadania aproksymacji: aby przyblizy¢ funkcje klasy C™*'
w przedziale [a, b], wybieramy tzw. wezly Czebyszewa, okreslone wzorem
x-:b+a—i—b_acos 2j+1
) 2 2 2n+2
1 konstruujemy wielomian interpolacyjny Lagrange’a h, stopnia n z tymi weztami.

m dlaj=0,...,m,

Wtedy otrzymamy pni1 = qnii 1

Mnyr (b — a)n+]

n+1)! 2

Wyrazenie po prawej stronie tej nieréwnosci mozemy poréwnac z przyjetym
progiem ¢, aby sprawdzi¢, czy blad jest dostatecznie matly. Jesli nie, ale funkcja f

ma ciggle pochodne wyzszych rzedéw (i umiemy znalezé ich oszacowania), to
mozemy sprébowaé szczes$cia z wielomianem interpolacyjnym wyzszego stopnia.

Alternans 1 algorytm Remeza

Teraz zajmiemy si¢ nastepujacym problemem: dla ustalonej funkcji rzeczywistej f
nalezy dobraé taki wielomian g* stopnia co najwyzej n, aby btad aproksymacji
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w normie maksimum w przedziale [a, b] byl najmniejszy. Nieco uogédlniajac
zadanie, rozwazymy problem aproksymacji przez okre§lone w przedziale [a, b]
funkcje, ktore sg elementami ustalonej przestrzeni V o wymiarze k; zatem, majac
taka przestrzen, chcemy w niej znalez¢ element najlepiej przyblizajacy dang
funkcje f, o ktorej zatozymy, ze jest ciagtla.

Def. Przestrzen liniowa V o wymiarze k, ktérej elementami sg rzeczywiste funkcje
ciagle okreslone w przedziale [a, b], speinia warunek Haara (albo: ma wlasnosé
Haara), jesli z faktu, ze funkcja g € V ma k réznych miejsc zerowych

w przedziale [a, b] wynika, ze jest to funkcja zerowa.

Wiasno$¢ Haara, dla dowolnie wybranego przedziatu [a, b], ma zatem przestrzen
liniowa R[x],, ktorej elementy sg wielomianami stopnia co najwyzej n, ale nie
tylko: weZmy przestrzen wielomiandéw trygonometrycznych stopnia co najwyzej n
i ustalmy dowolny przedzial [a, b] krétszy niz 27t (tj. krétszy niz okres wszystkich
tych funkcji). Przestrzen ta ma wymiar 2n + 1, i jak wiemy, zadanie interpolacji
Lagrange’a dla 2n + 1 dowolnie wybranych w przedziale [a, b] (parami réznych)
weztéw ma w tej przestrzeni jednoznaczne rozwigzanie (zobacz rozdziat 9 tych
notatek). Jesli wigc pewien wielomian trygonometryczny stopnia n ma 2n + 1
miejsc zerowych w przedziale [a, b], to jest on funkcjg zerowg. Natomiast nie majg
wtlasno$ci Haara przestrzenie, ktérych elementami sg funkcje sklejane: istniejg
niezerowe funkcje sklejane, ktére majg nieskonczenie wiele miejsc zerowych.

Twierdzenie Czebyszewa o alternansie: Jesli przestrzen V o wymiarze k spetnia
warunek Haara, to dla dowolnej funkcyi ciggte; f zadanie aproksymacy

jednostajne; ma w przestrzeni V jednoznaczne rozwigzanie, g*. Funkcja

f — g*, opisujgca blgd aproksymacyt, ma w przedziale [a,b] co nagmniej k + 1
punktow, w ktérych przyymuje maksymalng wartosé bezwzgledng, przy czym
znakt wartosct funkcyi f — g* w kolejnych punktach z tego zbioru sg przeciwne.

Dowdd twierdzenia Czebyszewa, ktéry pominiemy, zawiera krok podobny do
przeprowadzonego wczesniej dowodu stwierdzenia, ze wielomian (i, ma
najmniejszg norme || - ||« dla przedziatu [a,b] wsréd wszystkich wielomianéw
stopnia k o wspélczynniku wiodacym 1 (i jest to jedyny taki wielomian).

Zbiér punktéw, w ktorych funkcja f — g* przyjmuje na przemian minimalng

i maksymalng warto$¢ (wszystkie o tej samej wartosci bezwzglednej ||f — g*||oo)
nazywany jest alternansem. Rozwigzanie zadania aproksymacji polega na
znalezieniu takiego wielomianu g* stopnia co najwyzej n, aby funkcja f — g*
przyjmowata w n + 2 punktach przedziatu [a, b] wartosci ekstremalne

o zmieniajacych sie znakach. Jesli funkcja f jest wypuktla albo wklesta
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1 poszukujemy optymalnego wielomianu stopnia 1, to alternans sktada sie z trzech
punktéw, z ktérych dwa sa koricami przedziatu [a, b], dzieki czemu zadanie jest
dosy¢ tatwe.

Jesli poszukujemy optymalnego wielomianu wyzszego stopnia, to mozemy uzyé
opisanego nizej algorytmu Remeza, w ktérym konstruuje si¢ pewien cigg

wielomianéw (g(j))jeN stopnia n, zbiezny do poszukiwanego wielomianu g*.

Za ¢! mozna przyjaé¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a z n + 1 weztami
Czebyszewa w przedziale [a, b]. Istotne jest, aby funkcja f — g'° miata

w przedziale [a, b] co najmniej n + 2 lokalne minima i maksima, rozmieszczone na
przemian (wartosci bezwzgledne tych ekstreméw mogg by¢ rézne), i na ogdt taki
wybér funkcji g'® to zapewnia: funkcja f — g©
miedzy kazdymi dwoma wezlami interpolacyjnymi, a takze przed pierwszym i za
ostatnim wezlem. Jesli znaki kolejnych ekstreméw sg takie same (o co jest bardzo

ma minimum lub maksimum

trudno), to zamiast jednego z nich mozna przyja¢ wezel miedzy nimi.

W j-tej iteracji na podstawie wielomianu gU~" nalezy skonstruowaé¢ gi). W tym
celu trzeba znalezé wszystkie ekstrema funkcji f — gU~" w przedziale [a,b]. To
moze by¢ bardzo trudnym zadaniem obliczeniowym. Majac pewne informacje

o funkcji f, mozemy ustali¢ gestos¢, z jaka wystarczy stablicowac te funkcje

i wielomian gU~" w przedziale [a, b], aby nie ,zgubi¢”’ zadnego ekstremum (to
moze by¢ np. 100, 1000, lub nawet wiecej punktéw), potem trzeba zastosowaé
jaka$ metode numeryczng znajdowania punktéw ekstremalnych z duzg
doktadnoscig?’. Nastepnie tworzymy j-te przyblizenie alternansu: wybieramy

n + 2 punkty w przedziale [a,b], w ktérych funkcja f — gi~" przyjmuje wartosci
ekstremalne, przy czym jesli lokalnych ekstremoéw jest wiecej niz n + 2, to trzeba
wybraé¢ punkty, w ktoérych ekstrema majg najwicksze wartosci bezwzgledne,

z zachowaniem warunku zmieniajacych sie znakéw. Oznaczmy wybrane punkty
symbolami yéj)) ... )yfﬂ] (lub lepiej w skroécie yo,...,Yns1). Zalozymy, ze sg one
uporzgdkowane monotonicznie.

Wielomian gU) ma spelnia¢ nastepujacy warunek: dlai=0,...,n+ 1 ma by¢

f(yi) — g"(yi) = (—1)'rj, gdzie 1j jest niewiadoma liczba. Zatem, zachodzi

réwnosé f(x) — g (x) = rjh(x) dla pewnej funkcji h', takiej ze h(y;) = (—1)

dlai=0,...,n+ 1. Obliczajac roéznice dzielong rzedu n + 1, otrzymamy
Yo, - -, Yns1l = 15h 7o, -+ o, Ynga,

bo réznica dzielona rzedu n + 1 wielomianu g stopnia n jest zerem. Ale stad

2"Metody znajdowania ekstreméw, nieobecne w tym wykladzie, majg zwiazek z metodami
rozwiagzywania réwnan nieliniowych.
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mozemy obliczy¢

flYoy - -+ Yni1]
h(j)[yO) s >yn+1])

T’j:

a nastepnie uzy¢ 1 do obliczenia wartosci wielomianu g" w punktach y; i znalezé
ten wielomian przez rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a (mamy tu
o 1 wezel i warunek interpolacyjny za duzo, ale to nie szkodzi).

Ciag wielomianéw gV zwykle dosé szybko zbiega do wielomianu g*, ktéry
przybliza funkcje f z najmniejszym bledem w przestrzeni R[x],, przy czym ciag
liczb |rj| zbiega do normy btedu, tj. maksymalnej wartosci bezwzglednej réznicy
f(x) — g*(x) w przedziale [a,b]. Jak wida¢ z opisu (ktéry jest dosyé uproszczony),
to jest kosztowny algorytm, ktérego stosowanie moze by¢ optacalne tylko wtedy,
gdy wartos§ci wielomianu g* majg by¢ obliczane bardzo wiele razy.

Przyktad 1. Przyblizamy funkcje f(x) = e* w przedziale [0, 1]. Symbolem h,,
oznaczymy wielomian interpolacyjny stopnia n oparty na weztach Czebyszewa,
a symbolem g7 wielomian optymalny znaleziony przy uzyciu algorytmu Remeza.
W ostatniej kolumnie tabeli podana jest liczba wykonanych iteracji (w kazdej
iteracji zostalo znalezione nowe przyblizenie alternansu); punktem poczatkowym
w kazdym przypadku byl wielomian h,. Na rysunku sg przedstawione wykresy
bledéw dla przypadku n = 4. Na osi poziomej sg zaznaczone punkty alternansu.

b43.10°

[f = hnfloo | [If = Ghlleo
1.24-107" [ 1.06- 10"
9.87-1073 | 8.76 1073
6.00-107* | 5.45.10~
2.95-107° | 272107
1.21-10° | 1.13-10°°
4.28-10°% | 4.03-10°8

N RN NN NE
>

| x

|

©

St

RaY

|

oUW N =3

1=3-107
Przyktad 2. W przedziale [0, 1] przyblizamy funkcje

1 242
def [T —xt
E(X) :‘[O ﬁdt.

Jest to tak zwana zupelna catka eliptyczna drugiego rodzaju; wystepuje ona

w roéznych zastosowaniach (m.in. w mechanice). Funkcja ta maleje monotonicznie
w przedziale [0, 1], przyjmujac na jego kornicach wartosci E(0) = 7, E(1) = 1.
Podobnie jak dla funkcji wyktadniczej, nie 1stnieje wzér umozliwiajacy obliczanie
E(x) dla danego x € (0, 1) przy uzyciu skonczenie wielu dzialan arytmetycznych,
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co wiecej, calek eliptycznych nie mozna wyrazi¢ za pomocg funkcji wyktadniczych
1 trygonometrycznych i ich odwrotnosci. Majac dane x, mozna konstruowaé
rozmaite ciggi nieskoniczone, ktoérych granicg jest E(x). W eksperymencie, ktérego
wyniki sg tu przedstawione, zostal uzyty podprogram obliczajacy pewien wyraz
takiego ciagu, przyblizajacy wartosé funkcji E z bledem mniejszym niz 107°.

b45.1072

IE — e | [I[E—9rlle

1.54.-107" | 9.49.1072 E(x) — g5(x)
5.43-1072% | 2.41-102

3.00-1072 | 1.18-1072

1.88-107% | 6.81-1073
1.30-107% | 4.42-1073
9.48-1073 | 3.09-107°

E(x) — hs(x)

oGl W =3
AW W W wW N
|

{—5-1073

Na rysunku wyzej sg wykresy bledéw przyblizenia funkcji E przez wielomiany
piatego stopnia: hs, interpolujacego funkcje E w weztach Czebyszewa, 1 g3.
Mozemy zauwazy¢, ze funkcja E jest znacznie trudniejsza do aproksymacji —
bledy przyblizen znacznie wolniej malejg ze wzrostem stopnia niz w przypadku
funkcji e*. Powdd jest taki, ze funkcja E ma w przedziale [0, 1) nieograniczong
pochodna; jest lim,_,; E/(x) = —oco. Wprawdzie maksymalny btad przyblizenia
funkcji E w przedziale [0, 1] przez wielomian gf jest mniejszy niz blad przyblizenia
przez hs, ale mozemy zauwazy¢, ze gdybySmy sie ograniczyli do przedziatu np.
[0,0.9], to wielomian hs bylby znacznie lepszym przyblizeniem funkcji E(x).

Wielomiany interpolacyjne funkcji E z weztami Czebyszewa 1 wielomiany
optymalne w przedziale [0,0.9] przyblizaja funkcje E z bltedami pokazanymi
w nastepnej tabelce i (dla n = 5) na rysunku.

E(x) — hs(x)

b2 104
IE—hnlleo | IE— ghlloo +3-10 :
7.82-1072 | 5.92.102 E(x) — g5(x)

¥

1.34.107% | 7.23-1074
490-107* | 2.57-107*
1.88-107* | 9.60-107°

o Ul AW =3
W W W W w N
I

1.33-102 | 7.85-1073
? v v ]7

410-1073 | 2.34-1073
—3.107*

Praktyczne wnioski z eksperymentéw podobnych do powyzszych dwbéch sg takie:
jesli funkcja, ktérej przyblizenie wielomianowe nalezy skonstruowaé, ma pochodne
wspélnie ograniczone, to zwykle nie sprawia ktopotéw, ale zastgpienie wielomianu
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interpolacyjnego z weztami Czebyszewa przez wynik dziatania algorytmu Remeza
niewiele poprawia aproksymacje; skuteczniejszym sposobem zmniejszenia btedu
jest zwykle znalezienie wielomianu interpolacyjnego wyzszego stopnia (z weztami
Czebyszewa). Jesli funkcja ma w rozpatrywanym przedziale osobliwo$¢, to zaden
z tych sposobéw nie jest dobry. Dobrym sposobem na pokonanie trudno$ci jest
zwykle podzielenie przedziatu na krétsze podprzedziaty i poszukiwanie
wielomianéw aproksymacyjnych w tych podprzedziatach. Wynikiem takiego
postepowania jest aproksymacyjna funkcja sklejana. Jesli jednak w pewnym
podprzedziale jest osobliwo$¢ (np. nieciggta pochodna), to warto si¢ zastanowié
nad innym sposobem przyblizania funkcji, niz za pomocg wielomianéw. Jedna

z mozliwosci to uzycie funkcji wymiernych. Aby skutecznie aproksymowac,
zawsze nalezy wiedzie¢, jakie (jakiego rodzaju) osobliwosci ma dana funkcja.

Aproksymacja jednostajna przez funkcje sklejane

Zauwazmy, ze gdyby funkcja f miata by¢ przyblizana w przedziale dwukrotnie
krétszym (np. w polowie przedziatu [a, b)), w ktérym przyjelibySmy wezty
interpolacyjne rozmieszczone w dwukrotnie mniejszych odstepach, to czynnik

| Pritlloo We wzorze (*) dla tego krétszego przedzialu bytby 2™ razy mniejszy.
Zatem skrocenie przedziatu [a, b] jest radykalnym sposobem zmniejszenia bledu
aproksymacji jednostajnej i czasami jest to jedyny skuteczny sposdéb. Majac diugi
przedzial, mozemy podzieli¢ go na krétsze podprzedziaty 1 aproksymowacé

funkcje f w kazdym z nich innym wielomianem niskiego stopnia.

Zwykle potrzebna jest aproksymacyjna funkcja ciggla razem z pochodnymi
pewnego rzedu — konstruujemy jg w catosci, a nie osobno poszczegdlne
wielomiany w podprzedziatach. Stopien 1 wezly dobieramy odpowiednio do
zastosowania. Znanych jest wiele twierdzen na temat aproksymacji funkcjami
sklejanymi réznych stopni. Na przyktad

Twierdzenie. Niech f € C?[a,b] 7 niech s oznacza kubiczng funkcje sklejang
klasy C*[a,b] z weztamiup =a <u; < --- <uy = b, takg ze s(u;) = f(u;) dla
1=0,...,N. Nzech M, oznacza statq, takg ze |f"(x)| < M, dla kazdego

x € [a,b], oraz [s"(a)| < 3M; 1 |s”(b)| < 3M,. Wtedy dla kazdego x € [a, ]
zachodzg nieréwnosc

—

[f(x) —s(x)] < EMzhz, If'(x) — s'(x)] < 2M;h,

gdzie h = max;(uwi ) — wy).
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Dowdd. Niech a; = f(u;) = s(uy) dlai=0,...,N. Symbolami b; i ¢; oznaczymy
odpowiednio wartosci pochodnych rzedu 1 i 2 funkcji sklejanej s w wezle u;. Dla
1=0,...,N — 1 niech p; oznacza wielomian opisujacy funkcje s w przedziale
[wi, wi 1], ktérego dlugo$é oznaczymy symbolem h;.

Rozwazamy wielomiany p; 1 1 p;. Pochodna drugiego rzedu kazdego z nich jest
wielomianem stopnia co najwyzej 1. Mozemy napisac

Ci — Ci 7(x) Cit1 —

C.
Tt—f—ci, P X) = }LL 1JC—I—Ci_,

pia(x) =

gdzie t = x —u; jest nowg zmienng, wprowadzong dla wygody. Caltkujac dwa razy,
z odpowiednio dobranymi stalymi catkowania, otrzymamy te wielomiany:

Ci — Ci Cit1 — Ci
pi/—1 (X) = thz +cit+ bi) pl/(x) = 1+2th + ¢t + bi)
Pi-1 (X) = 16T_1]1t3 + iltz + bit + ai, ‘pi(X) = %}Hlts + itz + bit + qj.
Podstawiajac odpowiednio t = —h; ; i t = h;, mozemy obliczy¢ wartosci tych

wielomianéw w punktach u; ; oraz ui,q:

Ci — Ci— Ci
a1 = —1711}112_1 + ?lhizq - bihi—l + ai,
Ai = %h% + ?lh% + blh + aj.

Na podstawie kazdej z tych réwnosci mozna obliczyé b;; oba otrzymane w ten
spos6b wyrazenia sg réwne:

a; — a1 cihig n Ci—1hiq R el cihi  cimihy
hiy 3 6 ' hy 3 6
Zauwazamy w tych wzorach réznice dzielone, a‘%ﬁ‘;‘ = flui_1,w] oraz

al%:a‘ = flu;, ui1]. Przenosimy je na prawg strone, pozostate sktadniki na lewg

1 mnozymy strony przez 6:
2hi_ici + hiscior + 2hici + hici = 6f[ug, uiy] — 6f[uig, wil.

Dzielimy strony przez h; ; + h; = u;,; — u;_4, lewa strone porzadkujemy, a po
prawej zauwazamy réznice dzielong drugiego rzedu:
hi_ hy
hi 1+ h hi 1 +h
Otrzymaliémy réwnanie liniowe z niewiadomymi ¢; 1, cy, ¢ 1. Uktad tych rownan
dlai=1,...,N—1 daje alternatywny spos6b skonstruowania kubicznej sklejanej

Ci—1 +2¢i + Ciy1 = 6f[uig, ui, uin]. (<)
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funkcji interpolacyjnej. Podobnie, jak poprzednio, sg tu o dwa réwnania za mato,
aby rozwigzanie byto jednoznaczne, trzeba doltaczyé np. warunki brzegowe. Na
przyktad, biorac cp = cn = 0, dostaniemy naturalng funkcje sklejang.

Niech j oznacza taka liczbe, Ze [c;| = max; |ci|. Jeslij =01ub j =N, to
bezposrednio z zatozen twierdzenia mamy |c;| < 3M, dlai=0,...,N.
W przeciwnym razie mamy oczywistg nieré6wnosé

2le;| — LCH
by iy
Z drugiej strony, z réwnania (<)

S I
T T I T

5] < Cjt1-

ZC]' = 6f[uj_1 y uj,uj+1]

wynika nieré6wnosé

2|C]| 6|f[u] 1y Wiy Uyt I+ ‘

)

hy h,
TeEETLA +‘m—1+mcj”

czyli

2|ej| — T ‘ - |LC1+1
b+ | Ry
skad wynika, ze

< 6lf[uj—1, uj, will,

65 < 6 w1, Wy, Ul

Dla funkcji f klasy C? istnieje & € [uj_1,u;1] C [a, bl, takie ze
fluj_1, wj, wi1] = 7(&)/2, zatem [cj] < 3My, a stad |ei] <3M; dlai=0,...,N.

Funkcja btedu e(x) = f(x) — s(x) jest klasy C? i ma warto$é¢ 0 w kazdym wezle ;.
Ponadto, poniewaz funkcja |s”| warto§¢ maksymalng przyjmuje w ktéryms wezle,
gdzie nie przekracza 3M,, mozemy oszacowaé |e”(x)| < 4M; dla kazdego x € [a, b].
Niech x € (u;,ui;1). Na podstawie wzoru (**) (str. 7.5) mozemy napisaé

eluy, x, ui 1] = elx) , czyli
(¢ —wi) (x — ugyq)
e(x) = ety x, et — 1) (x ) = S (2] (x ).

dla pewnego &; € [u;, ui 1]. Mamy tez |[(x —w)(x — ujq)| < %h%, skad wynika, ze

1
le(x) < 5Mah.

N
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Nalezy jeszcze oszacowaé blad aproksymacji pochodnej funkcji f przez s’, czyli
pochodng funkcji e. Jesli upy < x7 < x; < uy, to

le'(x2) —e'(x1)| = < AM, (% —x1). (o)

rz e’ (x)dx

X1

Przypus$émy, ze e’(x) > 2M;h; dla pewnego x € [ui, Ui 1]. Z tego przypuszczenia
i z nieréwnosci (o) wynika, ze jesli y < x, to e’(y) > 2Myh; —4M,(x —y), a jesli
y = x, to e’(y) > 2Mh; —4M;(y — x). Niech gy = x —wi, g1 = Uiy — .

Liczby go 1 g1 sa nieujemne 1 gy + g; = h;. Stad wyciggamy wniosek

0= efusn) —elw) = | ely)dy >
JX <2M2h1 — 4M2(X — y)) dy + JuiH <2M2h1 — 4M2(y — X)) dy =

Ui X

2M2<(90 + 91)2 - 9<2> - 9%) = 4M;g091 = 0,

czyli 0 > 0, oczywiscie falszywy. Taki sam wniosek, a dokladniej nieréwnosé
0 < 0, wynika z przypuszczenia, ze istnieje takie x € [w;, w1 1], ze e’(x) < —2M;h;,
1 wyciagnieciem wniosku z tych wnioskéw konczymy dowédd. O

Udowodnione wyzej twierdzenie mozna stosowac nie tylko do naturalnych
kubicznych funkcji sklejanych. Wynika z niego, ze do osiggniecia dowolnie malego
bledu wystarczy wybranie dostatecznie gestego ciagu weztéw w przedziale [a, b],
a ponadto mozna w ten sposéb réwniez dowolnie zmniejszy¢ blad aproksymacji
pochodnej funkcji f.

Aproksymacja sredniokwadratowa

Niech p oznacza funkcje okre§long w przedziale A (ktéry moze byé otwarty lub
domkniety, ograniczony lub nieograniczony). Zakladamy, ze funkcja p jest
nieujemna, zbiér jej miejsc zerowych w A jest miary zero (np. pusty) i dla kazdego
wielomianu w catka z iloczynu wp w zbiorze A jest skoficzona. Funkcje p

nazywamy funkcjg wagowg albo waga. Dla takiej funkcji wzoér

(£, )p = J f(x)g(x)p(x) dx

A

okresla iloczyn skalarny, a funkcjonat

Ifllo = /{fs F)p = \/JA f(x)?p(x) dx

jest norma. Zadanie aproksymacji §redniokwadratowe]j czesto jest uogélniane

w ten sposéb, ze dla danej funkcji f nalezy znalezé w ustalonej przestrzeni V
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(ktoérej wymiar jest skoriczony) funkcje g, taka ze wyrazenie ||f — g||, jest
najmniejsze.

Rozwigzaniem zadania jest wektor (funkcja) g*, ktéra jest rzutem prostopadtym
wektora (funkcji) f na przestrzen V; zadanie aproksymacji redniokwadratowej
jest w istocie uogélnieniem liniowego zadania najmniejszych kwadratéow. Majac
baze {po,...,pn} przestrzeni V, wystarczy znalezé wspoétczynniki xo,...,Xn
wektora g* = Z?:o x;jp; w tej bazie. Wektor f — g* jest prostopadty do wszystkich
elementéw bazy przestrzeni V. Na podstawie tego warunku mozemy wyprowadzié
ukltad réwnan normalnych

Z PuPi)eX = (piyf)p, dlai=0,...,n.
j=0

Macierz A = [(pi, Pj)oli; tego ukladu réwnan jest symetryczna i dodatnio
okre$lona. Zatem rozwigzanie zadania przez rozwigzanie uktadu réwnan liniowych
z macierzg A wydaje sie proste.

Przyktad. Jesli aproksymujemy funkcje wielomianem stopnia co najwyzej n
1 przyjmujemy iloczyn skalarny

1
(t,q) = J f(x)g(x) dx,

0

to w razie uzycia bazy potegowej otrzymamy uktad réwnan liniowych z macierza
Hilberta (n+ 1) x (n + 1) (o wspélczynnikach a;; = 1/(i+j + 1)); juz dla
niewielkich n ta macierz ma ogromny wskaznik uwarunkowania (np. dla n =10
cond; A ~ 5-10™).

Wielomiany ortogonalne

Zadanie aproksymacji §redniokwadratowej jest znacznie tatwiejsze do rozwigzania,
jesli dysponujemy baza ortogonalng przestrzeni V, tj. ukladem niezerowych
wektorow (funkcji) po, ..., Pn, takich ze lin{po,...,pn} =V oraz (pi,pj), =0 dla

i #j. Dla takiej bazy macierz uktadu réwnani normalnych jest diagonalna. Majac
dowolng baze przestrzeni V, mozemy znalezé baze ortogonalng za pomocy
ortogonalizacji Grama-Schmidta. Jes§li V = R[x],, tj. elementami przestrzeni V sg
wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej n, to za pomoca ortogonalizacji bazy
potegowe] mozemy znalezé baze ortogonalng py,...,pn, W ktorej dla kazdego k
stopienn wielomianu py jest rowny k. Baze taka mozemy réwniez znalez¢ za
pomocg odpowiedniej formuty trdjcztonowe]; wczesniej otrzymaliSmy tym

sposobem wielomiany Czebyszewa.
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Twierdzenie. Dla ustalonego przedziatu A C R 1 funkcji wagowej p wielomiany

Pk, tworzgce uktad ortogonalny dla k =0,1,... 1 takie, ze dla kazdego k
stopienn wielomianu py jest rowny k, wyrazajq sie wzorem

Pr(x) = (oax + Bi)pr1(x) + vipr2(x) dlak=1,2,...,
dla pewnych liczb o # 0 (konstruujgc baze, mozna je wybraé dowolnie), oraz

 0a(XPr—15 Pr=2)p
P2l

o (XPi-1, Pr-1)p
Pr=—

Yx =
lpallz

)

def

def
przy czym p_1(x) = 0, po(x) = ao # 0.

Dowod. Dla kazdego k stopient wielomianu py jest réwny k, zatem jego
wspolczynnik wiodacy ax # 0. Niech o = ay/ayx 1. Niech wy = py — o Xpr_1-
Wielomian wy jest stopnia mniejszego niz k. Dla iloczynu skalarnego okreslonego
za pomocy catki z wagg zachodzi réwnos¢ (xf, g), = (f,xg),, zatem dla j < k —2

(Wi, Pi)e = (Px — ctXPi1,Pj)o = (Pxy Pi)e — o (Pr—1,XPj)p = 0.

Wyrazajac wielomian wy w bazie po,...,Pk_1, otrzymamy
k-1 k-1
(Wi, Pjlo = <Z biPi, Pj)e = Zbki<Pi>Pj>p = by (Pjs Pj)o-
i=0 i=0

Stad by = 0 dlaj < k — 2, a zatem mamy

Pk = 04 XPr—1 + PxPr—1 + YxPx-2,

dla ﬁk = bk,k—h Yk = bk,k—Z- MoZemy ObliCZYé

0 = (Pry Px—1)p = Xk {XPr-1, Pr—1)p + Bi(Pr—15 Px—1)p + Yk {Px-2, Px—1)p,
=0
0 = (Pr, Px—2)p = Xk {XPk—1, Pr-2)p T Br (Px—1, Px-2)p + Vi(Pr—2,Px-2)p
=0

skad otrzymujemy podane wyrazenia na 3y i yx. O

Oczywiscie, mozna wybraé liczby ay 1 oy tak, aby dostaé baze ortonormalna, ale
nie zawsze sie tak robi. Wazng wlasnoscig wielomianéw ortogonalnych (dowdd jest
prostym ¢wiczeniem) jest to, ze wszystkie ich miejsca zerowe sg rzeczywiste,
jednokrotne i polozone wewnatrz przedziatu A.

Wielomiany ortogonalne sg znane dla wielu réznych przedzialéw i wag; najwieksze
znaczenie praktyczne maja
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e wielomiany Legendre’a: A = (—1,1), p(x) =1,

e wielomiany Czebyszewa: A = (—1,1), p(x) = (1 —x

To(x) =1, Ti(x) =%, Ti(x)=2xTe_i(x) — Ta(x),

e wiclomiany Hermite’a?®: A =R, p(x) = e,

Ho(x) =1, Hilx) =2x, Hi(x) = 2xHi1(x) — (Zk — 2)H2(x),

e wielomiany Laguerre’a: A = (0,+00), p(x) = e,

2k—1—x k—1
Lix)=1, LK) =1-—x L) = ?qu (x) — Ly 2(x).
A i
| 11 J | 1
1/ 1 1
1. ~
Wielomiany Legendre’a Wielomiany Czebyszewa

Tak wiec jeSli mamy baze przestrzeni R([x],, ortogonalng w sensie iloczynu
skalarnego (-,-),, to zadanie znalezienia wielomianu g} stopnia co najwyzej n,
najlepiej przyblizajacego funkcje f, sprowadza sie do obliczenia wspobiczynnikéw
wielomianu g} w tej bazie:

<f> pi>p

Il

i

28Nie nalezy miesza¢ wielomianéw ortogonalnych Hermite’a z zadaniem interpolacyjnym
Hermite’a.
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A A
2| 8]
6
4
s
‘ — 0D _ ‘ N\ -
-2 —1 1 2 1 4 5 6\7 8
.
e 4
_ 6l
—2] —8
Wielomiany Hermite’a Wielomiany Laguerre’a
(tu sa wykresy funkcji 27Hy)

Mamy przy tym, na podstawie twierdzenia Pitagorasa, wyrazenie opisujace biad:
n
If = gnlly = 11115 — Y xElpills,
i=0

dzieki czemu, jesli blad jest za duzy, mozemy zwiekszac¢ n, obliczajac tylko kolejne
wspoélczynniki x; (ale uwaga: sg takie funkcje f, dla ktérych blad nie maleje do
zera, gdy n — oo — trzeba uwazaé). Podstawg rozwigzywania zadan aproksymacji
$redniokwadratowej jest obliczanie catek, co mozna robi¢ analitycznie (jesli
umiemy, a nie zawsze tak jest) lub numerycznie. Numerycznym catkowaniem
zajmiemy sie wkroétce.
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Zadania i1 problemy

. Algorytm Clenshawa. Niech h(x) = Y ' ; a;Ti(x). Dla n > 1 mozemy obliczy¢

h(x) = anTu(x) + an 1 Taog (%) + an 2o (x) + -+ =
an (2xTo1(x) = T2 (%)) + an1 Taca (%) + a2 T (%) + -+ - =
(2xan + an_1) T (%) + (ans — an) T (%) + -+ =
An 1T (x) + Ana Tha(x) + -+ .

Wykonujac ten rachunek rekurencyjnie, mozemy otrzymac liczby a; i 4o, takie ze
h(x) = a;Ti(x) + @y To(x) = @1x + Gy. Napisz procedure obliczajacg h(x), opartg na
tym pomyséle.

. Znajdz najmniejsze n, takie ze wielomian interpolacyjny h, stopnia n z weztami
Czebyszewa w przedziale [0, 71/2] przybliza jednostajnie funkcje f(x) = sinx w tym
przedziale z btedem nie wiekszym niz 10~

Co mozna powiedzie¢ o bledzie wzglednym aproksymacji w tym przypadku?
Wskazéwka: w oszacowaniach wygodnie jest korzysta¢ z nieréwnoéci 7> < 10.

. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 1, ktéry przybliza jednostajnie funkcje

f(x) = e* w przedziale [0, 1] z najmniejszym mozliwym btedem.

. Znajdz wielomian q*(x) stopnia co najwyzej 7, ktéry najlepiej przybliza w normie

maksimum na przedziale [—1, 1] wielomian f(x) = x%.

. Znajdz wielomiany stopnia 0, 11 2, bedace rozwigzaniami aproksymacji
$redniokwadratowej dla funkcji f(x) = e* w przedziale [0, 1] z wagg p(x) = 1.
W rachunkach uzyj bazy potegowe].

. Udowodnij, ze wielomiany Czebyszewa stanowiag uklad ortogonalny dla iloczynu
skalarnego okreslonego za pomoca calki w przedziale (—1,1) z waga (1 — x?)~"/2.

. Znajdz wielomiany ortogonalne Legendre’a stopnia 0, 1, 21 3, za pomocy
ortogonalizacji bazy potegowe].

. Udowodnij, ze jesli py jest wielomianem k-tego stopnia, nalezacym do rodziny
ortogonalnej w sensie iloczynu skalarnego okreslonego za pomocg catki w spéjnym
przedziale A z funkcjg wagowa p, to wszystkie jego miejsca zerowe sg rzeczywiste,
jednokrotne i lezg wewnatrz przedziatu A.

Wskazéwka: przy zalozeniu, ze liczba j punktéw w przedziale A, w otoczeniu
ktorych wielomian py zmienia znak jest mniejsza niz k, okre$l wielomian stopnia j,
ktorego to sa miejsca zerowe, 1 zbadaj iloczyn skalarny tego wielomianu i py.

. Sprébuj udowodnié (odpowiednio przeformutowane) twierdzenie na str. 10.10 ze
stabszymi zatozeniami: funkcja f jest tylko klasy C'[a,b], ale jej pochodna spelnia
warunek Lipschitza.
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10. Réwnanie () wyprowadzone w dowodzie twierdzenia o aproksymacyjnych
wtlasno$ciach kubicznych funkcji sklejanych mozna wyprowadzi¢ w inny sposéb, za
pomocg réznic dzielonych.

Niech p; oznacza wielomian trzeciego stopnia opisujacy funkcje sklejang

w przedziale [u;,u;;q]. Dla k € {i,1+ 1} oznaczamy a, = p;(w), bx = pi(w),

cx = pi (ux). Niech d; = p{”(x) = const; liczba %di jest réznicg dzielong trzeciego
rzedu wielomianu p; na dowolnych wezltach. Piszemy schemat réznic dzielonych:

W q
w4 >l) b;

Wy a; >’> b; E %Ci

Ui | Qig } pilu, Uit } palus, Wiy U] : ¢ds
Wit | Qi } biy E pilli, Wirr, Wi E +d;
Wit | Qigq } bit >> e E 4d;

Mamy stad dwa réwnania:

1
pilwi, Wiy Wi ] — sci = palwg, Wiy, Wwir] — pilug, wiy wigql,

2
1
7Ci1 — Pilu, Wit W] = pilug, Wigr, W] — palug, wi, wiq].

Po rozwinieciu licznikéw réznic dzielonych 1 pomnozeniu réwnan przez mianownik
hi = w1 — u; otrzymamy z nich uktad réwnan

B
2

—2biy + 3pilu, uip] — by + %Cm = 0.

Biorac ich odpowiednig kombinacje liniowg, po prostych przeksztatceniach

biyr — 3pilug, W] + 2bs + —¢; =0,

otrzymamy

bi = pilwi, il — ECH—] — Eci-
’ 6 3

Zastepujac w powyzszym rachunku wielomian p; przez p;_1, ktéry ma w wezle u;
te sama warto$¢ i pierwsze dwie pochodne, oraz wezet u; . przez w; ; (uwaga:

U1 — W = —h;_;), dostaniemy
hi_; hi_

bi = pirlu, wig] + TCM + Tci-

Wystarczy napisa¢ rownos¢ wyrazen po prawych stronach i uporzadkowac ja.
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11. Udowodnione na wykladzie twierdzenie o aproksymacyjnych wtasnosciach
kubicznych funkcji sklejanych mozna jeszcze ,wzmocnic™:

Twierdzenie. Niech f € C?[a,b] 7 niech s oznacza kubiczng funkcje sklejang
zweztlamiwy =a<u <---<un_1 <uy=D>b, takg ze s(u;) = f(u;) dla
1=0,...,N. Jesls pochodna drugiego rzedu funkcji f spetnia warunek
Lipschitza ze statg L,, a ponadto [f"(a) —s”(a)| < 3Lh 4 [f”(b) —s”(b)] < 3L,h,
gdzie h = max;(u; 1 — W), to dla kazdego x € [a,b] sg spetnione nieréwnosct

7 7

Wﬂ—ﬁﬂlfﬁbﬁ wﬂm—yun<zuw>\ﬂam—wuﬂ<

7

~Lh.
2 2
Szkic dowodu. Przyjmiemy takie same oznaczenia, jak w dowodzie twierdzenia na

wykladzie. Ponadto oznaczymy d; = s”(u;) — f”(u;). Wstawiajac d; + ' (w;)

w miejsce ¢; = s”(u;) do réwnania (<), dostaniemy dlai=1,...,N —1
_hio h;
diy+2di + ———diyy =
R +he Rig+h
hi_ o

———f"(ui) = 2f"(w) —

//
hi 1 + h Ry (e

6f[ui—l y Wiy ui—H] -

Niech q; oznacza wyrazenie po prawej stronie tej réwnosci.
Istnieje &; € [wi_1,uiq], takie ze 6f[wi_1,w;, wiq] = 3f”(&;). Mozemy zatem

napisaé
_ hi " " " "
qi = m(f (&) —f (Ua'—1)) +2(f"(&) — "(w;)) +
e ({8 — ().

Ze spelnienia warunku Lipschitza przez f” wynika, ze

Ll& —wial,  If7(&) — f"(w)] < Lymax(hi_1, hy),

[f7(&) — " (uig)] <
| < Ll& — Ui+1|-

[£7(&) — " (uir1)
Mozemy oszacowacd

hij Mig \ _ gl(q,.
m(f (&) —f (Um)) +

max(hH ) hl)
hi1 +h

hy

he o+ h (f"(&) — " (wi)) | <

Lo (1€ — wisy| + & — i) = Lymax(hi, hy)
1 na tej podstawie

qil < 3L;max(h;i,h;) < 3Lh.
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Wybieramy takie j, ze |d;| > |di| dlai=0,...,N, i wykonujac ten sam chwyt, co
na wykladzie, znajdujemy oszacowanie |d;| < |d;| < 3L,h dla kazdego 1.

Teraz przedstawiamy f” w postaci sumy

1" + £}, ktérej sktadnik f{ jest ciagta
funkcjg sklejang stopnia 1 (z weztami

Uy ..., uUn), 2as f)(u) =0dlai=0,...,N.

. _ 7 (w)
Niech x € [uj,ui,1]. Szacujemy Ci 7

"

1A . S
Wm—ww<wmuwm—wML”ﬁﬂ
i+1

Sktadnik |f}(x)| mozemy oszacowa¢ tak
(uzasadnienie mozna dostrzec na rysunku): W Wit

el |

L, L,
001 < Zhi < 2h,
natomiast [f{'(x) —s”(x)| < max(|dil,|di+1]) < |d;| < 3L h, poniewaz obie funkcje,
f{" i s”, sa sklejane pierwszego stopnia z weztami uy,...,uy. A wigc istotnie,
f”(x) — s”(x)| < ZL,h dla kazdego x € [a, b].

Aby udowodnié pozostalte nieréwnosci stanowigce teze twierdzenia, wystarczy
powtoérzyé koncowe rachunki z dowodu na wyktadzie, wykorzystujac nowe
oszacowanie pochodnej drugiego rzedu funkcji btedu, e(x) = f(x) — s(x), tzn.
le”(x)| < %Lzh (zamiast [e”(x)| < 4My; stala M, w dowodzonym teraz twierdzeniu
jest nieistotna). O

Jesli zatem funkcja f spelnia zalozenia, to mozna, wybierajac dostatecznie gesty
ciag wezldéw (wyznaczajacy dostatecznie mate h), otrzymac interpolacyjna
kubiczng funkcje sklejana, ktérej pochodne rzedu 1 i 2 przyblizajg pochodne
funkcji f z dowolnie matym biedem — ale trzeba poswieci¢ nalezyta uwage
warunkom brzegowym. W tym przypadku naturalne funkcje sklejane na ogét nie
sg dobrym rozwigzaniem.
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Numeryczne obliczanie catek

Def. Niech f oznacza pewng funkcje okre§long w przedziale [a,b]. Kwadratura jest
to kombinacja liniowa wartos$ci funkcji f w pewnych punktach x; € [a, b], zwanych
wezlami kwadratury:

n—1
Q(f) = Z Aif(xi)-
i=0

Liczby A; sa nazywane wspdlczynnikami kwadratury.
Ogoblniejsza definicja okre§la kwadrature jako kombinacje liniowa wartosci
funkcji f 1 jej pochodnych w weztach kwadratury.

Kwadratura jest zatem funkcjonalem liniowym na przestrzeni funkcji okreslonych
w przedziale [a, b], podobnie jak catka oznaczona?:

W odréznieniu od catki, mogac obliczaé¢ wartosci funkcji f w dowolnych punktach
przedziatu [a, b], mozna obliczy¢ warto§¢ kwadratury za pomoca skoriczenie wielu
dziatan arytmetycznych. Numeryczne obliczanie catek polega na obliczaniu
kwadratur. Wazne jest zapewnienie dostatecznej doktadnosci, tj. dostatecznie
matego bledu aproksymacji catki przez kwadrature. Temu celowi stuzy wyboér
wezléw 1 wspoétczynnikéw kwadratury. Jak zwykle, skuteczno$¢ wyboru zalezy od
wtlasnosci funkcji, ktére mamy zamiar catkowac.

Kwadratury interpolacyjne

Kwadratura interpolacyjna jest catka z wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a
lub Hermite’a funkcji f z weztami w przedziale [a, b]. Jesli jest to wielomian

interpolacyjny Lagrange’a (tj. wezly sa jednokrotne, obliczamy w nich tylko
wartosci funkcji f), to kwadratura ma wspotczynniki

b X — X
A = ! dx.

@ 5E(0,...,n— T} e
Wséréd kwadratur interpolacyjnych wyrézniamy kwadratury Newtona-Cotesa,
ktoérych wezly dzielg przedzial [a, b] na czesci o réwnych ditugosciach (kwadratury
te okresla sie z wagg p(x) = 1), kwadratury Gaussa, ktérych wezly sa miejscami

290bliczajac catke, w pewnych przypadkach wygodnie jest wyréznié pewien czynnik w funkcji
podcatkowej, p(x), i traktowaé go jako wage, cho¢ zwykle przyjmuje sie¢ wage p(x) = 1. Funkcje
wagowe, ktore nie sg state, przydaja sie zwlaszcza podczas obliczania catek w przedziale
nieograniczonym lub catek z funkcji nieograniczonych. Zakladamy, ze funkcja p spelnia warunki
podane w wyktadzie o aproksymacji, 1 w szczegoélnosci jest nieujemna.



11.2

zerowymi wielomianéw ortogonalnych, a takze inne kwadratury, dobierane
specjalnie do zastosowan.

Blad kwadratury jest to oczywiscie réznica 1(f) — Q(f), ktéra zalezy od funkcji f.

Btad kwadratury interpolacyjnej opartej na n weztach mozna oszacowac,
obliczajac calke z wyrazenia opisujacego reszte interpolacji:
M b
1)~ QU < 2 | palx)lplx)
ale to oszacowanie jest poprawne, jesli funkcja f jest klasy C"[a, b], i mozemy go
uzy¢ bezposrednio, jesli umiemy znalezé statg M,,, taka ze ||f™]|, < M.

Def. Rzad kwadratury jest to liczba 1, taka ze kwadratura ma te sama wartosé co
catka dla kazdego wielomianu stopnia mniejszego niz r oraz inng warto$¢ niz catka

dla pewnego wielomianu stopnia 7.

Z definicji kwadratury interpolacyjnej natychmiast wynika, ze jej rzad jest nie
mniejszy niz liczba wezléw. Rzad zadnej kwadratury opartej na n weztach nie
moze by¢ wigkszy niz 2n, poniewaz jesli p,, jest wielomianem stopnia n, ktérego
miejscami zerowymi sa wszystkie wezty, to mamy Q(p2) = 0 oraz I(p2) > 0.

Mozemy wybraé pewien cigg kwadratur Qq, Q,..., np. kwadratur
Newtona-Cotesa coraz wyzszych rzeddéw, i zbadac zbieznos¢ ciggu liczb

Q1(f), Qa2(f), ... dla funkcji f spelniajacej okreslone warunki (np. funkcji cigglej).
Chcialoby sie, aby ten cigg mial granice, réwng I(f); jesli ja ma, to istotna jest
szybkos¢ zbieznosci do tej granicy. Korzystajac m.in. z twierdzenia Weierstrassa,
mozna udwodnic

Twierdzenie. Cigg Q;(f), Qa2(f),... jest zbiezny do granicy 1(f) dla dowolnej
funkcypr ciggtey f wtedy @ tylko wtedy, gdy jest zbiezny dla kazdego wielomianu
1 1stnieje stata K, taka ze suma wartosci bezwzglednych wspdtczynikow kazdej
kwadratury w rozpatrywanym ciggu jest mniejsza niz K.

Pierwszy warunek podany w twierdzeniu jest spelniony przez kazdy ciag
kwadratur interpolacyjnych coraz wyzszych rzedéw, natomiast aby speini¢ drugi
warunek, wystarczy zapewnié, ze wspétczynniki kazdej kwadratury sa nieujemne.
Niestety, cigg kwadratur Newtona-Cotesa tego warunku nie speinia, co wiecej,
sumy wartosci bezwzglednych wspotczynnikéw tych kwadratur rosng
nieograniczenie. Praktycznie uzyteczne kwadratury Newtona-Cotesa majg tylko
kilka (mniej niz 8) weztéw. Zbadamy dwie najprostsze z nich.
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Kwadratura trapezéw oparta jest na dwoch weztach, bedacych koncami

przedziatu [a, b]:

T(f) = 2 =2 (f(a) + (b)),

Latwo jest sprawdzié, ze rzad tej kwadratury jest réwny 2. Jesli funkcja f jest
klasy C*[a,b], to p2(x) = (x — a)(x — b) i mamy oszacowanie btedu

b
1) = T( < 52 | Ipalellax = T2 (b -’

ze stala M,, taka ze [f"(x)| < M, dla kazdego x € [a, b].

a

Kwadratura Simpsona oparta jest na trzech weztach: koncach 1 srodku
przedziatu [a, b]; oznaczymy ¢ = (a + b)/2:
b—a

S(f) = z (f(a) 4 4f(c) + f(b)).

Okazuje sie, ze rzad kwadratury Simpsona jest réowny 4. Jest tak dlatego, ze to
jest kwadratura interpolacyjna, ktérej sSrodkowy wezet jest dwukrotny, ale

wspoélczynnik, przez ktéry nalezaloby pomnozyé¢ f'(c), jest réwny 0. Inne
wyjasnienie tego zjawiska jest na rysunku obok; jako kwadratura interpolacyjna
z trzema weztami, kwadratura Simpsona jest doktadna dla wszystkich
wielomianéw stopnia 2 i mniejszych. Dla

pokazanego na rysunku wielomianu

stopnia 3 kwadratura Simpsona tez jest 9

dokladna, ale stad wynika, ze jest doktadna T

dla wszystkich wielomianéw trzeciego N/
stopnia. Jest oczywiste, ze kwadratura

Simpsona nie jest rowna calce z pokazanego y

XW

nizej wielomianu stopnia 4, ale to oznacza,
ze nieréwnos$¢ zachodzi dla kazdego

wielomianu, ktérego stopien jest réwny 4. \/\/ x

Blad kwadratury Simpsona mozemy

oszacowaé na dwa sposoby:

b
1) =S < 26 | Jix—a)(x—e)x—b)ldx = 12 (b~ a)",

b
1) = ()1 < 33| Jix—a)lx = eRlx bl dx = b —af’,

gdzie M3 1 My to oszacowania wartosci bezwzglednych pochodnych trzeciego

i czwartego rzedu funkcji f w przedziale [a, b]. Oczywiscie, kazdego z tych
oszacowan mozemy uzywac pod warunkiem, ze odpowiednia pochodna funkcji f
jest ciagta.



Zamiana zmiennych

Jesli f(u) = g(x) dla x = su+t, gdzie s > 0 i t sg ustalonymi liczbami, oraz
c=sa+t,d=sb+1t,to

b ] d
J f(u)p(u)du:—J g(x)p((x —t)/s)dx, oraz
n—1

ZAful = 1Y sAglsu+ 0 = 1 Qilg)

i=0
W ten sposéb, majac dowolng kwadrature Q;:

n—1 b

Q) = Y Adtlu) =~ | flwpludu,

i=0 a

mozemy otrzymaé nowg kwadrature Q;:

n—1 d
= Y Bl ~ | glxlpllx—)/s)
i=0 ¢
z weztami x; = su; + t 1 wspblczynnikami B; = sA;.
Kwadratury Q; i Q; maja ten sam rzad. Ponadto, majac oszacowanie biedu

kwadratury Q;, podobne do podanych wczesniej oszacowan dla kwadratur
trapezéw 1 Simpsona, mozna poda¢ oszacowanie btedu kwadratury Q.

Mianowicie, je§li funkcje f i g sg klasy C* w swoich przedziatach catkowania®°

1 blad kwadratury Q; ma gbérne oszacowanie o postaci

C(b — a)*" max [f¥(u),

u€la,b]

to blad kwadratury Q; jest nie wiekszy niz

C(c—d)*" max |g"™(x)],
x€[c,d]

z tq samg statg C.

Kwadratury Gaussa

Niech A C R oznacza (ograniczony lub nieograniczony) przedzial catkowania,
niech p oznacza funkcje wagowga i niech po,p1,... bedzie ciggiem wielomianéw

11.4

30Tu rozwazamy k w ogélnosci inne niz liczba weztéw n. Dla kwadratury interpolacyjnej rzedu
r > n mozna wskazaé takie oszacowania dla k = {n,..., r}, przyktadem jest kwadratura Simpsona

opisana wczesniej i kwadratury Gaussa, opisane dalej.
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ortogonalnych w sensie iloczynu skalarnego

def

(fyg)p = L\ f(x)g(x)p(x) dx.

Ustalmy liczbe n i okre$lmy kwadrature interpolacyjng Q z weztami, ktére sg
miejscami zerowymi Xy, ..., Xy Wielomianu p,; mozemy to zrobi¢, bo miejsca
zerowe tego wielomianu sg jednokrotne i znajduja si¢ w przedziale A. Dowolny
wielomian w stopnia mniejszego niz 2n mozemy przedstawi¢ w postaci

w(x) = pn(x)a(x) +r(x),

gdzie a 1 r to iloraz 1 reszta z dzielenia wielomianu w przez p,; stopnie
wielomianéw a i v sg mniejsze niz n. Dzieki temu zachodzg réwnosci

I(w) = LW(X)D(X) dx = JA (Pn(x)a(x) +7(x))p(x) dx =

(P @ +J r(x)p(x) dx = Q(r) = Q(w),
\V/

A

poniewaz warto$ci wielomianéw w i r we wszystkich weztach kwadratury sg
jednakowe. Skonstruowana w ten sposéb kwadratura jest zatem rzedu 2n.

Kwadratury interpolacyjne, ktérych wezty sg miejscami zerowymi wielomianéw
ortogonalnych (odpowiadajacych danemu przedziatowi i funkcji wagowej) sa
nazywane kwadraturami Gaussa; nazwisko rodziny, do ktérej odpowiedni
wielomian nalezy, jest dolgczane do nazwiska Gauss, 1 w ten sposéb moéwi sie np.

o kwadraturach Gaussa-Legendre’a:

n—1 1
Q) = Y Aifl(x) ~ J ),
i=0 -

kwadraturach Gaussa-Czebyszewa:

Tl—] 1
f(x)
f) = Alf Xi) =~ —— —  dx
Q) = 3 Adlx) L 2 _ay,
kwadraturach Gaussa-Hermite’a:
n—1 00
Q(f) = Z Aif(xq) =~ J f(x)e ™ dx
i=0 —00

1 kwadraturach Gaussa-Laguerre’a:

n—I1 0o
Q) = 3 Aiflx) ~ J f(x)e ™ dx.
i=0

0
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Konstruujac kwadrature Gaussa, na og6t trzeba jej wezty znalezé, rozwigzujac
numerycznie réwnanie p,(x) = 0. Wspoélczynniki kwadratury Gaussa mozna
obliczy¢ tak, jak wspdblczynniki dowolnej kwadratury interpolacyjnej, lub na
podstawie wzoru

1
Zki(; Pr(xi)? 2’

Ai =

w ktérym wystepuja wielomiany ortonormalne Py (x) = px(x)/||pxll,- Wygodnie
jest uzy¢ w tym obliczeniu formuty tréjcztonowej. Zatem wspdtczynniki kazde;j
kwadratury Gaussa sg dodatnie i z podanego wczesniej twierdzenia wynika, ze dla
dowolnej funkcji cigglej cigg kwadratur Gaussa coraz wyzszych rzedéw zbiega do
catki z tej funkcji (z odpowiednig waga).

Najwieksze znaczenie praktyczne majg kwadratury Gaussa-Legendre’a, poniewaz
najczesciej oblicza sie calki w skoriczonym przedziale, z wagg p(x) = 1.
Najprostsza kwadratura Gaussa-Legendre’a jest iloczynem dlugosci przedziatu
catkowania 1 wartosci funkcji w §rodku tego przedziatu. Jest to wiec kwadratura
rzedu 2, oparta na jedym wezle.

Niech p,, oznacza wielomian ortogonalny Legendre’a stopnia n, wyskalowany tak,
aby jego wspélczynnik wiodacy byt rowny 1. Blad aproksymacji jednostajnej
funkcji f klasy C*“[—1, 1] przez wielomian interpolacyjny Hermite'a hy,_;

stopnia 2n — 1, oparty na weztach kwadratury Gaussa-Legendre’a (czyli miejscach
zerowych wielomianu p,,), z ktérych kazdy liczymy dwukrotnie®!, ma oszacowanie

MZn 2
_ <
Jax [f(x) —hana (0l < 7 e ()5
gdzie My, = max,c_1 7y [f*™(x)|. Niech

1
C,= J' Pn(x)? dx.
-1

Po dokonaniu zamiany zmiennych, mozemy oszacowaé blad kwadratury
Gaussa-Legendre’a rzedu 2n dla przedziatu [a, b]:

MZn b—a 2n+1
- Qi< ey (U50)

31Kwadratura Gaussa jest w istocie catka z wielomianu interpolacyjnego Hermite’a, ktérego
wszystkie wezly majg krotno§é¢ 2. Oprocz wartosci funkcji podcatkowej nalezaloby wiec uwzglednié
wartosci jej pochodnej w wezlach, ale wyboér weztdéw zapewnia, ze wszystkie wspdlczynniki, przez
ktoére trzeba pomnozy¢ wartosci pochodnej, sg réwne 0 — zobacz tez opis kwadratury Simpsona.
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przy czym teraz M, oznacza oszacowanie pochodnej rzedu 2n funkcji f
w przedziale [a, b].

Kwadratury ztozone

Tak jak w aproksymacji jednostajnej funkcji, skutecznym sposobem zmniejszenia
btedu aproksymacji catki przez kwadrature jest podzielenie przedziatu catkowania
na krétsze podprzedzialty i obliczenie sumy kwadratur interpolacyjnych dla tych
podprzedziatéw. W ten sposéb otrzymuje sie kwadratury ztozone. Blad takiej
kwadratury jest sumag bledéw kwadratur dla podprzedziatéw, przy czym biedy te
mogg mie¢ rézne znaki, a zatem moga sie znosi¢. Oszacowania btedéw kwadratur

zlozonych zwykle sg sumami oszacowan btedéw w podprzedziatach, przez co
czesto bywaja pesymistyczne.

Dodatkowg korzy$cig z zastosowania kwadratury ztozonej jest mozliwo§¢ podziatu
przedzialu catkowania w punktach nieciggtosci funkcji podcatkowej lub jej
pochodnych (jesli punktéw tych jest skoriczenie wiele i je znamy). Wtedy

w kazdym podprzedziale funkcja podcatkowa ma wyzsza klase ciggtosci, co
umozliwia stosowanie kwadratur odpowiednio wyzszego rzedu. Ponadto, po
dokonaniu podzialu mozna stosowa¢ w podprzedziatach rézne kwadratury,
dostosowane do zachowania funkcji podcatkowej w tych podprzedziatach. Kolejna
mozliwos¢ to adaptacja — dla konkretnej funkcji mozna znalezé oszacowania
bledéw w poszczegdlnych podprzedziatach, i na tej podstawie podejmowaé decyzje
o dalszym (rekurencyjnym) podziale niektérych z nich.

Kwadratury w podprzedziatach konstruujemy za pomoca opisanej wczesnie]
zamiany zmiennych. Zobaczmy przyklady kwadratur z podziatem przedziatu [a, b]
na N czedci o tej samej dtugosci h = (b — a)/N.

Ztozona kwadratura trapezéw powstaje w ten sposéb, ze w kazdym
z podprzedziatdéw przedziatu [a, b] stosujemy kwadrature trapezéow. W ten sposéb
otrzymamy liczbe

N—1
() = n(5700) + 3 1lx) + 510xa) ),
i=1

gdzie x; = a + ih. Jesli funkcja f jest klasy C%[a,b] i [f”(x)| < M, dla kazdego
x € [a, b], to warto$¢ bezwzgledna lokalnego btedu kwadratury trapezéw
w przedziale [x;, Xi,1] nie przekracza %hg’, a zatem suma tych btedéw ma
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oszacowanie

M,
12
Ztozong kwadrature Simpsona otrzymujemy analogicznie. Oznaczmy

xi =a+1ih/2dlai=0,...,2N. Suma kwadratur Simpsona w N podprzedziatach
o dlugosci h jest rowna

1(f) = Tu(f)l < —==(b — a)n’.

N-1
Su(f) = 2 (flxo) +4600) + 3 (2f0xa) + 4txu01)) + o))
i=1

za$ dla funkcji f odpowiednio klasy C3[a,b] i C*[a,b] bltad ma oszacowania

M;
1(F) = Sn(f)l < 755 (b= a)h?,

M,
2880
Konstruowanie zlozonych kwadratur Gaussa jest utrudnione, jesli funkcja wagowa
nie jest stata, dlatego powyzsze podejscie stosuje sie tylko do kwadratur
Gaussa-Legendre’a. Jesli funkcja f jest klasy C*[a, b], to mozemy w kazdym
przedziale o dtugosci h uzy¢ kwadratury Gaussa-Legendre’a opartej na n weztach

1(f) — Sh(f)] < (b—a)h®.

1 wtedy dostaniemy oszacowanie btedu o postaci
1(f) = Qu(f) < CuMan (b — @)™,

w ktérym stata C,, zalezy tylko od rzedu kwadratury. Jak widaé, dla h — O btad
bardzo szybko dazy do zera. Jesli funkcja f nie ma ciggltych pochodnych az tak
wysokiego rzedu, to btad nadal dazy do zera, cho¢ wolniej.

Ekstrapolacja Richardsona i metoda Romberga

Niech f oznacza funkcje klasy C*™*2[a,b]. Dowodzi sig, ze btad ztozone;
kwadratury trapezéw, z przedzialem [a, b] podzielonym na podprzedziaty
o jednakowej dlugosci h, mozna wyrazié wzorem

I(f) - Th(f) = Clhz + C2h4 + -+ Cnhzn + O(hZTVFZ))

zwanym wzorem sumacyjnym Eulera-Maclaurina. Wspoétczynniki cy,...,c, zaleza
od pochodnych funkcji f w przedziale [a, b], ale nie zalezg od dlugosci

podprzedziatéw.

Mozemy ten wzoér przepisaé dla ztozonej kwadratury trapezéw z dwukrotnie
drobniejszym podziatlem przedziatu catkowania:

C C CTI
I(f) — Th/z(f) = —1h,2 + —2h4 I

2n 2n+2
4 16 v HOMT,
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Jesli strony powyzszego wzoru pomnozymy przez 4/3 i odejmiemy od nich strony
wzoru dla kwadratury z podprzedziatami o dlugosci h pomnozone przez 1/3, to
otrzymamy réwnos¢

1) — (3Ta(0) — TTulf)) = o -+ R+ O(R),
Kombinacja liniowa3? T}(L”(f) =4/3Ty2(f) — 1/3Ty(f) jest kwadratura, ktorej
dominujacy sktadnik btedu jest rzedu h?, zatem znacznie szybciej maleje podczas
zmniejszania h. Opisany sposéb wyeliminowania dominujacego sktadnika btedu
(ktéry mozna stosowaé takze w innych przypadkach, gdy biad jest opisany za
pomocg szeregu potegowego) jest nazywany ekstrapolacjg Richardsona.

Ekstrapolacje Richardsona mozemy iterowaé. Majac kwadratury T}(Lj) 1 T]flj/)z,

ktérych dominujace sktadniki btedéw sa proporcjonalne do h?+2, okreslamy
kwadrature

22j+2

. 1 .
G+1) 6) G)
Th] (f) = 22j+2 _ 1 h]/Z( ) — 22j+2 _ ] Th) (),

ktorej btad ma dominujacy sktadnik bledu h?+*. Oparta na tym pomysle metoda

numerycznego catkowania jest nazywana metodg Romberga. Podprogram
obliczajacy catke, dla ustalonego h, oblicza kwadratury Ty (f) i Ty 2(f) i oblicza
kwadrature T}[L”(f). Wyrazenie [T, (f) — Ty /2(f)| moze by¢ przyjete za oszacowanie
btedu, co jest analogig do przyrostowego kryterium stopu w metodach
numerycznych rozwigzywania réwnan nieliniowych. Jesli to oszacowanie jest zbyt
duze, to obliczana jest kwadratura T;/4(f), a nastepnie T}E]/)z(f) i T}(LZ) (f) itd.
Obliczenie przebiega zgodnie ze schematem

Tn(f)

T2 () > T2V (f)

To/a(f) E T () 3 T2 (1)

Th/zk(f)>’> T]S)Zw(f)}) >> T9(f)

Za oszacowanie btedu kazdej kwadratury otrzymanej przez ekstrapolacje mozemy
przyjacé roznice kwadratur, na podstawie ktérych zostata ona obliczona.
Zauwazmy, ze po kazdym zmniejszeniu dlugosci podprzedziatéw dla kwadratury
trapezoéw wartosci funkcji podcatkowej wystarczy tylko obliczy¢ tylko w nowych
weztach i nie ma potrzeby przechowywania wartosci funkcji f w tablicy.

32Co ciekawe, to jest zlozona kwadratura Simpsona, Sy,. Natomiast dalej opisane kwadratury
T}(Lz),T}(f’), ... nie sq zlozonymi kwadraturami interpolacyjnymi.
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Catkowanie funkcji wielu zmiennych

Znane 7z analizy twierdzenie Fubiniego umozliwia sprowadzenie zadania obliczenia
calki z funkcji f okreslonej w wielowymiarowym obszarze A do obliczenia catek

jednowymiarowych. Analogicznie mozna postepowaé z kwadraturami. Jest to
szczegblnie proste, gdy obszar A jest kostks. Powiedzmy, ze jest to prostokat:
A = [a,b] x [c,d]. Majac kwadratury przyblizajace catki w przedziatach [a, b]

i [c,d], odpowiednio z weztami X¢,...,Xn_1 1 Yo,...,Ym_1 Oraz wspétczynnikami
Aoy...,An11Bg,...,B1, mozemy obliczyé
n—1 m—1 b d
Qi) = YA Y Bty ~ | (| rixuiay) ax
i=0 j=0 a \J¢

Twierdzenie Fubiniego umozliwia obliczanie catek w obszarach dwu- lub wiece]j
wymiarowych, ale bezposrednie przetozenie go na kwadratury jest klopotliwe, jesli
obszar catkowania A nie jest kostka. Problem bierze sie stad, ze nawet jesli
funkcja f(x,y) jest gtadka w obszarze A, to funkcja okreslona wzorem

glx) = J/W f(x,y) dy,

w ktérym 1, ={(x,y): y € R}, moze mie¢ osobliwosci (np. nieograniczone
pochodne) — mozna to zobaczy¢ na przykladzie funkcji f statej w obszarze A,
ktéry jest kotem. Takie osobliwo$ci nie pozwalajg szacowaé bledéw na podstawie
oszacowan bledéw kwadratur dla funkcji jednej zmiennej. Dlatego catki
wielowymiarowe na ogét trzeba przeksztalci¢ przed zastosowaniem kwadratury.

Jesli obszar catkowania jest kotem (lub kulg d-wymiarowa), to czesto dokonuje sie
zamiany zmiennych, przeksztalcajacej ten obszar na prostokat (odpowiednio:
kostke d-wymiarowg), przez wprowadzenie wspoirzednych biegunowych. Jakobian
tego przeksztalcenia tez ma osobliwo$¢, ktorg trzeba uwzgledni¢ w oszacowaniach
bledu (ale ta osobliwo$¢ moze si¢ znosi¢ z ewentualng osobliwoscia funkcji f

w §rodku kuli — to w kazdym razie nalezy zbadad).

Inne podejscie polega na przyblizeniu obszaru catkowania przez pewien obszar /5\,
ktory jest np. wielokatem (wielocianem d-wymiarowym) zawartym w A. Catke

z funkcji f w obszarze A zastepujemy przez kwadrature przyblizajaca catke

w obszarze A — oczywiscie, nalezy zadbac o to, zeby oba bledy aproksymacji
byty dostatecznie mate. Wielokat mozemy podzieli¢ na tak zwane elementy, np.
na trojkaty; w ten sposéb dla obszaru A okre§lamy kwadrature ztozona, ktéra jest
suma kwadratur w poszczegélnych elementach.
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Przykladowe kwadratury okreslone wzorami

Qi(f) = 3 (@) + f(b) + f(c)),
Qu(f) = 5 (F(p) + f(a) + f(r)),
Q;(f) = %(3(f(a) + f(b) + f(c)) + 8(f(p) + f(q) + f(r)) + 27f(s)),

w ktérych T oznacza pole trojkata o wierzchotkach a, b, ¢, srodkach bokéw p, q,
r i Srodku cigzkosci s, sg doktadne (tzn. réwne calce z funkcji f po tym trdjkacie),
jesli funkcja f jest odpowiednio wielomianem stopnia 1, 2 i 3. Blad kwadratury
zlozonej mozna zmniejszy¢ przez ,rozdrobnienie” podziatu na elementy.
Zauwazmy, ze dopuszczenie elementéw o mniejszej §rednicy umozliwia takze
zmniejszenie btedu przyblizenia krzywoliniowego obszaru A przez wielokat, ktory
jest suma elementéw. Warto wspomnieé, ze w pewnych przypadkach stosuje sie
elementy krzywoliniowe, ktére umoszliwiajg lepsza aproksymacje takich obszaréow.

Postepowanie z catkami w obszarach tréjwymiarowych moze by¢ podobne;
wieloécian A mozna podzieli¢ na czworo$ciany 1 obliczy¢ kwadratury
interpolacyjne w tych czworoscianach oraz ich sume, czyli kwadrature ztozona.
Natomiast numeryczne catkowanie jest bardzo ktopotliwe, jesli wymiar obszaru A
jest duzy. Istnieja zadania praktyczne (biorace si¢ m.in. z fizyki i ekonomii),

w ktérych wymiar d obszaru catkowania jest rzedu kilkuset. Obliczenie catki

w kostce d-wymiarowej za pomocg kwadratury otrzymanej analogicznie, jak dla
prostokata, jest niewykonalne. Nawet gdyby w przedziale zmiennosci kazdej
zmiennej wybra¢ tylko dwa wezty, liczba punktéow, w ktérych trzeba by obliczy¢
wartosci funkcji podcaltkowej, bytaby réwna 2¢. Zjawisko wykltadniczego wzrostu
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zlozonosci obliczeniowej zadania ze wzrostem wymiaru dziedziny funkcji nosi
nazwe przeklenstwa wymiaru (ang. dimensionality curse).

Znanych jest kilka sposobéw obliczania przyblizonych wartosci catek
wielowymiarowych za pomocg wartosci funkcji obliczonych w znacznie mniejsze]
liczbie punktéw. Sposdéb najprostszy i jednoczes$nie skuteczny dla najszerszej
klasy takich zadan wynalazt Ulam w 1946 r. Sposéb ten jest znany pod nazwa
metody Monte Carlo. Obszar A uznajemy za przestrzen zadrzen elementarnych
1 okreslamy w nim jednostajny rozktad prawdopodobienstwa. Wtedy funkcja f

jest zmienng losowa. Iloczyn wartosci oczekiwanej tej zmiennej losowej i miary |A|
obszaru A jest poszukiwang calks, | A T+ Dla n niezaleznych losowan punktow
X; € A mozemy okres$li¢ nowg zmienng losowa wzorem

n—1
Q) = A1 Y fx.).
i=0

Jest to wtasnie kwadratura Monte Carlo; jej warto$¢ oczekiwana tez jest

réwna poszukiwanej catce. Jesli zmienna losowa f ma wariancje o2, to

wariancja o2 kwadratury Monte Carlo jest réwna |A|o?/n. Zatem odchylenie
standardowe o, zmiennej losowej Q(f) jest proporcjonalne do n~'/?

1 w szczegblnosci nie zalezy od wymiaru d obszaru A. Dla dostatecznie duzego n
mozemy oczekiwaé, ze blad jest bardzo maly — z duzym prawdopodobienstwem,
ale nie z calkowitg pewnos$cia. Stosujac kwadratury Monte Carlo, tez czesto
dokonuje si¢ rozmaitych przeksztalcen (np. zamiany zmiennych) w celu
przeksztalcenia zbioru catkowania na kostke lub otrzymania funkcji podcatkowe;j
0 mniejszej wariancji.
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Zadania i1 problemy

. Dla kwadratury interpolacyjnej opisanej wzorem
Q(f) = Aof(a) + Aif(c),

przyblizajacej catke fz f(x) dx, znajdz wezel ¢ i wspdlczyniki Ay, A; tak, aby rzad
tej kwadratury byt jak najwiekszy. Podaj rzad i oszacowanie btedu tej kwadratury.

Wskazdéwka. Zacznij od przypadku a =0, b = 1, nastepnie uogdlnij otrzymane
wyniki na przypadek dowolnego przedziatu [a, b].

. Znajdz wspotczynniki kwadratury
Q(f) = Aof(a) + Bof'(a) 4+ A f(b) + By f'(b),

przyblizajacej catke fz f(x) dx.
Jaki jest rzad tej kwadratury? Podaj oszacowanie jej btedu.

Wskazéwka. Rozwigz zadanie dla przypadku a =0, b = 1, korzystajac
z wielomianéw Hyy, Ho1, Hio 1 Hyy, uzytych do konstrukcji interpolacyjnych
kubicznych funkcji sklejanych. Nastepnie uogdlnij wynik.

. Oblicz wspobtczynniki kwadratury Gaussa-Czebyszewa rzedu 2n.
Wskazéwka. Dokonaj zamiany zmiennych, podstawiajgc x = cost.

. Jaka kwadratura wydaje sie najodpowiedniejsza do obliczania tzw. zupelnych
calek eliptycznych pierwszego i drugiego rodzaju, tj. funkcji okreslonych wzorami

! 1 , _] 1 — k2x?
K(k):L Nz E(k)_L\/de

dla k € 0,1), i jak jej uzye?

. Przypusémy, ze nalezy obliczy¢ catke z funkcji f w dwuwymiarowym obszarze A,
ktory lezy miedzy wykresami dwoch funkcji cigglych, ¢ i d, okre§lonych

w przedziale [a, b] i takich ze c(x) < d(x) dla kazdego x € [a, b]. Zaprojektu]j
algorytm obliczania tej calki za pomoca pewnej kwadratury Q, ktérej wezty

1 wspolczynniki sg podane w tablicach. Kwadratura Q przybliza catke z funkcji
jednej zmiennej w przedziale [0, 1].

. Znajdz wspoélczynniki kwadratury zlozonej przyblizajacej catke fz f(x) dx.
Przedzial [a, b] jest dzielony na odcinki o dlugosci h = (b — a)/N. W kazdym

z nich jest konstruowana kwadratura interpolacyjna oparta na dwéch weztach
dwukrotnych — koficach odcinka. Znajdz oszacowanie biedu tej kwadratury dla
funkcji klasy C*[a, b] w zaleznoéci od N.



