Algebra liniowa, I rok Informatyki, 2004/2005 (2 poprawkami)

1. Struktury algebraiczne. Poélgrupy, grupy, piericienie, ciala. Liczby zespolone.
2. Macierze. Dzialania i wlasnodci. Réwnania liniowe.

3. Przestrzenie liniowe. Podprzestrzenie, wymiar, baza. Przeksztalcenia liniowe.
4

. Obraz i jadro przeksztalcenia liniowego i macierzy. Rzad macierzy. Funkcjonaty
liniowe. Przestrzen sprzezona. Baza dualna.

5. Uklady réwnan liniowych. Twierdzenie Kroneckera-Capellego. Metoda eliminacji
Gaussa. Rozklad macierzy na czynniki tréjkatne.

6. Warstwy. Przestrzen ilorazowa. Uklady wspoirzednych w przestrzeni liniowe;j.
7. Normy wektoréw i macierzy. Nieréwnos$ci norm.

8. Arytmetyka zmiennopozycyjna. Numeryczne uwarunkowanie zadan.
Numeryczna poprawno$é i stabilno$¢ algorytmoéw.

9. Komputerowa implementacja metody eliminacji Gaussa.

10. Uwarunkowanie numeryczne ukladéw réwnan liniowych z macierzg nieosobliwg.
Analiza metody eliminacji Gaussa.

11. Wyznaczniki. Wzory Cramera. Numeryczne obliczanie wyznacznika.

12. Przeksztalcenia afiniczne. Niezmienniki przeksztalcen. Uktady wspodlrzednych.

13. Formy dwuliniowe. Macierz formy. Kongruencje. Twierdzenie Sylvestra.
Przestrzenie ortogonalne.

14. Réwnania i zbiory II stopnia. Afiniczna postaé kanoniczna réwnania.

15. Przestrzenie euklidesowe i unitarne. Izometrie. Rzuty prostopadte.

16. Bazy ortogonalne. Ortogonalizacja Grama-Schmidta. Objeto§¢ réwnolegtoscianu.
17. Bazy ortonormalne. Macierze ortogonalne.

18. Pseudoodwrotno§é macierzy. Rozktad ortogonalno-tréjkatny macierzy.
Odbicia Householdera. Obroty Givensa.

19. Regularne liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw. Algorytm réwnan
normalnych. Aproksymacja §redniockwadratowa. Zadania nieregularne.

20. Zastosowanie rozkladu ortogonalno-tréjkatnego do rozwigzywania LZNK.
21. Algebraiczne zagadnienie wlasne. Podobienistwa macierzy. Twierdzenie Jordana.
22. Widmo macierzy. Twierdzenie Schura.
Izometryczna posta¢ kanoniczna réwnania tworu II stopnia.
23. Struktura przeksztatcen liniowych. Norma druga macierzy.
Uwarunkowanie numeryczne wartosci i podprzestrzeni wtasnych.
24. Metody rozwiazywania zadania wlasnego. Sprowadzanie macierzy do postaci
Hessenberga. Metoda potegowa. Algorytm QR.

Zasady zaliczania przedmiotu

Blady atoli strach padl na wszystkich, kiedy
krol, dla niespodzianego kaprysu, ogtaszat
2gadywank:. Z dawien dawna lubowal sie

w nich 1 jeszcze wielkiego kanclerza podczas
koronacji zaskoczyt pytaniem, jak sqdzi, czy
pacierz © macierz roznig sig czyms miedzy
sobg, a jesli tak, to czym?

Stanistaw Lem: Cyberiada.

Na zaliczenie przedmiotu sktadaja sie:

e Prace domowe zadawane co tydzier. Na koricu semestru liczba otrzymanych
punktéw (1 zadanie to 1 punkt, mozna tez otrzymaé utamek) bedzie podzielona
przez liczbe zadan zadanych w danej grupie éwiczeniowej, pomnozona przez 40
i dodana do liczby punktéw zdobytych na kolokwiach.

e Dwa kolokwia w semestrze. Na kazdym z nich mozna dosta¢ maksymalnie 30
punktow.

e Aby zaliczyé ¢wiczenia, trzeba na nie chodzié i zdoby¢ (z prac domowych

i kolokwiéw) co najmniej 50 punktéw.
e Egzamin pisemny na koicu semestru.
e Osoby, u ktérych wystgpi niezgodno$é miedzy oceng z egzaminu pisemnego
i liczbg punktéw z ¢wiczen, albo niezgodno$§é proponowanej oceny koricowej
z ambicjami, zdajg egzamin ustny.
e Osoby, ktore otrzymaly 88 lub wiecej punktéw z ¢wiczenn majg prawo do zdawania
tylko egzaminu ustnego.

W drugim semestrze ma by¢ lepiej. Zasady beda te same.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 22 listopada 2001.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Niech z = %(—\/3:, 1). Oblicz 227,

. Zbadaj, czy zbiér macierzy zespolonych 2 x 2 o postaci

5

jest przestrzenia liniowg

a) nad ciatem liczb rzeczywistych,

b) nad ciatem liczb zespolonych.

W kazdym przypadku, jesli odpowiedz jest twierdzaca, wskaz wymiar i baze.

. Znajdz rzad oraz baze jadra i obrazu macierzy

o1 -2 1 0
21 1 3 1
22 -1 4 1
-2 0 -3 -2 -1

. Wskaz wymiar i baze podprzestrzeni przestrzeni R[x]4, sktadajace]j sie
z wielomianéw w spetniajacych warunki w”(1) =0, w¥(1) =0 i w® (1) = 0.

. Znajdz zbiér rozwigzan uktadu réwnan

w zaleznosci od parametru a.

. Niech A =

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 18 listopada 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Znajdz wszystkie liczby zespolone z, ktére sg rozwigzaniami réwnania

2+t + B3 +22 2+ 1 o
(22 —1)? o

Przedstaw je w postaci trygonometrycznej.

. Oblicz macierz

1 23 -3
2 32 4 3 2 1 4
3 [ P -2 3 [ -2 1 4 =3 ] —1
4 -3 2 2

wykonujgc jak najmniej mnozen i dodawan liczb.

. Wskaz maksymalny liniowo niezalezny podzbiér zbioru kolumn i maksymalny

liniowo niezalezny podzbiér zbioru wierszy macierzy
0 -2 -2 4 0
2 3 1 =2 -1
2 2 0 0 -1
-2 -5 -3 6 1

Jaki jest wymiar jadra i obrazu tej macierzy?

(0,1) (1,0)
(1,0) (0,1)
Oblicz macierz A? — 3A% + 5A, stosujac schemat Hornera.

. Macierz zespolona hermitowska A € C™" spetnia warunek A = AH, a macierz

antyhermitowska B spelnia warunek B = —B".

Czy zbiory macierzy hermitowskich i antyhermitowskich n x n sg przestrzeniami
liniowymi

a) nad ciatem liczb zespolonych C, b) nad cialem liczb rzeczywistych R,

c) nad cialem liczb wymiernych Q7

W kazdym przypadku, jesli odpowiedz jest twierdzaca, okre§l wymiar przestrzeni.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 17 listopada 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Dana jest macierz zespolona
_ | (=1/2,0) (0,V3/2)

AZOOS —2003

Oblicz macierze oraz A

Wskazéwka: Oblicz najpierw A3,

. Zbadaj, czy zbiér macierzy zespolonych 2 x 2 o postaci

a —b
b @

z dzialaniami dodawania i mnozenia macierzy jest cialem. Rozwigzujac zadanie,

A=

tam gdzie mozna, powoluj si¢ na odpowiednie wlasnosdci dziatari na macierzach.

. Znajdz rzad i wymiary jadra i obrazu macierzy
1110

N — = —
w N NN
A W w N
NN N =

2

. Zbadaj, czy uklad wielomianéw x* — x,x? + x,x* — 1 jest baza przestrzeni R[x],

(wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej 2). Odpowiedz uzasadnij.

. Niech V oznacza przestrzen liniowg nad cialem R, ktérej elementami sg macierze
zespolone n X n. Zbiory

Sym={A:AT=A}, ASym={A:AT=—-A},
Herm ={A: A=A} AHerm={A: A" =—-A}
sg podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V. ZnajdZ wymiary podprzestrzeni
Sym NHerm, Sym N AHerm, ASym N Herm, ASym N AHerm.

Czy przestrzen V jest suma prostg tych czterech podprzestrzeni?
Odpowiedz uzasadnij.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 22 listopada 2004.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Macierz A = [ayl;; nazywa si¢ macierza (2k + 1)-diagonalna, jesli aj; = 0 dla

[i —j| > k. W szczegodlnosci dla k = 1 moéwi sie o macierzy tréjdiagonalnej.
Zbadaj, jakie jest najmniejsze k, takie ze macierz C = AB jest (2k 4 1)-diagonalna
dla dowolnych macierzy tréjdiagonalnych A, B € K™™. W jaki sposéb k zalezy od
n? OdpowiedZ uzasadnij.

. Niech

111
A=]0 2 2
003

Korzystajac ze schematu Hornera i innych posiadanych wiadomo§ci znajdz macierz

B=(A3—6A%+11A —4I5)7".

. Znajdz rzad i baze obrazu macierzy

4 02 1
3 -1 2 -1
A=|2 -2 2 1
1 -3 2 -1
0 -4 2 1

Jaki jest wymiar jadra tej macierzy? OdpowiedZ uzasadnij.

. Zbadaj, czy podane nizej wektory,

(1,0) (1,1
X1 = (Ov]) y X2 = (_1v]) )
(1,1) (0,2)

sa liniowo niezalezne, a) nad cialem R, b) nad ciatem C. Odpowiedzi uzasadnij.

. Niech po(x) =1, p1(x) =x+ 1, p2(x) = x> +x, p3(x) = x>+ x%.

Uktad wielomianéw po, p1, P2, P3 jest bazg przestrzeni R[x]s.

Przedstaw wielomian w(x) = x> jako kombinacje liniowa elementéw tej bazy.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 10 stycznia 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Oblicz normy || - ||1, || || 1 || - || macierzy
A (1,0) (2,1) (3,4)
o (51 (0,2
. Oszacuj wskaznik uwarunkowania w normie || - ||o, macierzy A = [a;jli; € R™",

ktoérej wspolczynniki sg dane wzorem

1

gl

. Def. Macierz Hessenberga jest to macierz kwadratowa [a;]ij, taka Ze ay =0 dla
i—j>1.

Qayj

Oblicz koszt (w jednostkach OPMS) rozwigzywania metodg eliminacji Gaussa
uktadu réwnan liniowych Ax = b, z macierza Hessenberga n x n.

. Skonstruuj i oszacuj zaburzenia wspétczynnikéw ay,..., a, wielomianu
a(x) = ao+ arx + - - - + anx", réwnowazne bledom zaokraglenn wytworzonym
podczas obliczania wartosci wielomianu dla ustalonego x, ze schematu Hornera:

a(x) = (- (anx+ ana)x + -+ ar)x + ao.

W obliczeniu tym jest uzyta arytmetyka zmiennopozycyjna o ustalonym biedzie
wzglednym reprezentacji v. Przyjmij zalozenie, ze w obliczeniach nie wystapit
nadmiar ani niedomiar.

Czy na podstawie przeprowadzonych rachunkéw mozna powiedziec, ze algorytm
ten jest numerycznie poprawny?

. Znajdz (metodg eliminacji Gaussa) czynniki tréjkatne macierzy uktadu réwnani

liniowych
12 34 X1 20
-1 0 00 x2 | —4
10 3 4 x3 | 14 |’
-1 0 =30 X4 —10

a nastepnie, korzystajac ze znalezionych czynnikéw, rozwigz ten ukiad. Sprawdz
wynik!

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 6 stycznia 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Wiedzagc, ze |A||3 < ||All1 - |Alleo oraz ||All2 < ||A|lr, oszacuj na podstawie kazdego

z tych wzoréw norme drugg macierzy

(1,0) (1,1) (0,-2)
A=|(1,-1) (2,0) (3,—4)
0,2) (3,4) (5,0

Ktére z tych dwoch oszacowan jest lepsze?

. Znajdz rozwigzanie ogblne uktadu réwnan liniowych Ax = b, gdzie

1T 23 4 -1
1 -2 3 —4 3
A=l 03 o YT
0o 10 2 -1

Sprawdz wynik. Napisz, czym jest zbidér rozwigzan tego uktadu.

. Niech V = R[x]3 i niech U = {w € V: w(0) =0, w(—1) = —w(1), [1, w(x)dx = 0}.

Zbiér U jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni V, a zatem istnieje przestrzei
ilorazowa V/U. Jaki jest jej wymiar? OdpowiedZ uzasadnij.

Wskazéwka: Wybierz dowolng baze przestrzeni V, zapisz warunki nalozone na
elementy zbioru U w postaci uktadu réwnan liniowych i zbadaj ten ukiad.

. Dla kazdej z macierzy

A:[X)X“_X))Xz]) B:[”_X)Z)ZX(]_X))XZL

sprawds, czy reprezentuje ona baze przestrzeni R[x],. Jesli odpowieds jest
twierdzaca, to znajdZ macierz odpowiedniej bazy dualne;j.

Wskazéwka: Mozesz przyjaé za punkt wyjscia do konstrukcji macierz

Po w(0)
O=| ¢ |, takaze Ow= | Ww'(0) dla kazdego w € R[x],.
0 1w(0)

Macierz ta reprezentuje baze dualng do bazy potegowej [1,x, x?].



5. Niech f: R[x], — RI[x], bedzie przeksztalceniem liniowym okreslonym za pomoca Kolokwium z algebry ].iIliOWGj, I rok Inf.
wzoru (Scisle tajne przed godz. 14% 5 stycznia 2004.)
(f(w)) (x) =w(l —x). Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
Znajd# macierze tego przeksztalcenia bardzo duze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych

. rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.
a) w bazie [1,x,x%,

b) w bazie [(1 —x)?,2x(1 —x),x?],

.. . . .. . 1. Oblicz norme p-tg indukowang macierzy
przy czym po znalezieniu jednej z tych macierzy drugg wyznacz na jej podstawie

1 2 3

-5 —4 0

dlap =11ip = oo. Dla kazdego z tych przaypadkéw wskaz wektor x € R>, taki ze
xllp =11 |AX]l, = [IAlp.

Czy (w jednym i drugim przypadku) istnieja dwa wektory liniowo niezalezne
speiniajace ten warunek? OdpowiedZ uzasadnij.

i na podstawie odpowiedniej macierzy zmiany bazy. Sprawdz wynik. A

2. Niech

Znajdz rozktad trojkatno-tréjkatny macierzy A. Nastepnie, przy uzyciu tego
rozkladu znajdz zbiér rozwigzan uktadu réwnan liniowych Ax = b.
Znajdz jadro i obraz macierzy A.

3. Funkcjonaty liniowe @, @1, @2, dane wzorami

1

@o(w) =w(0), @1(w) =w'(0), cpz(W]:ZW”(O)»

sa elementami bazy sprzezonej z baza potegowsa [1,x, x?] przestrzeni V = R[x]..
Korzystajac z tej informacji znajdz baze sprzezona z baza [(1 —x)?%, 2x(1 — x), x?]
przestrzeni V.

4. Warstwy W; i W, przestrzeni liniowej V o wymiarze n majg wymiary
odpowiednio k i 1 (w ogélnosci rézne). Zbadaj, czy zbiér

W:{x+y:er1,yeW2}

jest warstwa przestrzeni V i jesli odpowied? jest twierdzaca, to znajdz (okreslony
przez liczby 1, m, n) zbiér wszystkich liczb, ktére mogg byé wymiarem tej
warstwy.



5. (W tym zadaniu nalezy rozwigzaé tylko jeden, dowolnie wybrany wariant)

a) Podprzestrzen liniowa X przestrzeni R[x], jest zbiorem miejsc zerowych
funkcjonalu ¢ danego wzorem

e(w) =w(=1)+w(1).

Znajdz dowolng bazg¢ podprzestrzeni X.

b) Podprzestrzen liniowa X przestrzeni R? jest zbiorem miejsc zerowych
funkcjonalu ¢ danego wzorem

o x2 |) =x1+xs.

Znajdz dowolng baze podprzestrzeni X.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 10 stycznia 2005.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
bardzo duze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 6 punktéw.

. Niech || - || oznacza ustalong norme indukowang w K™,

Wska#nik uwarunkowania macierzy A € K™" jest to liczba cond A = [|A[|[|A~"]].

Udowodnij, ze dla kazdej macierzy A € K™" zachodzi nieréwnosé¢ cond A > 1.

Dla normy indukowanej przez dowolng p-tg norme Héldera podaj (mozliwie
najprostsze) przyklady macierzy B i C, dla ktérych cond B =1 oraz cond C > 1
(nalezy obliczy¢ te wskazniki dla podanych macierzy).

. Niech X = [x1,%2,X3,X4] oraz Y = [x; + X2 — 2x4, X2, X3, X4] bedg bazami pewnej

przestrzeni liniowej nad R. Przeksztalceniu f: V — V w bazie X odpowiada

macierz
1 2 3 4
2 —4 6 -8
A= 3 6 -9 -12
4 -8 —12 16

Oblicz macierz B reprezentujaca przeksztalcenie f w bazie Y.

. Niech
2 -3 2 1 0
A=| -4 9 -2 1/, b= 2
6 —3 14 13 8

Metodg eliminacji Gaussa znajdz czynniki tréjkatne L, R rozktadu macierzy A
i podaj jej rzad. Nastepnie korzystajac z tych czynnikéw znajdz zbiér rozwigzan
uktadu réwnan liniowych Ax = b. Sprawdz wynik.

. Niech V = RI[x]4 i niech U = lin{x + x3,x — x3,x3 — 4x}.

ZnajdZ dowolng baze przestrzeni ilorazowej V/U.
Zbadaj, czy funkcja f: V/U — R,

f(lao + arx + ap + ap® + anx) & lao + aal + laz + aal + las + aol

jest dobrze okreslona i jesli tak, to czy jest norma.



5. Zbadaj, czy uklad funkcjonaléw liniowych {@1, @2, @3} okres§lonych wzorami
aef [ aer [ aef [
o0 fodn e | dian a2 | i ax
0 0 0

jest bazg przestrzeni sprzezonej z R[x],.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 18 stycznia 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

1. Niech T oznacza przestrzen liniowg nad ciatem R, ktérej bazg jest uktad funkcji
fi1(x) = cosx, f2(x) =sinx, f3(x) = cos 2x, f4(x) = sin 2x.
Przeksztatcenia F; i Fo: T — T sg okreslone wzorami

Fil@)x) =0'(x),  (Falg))(x) =Jg(x) dx.

a) Skonstruuj macierze przeksztalcen Fy i F, w bazie fy,...,fs.
Podaj rzad kazdej z tych macierzy.
Udowodnij teze, ze F; = F;], lub jej zaprzeczenie.

[sinxdx = —cosx +a, } (nalezy przyja¢ a =b =0)

Jcosxdx =sinx+b '

b) Wskaz jadro i obraz przeksztatcenia F = F; + F,.

c) Wskaz wszystkie podprzestrzenie przestrzeni T, w ktérych przeksztalcenia
Fi i F, s zwiazane zaleznoscig F; = cF, dla pewnych statych c.
Czy przestrzen T jest sumg prosta tych podprzestrzeni?

d) Wiedzac, ze kazdy funkcjonal liniowy ¢ w przestrzeni T mozna przedstawic¢

w postaci
> 2kt
olg) =) whxdgbu)i  xc="" k=0,....,5
k=0
dla pewnej funkcji w € T, znajdz funkcje wy,...,wy, ktére odpowiadajag

elementom ¢y,..., @4 bazy dualnej do fy,...,fs.



2. Niech
00 0 -2 1 -2
16 0 -1 1 6
A= 24 -8 1 -1}’ b= —1
-4 0 0 2 1 -2

a) Znajdz macierze P, L, R, Q, takie ze PAQT = LR, przy czym P i Q sa
macierzami permutacji, macierz L jest trojkatna dolna z jedynkami na
diagonali, a macierz R jest trojkatna goérna. Zastosuj w tym celu eliminacje
Gaussa z pelnym wyborem elementu gtéwnego, wykonywanym tak, aby
otrzymana macierz [ miata pod diagonalg wspélczynniki o jak najmniejszych
wartos$ciach bezwzglednych.

b) Wskaz jadro i obraz macierzy A, a nastepnie znajdz zbiér rozwigzan uktadu
réwnan liniowych Ax = b.

c) Cazy istnieje wektor ¢ € R?, taki ze uktad réwnan Ax = c jest sprzeczny?
Odpowied? uzasadnij w oparciu o stosowne twierdzenie.

. Niech ¢ =cos &, s = sin «, gdzie « jest ustalong liczbg wymierng. Oznaczmy

macierze
10 0 c s O
A=1]0 ¢ —s i B=|s —c 0
0 s ¢ 01

a) Czy grupa (z dzialaniem mnozenia macierzy) generowana przez macierze A i B
jest abelowa? Czy jest to grupa skonczona? Odpowiedzi uzasadnij.

b) Niech C = ABA. Oblicz wyznacznik macierzy C~'.
c) Udowodnij, ze cond, C = 1.

Wskazoéwka: moze w tym poméc obliczenie macierzy ATA.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 12%° 17 stycznia 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

. Niech
1 4 8 8 8
24 80 -8
A= 014 8|’ b 10
001 4 6

a) Znajdz macierze L, R, P, takie ze PA = LR oraz: L jest macierza tréjkatna
dolng ze wspdiczynnikami na diagonali réwnymi 1, macierz R jest trojkatna
gérna a P jest macierza permutacji dobrang tak, aby wartosci bezwzgledne
wspblczynnikéw macierzy L byly nie wigksze niz 1. Sprawdz wynik.

b) Korzystajac z rozktadu macierzy A na czynniki znalezione w poprzednim
punkcie rozwiaz uktad réwnan liniowych Ax = b. Sprawdz wynik.

c) Oblicz wskaznik uwarunkowania macierzy L w normie || - ||;.

. Niech V = lin{fy, f,, f3, f4}, gdzie fi(x) = e*, f2(x) = e, f3(x) = e, f4(x) = e

(przestrzen V jest czterowymiarowa).
Przeksztalcenie liniowe g: V — V jest okre§lone wzorem g(f) = f — f’.

a) Wyznacz macierz przeksztalcenia g w bazie F = [y, T3, f3, f4].
Okre$l wymiar i znajdZ dowolng baze obrazu przeksztalcenia g.

b) Znajdz baze przestrzeni ilorazowej V/ ker g.

C) Niech hy = f1 4+ f,, hy = f1 —f3, hy = f3+ f4, hy = 3 — f4.
Znajdz macierz przejscia od bazy F do H = [hy, hy, hs, hy] i za jej pomoca
macierz przeksztatcenia g w bazie H.

d) Czy uklad funkcjonaléw @, ..., @3, takich ze dla kazdego f € V @o(f) = (0),
@1(f) =f(0), @2(f) =f"(0) 1 @3(f) = {"”(0) rozpina przestrzer dualng do V?
Odpowiedz uzasadnij.

Wskazéwka: (e™) = ae™.



3. a) Macierz (ayj);; spelniajaca warunek a;; =0 dla i > j 4 1 nazywa si¢ (gbrnag)

macierzg Hessenberga. Przyktad takiej macierzy jest w zadaniu 1.

Oblicz koszt (w jednostkach OPMS) rozwigzywania metoda eliminacji Gaussa
ukladu réwnan liniowych Ax = b, w ktérym macierz A jest nieosobliwg
macierzg Hessenberga n x n.

b) Niech A, B € K™" i niech x € K", ||x||, =1 (symbol K oznacza ciato C lub R).

Czy znajac norme (indukowang przez norme p-ta) i wskaznik uwarunkowania
kazdej z macierzy A i B mozna poda¢ jakie§ wigksze niz 0 dolne oszacowanie
normy p-tej wektora ABx?
OdpowiedZ uzasadnij.
c) Czy algorytm obliczania normy drugiej wektora x € R™
s :=0;
for i := 1 to n do
S 1= S+ Xi*Xy;

return sqrt(s);
jest odporny na nadmiar zmiennopozycyjny? Jesli nie, to jak nalezaloby go
zmieni¢?
Jesli blad wzgledny wyniku obliczania pierwiastka kwadratowego w arytmetyce
zmiennopozycyjnej (funkcja sqrt) jest nie wiekszy niz cv (gdzie c jest
niewielkg stalg, a v = 2" — bledem reprezentacji) to czy algorytm podany
wyzej jest numerycznie poprawny? Czy mozna wykaza¢ numeryczng
poprawno$é¢ tego algorytmu ze statg kumulacji danych réwng 07

Odpowiedz uzasadnij na podstawie przeprowadzonej analizy btedéw zaokraglen.

Egzamin poprawkowy z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 4 marca 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunk: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

. Niech
2100 1
4210 3
A‘o4z1’ b_73
004 2 2

a) Znajdz macierze L, R, P, takie ze PA = LR oraz: L jest macierzg tréjkatng
dolng ze wspoélczynnikami na diagonali réwnymi 1, macierz R jest tréjkatna
gérna a P jest macierzg permutacji dobrang tak, aby wartosci bezwzgledne
wspbéiczynnikéw macierzy L byly nie wieksze niz 1. Sprawdz wynik.

Wskazéwka: Sprobuj zgadnaé wiasciwe uporzadkowanie wierszy macierzy A
przed przystapieniem do wyznaczania macierzy L i R.

b) Korzystajac z rozktadu macierzy A na czynniki znalezione w poprzednim
punkcie rozwigz ukiad réwnan liniowych Ax = b. Sprawdz wynik.

c) Oblicz wskaznik uwarunkowania macierzy L w normie || - |/.

. Niech V = R[x],. Przeksztalcenie liniowe g: V — V jest okreslone wzorem

g(f) = 2f —xf".

a) Wyznacz macierz przeksztalcenia g w bazie B = [(1 —x)?, 2x(1 —x),x?].
Okres]l wymiar i znajdz dowolng baze obrazu przeksztatcenia g.

b) Znajdz macierz przejscia od bazy potegowej [1,x,%x%] do bazy B i za jej pomoca
macierz przeksztalcenia g w bazie potegowe;j.

) Znajdz baze przestrzeni ilorazowej V/ ker g.

d) Czy uklad funkcjonaléw @, ..., @3, takich ze @o(f) = '(0), @(f) = '(1),
@2(f) = "(0), @3(f) =f"(1) dla kazdego f € V rozpina przestrzeri dualng do V?
Odpowiedz uzasadnij.



3. a) Macierz (ayj);; spelniajgca warunek a;; = 0 dla [i —j| > 1 nazywa sie¢
macierzg tréjdiagonalng. Przyklad takiej macierzy jest w zadaniu 1.

Oblicz koszt (w jednostkach OPMS) rozwigzywania metoda eliminacji Gaussa
z wyborem elementu gtdwnego w kolumnie uktadu réwnan liniowych Ax = b,
w ktérym macierz A jest nieosobliwg macierzg tréjdiagonalng n x n. Czy

w algorytmie bez wyboru elementu gléwnego wykonuje sie taka sama liczbe
dzialan zmiennopozycyjnych (mnozen, dzielen, dodawan i odejmowan)?

b) Wartosé w wyrazenia aox® + a;x?y + arxy? + azy> jest obliczana za pomoca
algorytmu, ktéry realizuje wzoér ((aox + ajy)x + ay?)x + aszy? przy uzyciu
mnozen i dodawani zmiennopozycyjnych.

Skonstruuj zaburzenia danych ay, ..., a; réwnowazne wytworzonym biedom
zaokragleri. Czy z postaci tych zaburzert wynika, ze algorytm ten jest
numerycznie poprawny?

¢) Znajdz wyrazenia opisujace wskazniki uwarunkowania zadania z poprzedniego
punktu dla danych ay,...,as.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 16 stycznia 2004.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

1. a) Funkcjonaty ¢; i @, okreslone w przestrzeni R[x]; (wielomianéw rzeczywistych
jednej zmiennej stopnia co najwyzej 3) wzorami
e1(w) =w(0) +w(1),  @2(w) =w'(0) +w'(1)
rozpinajg pewng podprzestrzen X przestrzeni (R[x]3)*.

Oblicz wymiar i skonstruuj lub wskaz (z odpowiednim uzasadnieniem) dowolng
baze przestrzeni ilorazowej (R[x]3)*/X.

b) Niech X bedzie ustalona podprzestrzenia liniowa przestrzeni V z okreslong
norma || - ||. Zbadaj (przeprowadzajac stosowny dowdd), czy funkcja f okreslona
wzorem

f(Ix]) = inf |jy||
yelx]

jest norma w przestrzeni ilorazowej V/X.

2. Niech
12 0 3
A=1]12 8 8 |, b= 2
0 8 32 —24

a) Rozwigz uklad réwnan liniowych Ax = b, dokonujgc rozkladu macierzy A na
czynniki tréjkatne za pomocg eliminacji Gaussa bez wyboru elementu
gléwnego. Sprawdz wynik.

b) Rozwiaz ten sam uklad réwnan dokonujac peilnego wyboru (z przestawianiem
wierszy i kolumn), tak aby minimalizowa¢ wspélczynniki otrzymanej macierzy
trojkatnej dolne;j.

c) Oblicz wskazniki uwarunkowania w normie pierwszej macierzy A oraz
znalezionych w punkcie a) czynnikéw tréjkatnych jej rozktadu.

3. Niech f: C[x]; — C[x]3 bedzie przeksztalceniem liniowym, takim ze jesli z = f(w),
to



a) Znajdz macierz przeksztalcenia f w bazie sprzezonej z baza przestrzeni (C[x]3)* Egzamin Z algebry liIliOWGj, I rok Inf.
sktadajacy si¢ z funkcjonatéw @, @1, @2, @3 okreslonych wzorami (Scisle tajne przed godz. 11%° 22 stycznia 2005.)

@ow) =w(l),  @1w) =w(i), @20w)=w(=1), @3(w)=w(-). Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tresé zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi
b) Znajdz macierz przeksztalcenia f w bazie potggowe;. (3 powotaniem si¢ na wlasciwe twierdzenia).
Uwaga: Jedli zastosowany sposéb rozwigzania zadania wymaga obliczenia Za kazdy podpunkt mozna otrzymaé od 0 do 10 punktéw.
odwrotnos$ci znalezionej wcze§niej macierzy np. A, to wynik mozna przedstawic

za pomocg odpowiedniego wzoru z symbolem A~ . . . ) . o
1. a) Oblicz wskaznik uwarunkowania zadania obliczania liczby x = a? — ab + b? ze

T . s e s
c) Cay istnieje liczba n > 0, taka e praeksatalcenie f" = M Jest wzgledu na dang a. Dla jakich danych zadanie to jest Zle uwarunkowane?

n
tozsamosciowe? OdpowiedZ uzasadnij bez préby wyznaczania n. b) Do rozwigzania zadania z punktu a) stuzy nastepujacy algorytm, realizowany
przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej o dokladnosci wzglednej v:

. Liczba x = a* — b* ma by¢ obliczona przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej. c—a—b

a) Oblicz wskazniki uwarunkowania tego zadania ze wzgledu na dane a, b. Dla ‘e 1(0 et(a-atb-b).

jakich danych to zadanie jest Zle uwarunkowane? 2

b) Zbadaj (poprzez skonstruowanie zaburzen odpowiadajacych wytworzonym Znajdz wyrazenie, ktérego wartosé bedzie otrzymanym wynikiem, przy
bledom zaokraglen i oszacowanie statych kumulacji), czy ponizsze algorytmy sa zalozeniu, ze w zadnym z dziatan nie wystapil nadmiar ani niedomiar oraz ze
numerycznie poprawne. mnozenie przez % jest wykonywane doktadnie.
Algorytm I: c) Na podstawie wynikéw z punktu b) zbadaj, czy istnieje oszacowanie biedu

wzglednego wyniku obliczonego przez algorytm podany w tym punkcie,
x:=((a-a+b-b) (a+b)) (a—b) niezalezne od danych a, b.
Algorytm IL: 2. Macierze X = [1,x,x%,°] 1 Y = [1, 1+ x, T+ x4+ 3x% 1T+ x4 3x* + 1x7]
GLi=a-a reprezentujg bazy przestrzeni R[x];.
by:=b-b; a) Wiedzac, ze macierz @ = [@o, @1, @2, @3], ktérej elementy sa funkcjonatami:
x = (ay+by) - (az — by); ) 1, 1,
Golw) = W(0), @1(w) =W'(0), a(w) = 3w (0), @sw) = 2w (0),

reprezentuje baze sprzezong z X, znajdZz macierz ¥ bazy sprzezonej z bazg Y.

b) Przeksztatcenie f: R[x]; — R[x]3 jest okreslone wzorem
(fw)) (x) = xw'(x) — w(x).

Znajdz macierze tego przeksztalcenia w bazach X iY.
Czy istnieje przeksztalcenie odwrotne do f? Odpowiedz uzasadnij.
c) Przeksztalcenie g: R[x]; — R[x]; jest okreslone wzorem

glw) =w".

Niech V = ker ¢g. Znajdz wymiar przestrzeni R[x]3/V i podaj jej dowolng
baze Z, oraz baze sprzezong z Z.



3. a) Wspblczynniki macierzy rzeczywistej n x n

by a,
az bz Co
A= :
Cn—1
Un  bn

sg podane w jednowymiarowych tablicach a, b, ¢, w taki sposéb, ze al[i] = a;
itd. Napisz czytelnie procedure o mozliwie niskim koszcie (w Pascalu, same
instrukcje), ktéra przy zatozeniu, ze macierz A jest diagonalnie dominujgca,
rozwigzuje uklad réwnan liniowych Ax = d (wspodlczynniki wektora prawej
strony d sg dane w tablicy d).
Napisz, jaka role dla tej procedury odgrywa zalozenie, ze macierz A jest
diagonalnie dominujaca.

b) Przyjmujac, ze koszt jednego dzielenia liczb jest rowny 10PMS, oblicz
(dokladnie) koszt wykonania procedury napisanej w punkcie a) w zaleznosci

od n.
c) Niech
64 16 16 64
16 68 16 —52
A= 16 68 15 |’ b= -1’
16 68 68

przy czym niezaznaczone wspoiczynniki sa réwne 0.
Znajdz czynniki L, R rozktadu tréjkatno-tréjkatnego rozktadu macierzy A
1 uzyj ich do rozwigzania uktadu Ax = b. Sprawdz wynik.
d) Oblicz wskaznik uwarunkowania w normie || - |; macierzy trojkatnej dolnej L
otrzymanej podczas rozwigzywania punktu c).

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 16%° 21 marca 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. Znajdz macierz A i wektor b, takie ze f(p) = Ap + b, jesli przeksztatcenie

afiniczne f: R — R? spetnia warunki

o=t le)=[o) A[2)-[3)

Czy przeksztalcenie f jest podobienstwem afinicznym? OdpowiedZ uzasadnij.

) =

. Sprawd?, czy macierz

1 0 1
0 4 -2
1 =2 1

jest dodatnio okre§lona, na dwa sposoby, a mianowicie
a) przez sprowadzenie do postaci kanonicznej,

b) na podstawie kryterium Sylvestra.

. Zapisz wielomian

p(x,y,2) = x>+ 3y? 4 1222 — dxy + 8xz — 12yz — 12x + 18y — 352+ 26

w postaci macierzowej, a nastepnie dokonaj zamiany zmiennych x, y, z na
zmienne x’, y’, z/, takie ze

x 120 x’ 0
yl|=|012 y |+ | -1
z 0 0 1 z' 1

Czy zbidér miejsc zerowych wielomianu p ma §rodek symetrii? Odpowiedz
uzasadnij.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 12%° 21 marca 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. Niech X, Yo, - - . , X, Yx € R? i niech para wektoréw (x;,y;) bedzie liniowo
niezalezna dla kazdego i € {0,...,k}. Przypusémy, ze
X0 = aXk + by,
Xip1 = aiXi + by dlaie{0,...,k—1},
Xi = ¢iXi11 — diYin dlaie{0,...,k—1},
Xk = CxXo — diYo.
Udowodnij, ze
3 3

[Tpee=]]a

i=0 i=0

Wskazéwka: Zastosuj wzory Cramera.

. a) Niech

4 1 3
! _|0 | =11 =10 =1 -1
Po = ) yP1= 0 y P2 = 3 ydo = ) y a1 = yd2 =

Znajdz (jesli istnieje) przeksztalcenie afiniczne f: R* — R3, takie ze f(p;) = g
dlai=0,1,2.

b) Udowodnij, ze jesli punkt p,, jest kombinacjg afiniczng punktéw po,...,Pn_1,
to istnieje k € {0,...,n — 1}, takie ze punkt py jest kombinacjg afiniczng
punktéw po,..., Pr_1, Pkily---, Pn-

Czy w takim przypadku kazdy z punktéw po,...,pn jest kombinacja afiniczng
pozostatych? Odpowiedz uzasadnij.

. Niech

plx,y,z) = 4x? +dxy +5y% +dyz + 22 — 1.

Zapisz wielomian p w postaci macierzowej, a nastepnie sprowadz réwnanie
p(x,y,z) = 0 do postaci kanonicznej i podaj nazwe zbioru rozwigzan tego
réwnania w R>,

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 12%° 2 kwietnia 2004.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. a) Zapisz réwnanie

X2 +4y? 4+ 922+ 4xy + 6xz+ 12yz+ 2x + 4y + 62 =0

w postaci macierzowej. Znajdz zbiér Srodkéw symetrii jego zbioru rozwigzan.

b) Zidentyfikuj (tj. podaj nazwe) zbioru rozwigzan tego réwnania.
Czy jest to mozliwe bez przeksztalcenia réwnania do postaci kanonicznej?
Odpowiedz uzasadnij.

. a) Macierz A = A" = IR jest iloczynem macierzy tréjkatnej dolnej L z jedynkami

na diagonali i macierzy tréjkatnej gérnej R. Udowodnij (powolujac si¢ na
twierdzenie Sylvestra), ze macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie wspétczynniki na diagonali macierzy R sg dodatnimi liczbami
rzeczywistymi.

b) Korzystajac z powyzszego stwierdzenia zbadaj, czy macierz

Ble lm NI=
Gll= A= Wl=

jest ujemnie okreslona.

. Niech

o) we[e) wefi) o[

a) Znajdz wspoélirzedne barycentryczne punktu p w ukladzie okreslonym przez
punkty po, p1, P2

b) Znajdz reprezentacje przeksztalcenia afinicznego f, takiego ze f(po) = p1,
f(p1) = p21f(p2) = po- Czy przeksztalcenie to jest réznowartosciowe?
OdpowiedZ uzasadnij.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14'% 22 marca 2005.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. a) Forma kwadratowa @ w przestrzeni R[x], jest zdefiniowana wzorem

1
o) = L fx)F(—x)plx) dx,

w ktoérym p oznacza pewng ustalong funkcje ciggly. Korzystajac z formuty
polaryzacyjnej znajdz wzér opisujacy forme dwuliniowg ¢, taky ze dla kazdego
f € R[x], zachodzi réwnosé¢ @ (f) = o(f,f).

b) Przy zalozeniu, ze forma @ jest okre§lona w sposéb podany w punkcie a)
przy uzyciu funkcji p(x) = x, znajdz macierz tej formy w bazie potegowej.
Czy forma @ jest okreslona i jesli tak, to w jaki sposéb? OdpowiedZ uzasadnij.

. a) Podane nizej punkty

1 0 0 0 1 2 1 2
-2, 11,10, 10f, 10|, [T |,]2],]2
4 -2 1 0 0 0 3 3

sg oznaczone odpowiednio symbolami po, P1, P2, P3, do, d1, 42, 43-
Znajdz macierz A € R>® i wektor t € R, takie ze przeksztalcenie afiniczne f
okreslone wzorem f(p) = Ap + t przeksztalca punkt p; na q; dlai=0,...,3.

b) Poslugujac sie metodg eliminacji Gaussa oblicz wyznacznik macierzy A.
Czy znajac wartos$¢ tego wyznacznika mozna stwierdzié, czy przeksztalcenie f jest
réznowartosciowe? OdpowiedZ uzasadnij.

. Niech p(x,y,z) = x>+ 2y% + 22 — 2xy + 2xz — dyz + 2x — 2y + 2z.
Zapisz réwnanie p(x,y,z) = 0 w postaci macierzowej.
Nastepnie znajdz posta¢ afiniczng kanoniczng tego réwnania i podaj nazwe
zbioru rozwiazan tego réownania w przestrzeni R3.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 16%° 9 maja 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

x

. Podprzestrzeri V C R jest zbiorem wektoréow y |, ktérych wspotrzedne

z
spelniajg réwnanie 2x — 2y +z = 0.
0
Niech x = | 0 |. ZnajdZ obraz wektora x

1
a) w rzucie prostopadlym na podprzestrzen V,
b)

¢) w odbiciu symetrycznym wzgledem podprzestrzeni V,

w rzucie prostopadlym na podprzestrzen prostopadig do V,

d) w odbiciu symetrycznym wzgledem podprzestrzeni prostopadtej do V.

. Znajdz baze ortogonalng w sensie iloczynu skalarnego

1
(o) = | flaldx

przestrzeni R([x]3, stosujac procedure ortogonalizacji Grama-Schmidta i przyjmujac
za punkt wyjscia baze {x3,x?,x, 1}, uporzadkowana wtagnie w ten sposéb.

. Metodg odbi¢ Householdera dokonaj rozktadu ortogonalno-tréjkatnego macierzy

1 =8

—1 0
A= -1 =15 |’

-1 =27

przy czym macierz ortogonalng, ktéra jest czynnikiem w tym rozktadzie
przedstaw tylko za pomocg wektoré6w normalnych hiperptaszczyzn odbié.
Nastepnie rozwigz liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla uktadu réwnan
—21
-29

19

25

Ax =b, w ktérym b =



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 12° 9 maja 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. Wzér

2
o(f,g) = ) Kkf(k)g(k)

k=—1

okresla forme dwuliniowg ¢ w przestrzeni a) R[x]o, b) R[x]q, ¢) R[x],.
Sprawdz, dla kazdej z tych przestrzeni, czy to jest iloczyn skalarny.

Wskazowka: Do znalezienia odpowiedzi uzyj kryterium Sylvestra.

. a) Metodg ortogonalizacji Grama-Schmidta znajdz macierze Q i R, takie ze

S~ Ao

13
QR=A=|[23
13

a ponadto kolumny macierzy Q sa do siebie prostopadle (w sensie iloczynu
skalarnego (x,y) = y'x), za§ macierz R jest tréjkatna gérna, o wspélczynnikach
diagonalnych réwnych 1. SprawdZ otrzymany wynik.

b) Na podstawie ktérej macierzy, Q czy R, speiniajacych warunki podane
w punkcie a), nie znajac macierzy A i drugiego czynnika jej rozktadu, mozna by
obliczy¢ objetosé réwnolegloscianu, ktérego krawedzie majg kierunki i dlugosci
wektoréw — kolumn macierzy A? W jaki sposéb mozna to zrobié¢?
OdpowiedZ uzasadnij.

. Przeksztal¢ za pomoca odbi¢ Householdera uktad réwnan liniowych Ax = b, gdzie

1 0 10

1 -3 0
A_1o‘b_o’

1 -3 0

w taki sposéb, aby otrzymaé uklad z macierzg tréjkatng, ktéry ma to samo
rozwigzanie liniowego zadania najmniejszych kwadratéw.

Zapisz wektory reprezentujace zastosowane odbicia. Nastepnie rozwigz to zadanie
i oblicz norme residuum uktadu dla znalezionego rozwigzania.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 12%° 7 maja 2004.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie miat staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. Iloczyn skalarny w przestrzeni R® dany jest wzorem {(x,y) =y"x. Niech

2 0 1
Vv = 2 , V2= 1 , V3= -1
1 -2 0

a) Znajdz obraz wektora v; w odbiciu symetrycznym wzgledem podprzestrzeni
rozpigtej przez wektory v, i vs.

b) Niech dla k > 3 v oznacza obraz wektora vi_; w odbiciu symetrycznym
wzgledem podprzestrzeni rozpietej przez wektory vy, i vi_;. Oblicz objetosé
réwnolegloscianu

{tivio + tavin + tavia: t,t2,t3 € [0, 1] 1.

Podaj uzasadnienie uzytego sposobu rozwigzania.

. Niech V oznacza przestrzen lin{x, x?, x3} z iloczynem skalarnym

1
(f,9) = L f(x)g(x) dx.

a) Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta znajdz baze ortogonalng przestrzeni V.

3

b) Znajdz obraz wielomianu x> w rzucie prostopadtym na podprzestrzen lin{x, x?}.

. Ponizsza tabela zawiera wyniki pomiaréw wartosci pewnej funkcji:

1
fx)| =7 | 5| 2| 14

Znajdz wspbétczynniki ay, a; wielomianu w(x) = ao + a;(x? —4), ktéry najlepiej
(w sensie najmniejszych kwadratéw) pasuje do tych danych. Odpowiednie liniowe
zadanie najmniejszych kwadratéw rozwigz metoda odbi¢ Householdera.
Wskazéwka: W utworzonym uktadzie réwnan zachowaj kolejno$¢ punktow
pomiarowych.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 10 maja 2005.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania rozwigzan
zasadnicze znaczenie bedzie mial staranny komentarz do wszystkich wykonanych
rachunkéw. Za kazde zadanie mozna dosta¢ od 0 do 10 punktéw.

. Niech
1 1 1 1
1o 0 -1 0
Po = 2 , P1= ) y P2= -1 y P3= 0
2 2 1 1

Oblicz objetos¢ czworoscianu pop1P2P3, Oraz sume pol jego Scian, przy zalozeniu,
ze iloczyn skalarny dany jest wzorem (x,y) = y'x.

. lloczyn skalarny w przestrzeni R[x], dany jest wzorem

1
(f.9) = | s ax

Niech fo(x) = (1 —x)?, f1(x) = x(1 —x), f2(x) = %%

a) Znajdz baze ortogonalna, stosujac procedure ortogonalizacji Grama-Schmidta

do bazy [fy, f1, f2].

b) Znajdz obrazy wektora (wielomianu) f, w rzucie prostopadtym na

podprzestrzen lin{f,, f1} oraz w odbiciu symetrycznym wzgledem tej

podprzestrzeni.

Wskazdwka: f(]) X1 —x)kdx = (nj:ﬂim.

. Przestrzen V jest sumg prosta swoich podprzestrzeni U i W. Udowodnij, ze jesli
funkcje @: U x U — K oraz {: W x W — K sg iloczynami skalarnymi
w odpowiednich podprzestrzeniach, to funkcja 6: V x V — K okreslona wzorem

Vi xeelUyr waew 8(X1 + Y1, X2 +Y2) = @(x1,%x2) + 1P (y1,Y2)

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni V.

Czy zamiast zalozenia, ze V jest suma prosta podprzestrzeni U i W mozna
przyjaé, ze przestrzen V jest sumg algebraiczng tych podprzestrzeni?
Odpowiedz uzasadnij.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 83° 5 czerwca 2002.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

1. Zbiér A C R?, ktéry jest zbiorem wszystkich kombinacji afinicznych punktéw

Po P11 = P2=

#UT‘N-—‘
wr\in
N = AW
N G g W

jest podprzestrzenia afiniczna.

a) Znajdz wymiar i baze afiniczng tej podprzestrzeni.
b) Zbadaj, czy zbiér wszystkich kombinacji wypuklych punktéw po, p1, P2, P3
jest sympleksem.

Wskazdéwka: Mozesz zbadaé, czy istnieje baza afiniczna zlozona z niektérych
sposréd podanych punktéw, taka ze wszystkie pozostale punkty sg
kombinacjami wypuklymi elementéw tej bazy.
Uzasadnij poprawno$¢ uzytej metody rozwigzania.
c) Przy zalozeniu, ze dlugos¢ wektora swobodnego jest réwna jego normie drugiej,
0

od podprzestrzeni A.

o o

oblicz odlegtos¢ punktu q =

o

2

2. W przestrzeni V = lin{T1, x, x*, X—L} przyjmujemy iloczyn skalarny okreslony wzorem

2
(f,g9) = L f(x)g(x) dx.

a) Znajdz baze ortogonalng podprzestrzeni U = lin{T, %} C V.
b) Wyznacz obraz p funkcji f: f(x) = x?
podprzestrzen U.

w rzucie prostopadlym na

c) Oblicz kat niezorientowany miedzy wektorami (funkcjami) f i p z poprzedniego
punktu.



3. Niech

w(x,yu,z) = 12y* + 1522 4 24xy — 12xz — 36yz + 9.

a) Znajdz macierz A, wektor b i liczbe c, takie ze w(x,y,z) = vIAv+2bTv +c,
gdzie v = [x,y,z]".

Zapisz réwnanie w(x,y,z) = 0 w macierzowej postaci jednorodnej.

b) Wiedzac, ze jedng z podprzestrzeni wlasnych macierzy A jest lin{ 2|}
-2

znajdz pozostale podprzestrzenie wiasne i wszystkie wartosci wlasne
macierzy A.

) Znajdz kanoniczng posta¢ izometryczng réwnania w(x,y,z) = 0.
Podaj nazwe powierzchni, ktéra jest zbiorem rozwigzan tego réwnania.
Podaj posta¢ kanoniczng réwnania w(x,y,z) = 0, przy zalozeniu, ze dowolne
kongruencje (nie tylko izometryczne) sa dopuszczalne w przejsciu do tej postaci.

d) Sprawds, czy forma kwadratowa ®(v) = v'Av jest okre§lona (dodatnio,
nieujemnie, niedodatnio lub ujemnie) i opisz, czym jest zbiér wektoréw
izotropowych tej formy.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 9%° 26 maja 2003.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

1. a) Niech

Przypusémy, ze punkt q; ma w uktadzie odniesienia punktéw po, p1, P2
wspblirzedne barycentryczne 1, 1, —1, a punkt ¢, ma wspélrzedne
barycentryczne —1, 0, 2.
Przy zalozeniu, ze iloczyn skalarny jest okreslony wzorem (x,Yy) =y "x oblicz
dlugosé odcinka q1q3.

b) Przypusémy, ze punkty po,...,pn € R"™ sg w polozeniu ogélnym.
Udowodnij, ze przeksztalcenie afiniczne f: R™ — R™ jest izometrig
(w sensie metryki okreslonej przez norme drugg) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego 1,j € {0,...,n} zachodzi réwnos¢ ||f(pi) — f(p;)ll2 = [|Pi — Pjll2-
Mozesz przyjaé zalozenie upraszczajace (w ogblnosci zbedne), ze wektory
Vi=P1—Po--.,Vn = Pn — Po 53 parami prostopadte.

2. a) Baza przestrzeni rzeczywistej V sklada sie z wektoréw x, y, z. O formie

kwadratowej @ w tej przestrzeni wiadomo, ze @ (x) = O(y) = P(z) =1,
Ox+y)=0y+z)=4, Ox+2z)=2
Zbadaj, czy forma ta jest dodatnio okreslona.

b) Znajd# zbiér wszystkich wektoréw izotropowych formy kwadratowej w R,
ktorej macierz (w bazie eq, ez, e3) jest réwna



3. Rozpatrujemy przestrzen V = R[x]3 z iloczynem skalarnym

1
(fi9) = | fxiglx)ax.

a) Wiedzac, ze wielomiany 1, x, x2

— % sg parami prostopadtle oblicz wspoélczynniki
funkcji f, ktéra jest obrazem funkcji x> w rzucie prostopadlym na

podprzestrzen R[x], przestrzeni V.

b) Oblicz odlegtoéé funkeji x> od podprzestrzeni Rlx],.

c) Oblicz miare kata miedzy funkcjg x> i jej obrazem w rzucie rozpatrywanym
w punkcie a).
Czy miara kata miedzy dowolnym wektorem x i jego obrazem w rzucie
prostopadtym na dowolng podprzestrzen moze by¢ wigksza niz 57 Odpowiedz
uzasadnij.

4. Niech w(x,y,z) = 5x% + 36y? + 29z% — 24yz — 5.

a) Zapisz réwnanie w(x,y,z) = 0 w postaci macierzowej i w jednorodnej postaci
macierzowe;j.

b) Znajdz wszystkie wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy formy
kwadratowej wystepujacej w macierzowym zapisie powyzszego réwnania.

c) Korzystajac z wynikéw otrzymanych w punkcie poprzednim sprowadz to
réwnanie do postaci izometrycznej kanonicznej i napisz, czym jest zbiér jego
rozwigzan w R>.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 28 maja 2004.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

. Niech
9 1 9 2
po=|3], pi=1|1], p2=| 3|, ps=| 5
2 0 8 10

a) Oblicz objetos¢ czworoscianu, ktérego wierzchotkami sg punkty po, p1, P2, P3-
b) Oblicz odlegloé¢ punktu py od plaszczyzny, w ktérej leza punkty py, pa, P3 (t].
odlegtos$¢ punktu py od polozonego najblizej niego punktu tej plaszczyzny).

c) Oblicz odleglos¢ punktu py od prostej, na ktorej leza punkty pq, pa.

. Niech
5 0 -1 0
0 5 0 -1
A= 1 0o 3 0
0 1 0 3

a) Znajdz wszystkie wartosci wlasne tej macierzy oraz ich krotnosci algebraiczne
i geometryczne.

b) Znajdz podprzestrzenie wlasne macierzy A (tj. wyznacz dowolne bazy tych
podprzestrzeni).

. Niech!

3
o(f,9) :J xf(x)glx) dx.

a) W przestrzeni R[x]; forma dwuliniowa ¢ jest iloczynem skalarnym. Oblicz
cosinus kata miedzy wektorami 1 i x w sensie tego iloczynu.

b) Zbadaj, czy w przestrzeni R([x]|; forma ¢ jest iloczynem skalarnym.

W zadaniu przedstawionym na egzaminie 28 maja 2004 gérna granica catkowania byta réwna 2,
przez co pierwszy punkt zadania zawieral nieprawdziwe stwierdzenie (jakie?).



4. Niech
w(x,u,z) =5x? —6xy + 5y2 + 22 — 4.

a) Przedstaw réwnanie w(x,y,z) = 0 w postaci macierzowej, a nastepnie sprowadz
je do postaci izometrycznej kanonicznej i podaj nazwe zbioru rozwigzan.

b) Oblicz wskaznik uwarunkowania w normie drugiej macierzy wystepujacej
w macierzowe]j postaci réwnania w(x,y,z) = 0.

c) Oszacuj (z goéry) wskaznik uwarunkowania w normie drugiej tej macierzy na
podstawie twierdzenia Gerszgorina. Spelnienie jakiego warunku przez macierz
umozliwia szacowanie wskaznika uwarunkowania na podstawie tego
twierdzenia?

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 30 maja 2005.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunki: bedg poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powotaniem sie na wlasciwe twierdzenia).

Za kazdy podpunkt mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

. Niech
g K
1 1 2
A= 1 01’ b= —1
1 -3 -2

a) Metoda odbi¢ Householdera dokonaj rozktadu ortogonalno-tréjkatnego
macierzy A, przedstawiajgc czynnik ortogonalny za pomocg wektoréow
normalnych hiperptlaszczyzn kolejnych odbié.

b) Rozwiaz liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla ukladu Ax = b za
pomocg wynikéw z punktu a), a nastepnie oblicz norme drugg wektora
residuum.

c) Napisz uklad réwnan normalnych dla liniowego zadania najmniejszych
kwadratéw zwigzanego z uktadem réwnan Ax = b.

Wyjasnij (tj. sformutuj odpowiednie twierdzenie) zwiazek uktadu réwnan

normalnych z liniowym zadaniem najmniejszych kwadratéw w ogdlnym
przypadku.

. a) Punkty py, ..., px W n-wymiarowej przestrzeni afinicznej euklidesowej sa

w polozeniu ogdlnym. Podaj (z uzasadnieniem) sposéb obliczenia odleglosci
punktu q tej przestrzeni od podprzestrzeni, ktorej baza jest zbiér punktow
Poy- -+ Pk

b) Podaj wzory umozliwiajace obliczanie wspoiczynnikéw dowolnego wektora y
w przestrzeni liniowej euklidesowej V w bazie X = [x,...,Xx] (przy zalozeniu,
ze baza sprzezona z X nie jest znana), jesli baza X jest
e dowolna,

e ortogonalna,
e ortonormalna.

c) Udowodnij, ze jesli zbiér wektoréw izotropowych formy kwadratowej @ jest

podprzestrzenig liniowa, to forma ta jest nieujemnie lub niedodatnio okreélona.

Wskazdéwka. Powolaj sie na twierdzenie Sylvestra.



3. Niech

01 000
21 000
A=]100 503
00 020
00 =200

a) Narysuj kota Gerszgorina macierzy A.

b) Znajdz wszystkie wartosci wiasne macierzy A i zbadaj ich krotnosci
algebraiczne i geometryczne.

c) Znajdz baze przestrzeni wlasnej macierzy A, przynaleznej do wartosci wiasnej
o najmniejszej wartodci bezwzglednej.

d) Podaj z uzasadnieniem odpowiedzi na pytania:
e Czy macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej?
e Czy istnieje baza ortogonalna (w sensie iloczynu skalarnego (x,y) o y'x)
przestrzeni R> zlozona z wektoréw wiasnych macierzy A?
e Czy istnieje taki iloczyn skalarny w R>, ze istnieje baza ortogonalna
przestrzeni R® w sensie tego iloczynu ztozona z wektoréw wiasnych macierzy A?



1.1

Dgzialania

Def. Funkcje f: X; X --- x X;;, — X nazywamy dzialaniem n-argumentowym.

Def. Dzialaniem wewnetrznym n-argumentowym w zbiorze X nazywamy dowolng

funkcje
f: Xx-oxX— X,
—_——

n

Zbiory Xy, ..., Xn, X w definicji dzialania mogg by¢ rézne, ale nie muszg.

Tak wiec dzialanie wewnetrzne jest to szczegblny przypadek dziatania w sensie tej
ogoélniejszej definicji, dla X; = --- = X,, = X. Slowo ,dziatanie” bywa tez stosowane
(niezbyt §cisle) na okreslenie funkcji nie objetych tymi definicjami.

Przyklad: Dzielenie liczb nie jest dziataniem w zbiorze liczb catkowitych
dodatnich, Z,, bo nie dla kazdej pary takich liczb istnieje liczba catkowita
dodatnia, ktéra jest ich ilorazem. Dlatego poprawniej byloby méwié o ,joperacji”
odwrotnej do mnozenia.

Dzielenie nie jest tez dzialaniem wewnegtrznym w zbiorze liczb wymiernych @, bo
nie mozemy dzielié¢ przez 0. Jest to jednak dziatanie Q x Q \ {0} — Q.

Notacja: Mozna pisa¢ f(x1,...,xn), a-b, ¢, sinx, /x itd.
Sposéb zapisu jest kwestig wygody.

Réwnosci 1 rdbwnania

Wyrazeniem nazywamy dowolny symbol obiektu (elementu ustalonego zbioru albo
zmiennej) lub poprawny (tj. zgodny z definicjami dziatan) opis obiektu za pomocg
innych wyrazen i dzialan na nich. Je§li w wyrazeniu nie wystepujg zmienne, to
mamy jednoznacznie okre§long warto§¢ wyrazenia, czyli element odpowiedniego

zbioru. W przeciwnym razie wyrazenie opisuje nam pewng funkcje —
podstawiajac w miejsce wszystkich zmiennych konkretne obiekty (argumenty)
otrzymamy wyrazenie, ktére opisuje jeden konkretny obiekt (bedacy wartoscig
funkcji). Z kazdg zmienng jest zwigzany zbidr (jeden ze zbioréw Xy, ..., X,),
ktoérego elementy wolno podstawiaé w jej miejsce.

Dwa wyrazenia mogg opisywac ten sam obiekt lub rézne obiekty. Zdanie
,2Wyrazenie, = wyrazenie,” oznacza stwierdzenie, ze wartoscig obu wyrazen jest
ten sam obiekt. Takie zdanie nazywamy réwno$cig wyrazen.

1.2

Uwaga: Nie nalezy miesza¢ symbolu réwnosci, ,,=", z symbolem réwnosci
przyblizonej, ,,~”, ktéry oznacza, ze wartodci wyrazen réznig si¢ dostatecznie mato
(cokolwiek to znaczy). Pierwszy symbol nalezy do algebry, a drugi do analizy.

Do algebry nalezy natomiast symbol nieréwnosci ,,#".

Jesli wyrazenia zawierajg zmienne, to ich réwno$é jest stwierdzeniem, ze
niezaleznie od tego, jakie obiekty podstawimy w miejsce zmiennych (mozna tez
méwié ,jakie warto$ci nadamy zmiennym”), oba wyrazenia bedg opisywaé ten sam
obiekt. Réwnoscig tego typu jest np. zdanie

(a+b)>=a’*+2ab+b* dlaa,beR.

Jesli natomiast mamy za zadanie znalezienie obiektéw, ktére podstawione
w miejsce zmiennych dadzg nam zdanie prawdziwe (np. ,znajdz wszystkie
liczby x, takie ze x* + 1 = 07), to méwimy o réwnaniu. Zbiér rozwigzan réwnania

(czyli obiektéw, ktére podstawiwszy otrzymamy zdanie prawdziwe stwierdzajace
réwnosé otrzymanych wyrazen) moze by¢ pusty i wtedy méwimy, ze jest ono
sprzeczne (cokolwiek podstawimy w miejsce zmiennych, zdanie stwierdzajace
réwnos$é wyrazen bedzie falszywe), ale uwaga: sprzecznos$¢ réwnania zalezy od
zbioru, w ktérym szukamy rozwigzan. Zbiér liczb dodatnich x spelniajgcych
réwnanie x + 1 = 0 jest pusty, ale w zbiorze liczb catkowitych rozwigzanie istnieje.

Struktury algebraiczne

Def. Struktura algebraiczna jest to pewien uktad zbioréw Xi,..., Xy, w ktérych sg

okre§lone pewne dziatania fy,..., fm (f5: Xj, X -+ x X5, = X;j,,,) oraz wyréznione

pewne elementy tych zbioréw.

W szczegdlnosci struktura algebraiczna moze by¢ jednym zbiorem X, w ktérym sg
okreslone pewne dzialania fy,...,f,, 1 wyr6znione pewne elementy xi,...,x, € X.

Konkretng klase struktur algebraicznych (np. grupy, ciala) definiuje sie podajac
odpowiednie aksjomaty opisujgce warunki spelnione przez dziatania.

Na podstawie aksjomatéw mozna dowodzi¢ twierdzenia orzekajace o kazdej takiej
strukturze.

Majac konkretny uklad zbioréw z dzialaniami mozemy sprawdzic, czy sg
spelnione aksjomaty (i w szczegélnosci, czy istnieja opisane przez nie elementy
wyrdznione). Jesli to sie uda, to mozemy do tego zbioru z dzialaniami stosowaé
wszystkie twierdzenia, ktore pasuja.
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Grupy

Def. Grupa nazywamy niepusty zbiér X, w ktérym jest okreslone dziatanie
dwuargumentowe ,,©” i element wyrdzniony e, takie ze

G.1: Dgzialanie ,¢” jest lgczne, tj.
Vxyzex (xoy)oz=xo(yoz)

Mozemy wiec pisaé x ¢y ¢ z, co pozostaje jednoznaczne.

G.2: Element e jest neutralnym elementem dzialania ,¢”:

Viex €0X =X0e =X.

G.3: Dla kazdego x € X istnieje element prawostronnie odwrotny (albo przeciwny):

Viex dyex x 0y =e.

Jesli dodatkowo spelniony jest warunek
G.4: Viyex X0y =y oX, czyli dziatanie ,,0" jest przemienne,

to grupa (X, ¢, e) nazywa sie grupa abelowa.

Twierdzenie: Element prawostronnie odwrotny x’ dowolnego elementu x w grupie
jest tylko jeden. Element ten jest takze elementem lewostronnie odwrotnym
elementu x.

Dowéd: Niech x € X. Na mocy G.3 istniejg y,z € X, takie ze xoy =yoz =e.
Wtedy

z=eoz=(xoy)oz=xo(yoz)=xoe=x. O

T T T T T
G2 G3 G.1 G3 G2

Mozemy wiec méwié o elemencie odwrotnym do x, bez precyzowania strony.

Twierdzenie (prawostronne prawo skresleri): Jesli zbiér X z dziataniem ,o” jest
grupa, to

Vx,y,zEX (XQZ =y OZ) = (X :y)

1.4
Dowéd: Zalézmy, ze x ¢z =y ¢ z. Oznaczmy element odwrotny do z symbolem z'.
Wtedy
x=x0e=x0(zoz)=(x0z)oz' =(yoz)oz' =yo(z0oz')=yoe=y. O

T T T T T T T
G2 G3 G.1 zalozenie G.1 G3 G2

Latwo jest tez dowie§¢ lewostronnego prawa skreslen,

vx,y,zGX (Xoy :XOZ) = (y = Z))

ale tymczasem si¢ powstrzymamy.

Uwaga: Dla tej samej klasy struktur algebraicznych mozna przyjmowac rézne
uktady aksjomatéw. Na przyklad mogliby$my sformulowaé G.3 w bardziej
symetryczny sposéb:

G.3": Vyex Jyex X0y =yox=e.

Wszystko zalezy od tego, kto to robi i w jakim celu (mozna dazy¢ do symetrii,
albo poszukiwaé najstabszych warunkéw, z ktérych wynika cata reszta).

O dzialaniu w grupie najczesciej myslimy jak o mnozeniu (méwimy wtedy:

grupa multiplikatywna) i piszemy a - b lub ab zamiast a ¢ b. Element odwrotny
1

do x oznaczamy wtedy symbolem x ', co pasuje do notacji potegowe;j:

Xooox =X (w szczegdlnosci x° = e.)

Mozemy tez uzna¢ dziatanie za dodawanie (wtedy jest grupa addytywna —
piszemy a + b). Element przeciwny (czyli odwrotny w poprzedniej terminologii)
do x oznaczamy symbolem —x. Mamy wtedy tez notacje mnozenia elementu przez
liczbe catkowitg

ozn.

x4 xEnx (w szczegblnosci 0 - x = e.)
——

n

Przyktady grup:

Zbiér liczb catkowitych Z, z dzialaniem ,,+” (dodawaniem) i elementem
neutralnym 0.

Zbior réznych od 0 liczb rzeczywistych, R\{0}, z dzialaniem ,,” (mnozeniem)
i elementem neutralnym 1.
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Zbiér obrotéw plaszczyzny wokéd! ustalonego punktu, o wielokrotnosci ustalonego
kata o. Dzialaniem jest ztozenie obrotéw, a elementem neutralnym obrét o kat 0.

Zbiér permutacji; permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy dowolng funkcje

réznowarto$ciowsg, ktorej dziedzing i zbiorem wartosci jest zbiér {1,2,...,n}.
Dzialaniem w tej grupie jest zlozenie funkcji, a elementem neutralnym jest
funkcja identycznosciowa. Grupe te oznaczamy symbolem S,,.

Potgrupy

Def. Pélgrupg nazywamy zbiér X, w ktérym jest okreslone dzialanie
dwuargumentowe ,,0”, ktore jest taczne (zobacz aksjomat G.1).

Przvklady péigrup:

Kazda grupa jest pélgrupa.
Zbiér liczb naturalnych, N ={0,1,2,...} z dzialaniem mnozenia.

Zbiér napisébw, czyli skoiczonych ciggéw symboli ustalonego alfabetu

V ={ay,...,a,}. Pélgrupe otrzymamy przyjmujac za dzialanie konkatenacje, tj.
polaczenie dwéch napiséw w jeden. W poédlgrupie tej mamy element neutralny —
napis pusty.

Pierscienie

Def. Pierscieniem nazywamy zbiér X, w ktérym sg okre§lone dwa dziatania:
dodawanie (,,1”) i mnozenie (,,-”), spelniajace nastepujace warunki:

P.1: Zbiér X z dzialaniem dodawania jest grupg abelowsg (jej element neutralny
oznaczamy symbolem ,,0”, czyli zero).

P.2: Zbiér X z dzialaniem mnozenia jest péigrupa.

Element neutralny tej pétgrupy, jesl: istnieje, nazywamy jedynka i oznaczamy
symbolem ,,1”. Mamy wtedy pierécieri z jedynka.

P.3: Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:

Vabeex (a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab+ac.

Twierdzenie: Jesli (X, +,-,0) jest pierscieniem, to Voex a-0=0=0"- a.
Dowéd: a-04+0=a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.

1.6

Na podstawie lewostronnego prawa skreslen 0 = a - 0.
Dowdd, ze 0 - a = 0 jest podobny. O

Przyklady pierécieni:

Zbior liczb catkowitych 7Z, ze ,zwyklym” dodawaniem i mnozeniem, oraz
elementami wyréznionymi — liczbami 0 i 1.

Zbior R[x] wielomianéw jednej zmiennej (oznaczonej symbolem x). Element
neutralny dodawania to wielomian zerowy.

Ciala

Def. Cialem nazywamy zbiér X z dwoma dzialaniami (dodawaniem i mnozeniem),
taki ze

C.1: Zbiér X z dzialaniem dodawania jest grupg abelowg (element neutralny — 0),
C.2: Zbiér X\{0} z dzialaniem mnozenia jest grupg (element neutralny — 1),

C.3: Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania (zobacz aksjomat P.3).

Jak wida¢, kazde cialo ma co najmniej dwa elementy, 0 i 1, i jest pierScieniem
z jedynka (uwaga: w pierScieniu jest mozliwe 0 = 1; w ciele jest to wykluczone).
Jesli grupa multiplikatywna ciala jest abelowa, to mamy cialo przemienne,

a w przeciwnym razie cialo nieprzemienne (w tym wykladzie nie bedzie o nich
mowy).

Przyklady cial:

Zbioér liczb wymiernych Q, rzeczywistych R, albo zespolonych C.
Zbiér funkcji wymiernych; majg one postaé f(x) = %’ gdzie wi i w; to

wielomiany zmiennej x.

Podstruktury

Def. Niech (X, ¢, e) bedzie grupg. Zbiér A C X, taki ze e € A oraz (A,o,e) jest
grupa, nazywamy podgrupg grupy X.

Twierdzenie: Warunek a,b € A = ab™' € A (stosujemy notacje multiplikatywna)
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym tego, aby niepusty zbiér A C X byt
podgrupga grupy X.
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Dowéd: Sprawdzamy aksjomat G.2:
acA=aa'=ecA.

Sprawdzamy G.3:

1

aeA=>eacA=ea'=a' €A

Pozostaje sprawdzié, czy zbiér A jest zamkniety ze wzgledu na dzialanie grupy X,
poniewaz dzialanie to po obcieciu do zbioru A pozostaje oczywiscie taczne. Zatem,

abeA=abb'ceA=alb ) '=abeA O

Pojecia podpierécienia i podciata definiuje sie analogicznie — jest to odpowiednio
podzbiér ustalonego pierscienia lub ciata, ktéry jest pierScieniem lub ciatem

z tymi samymi dziataniami i elementami wyréznionymi. Na przyktad, cialo liczb
wymiernych QQ jest podciatem ciata liczb rzeczywistych R.

Liczby zespolone

Def. Liczbg zespolong nazywamy pare uporzadkowang (a,b) liczb rzeczywistych.
Liczba a nazywa sie czeicig rzeczywista, a liczba b — czedcig urojong liczby
zespolonej z = (a, b).

Oznaczamy je symbolami a = Rez, b =Imz.

Zbiér liczb zespolonych oznaczamy literg C.

Def. Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych okre$la si¢ wedtug wzoréow

(a1, b1) + (az,bz) = (a; + az, by + by),
(ar,b1) - (az,b2) = (ayaz — bibz, a1bz + bray).

Twierdzenie: Zbiér C z okres$lonymi wyzej dziataniami jest cialem.

Element neutralny dodawania to (0,0), a mnozenia (1,0).

Szkic dowodu: 1. Nalezy sprawdzié, ze (C, +, (0,0)) jest grupa abelowsg, na
podstawie wlasnosci dodawania liczb rzeczywistych,

2. Nalezy sprawdzi¢, ze (C\{(0,0)},-,(1,0)) jest grupa abelows; w szczegdlnosci

a —b
ab) = (0 ).
(a,b) a?+b? a2+ b2
3. Dowdd konczy sprawdzenie, ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.
Rachunki — na ¢wiczeniach.
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Formalnie nalezaloby ciato liczb zespolonych oznacza¢ symbolem
(C,+,-,(0,0),(1,0)), ale w skrécie pisze sie po prostu C. Ta sama uwaga dotyczy
cial liczb wymiernych i rzeczywistych, Q i R, a takze innych.

Liczbie rzeczywistej a przyporzadkujemy liczbe zespolong (a,0). Mozemy
sprawdzié, ze zbidr liczb zespolonych o czesici urojonej réwnej 0 zawiera zero

i jedynke (tj. liczby (0,0) i (1,0)), oraz jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie, oraz operacje przeciwne (tj. odejmowanie i dzielenie, z wyjgtkiem
dzielenia przez (0,0)).

Mozemy tez sprawdzié, ze dodawanie i mnozenie zespolone liczb o zerowej czesci
urojonej zgadza si¢ z dodawaniem i mnozeniem liczb rzeczywistych.
Utozsamiwszy w ten sposéb liczby rzeczywiste z pewnymi liczbami zespolonymi
mozemy powiedzie¢, ze ciato liczb rzeczywistych jest podciatem ciata liczb
zespolonych. Dlatego mozemy (i bedziemy) pisa¢ a zamiast (a,0),

i w szczegdlnosci 0 zamiast (0,0) i 1 zamiast (1,0).

Def. Liczbg 1 = (0, 1) nazywamy jednostks urojong.

Zachodzi réwnoéé i> = (—1,0) = —1. Korzystajac z tego symbolu mozemy
zapisywac liczby zespolone w postaci a + bi zamiast (a,b).

Uwaga: Wlasnie w tym napisie utozsamili§my liczbe rzeczywista a z (a,0),
b z (b,0); symbol ,,+” oznacza dodawanie zespolone!

Def. Warto$cig bezwzgledng liczby zespolonej z = (a, b) nazywamy liczbe

rzeczywistg v/ a? + b2, Jest ona zawsze nieujemna, oznacza sig¢ jg symbolem |z|.

Na wykladzie analizy sg definiowane funkcje trygonometryczne sin x, cosx
i funkcja wykladnicza e* (tu symbol e oznacza liczbe rzeczywistg
Y o =2,71828...). Dowodszi sig, ze

. Dla dowolnych liczb c, s € R, takich ze ¢ + s> = 1 istnieje liczba ¢ € R, taka ze

s =sin@, c = cos @.

. Dla dowolnej liczby ¢ € R zachodzi réwno$é liczb zespolonych:

e = (cos @,sin @).
W zwigzku z tym dowolng liczbe zespolong mozna przedstawié w postaci

z=z|- (cos @,sin @) = |z| - e*®.
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Liczbe @, ktéra wystepuje w powyzszym przedstawieniu, nazywamy
argumentem liczby zespolonej z i oznaczamy symbolem arg z.

iargz

Uwaga: Réwnosé z = |z| - e jest uogélnieniem réwnosci x = [x| - sgnx dla

iargz

dowolnej liczby rzeczywistej x. Czynnik e pelni role znaku liczby zespolone;.

Jest oczywiste, ze jesli liczba ¢ jest argumentem pewnej liczby zespolonej z, to
jest nim réwniez kazda liczba réwna ¢ + 2km dla k € Z. Tylko jeden argument
liczby z jest elementem przedziatu [0,27r). Nazwiemy go argumentem gléwnym
liczby zespolonej z i oznaczymy symbolem Argz.

Interpretacja geometryczna:

Utozsamiamy zbiér liczb zespolonych Imz
z plaszczyzng, w ktorej jest okreslony (a,b)
kartezjanski uktad wspoétrzednych. Wartosé
bezwzgledna liczby z = (a, b) jest odlegtoscia
odpowiedniego punktu od poczatku

ukladu (tj. punktu, czyli liczby 0). Argument

0 Rez

liczby z jest miarg kata nachylenia odcinka
0z wzgledem osi rzeczywistej (poziome;).

Argument liczby O jest nieokreslony.

Jesli liczby z; i z; przedstawimy w postaci
trygonometrycznej, z; = |z1] - (c1,81) 1 22 = |z2] - (c2, 82), to mozemy obliczy¢

212y = |z1| - |z2] - (c1c2 — 5182, €182 + s1¢2) = z] - (¢, 8).

Rozpoznajemy wyzej wyrazenia opisujgce cosinus i sinus sumy katéw i wyciggamy
wniosek, ze:

. Wartos¢ bezwzgledna iloczynu liczb zespolonych jest iloczynem ich wartosci
bezwzglednych.

. Argument iloczynu jest suma argumentéw mnozonych liczb.

Prostg konsekwencjg tego spostrzezenia jest ponizszy wzor.

Wzér de Moivre'a: jesli z = |z| - (cos @, sin @), to

z™ = |z]™ - (cosng, sinng).

Def. Sprzezeniem nazywamy przyporzadkowanie liczbie (a,b) liczby (a,—b).
Liczbe zespolong sprzezong z z oznaczamy symbolem z.

1.
2.

3.

4.

Mozemy zauwazy¢, ze

zZ=z,
Rez = (z+2)/2, Imz = (z—2)/(21),
1 z
= __ 1412 =1 _ —
z-Z=1z|%, z —Z—Wy
2l = [2l, argZ = —argz = arg -,

5. jesli symbol ,,¢” oznacza dowolne z czterech dziatan arytmetycznych

(dodawanie, odejmowanie, mnozenie lub dzielenie), to z7 ¢ z; = z; © Z.

Wynika stad, ze jesli f(z1,...,zn) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym,
w ktérym oprécz zq,...,z, nie wystepuja zadne inne liczby zespolone, to
f(i], . ,Zn) = f(Z], e ,Zn).

Wielomiany

Def. Wielomianem zmiennej x nazywamy wyrazenie, w ktérym oprécz symbolu x

pojawiajg sie dowolne stale i dziatania okreslone w przyjetej strukturze
algebraiczne;j.

Jesli rozpatrujemy cialo, to mozemy mnozy¢ i dodawa¢, a zatem kazdy wielomian
(nad cialem — o innych nie méwimy) mozemy przedstawi¢ w postaci

w(x) =ao+ax+-+ax" (= Z ax),
k=0

dla pewnego n € N. Jedli a,, # 0, to liczba n nazywa sie stopniem wielomianu w

(umawiamy sie, ze stopien wielomianu zerowego, w(x) = 0, jest réwny —oo).
Liczby aq, ..., a, to wspélczynniki wielomianu w.

Jednym z podstawowych historycznych zadan algebry jest rozwigzywanie réwnan,
tj. znajdowanie liczb x (pierwiastkéw wielomianu), takich ze w(x) = 0.

Twierdzenie zasadnicze algebry (Gauss, 1799): Ciatlo liczb zespolonych jest
algebraicznie domkniegte, tj. kazdy wielomian stopnia wiekszego niz 0

o wspéltczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowdd pomijamy. Nie mozna go przeprowadzi¢ na gruncie samej algebry, bo
gdyby mozna byto, to ten sam dowdd mozna by zastosowaé do dowolnego ciala,
a nie wszystkie ciala sg algebraicznie domkniete.

Konsekwencjg zasadniczego twierdzenia algebry jest istnienie rozkladu wielomianu
stopnia n o wspoélczynnikach zespolonych ay, ..., a, na czynniki pierwszego



stopnia:
n
Z ax® = an(x —x1) -+ (x — Xn).
k=0

Zbiér liczb zespolonych x1,...,x%,, — pierwiastkéw wielomianu — jest okreslony
przez wspoéiczynniki ay, ..., a, jednoznacznie.

Na przyklad, pierwiastkami wielomianu w(x) = x™ — 1 sg liczby
X = (cos Z%k, sin z%k) dlak=0,...,n—1, co latwo jest uzasadni¢ na podstawie

wzoru de Moivre'a. Liczby te nazywamy pierwiastkami stopnia n z jedynki.

W ogélnym przypadku znalezienie pierwiastkéw wielomianu jest trudne.

Zadania 1 problemy na ¢wiczenia 1 do domu

. Udowodnij, ze z zalozenia, ze w zbiorze X istnieje element prawostronnie
neutralny e i element lewostronnie neutralny e’ dziatania dwuargumentowego ,,¢”
wynika, ze e = e’ i jest tylko jeden element neutralny tego dziatania.

. Zbadaj, czy zbiér liczb catkowitych Z z dzialaniem ,,¢” okre§lonym wzorem
aob=a+ ab+ b jest grupa.

. Zbadaj, czy zbiér liczb wymiernych Q, z dzialaniem ,¢” okre§lonym wzorem
takim jak w poprzednim zadaniu, jest grupa.

. Udowodnij, ze zbiér Z,, ={0,1,...,n— 1}, dla n > 1 z dzialaniami dodawania
i mnozenia modulo n jest pier§cieniem z jedynka.

Dla jakich n piericien ten jest ciatem?

. Udowodnij, ze zbiér liczb rzeczywistych o postaci a + bv/2, gdzie a,b € Q,
jest podcialem ciala R. Skorzystaj w dowodzie z twierdzenia opisujacego warunek
konieczny i dostateczny tego, aby podzbiér grupy byl podgrupa.

. Czy mozna koszulke (tzw. T-shirt) zalozy¢ jednoczesnie tyl na przéd, prawa reka
w lewym rekawie a lewa w prawym, tak, aby wewnetrzna strona byla na
zewnagtrz? (zakladamy, ze talia nie miesci si¢ w dekolcie). Nalezy znalezé sciste
uzasadnienie odpowiedzi.

. Def. Niech i,j € {1,...,n}, i #j. Transpozycijg nazywamy taka permutacje Tj;
zbioru n-elementowego, ze T;;(i) =j, Ty(j) =1 oraz Ty(k) =k dla k & {i,j}.

Def. Nieporzadkiem permutacji 0 nazywamy pare liczb 1i,j, taka ze i < j
io(i) > o(j).

Udowodnij, ze liczba nieporzadkéw permutacji o jest parzysta wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba nieporzadkéw permutacji Ti; o o jest nieparzysta.
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9.

10. Figura geometryczna na rysunku obok

. Def. Zbiér generatoréw grupy jest to taki podzbiér grupy, ze kazdy element grupy

mozna przedstawi¢ w postaci wyrazenia, w ktérym wystepujg tylko elementy tego
zbioru (generatory) i ich elementéw odwrotnych.

Rozwazmy dwa zbiory generatoréw grupy S,,.

Pierwszy to {Ty2, Ta3, ..., Tnoin), @ drugi to {Ty2, Tys, ..., Tin}

Ile transpozycji z pierwszego zbioru wystarczy zlozy¢, aby przedstawi¢ dowolng
permutacje? A ile transpozycji z drugiego zbioru?

Oblicz liczbe z = (1,—2)” wykonujac jak najmniej mnozen.

jest skonstruowana w oparciu o trzy
kwadraty. Udowodnij, ze suma katéow B

&, 31y jest katem prostym.

11. Napisz wzér wyrazajacy sin4o w

zalezno$ci od sin « i cos «.

12. Udowodnij, ze zbiér

wielomianéw trygonometrycznych, tj.

funkcji o postaci

f(x) = ag+ Y 1_; axcoskx + by sinkx,
ay, by € R, z dziataniami dodawania

i mnozenia funkcji, jest pier§cieniem.

13. Wskaz wszystkie pierwiastki (zespolone)

wielomianu x° + x4+ x* + x3 + x% + x.

14. Wyprowadz wzory, pozwalajace obliczy¢

15. Geometryczne wyprowadzenie wzoréw

czes¢ rzeczywisty i urojong pierwiastka
kwadratowego z liczby zespolonej, za
pomocy dziatan arytmetycznych na
liczbach rzeczywistych i pierwiastka
kwadratowego z liczby rzeczywistej.

opisujacych rozwigzanie réwnania algebraicznego
drugiego stopnia X2+ ax =b x
(wg. Wyktadéw z historii matematyki M. Kordosa):

Rozwazmy kwadrat podzielony na kwadraty

t
i prostokaty jak na rysunku. Mamy B
A2 = x2 4 2Bx + B2, czyli x2 + 2Bx = A2 — B2 Jesli |
przyjmiemy a = 2B oraz b = A2 — B?, to dostaniemy A

réwnanie wyjsciowe. Aby obliczy¢ x wystarczy znalezé



liczby A i B. Oczywiécie B = 3, zad A% =0+ B?
czyli A = v/b + B2

Opisany sposéb rozwigzywania jest arabski.
Sredniowieczni Arabowie nie znali liczb ujemnych
(ani tym bardziej zespolonych), wiec nie wiedzieli, ze
mozna wzigé tez A = —v/b + B2,

16. Geometryczne rozwigzanie réwnania trzeciego
stopnia x> + ax = b (Tartaglia, 1535, op. cit.):
Szescian o boku A dzielimy na sze$cian o boku B,
szeScian o boku x, takim ze A =B + x i trzy
prostopadlosciany o bokach A, B, x. Zatem
A3 =x3+3ABx + B3, skad x>+ 3ABx = A3 — B3,
Réwnanie rozwigzemy, jesli znajdziemy takie liczby A
iB,2e3AB=aiA3—-B3=b.

Oznaczamy p = A3, q = B3 istad pq = ‘21—;, p—q=h.
Podstawiajac p = b + q do pierwszego réwnania
dostajemy réwnanie kwadratowe q2 + bq = ;—; i dalej
kazdy umie.

17. Udowodnij, ze podana nizej procedura dla dowolnej
liczby naturalnej b oblicza z = a®. Dzialanie div to
dzielenie catkowite z odrzuceniem reszty.

X :=a; e :=b; z:=1;
repeat
if nieparzyste(e) then z := zxXx
e := e div 2;
if e = 0 then goto 1;
x = x%;

until false;
1:

Okresl liczbe mnozen wykonywang przez te procedure
(podnoszenie do kwadratu to tez jedno mnozenie).
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Macierze

Def. Macierza liczbowa o wymiarach m x n nazywamy uklad liczb ay; dla

i=1,...,m,j=1,... n Liczby te nazywamy wspdlczynnikami macierzy.

Crzesto macierz przedstawia si¢ w postaci prostokatnej tabeli:

ann a2 QAin
az az aon

- )
Ami Gm2 ... Qmn

w zwiazku z czym liczba m jest liczba wierszy, a n jest liczbg kolumn macierzy.

Krétszy zapis, ktérego bedziemy uzywali gdy skadingd znamy wymiary macierzy,
to [ayli; (po nawiasie pierwsza litera okresla indeks wiersza, a druga — kolumny).
Macierze bedziemy tez oznacza¢ duzymi literami, np. A, B.

Macierze mozna tworzy¢ nie tylko z liczb, ale takze z funkcji, zbioréw i innych
obiektéow. Bedziemy wykonywaé na wspédiczynnikach macierzy dzialania —
dodawanie, odejmowanie, mnozenie (czasem takze dzielenie), a zatem zalozymy co
najmniej, ze wspblczynniki nalezg do pewnego pierscienia lub ciata. Na razie
rozpatrujemy tylko macierze liczbowe.

Jesli cialo, do ktérego nalezg wspoélczynniki, oznaczymy literg K, to zbiér
wszystkich macierzy o wymiarach m x n oznaczymy symbolem K™™.

Jesli n = 1, czyli macierz ma tylko jedng kolumne, to bedziemy jg nazywac
macierza kolumnows, albo wektorem (pojecie wektora pézniej uogblnimy).

Zbioér wszystkich macierzy kolumnowych o m wierszach oznaczymy symbolem K™.
Wektory bedg tez symbolizowane przez mate ttuste litery, np. a, b.

Dla m = 1 mamy macierz wierszows.

Jesli m =n =1, czyli macierz ma tylko 1 wspélczynnik, to utozsamiamy jg z tym
wspblczynnikiem. Zatem, K'' = K' =K.

Def. Transpozycja macierzy jest to przeksztalcenie K™" — K™™, ktore macierzy

A = [ayli; przyporzadkowuje macierz AT = [ayl; ;. Macierz AT nazywa sie
macierzg transponowang do A.

2.2

Na przykiad

-
ap an
_ | ann axn as
azy a = .
a2 a2 az
as; as;

Def. Sprzezenie hermitowskie jest przeksztatceniem C™™ — C™™, ktore macierzy

A = [ayi; przyporzadkowuje macierz AM = [a;l; ;.

Oczywiste sg tozsamosci (AT)T = A, (AM)H = A.

Jesli zbiory Q i R traktujemy jak podzbiory C, czyli zbiory Q™™ i R™™ jak
podzbiory C™™", to sprzezenie hermitowskie w tych podzbiorach jest identyczne
z transpozycja.

Dzialania dwuargumentowe w K™™: dodawanie i odejmowanie macierzy, sa

okres§lone wzorami

lagli; + [byli; o [ay + byl

def

[aij]i.‘j - [biﬂi,j = [aij - bij]i,j~
Zbiér K™" z dziataniem dodawania jest grupa abelows, ktérej elementem
neutralnym jest macierz zerowa 0 = [0]; ;.
Element przeciwny do A = [ay];; to macierz —A = [—ajjli;.
Ponadto, mamy (A £B)T=AT+ BT, (A+B)H=A"H+B"

Operacja mnozenia macierzy A = [a;li; € K™" i B = [byj]i; € K™' jest okreslona

w nastepujacy sposéb: Iloczynem macierzy A i B jest macierz C = [cyli; € K™,
ktorej wspolczynniki sg réwne

n
Cij = Qb+ - + Ainbny = E Qixby.
k=1

W przyswojeniu sobie tego wzoru moze poméc taki schemat:

b]j
B L bw
1
A — C
air...Qin coe Gy
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Wtasno$ci algebraiczne mnozenia macierzy

. Jesli m =n =1, a zatem rozpatrujemy macierze kwadratowe, to mnozenie

macierzy jest dziataniem dwuargumentowym wewnetrznym w zbiorze K™™.
W ogdlnosci jest to dzialanie nieprzemienne, np.

RIS EE!

. Mnozenie macierzy jest lgczne.
Dowdd: Dodawanie wspo6tczynnikéw jest tgczne i przemienne, mnozenie

wspblczynnikdéw jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania. Mozemy zatem
przyja¢ A = [ayli; € K™, B = [bi_j]-[]' eK™icC= [cyliy € K"* i obliczy¢

1 n

(AB)C = [dij]i,j € K™*: dij = Z (Z At - btk) Cyj = Z Z Qit - b Ckj)
k=1  t=1 k=1 t=1
n n 1

A(BC) = [eyli; e K™ : ey = Z Qit - <Z by - Ck)) = Z Aig - by - ¢
t=1 t=1 k=1

Poniewaz dy = ey; dla kazdego i, j, wiec (AB)C = A(BC). Zauwazmy, ze

w dowodzie nie trzeba zakladac, ze mnozenie wspoéiczynnikéw jest przemienne. O
Uwaga: Wyrazenie ABC, dla ustalonych macierzy A, B i C, opisuje ten sam wynik
niezaleznie od kolejnos$ci wykonywania dzialan. W kazdym przypadku inne sg
wyniki poSrednie i moze by¢ ogromna réznica w ilo§ci dziatan, ktére trzeba
wykonaé. Na przyklad, jesli A € R™, B e R"™ i C € R", to obliczanie (AB)C
wymaga wykonania 2n? mnozen, podczas gdy obliczajac A(BC) wykonamy tylko
2n mnozen.

. Niech I,, oznacza macierz jednostkowg n x n; I, = [04li;.

Uzyty w tym okresleniu symbol Kroneckera 6;; oznacza 0 dlai#j i1 jeslii=j.

Macierz I,, jest prawostronnie neutralnym argumentem mnozenia, tj. dla dowolnej

macierzy A € K™" zachodzi réwnos¢ Al,, = A.
Podobnie, macierz I, jest argumentem lewostronnie neutralnym, tj. I,,A = A.

Zadna inna macierz w K™™ ani w K™™ nie ma tej wlasnosci (ale istnieja macierze
A oraz B i C inne niz jednostkowe, takie ze AB = A i CA = A).

Zbiér macierzy kwadratowych, K™", z dzialaniem mnozenia, jest polgrupa, ktorej
elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I,,.

4. Mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania, t;j.

(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC.

2.4

Powyzsze wlasno$ci dziatan na macierzach oznaczajg, ze zbiér macierzy
kwadratowych K™" z dzialaniami dodawania i mnozenia jest piercieniem. Jego
elementy wyréznione to macierz zerowa (zero) i macierz jednostkowa (jedynka).

. Transpozycja i sprzezenie hermitowskie iloczynu macierzy wyrazajg sie wzorami

(AB)T=BTAT, (AB)H = BHAH,
Trzeba przy tym zalozyé przemienno$¢ mnozenia wspoélczynnikéw macierzy.
Aby to uzasadni¢, zamiast wykonywa¢ rachunki, ,odbijemy” schemat mnozenia
macierzy wzgledem diagonali wyniku, tj. linii ukosnej, na ktoérej lezg
wspbiczynniki cy;.

AT
1

BT —» CT

Aby dokonczyé dowédd drugiego wzoru wystarczy przypomnied, ze jesli

f(x1,...,%n) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym, w ktérym oprécz zmiennych
X1,...,Xn Die wystepuja zadne inne liczby zespolone, to
(X1, .y Xn) = f(x1,.. ., Xn).

. Jedli argumenty sg macierzami 1 x 1, to dodawanie i mnozenie macierzy jest

zgodne z dodawaniem i mnozeniem odpowiadajacych im liczb, co usprawiedliwia
utozsamienie K'' = K' = K.

Transpozycja macierzy 1 x 1 jest przeksztalceniem identycznosciowym,

a sprzezenie hermitowskie jest sprezeniem zespolonym.

Def. Mnozenie macierzy przez liczbe jest dziataniem K x K™™ — K™,
okreslonym wzorem

def
a- [aij]i,j = [a- aij]i,j

Jedli ciato K jest przemienne, to czynniki, tj. liczbe a i macierz A mozemy pisaé
w dowolnej kolejnosci, a wigc aA = Aa. Ponadto prawdziwe sg réwnosci:
(a+Db)A = aA + bA, a(A + B) = aA + aB,
(a-b)-A=a-(b-A),
(aA)T = aAT, (aA)"H =aAM.
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Podzial blokowy macierzy

W wielu sytuacjach wygodnie jest wyr6zni¢ w macierzy bloki, czyli macierze,
ktore powstajg przez odrzucenie pewnej liczby poczatkowych i koncowych wierszy
i kolumn.

Macierz blokowa jest to macierz, ktérej wspétczynnikami sa macierze (bloki),
takie ze
w kazdym wierszu wszystkie bloki majg tyle samo wierszy,

w kazdej kolumnie wszystkie bloki majg tyle samo kolumn.
Bedziemy pisa¢ A = [Aylij. Na przyktad

apnp iz | a3 G

An | A
Az | An

azz Qg | =

az az

, A”:{a” a”} itd.

dazr 4z
az; as | azz az;

Weszystkie bloki w szczegbdlnosci mogg, ale nie musza, mieé¢ te same wymiary.
»Zwykle” macierze to macierze blokowe z wszystkimi blokami 1 x 1.

Dowolng macierz A mozemy przedstawi¢ w postaci blokowo-kolumnowej,
Aq

A= ¢ |, albo blokowo-wierszowej, A = [Aq,..., Al
Am

Jesli macierze A i B o takich samych wymiarach podzielimy w identyczny sposéb
na bloki, to mozemy napisa¢ wzér na dodawanie macierzy w postaci blokowej:

[Ayli; + Bylij = [Ay + Byl

Ponizszy wzér opisujagcy mnozenie macierzy obowigzuje wtedy, gdy wymiary
odpowiednich blokéw umozliwiajg ich mnozenie:

P
[Ayli; - Byliy = [Cyliy Cy= Z Ak - By
k=1
Liczba p jest liczbg blokéw w wierszu macierzy A i w kolumnie B. Nietrudno jest
udowodnié, ze powyzszy wzér jest rownowazny podanemu wczesniej wzorowi na

»pojedynczy” wspdlczynnik iloczynu macierzy.

Mozemy na nowo zinterpretowaé ,zwykle” mnozenie macierzy. Macierz A
przedstawimy jako blokowo-kolumnowa (z blokami o jednym wierszu), a macierz B

2.6

jako blokowo-wierszowg (z blokami o jednej kolumnie). Wtedy
B

B :
1 : ¢y = AiB;.
C

Szczegbdlne klasy macierzy

Def. Macierz tréjkatna gérna jest to macierz [ayli; spetniajaca warunek ay; =0
dlai>j.

Def. Macierz tréjkatna dolna jest to macierz [aj;l; ;, ktorej wspotczynniki speiniajg

warunek a;; =0 dlai<j.

Def. Macierz diagonalna jest to macierz [aij]ij, ktérej wspoétczynniki ay dla i # j

sg réwne 0.

Macierz diagonalna jest wigc zaréwno macierzg tréjkatng goérng, jak i dolng.
Bedziemy jg oznaczaé¢ symbolem diag(ayy, ..., ax) albo diag(as,..., ai),
gdzie k = min(m,n).

Latwo jest dowie§¢ (na ¢wiczeniach), ze suma i iloczyn dwéch macierzy
tréjkatnych goérnych jest macierzg tréjkatng gérng. Takie samo stwierdzenie
dotyczy macierzy tréjkatnych dolnych, a takze macierzy diagonalnych.

Przyjmijmy oznaczenia ey,..., e, dla wektoréw (macierzy kolumnowych), takich
ze e, = [0,...,0,1,0,...,0]T.
T
pozycja k

Macierz diagonalng mozemy przedstawi¢ w postaci blokowo-wierszowej,
diag(as,...,an) = [ajeq, ..., anenl, albo blokowo-kolumnowej,

(116-1‘—
diag(aq,...,am) =

amel
W szczegdlnosci wektory ey, ..., e, sa kolumnami macierzy jednostkowej I,,.

Def. Macierz permutacii jest to macierz kwadratowa n x n, ktéra w kazdym

wierszu, a takze w kazdej kolumnie, ma jeden wspélczynnik réwny 1,
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a pozostale 0. Nazwa bierze si¢ stad, ze jesli pomnozymy przez taka macierz

wektor, np.
010 X1 X2
100 X2 = X1
0 01 X3 X3

to otrzymamy wektor, ktéry ma te same wspoéiczynniki, ustawione w innej
kolejnosci.

Macierz P, taka ze dla dowolnej macierzy x = [x1,...,Xn]' mamy
PoX = [Xg(1), - - -y Xo(n)) |, NaZywamy macierza permutacji o.
T
€s0)
Macierz P, mozemy przedstawi¢ w postaci blokowo-kolumnowej: P, = :
T
eo(n)
Dla dowolnej permutacji o istnieje permutacja o, taka ze Ps = [€5/(1),. .., €0/(m)l;

sprawdzenie, ze 0’ = 0! jest latwym éwiczeniem. W konsekwencji, dla dowolnej
permutacji 0 mamy P 1 = Pg,

Def. Macierz nieosobliwa jest to macierz kwadratowa A € K™", dla ktorej istnieje
macierz odwrotna, A7, taka ze AA™! =,

Macierz kwadratowa, ktéra nie ma odwrotno$ci nazywa sie macierzg osobliwg.

Zbiér macierzy nieosobliwych z dzialaniem mnozenia speinia podane na
poprzednim wykladzie aksjomaty grupy, a zatem jest grupa (nieabelows).
Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy nieosobliwej A mamy A~'A = L.
Warunki, ktére zapewniaja nieosobliwo$¢ macierzy beda podane pézniej,

a tymczasem mozemy wskaza¢ dwie klasy macierzy nieosobliwych: macierze
diagonalne, ktérych wspétczynniki na diagonali sg rézne od 0 i macierze
permutacji. Obie te klasy macierzy stanowig podgrupy grupy macierzy
nieosobliwych n x n.

Def. Macierz symetryczna jest to macierz spetniajaca warunek AT = A.
Macierz hermitowska jest to macierz spetniajaca warunek AH = A.

Obie te klasy macierzy sg zamkniete ze wzgledu na dodawanie, ale nie ze wzgledu
na mnozenie.

Def. Macierz antysymetryczna jest to macierz spetniajaca warunek AT = —A.

2.8

Odnotujmy jeszcze trzy tatwe do udowodnienia wzory (zaktadamy, ze wystepujgce
w nich macierze sg nieosobliwe):

(A-B)'=B-AT
(AT = (AN,
(AT = (A"

Zamiast pisa¢ (A~")T lub (A", czasem w skrocie pisze si¢ A~ albo A~ M.

Uktad réwnan liniowych

Def. Algebraicznym réwnaniem liniowym nazywamy réwnanie o postaci

arxy + axxa + -+ anxn = b,

w ktérym dane sg liczby (elementy ustalonego ciata K) ay,...,a,1b.
Symbole x;,...,X, nazywamy niewiadomymi.

Rozwigzaniem réwnania jest dowolny ciag liczb x4, ..., x,, ktéry spetnia to
réwnanie.

Def. Uktadem réwnan liniowych nazywamy pewien zbiér réwnan liniowych,

w ktérych wystepujg te same niewiadome.

Zbiorem rozwigzan ukladu réwnan jest czesé wspdlna zbiordéw rozwigzan
poszczegdlnych réwnan.

Uktad jest sprzeczny, jesli nie ma rozwigzania, albo niesprzeczny, jesli zbiér jego
rozwigzan jest niepusty.

Uklad niesprzeczny jest nieokreslony jesli ma wiecej niz jedno rozwigzanie

i okreslony, jesli ma tylko jedno.

Uktad réwnan liniowych mozemy przedstawi¢ w postaci

anxy + apxa+ -+ amxn = by,

Am1X) + QmaX2 + -+ -+ QmnXn = bm

Jesli oznaczymy macierz wspéiczynnikéw

apn ... Qun

AQm1 .. Qmn
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oraz wektor prawej strony i wektor niewiadomych

by X1
b=| |, x=1 i |,
bm Xn

to uktad réwnan liniowych mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

Ax = D).

Zanim udowodnimy ogélne twierdzenia dotyczace rozwigzan uktadéw réwnan
liniowych, bedziemy takie uktady rozwigzywali ,na piechote”. Zauwazmy, ze jesli
macierz A jest kwadratowa n x n i nieosobliwa, to mnozac stronami réwnanie
Ax =b przez A~ otrzymujemy A~'b = A~TAx = I, x = x. To przeksztalcenie
czesto stosuje sie w rachunkach symbolicznych (i w dowodach twierdzen),

ale praktyczne metody numeryczne rozwigzywania ukladéw réwnan nie polegajg
na wyznaczaniu odwrotnosci macierzy A.

Zadania 1 problemy na ¢wiczenia i do domu

. Udowodnij, ze jesli P; i P, sg macierzami permutacji o7 i 0, to macierz PP, jest
macierzg permutacji oy o 0.

. Udowodnij, ze jesli P jest macierza permutaciji, to P~! = PT.

. Udowodnij, ze odwrotno$¢ kwadratowej macierzy tréjkatnej gornej (jesli istnieje)
jest macierzg tr6jkatng gorng i podaj warunek konieczny i dostateczny istnienia
odwrotnosci.

Zr6b to samo zadanie po zmienieniu stéw ,,gérnej” i ,,gérng” na ,dolnej” i,dolng”.

. Def. Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy liczbe, ktéra jest suma
wspotczynnikéw na diagonali tej macierzy. Slad macierzy oznaczamy symbolem
trA.

Niech A,B € K™". Udowodnij, ze tr(ATB) = tr(BAT).
. Zbadaj, jaki skutek ma pomnozenie dowolnej macierzy A przez macierz
diagonalng, a takze przez macierz permutacji.

Wskazéwka: Je§li macierz diagonalna lub macierz permutacji jest czynnikiem
z lewej strony, to przedstaw macierz A w postaci blokowo-kolumnowe;j.
W przeciwnym razie przedstaw jg w postaci blokowo-wierszowej.

oo . . . . —b
. Udowodnij, ze zbidér macierzy rzeczywistych 2 x 2, o postaci { E } ,
a

z dzialaniami dodawania i mnozenia, jest ciatem.

2.10

Def. Homomorfizmem struktur algebraicznych X; i X, nazywamy funkcje @, ktérej
dziedzing jest zbiér elementéw struktury X, ktérej wartosci sg elementami
struktury X, i ktéra dla kazdego dzialania f okreslonego w X; spelnia warunek
o(f(ar,...,ax)) =gle(ar),...,(ar)), gdzie g oznacza dzialanie w X,
odpowiadajace dziataniu f w Xj.

Na przyktad homomorfizm pierscieni X; i X, oznacza spelnienie warunkéw

Vapex; @(a+b) =¢@(a)+ ¢(b), p(a-b) =¢(a)- ¢(b).

Def. Izomorfizm struktur algebraicznych X; i X; jest to bijekcja (odwzorowanie
réznowartosciowe i ,na”), ktéra jest homomorfizmem.

Wskaz inne cialo izomorficzne z cialem macierzy 2 x 2 o podanej wyzej strukturze.
Wskaz jakie$§ jego podciata.

1 2

3 4

Uzyj w tym celu schematu Hornera: (A —51,)A — 2I,.

7. Oblicz macierz A2 — 5A — 2I,, gdzie A =

8. Znajdz zbiory rozwigzari uktadéw réwnari liniowych

10 27 [x 7 Tootr, !
21 0 0

0 -2 3 Xy | = 5 , X2 | =
0 0 4 12 2 00 2
3 1 10| L™ -1

9. Rozwiaz uklad réwnan
(=11 (0,2) || z1 | _| (=5—1)
0,00 (21 ||z | | (=1,2)

10. Udowodnij, ze dowolng macierz kwadratowg A mozna jednoznacznie przedstawié

)

w postaci sumy macierzy symetrycznej i antysymetrycznej (uwaga: zakladamy, ze
wspbéiczynniki macierzy sg elementami pewnego ciala, ktére nie moze mieé tzw.
charakterystyki réwnej 2, czyli nie moze w tym ciele by¢ 1+ 1 = 0;
charakterystyka ciat liczbowych Q, R i C jest réwna 0).

Przedstaw macierz AT za pomoca tych macierzy.

11. Def. Macierz kwadratowa A nazywa sie macierzg stochastyczng, jesli jej

wspoélczynniki sg nieujemne i suma wspoélczynnikéw w kazdym wierszu jest
réwna 1. Wykaz, ze jesli macierze A = [ayli; i B = [byli; € K™™ sa stochastyczne,
to ich iloczyn tez.

Wskazdéwka: Zbadaj, czym jest wektor Az, jesli macierz A jest stochastyczna,
az=/[1,...,1]".

Czy zbibér macierzy stochastycznych n x n z dziataniem mnozenia jest grupa?
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12. Niech A bedzie macierza nieosobliwg n x n. Wzér Shermana-Morrisona

stwierdza, ze jesli B = A + uv' dla u,v € R™ i macierz B jest nieosobliwa, to
B'=A"T—aA Tuv'A,

dla pewnego a. Znajdz a.

Rozwigzanie: Jesli wzér jest prawdziwy, to
Li=A+uw)A " —aA WA ) =1+ (1 —a)l,— auv’A ) uv'A™!

i rébwnanie to powinno da¢ sie rozwigzaé ze wzgledu na a. Mozemy przyjaé, ze
u#01iv#0, bow przeciwnym razie A = B i wzdr jest oczywiscie prawdziwy.
Jesli wzér jest prawdziwy, to wyrazenie

(1—a)ly—awA ) wA" =u((1—a) —av’'A Tu)v'A™’ (*)

musi by¢ macierza zerowa w R™". Wartosciami wyrazen u™u i v'v sa liczby

. . ., . . * . 1 T
dodatnie. Mozemy zatem pomnozy¢ wyrazenie (*) z lewej strony przez 7 u
i z prawej strony przez Avl—vv. Po uproszczeniu otrzymamy wyrazenie, ktérego
wartoscig musi by¢ liczba 0:

(1—a)—av'Alu=0.

Stad tatwo wynika, ze a = 1/(1 +v'A " u).
Wzér S.-M. opisuje odwrotnos¢ macierzy B, jesli vIA~u # —1.

13. Oblicz macierz B i na podstawie wzoru Shermana-Morrisona macierz B~', jesli

3] el 2]

14. Udowodnij podany nizej wzér Shermana-Morrisona-Woodbury’ego: jesli
U,V € R™™ i macierze A € K™" oraz (I, + VTA~7'U) € R™™ s3 nieosobliwe, to

B=A+w' A=

A+UVHT=AT AU+ VAU VTAT
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Przestrzenie liniowe

Okreslenie przestrzeni liniowej

Def. Ustalmy dowolne ciato K; jego elementy bedziemy nazywaé skalarami.
Wektorami nazywamy obiekty, ktére mozemy dodawaé (chodzi

o dwuargumentowe dzialanie wewngtrzne w ustalonym zbiorze wektoréw, ktore

jest okreslone w sposéb zalezny od tych obiektéw) i mnozy¢ przez skalary.

Def. Zbiér V wektoréw nazywamy przestrzenia liniowg nad cialem K, jesli spelnia

on nastepujace warunki:

S.1: Zbiér V z dziataniem dodawania wektoréw jest grupa abelows. Element
neutralny tej grupy nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy symbolem O.

S.2: Zbiér V jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie wektoréw przez skalary.
S.3: Dzialanie mnozenia skalaréw i wektoréw jest rozdzielne wzgledem dodawania
wektoréw, a takze dodawania skalaréw:

Vaek,xyev @ (X +Yy)=a-x+a-y,

Vapek,xev (@+Db) - x=a-x+b-x.

S.4: Zachodzi tgczno$é mnozenia skalaréw i wektordw:

Vapex, xev (ab) -x =a- (b-x),

S$.5: Vyev 1-x =x.

Formalnie przestrzen liniowa jest pigtka spelniajacych powyzsze aksjomaty
elementéw, (V,K, +,-,0), ktérymi sg zbiér wektoréw V, cialo skalaréw K,
dziatanie dodawania wektoréw ,,+”, dziatanie mnozenia skalara i wektora ,,-”

i wektor zerowy 0.

Méwiac o elemencie ustalonej przestrzeni liniowej mamy na mysli wektor (element
zbioru V).

Przyklady:

Dowolne cialo K jest przestrzenig liniowg nad cialem K, a takze nad dowolnym
swoim podcialem (uwaga: dla kazdego podciala otrzymujemy inng przestrzen
liniowg!).

Zbiér macierzy liczbowych o ustalonych wymiarach, K™", z dziataniami
dodawania i mnozenia przez liczbe okreslonymi w poprzednim wyktadzie.

W szczegblnosci zbiér macierzy kolumnowych K™ jest przestrzenia liniowa,

o na tyle waznym znaczeniu, ze przez stowo ,wektor” bywa rozumiany domys$lnie
element tej przestrzeni.

3.2

e Zbiér przesunie¢ plaszczyzny (wektorem jest operacja przesunigcia w danym

kierunku na okreslong odlegtosé, a dodawaniem wektoréw jest operacja ztozenia
takich przeksztalcen).

e Zbidr wszystkich rownan liniowych wigzacych okre§lone niewiadome.

e Zbiér funkcji rzeczywistych okreslonych w ustalonej dziedzinie, z dziataniami

okre§lonymi w ,naturalny” sposéb.

e Zbiér R[x],, wielomianéw stopnia nie wiekszego niz ustalone n z dziataniami j.w.

(uwaga: zbi6ér wielomianéw ustalonego stopnia n € N nie jest przestrzenia
liniowg).

Def. Podzbiér X przestrzeni liniowej V nazywamy podprzestrzenig liniows, jesli

jest on przestrzenia liniows (nad tym samym ciatem, z dzialaniami otrzymanymi
z obciecia dzialan w przestrzeni V).

W dowolnej przestrzeni liniowej V mozemy natychmiast wskazaé¢ dwie
podprzestrzenie: podprzestrzen zerowa, ktérej jedynym elementem jest wektor

zerowy, i podprzestrzen niewlasciwa, czyli calg przestrzen V.

Def. Kombinacija liniowg wektoréw x;,...,xx € V o wspélczynnikach
ai,...,ax € K nazywamy wektor a;x; + - - - + apXy-
Def. Przestrzenia rozpieta przez zbidér wektordéw {xq, ..., Xy} nazywamy zbiér

wszystkich kombinacji liniowych tych wektoréw.
Ogznaczamy jg symbolem lin{xq,...,x,} albo span{xy,..., X}

Latwo jest sprawdzi¢, ze przestrzen rozpieta przez dowolny zbiér wektoréw

w ustalonej przestrzeni V jest jej podprzestrzenig liniowa. Jest tez oczywiste, ze
jesli X =lin{xq,...,x} 1 Y =lin{xq, ..., Xy, X111}, to zbiér X jest podprzestrzenig
(nie wiadomo, czy wlasciwg) przestrzeni Y.

Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Def. Ustalony uktad wektoréw x1,...,xy jest liniowo niezalezny, jesli z réwnosci
aix1+ -+ axy = 0 wynika a; =--- = a, = 0.

Jesli istniejg skalary aq,..., ax, nie wszystkie rowne 0, takie ze

aixq + - + axg = 0, to uklad {x1,...,xy} jest liniowo zalezny.

4 } w przestrzeni R? jest

Przyktad: Uktad wektoréw x; = [ 12 } ix, = [

liniowo zalezny, bo np. 2x; + 1x; = 0.
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Uktad wektoréw y; = [ (]) } iy = { ; } jest liniowo niezalezny, bo

ar+az
2(12
a1 +a;=0,2a;,=0, czyli aj = a,; =0.

a1y + axyz = , 1 dalej, z réwnosci a1y + a2y, = 0 wynika

Uwaga: W definicji wystepuje stowo ,juktad”, ktére mozna by zastgpi¢ stowem
,Zbiér”. Jednak nie zakladamy, ze poszczegdlne wektory sg parami rézne,

a ponadto bedziemy potrzebowaé ich uporzadkowania (aby wigzaé wektory

z odpowiednimi wspétczynnikami kombinacji liniowych). Jest oczywiste, ze jesli
w danym ukladzie pewien wektor x; wystepuje wigcej niz raz, to uklad ten jest
liniowo zalezny.

Stwierdzenie: Dowolny podzbiér zbioru liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny
(w szczegblnosci zbiér pusty jest liniowo niezaleznym zbiorem wektoréw).
Dowolny zbiér, ktéry zawiera zbiér liniowo zalezny, jest liniowo zalezny.

W szczegdlnosci dowolny zbiér, ktéry zawiera wektor zerowy, jest liniowo zalezny.

Def. Uktad wektoréw w przestrzeni V, ktéry spetnia nastepujace warunki:

jest liniowo niezalezny,

rozszerzenie go o dowolny wektor daje w wyniku uktad liniowo zalezny,

nazywa sie bazg przestrzeni V.

Twierdzenie: Jesli uktad wektoréw x;,...,x, jest bazg przestrzeni V, to kazdy
wektor y € V mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej

Yy=ai1X1+- -+ anXn.

Dowdd: Uktad wektoréw xq,...,Xx,,y jest liniowo zalezny, a zatem istniejg skalary
by,...,by, c € K, nie wszystkie réwne 0, takie ze

bixi+---+buyxn+cy =0.

Z liniowej niezalezno$ci wektoréw xq,...,Xx,, wynika, ze ¢ # 0. Mnozac powyzsza

-1

réwnos¢ przez ¢~ ' i stosujac prawo skreslen otrzymujemy

—b —b
y :_]x]+...+_nxn_
c c
Gdyby istnialy dwie rézne kombinacje liniowe elementéw bazy réwne y, np.

Y=a1X;+ -+ apXn=aix;+ -+ a X,
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to otrzymaliby$my réwnosé
(e —ap)xi+ -+ (an—ap)xn=0.

Warunek a; # a{ jest dla kazdego i sprzeczny z liniowa niezaleznoscig bazy. O

Twierdzenie o istnieniu bazy: Dowolny liniowo niezalezny ukiad wektoréw

w przestrzeni V mozna rozszerzy¢ tak, aby otrzymac baze tej przestrzeni.
W szczegdlnosdci, kazda przestrzen liniowa ma baze.

Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na pewniku wyboru, pod postacig
lematu Kuratowskiego-Zorna. Pominiemy go, ograniczajac sie do stwierdzenia, ze

uzycie tego pewnika w dowodzie umozliwia wykazanie istnienia pewnego obiektu
(w naszym przypadku bazy), ale nie daje zadnej efektywnej metody znalezienia
tego obiektu. Na przykiad nie umiemy wskazaé zadnej bazy przestrzeni R nad
ciatem Q. Dowody oparte na pewniku wyboru noszg miano niekonstruktywnych.

Dla wielu przestrzeni liniowych umiemy jednak wskaza¢ bazy. Jak sie przekonamy,
umiejetnosé ta umozliwia sprowadzenie do dzialan na liczbach (skalarach) wielu
rachunkéw na wektorach (ktére mogg by¢ bardzo ,dziwnymi” obiektami) i ich
zbiorach.

Przykiady baz:

Uktad wektoréw (macierzy) eq,..., e, jest bazg przestrzeni K™

Uktad wektoréw (ciggéw nieskorniczonych) ey, ey, ..., takich ze k-ty wyraz ciagu ey
jest rowny 1, a wszystkie pozostate — 0 jest baza przestrzeni K™ (ktorej
elementami sg nieskonczone ciagi elementéw ciata K, z ktérych co najwyzej
skoriczenie wiele jest réznych od 0).

Uktad wektoréw (wielomianéw) 1,x,x2,...,x™ jest baza przestrzeni R[x],,
wielomianéw jednej zmiennej stopnia co najwyzej n (jest to tak zwana

baza potegowa).

Uktad wektoréw (réwnan) x; =0, x, =0, ..., x, =0, 0 = 1 jest bazg przestrzeni
réwnan liniowych z niewiadomymi x1, ..., Xn.

Twierdzenie Steinitza o wymianie: Niech X = lin{xy,...,x,}, przy czym uktad

wektoréw xq,...X, jest liniowo niezalezny. Niech X C Y =lin{y,...,Ym}-
Wéwezas n < m i n spo§réd elementéw zbioru {ys, ..., Y, mozna zastapi¢ przez
wektory Xi,...,Xn, otraymujac zbiér wektoréow, ktéry rozpina te samag

przestrzen Y.

Dowdd: Twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe dla n = 0. Przyjmiemy zaltozenie
indukcyjne, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 (gdzie n > 0). Mamy wiec



3.5

n—1 < m, a przy odpowiednim uporzgdkowaniu wektoréw yi,...,Ym jest

Xn € Y= lin{x1,. - Xn-1,Yn, ... )ym} o 1in{x1, s Xy Yngdy e vym}
Wektor x,, jest kombinacjg liniowg wektoréw x1,...,Xn_1,Yn,-..,Ym, ale nie jest
on kombinacjg liniowg wektoréw x1,...,x, 1 (bo zbiér {x;,...,x,} jest liniowo
niezalezny). Musi wiec byé n < m, a ponadto istniejg skalary ay,..., a., takie ze

Xn=a1X1+ -+ an1Xn1+ anYn + -+ AmYm,

przy czym a, # 0 dla pewnego k € {n,..., m}. Przyjmijmy bez straty ogélnosci,
ze a, # 0. Wtedy

—a —Qn_ 1 —a —a
yn:;X1+"'+7n]Xn,]+7Xn+ n+1yn+1+"'+ mym
n n aT\. n n
Dla dowolnego wektora z € Y, istniejg skalary by,..., by, takie ze

z= b]X1 + -+ bn—]xn—1 + bnyn +- bmym

Podstawiajac w miejsce y,, otrzymane wczesniej wyrazenie, otrzymujemy

bna bnan— b'rl
zZ= (b] — ])X1+"'+ <bn—] ——])xn,1+a—xn+
bnan bn(l
(bn+l - A )Unﬂ +-+ (bm— m)ym,
n n
a zatem z € lin{x1,...,Xn, Ynity .-+, Ym) €2y Y C lin{xq,..., X, YUnity. -+, Ym} O

Whiosek: Jesli n-elementowy uktad wektoréow jest bazg przestrzeni V, to kazda
baza tej przestrzeni sktada si¢ z n wektoréw.

Dowdd: Niech {x1,...,xn}1{y1,...,Ym) beda dwiema bazami przestrzeni V.
Na podstawie twierdzenia Steinitza, n < m, ale takze m < n, czylin=m. O

Mozna udowodni¢ mocniejsze twierdzenie: wszystkie bazy dowolnej przestrzeni
liniowej V sg réownoliczne (a zatem dotyczy to takze przestrzeni, ktére majg bazy

zlozone z nieskoriczenie wielu wektoréw).

Def. Wymiarem przestrzeni liniowej V nazywamy liczbe elementéw jej bazy

(ogdlniej — moc zbioru elementéw bazy).
Wymiar przestrzeni V oznaczamy symbolem dim V (z angielskiego dimension —
wymiar).

Whioskiem z twierdzenia o istnieniu bazy i twierdzenia o réwnoliczno$ci
wszystkich baz danej przestrzeni jest

Stwierdzenie: Jesli przestrzen X jest podprzestrzenia przestrzeni Y, to
dim X < dimY, przy czym je§li wymiary sg skoniczone i réwne, to X =Y.

3.6

Suma algebraiczna podprzestrzeni liniowych

Def. Niech Y i Z beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni liniowej X.
Sumag algebraiczng podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbidr

Y+Zd§f{y+z:y6Y,zeZ}.

Przecieciem (albo czescig wspdlng) podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbiér

YNZ={x:xe€Y,xeZ}.

Jesli przeciecie podprzestrzeni Y i Z ma tylko jeden element — wektor zerowy,
to sume algebraiczng tych podprzestrzeni nazywamy sumg prosta i oznaczamy
symbolem Y & Z.

Latwo jest udowodnié, ze zaréwno przeciecie jak i suma algebraiczna (w tym
prosta) podprzestrzeni przestrzeni liniowej jest podprzestrzenia liniows.
Zachodza nastepujace, oczywiste lub tatwe do udowodnienia relacje:

0 <dim(YNZ) < min(dimY,dim Z),
max(dimY,dim Z) < dim(Y + Z) < min(dim X,dim Y + dim Z),
dimY +dim Z = dim(Y 4+ Z) + dim(Y N Z),

a stad w szczegoblnosci dim(Y @ Z) = dimY + dim Z (bo dim{0} = 0).

Pojecia sumy algebraicznej i sumy prostej mozemy uogdlni¢ na przypadek
wigkszej liczby skladnikéw. Sumg algebraiczng s podprzestrzeni Yq,...,Ys
przestrzeni X jest zbiér

{y]+"‘+ySZij]‘GY]'}ZY]'F“"FYSOQLZY]‘.
=1

Jesli Yq,...,Y, sg podprzestrzeniami przestrzeni X, takimi ze

X:{y1+"~+y5:yj€Yj}, oraz
Yon () )= dlai=1,..5

jE(T,...,s}

to suma algebraiczna tych podprzestrzeni jest sumg prosta. W zapisie
symbolicznym

X=Y1&--aY,=PY,.
j=1
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Wtedy przedstawienie dowolnego wektora x € X w postaci sumy y; + --- + ys
wektoréw takich zZe Vjc1,. ) Yj € Yj jest jednoznaczne.

Istotnie, dla s = 2, biorac x = y1 + Y2 = yj + Y5, otrzymujemy Yy, —yj =y, — Yz,
ale y1 — Yy € Y1, U5, — Yz € Y3, a jedynym elementem przeciecia przestrzeni Y; 1Y,
jest 0. Zatem, y; =y}, Y2 = y5. Przez indukcje przenosi si¢ to na przypadek
dowolnego s. O

Def. Wektory y; € Yi,...,Ys € Ys, przypisane jednoznacznie wektorowi
xeX= @js:] Y;, nazywamy skltadowymi wektora x wzgledem wskazanego

rozkladu przestrzeni X na sume prostg.

Przyktad. Przestrzen R([x],, wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej stopnia co
najwyzej n mozemy przedstawi¢ w postaci sumy prostej podprzestrzeni
wielomianéw parzystych i nieparzystych. Dla n parzystego

Rx]n = lin{1,x, %%, x3,x* ..., x™ = lin{1,%x* x* ... x"} @ lin{x, x>, ..., x™ "}
Na przyktad wielomian 1 — 2x — 3x? + 4x° + x° jest suma 1 — 3x? + x° (sktadowa

parzysta) i —2x + 4x° (skladowa nieparzysta).

W szczegdlnodci, jesli uktad wektoréw xq,...,x,, jest bazg przestrzeni X, to
przestrzeri t¢ mozemy przedstawié jako sume prostg podprzestrzeni
jednowymiarowych:

X =lin{x1} & --- & lin{xn},
a zatem mozemy przedstawi¢ dowolny wektor z € X w postaci kombinacji liniowej:
Z=qa1X1+ -+ anXn.

W ten sposéb (prawie) dowiedliémy ponownie, ze wspétczynniki aq,...,a, € K
tej kombinacji sg okre§lone jednoznacznie.

Przeksztalcenia liniowe

Def. Niech V; i V, beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Funkcja
f: Vi — V; jest przeksztalceniem liniowym, jesli spelnia warunek

Vo xaevi Varapek Tlarxy 4+ axxz) = aif(xq) + axf(xz).

Latwy dowdd indukcyjny uzasadnia stwierdzenie, ze przeksztalcenie liniowe
zachowuje dowolne kombinacje liniowe. Wynikajg stad nastepujace wlasnosci
takich przeksztalcen:
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o Obrazem wektora zerowego 0; € V; jest wektor zerowy 0, € V,.

o Jesli uktad wektoréw yi,...,yx € Vi jest liniowo zalezny, to uklad

f(yi),...,f(yx) € V; jest liniowo zalezny.
Jesli wiec uktad wektoréw f(y;),...,f(yy) jest liniowo niezalezny, to uktad
Yi1,..., Yk tez jest liniowo niezalezny.

Jesli okreslimy sume przeksztatcen f; i f, ustalonej przestrzeni V; w V, wzorem

Vzev, (f1+f2)(2) = fi(z) +f2(2)

oraz iloczyn przeksztalcenia f i liczby a wzorem

Vaey (a-f)(z) = a-f(z),

to mozemy tatwo przekonad sig, ze
zbidér przeksztatcen liniowych ustalonych przestrzeni liniowych nad cialem K

z okre§lonymi wyzej dzialaniami jest przestrzenig liniowg nad K.
Przestrzen te oznaczymy symbolem L(V7; V). Jej wektorem zerowym jest
przeksztalcenie zerowe, ktére kazdemu wektorowi z € V; przyporzadkowuje
wektor 0; € V,.

Jedli funkcje f: Vi — V51 g: Vo — V3 sg przeksztalceniami liniowymi, to
przeksztalcenie zlozone g o f: Vi — V3 jest przeksztalceniem liniowym. Ogélnie,

ztozenie dowolnego skoniczonego ciggu przeksztalcen liniowych jest
przeksztalceniem liniowym.

Def. Izomorfizmem przestrzeni liniowych V7 1 V; (nad tym samym ciatem K)

nazywamy przeksztalcenie liniowe f: V; — V,, ktére jest bijekcja.

Izomorfizm f przestrzeni liniowych ma przeksztalcenie odwrotne, f~': Vo, — Vj,
ktére tez jest izomorfizmem. O przestrzeniach Vi i V, méwimy wtedy, ze sg
izomorficzne. Z definicji izomorfizmu wynika, ze

Izomorfizm zachowuje liniowg zaleznoé¢ albo liniowg niezalezno$é¢ dowolnego
uktadu wektoréw. W szczegdlnosci izomorfizm przeksztatca baze przestrzeni Vi na

baze przestrzeni V,, a wigc zachowuje wymiar przestrzeni.

Warunek istnienia izomorfizmu miedzy przestrzeniami okreéla relacje, ktoéra jest
zwrotna (kazda przestrzen jest izomorficzna ze sobg),

symetryczna (jesli V; jest izomorficzna z V5, to V; jest izomorficzna z V)

i przechodnia (jesli V4 jest izomorficzna z V5, a V; z V3, to V; jest izomorficzna
z V3). Jest to wiec relacja réwnowaznosci; klasa przestrzeni liniowych nad

ustalonym ciatem dzieli si¢ na klasy przestrzeni izomorficznych.

Wspblng cechg przestrzeni izomorficznych jest ich wymiar; dowolna przestrzen V
o wymiarze n nad cialem K jest wiec izomorficzna z przestrzenig K™
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Majac ustalong baze x1,...,X,, przestrzeni V mozemy okresli¢ izomorfizm, ktéry
wektorowi z = ¢yxq + - - - + ¢ Xy, przyporzadkowuje wektor (macierz kolumnowa)
f(z) = [c1,...,cnl". Izomorfizm odwrotny jest to przyporzadkowanie uktadowi
wspblczynnikéw cq,. .., c, wektora z, ktéry jest kombinacjg liniowg wektoréow
bazy z tymi wspéiczynnikami. Na dalszych wyktadach bedzie podany bardziej
systematyczny sposéb konstruowania tych izomorfizméw.

Wiemy, ze jesli A € K™" oraz x € K", to Ax € K™. Na podstawie znanych
wlasnodci mnozenia macierzy mozemy stwierdzié, ze przeksztalcenie przestrzeni
K™ w K™, polegajace na mnozeniu ustalonej macierzy i wektora, jest liniowe.
Macierz liczbowg m X n mozemy wigc utozsami¢ z przeksztalceniem K™ — K™,

Ustalmy baze x1,...,x, przestrzeni V; i baze y,..., Y przestrzeni V,.
Obrazem wektora x; w dowolnym przeksztalceniu liniowym f jest pewna
kombinacja liniowa a;y; + - - + QmjYm wektordw bazy przestrzeni V..
Przypusémy teraz, ze z = c1x1 + - - - + CnXn. Wtedy

n n m m n
f(Z) = Z ij(Xj) = Z Cj <Z aijyi) = Z(Z ClijC]')yi.
j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Wspbétczynnikami w bazie yq,..., Y, obrazu wektora z w przeksztatceniu f sg
wigc liczby d; = Z;‘:] ai;c5. Mozemy je obliczy¢ wykonujac mnozenie macierzy

C1
aynm ... Ain d1

Al eeenns Amn c dm
n

Z tego spostrzezenia wnioskujemy, ze majac dowolne przeksztatcenie liniowe

f: Vi — V,, dla ustalonych baz przestrzeni V; o wymiarze n i V> o wymiarze m
mozemy wskaza¢ jednoznacznie okreslong macierz [ayl;; € K™™, ktora
reprezentuje to przeksztalcenie (tj. pozwala obliczy¢ wspétczynniki wektora f(z)
na podstawie wspoélczynnikéw wektora z, za pomocg mnozenia macierzy).

Z drugiej strony, dowolnej macierzy [ayli; € K™" odpowiada przeksztalcenie
liniowe, ktore ,przeksztalca wspoétczynniki w bazach” w opisany sposéb. Dlatego
przestrzen przeksztatcend liniowych przestrzeni n-wymiarowej V; w przestrzen V,

o wymiarze m jest izomorficzna z przestrzenig macierzy K™". Wymiar tej

przestrzeni (a wiec takze przestrzeni L(Vy;V3)) jest réwny mn.

Dzigki istnieniu tego izomorfizmu (a wiasciwie catej klasy izomorfizméw, poniewaz
mozemy dowolnie wybiera¢ bazy), badanie przeksztalcen liniowych mozemy
sprowadzi¢ do badania wlasnoéci macierzy. Co tez uczynimy niebawem.
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Zadania i1 problemy na ¢wiczenia i do domu

. Udowodnij, ze jesli V jest przestrzenia liniowa, to Vycy 0-x = 0.
. Wskaz wymiar i dowolng baze przestrzeni K™".

. Wskaz baze przestrzeni Clxy,x2], (zbioru wielomianéw zespolonych dwéch

zmiennych stopnia co najwyzej 2) nad ciatem C.

. Wskaz baze przestrzeni C[xq,x2]> nad cialem R.

. ZnajdZ wymiar przestrzeni réwnan algebraicznych n zmiennych m-tego stopnia

nad ciatem C (na przyklad dla m = n = 2 to sa réwnania o postaci
ax? 4+ bxy + cy? + dx + ey + f = 0, ze wspdtczynnikami zespolonymi q, ..., f).
Wskaz baze tej przestrzeni.

. Czy podane nizej zbiory macierzy n x n sg podprzestrzeniami liniowymi

przestrzeni K™™?
a)
b)

) Zbiér macierzy tréjkatnych gérnych.

Zbiér macierzy permutacji.

Zbiér macierzy tréjkatnych.

d) Zbiér macierzy stochastycznych (ktérych suma wspéiczynnikéw w kazdym
wierszu jest réwna 1).

e) Zbiér macierzy nieosobliwych.

f) Zbiér macierzy osobliwych.

g) Zbiér macierzy hermitowskich (zbadaj osobno przypadki gdy K=R i K =C).

h) Zbiér macierzy antysymetrycznych.

i) Zbiér macierzy diagonalnie dominujacych (takich, ze dla kazdego i € {1,...,n}

W kazdym przypadku podaj uzasadnienie i je§li odpowiedz jest twierdzaca, to

wskaz wymiar i baze.

. Udowodnij, ze zbiér R (zbiér liczb rzeczywistych dodatnich) z dzialaniem

dodawania ,,+" okre§lonym wzorem x +’'y = xy (rozwazane dodawanie jest
,ZWyklym” mnozeniem liczb rzeczywistych) i dzialaniem mnozenia przez liczbe
rzeczywistg a ,,-”” okreslonym wzorem a -’ x = x¢, jest rzeczywistg przestrzenig
liniowa. Znajdz wektor zerowy, wymiar i baze tej przestrzeni.

Czy zbiér Q, z dziataniami okreslonymi za pomoca tych samych wzoréw jest
przestrzenig liniowa?

. Zbadaj, czy zbior Q[v2] ={a +bv2: a,b € Q} (z dziataniem dodawania

wektoréw tozsamym z dodawaniem liczb) jest przestrzenig liniowg nad ciatem Q.
Jesli tak, to znajdz jaka$ baze i wymiar tej przestrzeni.
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9. Ktére z podanych nizej podzbioréw przestrzeni R® s podprzestrzeniami
liniowymi?

x,Y,z): x+y—z=a} dla ustalonego a € R,

x,Y,z): x" =0} dla ustalonego n € N,

X)y)z

{( ):

{ ):

{(xy,2): x> +y* > s} dla ustalonego s € Q,

{( ): (x+y)" =sz"} dla ustalonegon € N, s € Q,
{( ):

x,y,z): xy =0}

10. Def. Tréjkatng rodzing wielomianéw nazywamy uklad wielomianéw wy, ..., Wy,
takich ze dla kazdego k stopient wielomianu wy jest réwny k.

Udowodnij, ze dowolna tréjkatna rodzina wielomianéw wy, ..., wy
o wspbélczynnikach rzeczywistych jest baza przestrzeni Rx],..

11. Udowodnij podane na stronie 3.6 relacje miedzy wymiarami podprzestrzeni Y,
Z,Y 4+ ZiYNZ przestrzeni X.

12. Niech przestrzenie X, Y i Z beda podprzestrzeniami przestrzeni V i niech
dimX =3,dimY =4,dimZ =2idimV = 7. Jakie mogg by¢ wymiary przestrzeni
Y+Z)NnXi(XNY)+2Z?

13. Udowodnij, ze dwie przestrzenie, V; i V, nad cialem K sg izomorficzne wtedy
i tylko wtedy, gdy dim V; = dim V..

14. Zbadaj, czy uklad wektoréw

1 Vv2/2 0
\/z ) 0 ) -1
0 1 1

jest liniowo zalezny
a) nad ciatem R,
b) nad ciatem Q.

15. Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego d: R[x]3 — R[x]3, okreslonego wzorem
d(w) =w’, odpowiadajaca bazie potegowej 1,x,x% x> (w tej bazie reprezentujemy
zaréwno argument przeksztalcenia d, jak i wynik).

16. Udowodnij, ze jesli przeksztalcenia liniowe f: V7 — V5 i g: V, — V3 sa
reprezentowane w bazach x;,...,X,, przestrzeni Vi, yi,...,Ym przestrzeni V,
iz,...,2zy przestrzeni V3 odpowiednio przez macierze A i B, to macierza ztozenia
gof: V7 — V3 tych przeksztalcen w bazach x1,...,%, 1 21,..., 2y jest macierz BA.

17. Znajdz macierze przeksztatcenn d,: R[x]3 — R[x]3, okre§lonych wzorem
dn.(w) = tﬂ(—’:‘w dlan=1,23,..., w bazie potegowej 1,x, x?, x>.

Skorzystaj w tym celu z rozwigzan poprzednich dwéch zadan.
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Obraz 1 jadro przeksztalcenia liniowego 1 macierzy
Réwnowazne ukilady réwnan liniowych

Def. Dwa uklady réwnan liniowych o tych samych niewiadomych sg réwnowazne,
jesli kazde réwnanie z pierwszego ukiadu réwnan jest kombinacjg liniowg réwnarn
drugiego ukladu i na odwr6t.

Twierdzenie: Zbiory rozwigzan ukladéw réwnowaznych sg identyczne.
Dowéd: Rozwazmy dwa uktady réwnan liniowych:

aﬂx1+"'+ainxn:bi) i:])"'vmv
oraz
cuxit- -t cCinxn=d;, i=1,...,L

Wystarczy dowiesc, ze jesli uktady te sa rownowazne, to kazde rozwigzanie
pierwszego ukltadu jest takze rozwigzaniem drugiego.

Jesli uktady sg réwnowazne, to i-te réwnanie drugiego uktadu jest kombinacjg
liniowa réwnan pierwszego ukladu o pewnych wspéiczynnikach sy, ..., Sim-
Zatem, i-te réwnanie drugiego uktadu mozna przedstawi¢ w postaci

m m
E sik(a@axy + -+ + AgnXxn) = E Sikbi,
k=1 k=1

przy czym cy = ZL“:] SikQy; oraz di = ZLL sikby. Podstawiajgc dowolne
rozwigzanie xq, ..., X, pierwszego ukladu otrzymujemy réwnosé

> g sibk = Xt sikby, z ktorej wynika, ze jest to takze rozwigzanie i-tego
(czyli kazdego, bo i moze by¢ dowolne) réwnania drugiego uktadu. O

Uwaga: Uklady mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej, Ax =b i Cx = d,
gdzie A = [ay]i; € K™, b € K™, C = [cyli; € K™ i d € K. Drugi uklad
otrzymamy z pierwszego przez pomnozenie jego stron z lewej strony przez macierz
S =[sylij € K™ Mamy wiec C = SA, d = Sb.

Rozwigzania ukladu réwnan liniowych sg rozwigzaniami dowolnego uktadu, ktory
mozemy otrzymac¢ mnozac strony przez macierz, ale taki uktad moze mie¢ wiecej
rozwigzan. Na przyklad, mnozac strony przez macierz zerowg otrzymamy uktad,
ktérego rozwigzaniem jest kazdy wektor x € K™.

Uklad réwnan liniowych Ax = b mozemy przedstawi¢ w postaci

a]X]+‘-'+aan:b,
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gdzie wektory ay,...,a, € K™ sg kolumnami macierzy A. Odpowiada to
przedstawieniu macierzy A w postaci blokowo-wierszowej. Interpretacje
rozwigzania xi, ..., X, jako wspélczynnikéw kombinacji liniowej kolumn
macierzy A, ktéra to kombinacja jest réwna wektorowi prawej strony, bedziemy
eksploatowaé dalej. Tymczasem mozemy zauwazy¢, ze jednorodny uklad réwnan,

ktéry otrzymamy bioragc b = 0, ma rozwigzanie rézne od 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory aq,..., a, s3 liniowo zalezne. Jest tak zawsze dla n > m.

Rzad macierzy

Def. Rzad kolumnowy macierzy A € K™" jest to wymiar rozpietej przez kolumny
tej macierzy podprzestrzeni przestrzeni K™.

Rzad wierszowy macierzy A jest to wymiar podprzestrzeni przestrzeni K'™
rozpietej przez wiersze macierzy A.

Inaczej méwiac, rzad kolumnowy macierzy A jest maksymalng liczbg niezaleznych
liniowo kolumn tej macierzy, a rzad wierszowy macierzy jest maksymalng liczbg
jej niezaleznych liniowo wierszy.

Twierdzenie: Rzad kolumnowy dowolnej macierzy jest réwny jej rzedowi
wierszowemu.

Dowdd: Oznaczmy rzad kolumnowy macierzy A € K™" literg k, a jej rzad
wierszowy literg w. Symbolem A; oznaczymy macierz m x k, ktérej kolumny sa
liniowo niezaleznymi kolumnami macierzy A. Rzad wierszowy macierzy A,
oznaczymy wi; jest jasne, ze rzad kolumnowy macierzy A; jest réwny k, a w; < w.
Niech A, oznacza macierz wq x k, otrzymang z A; przez wybranie

Wi niezaleznych liniowo wierszy.

Przypusémy, ze k > wy. Wtedy uktad réwnan A,x = 0 ma rozwigzanie x # 0 (bo
kolumny macierzy A, sg wektorami w K™, wiec gdy jest ich wiecej niz wq, to sg
liniowo zalezne). Ale poniewaz wektor x jest takze rozwigzaniem ukladu Ayx =0
(oba uklady réwnan sg réwnowazne), wiec to oznacza liniowg zalezno$¢ kolumn
macierzy A;. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze k < wy.

Mamy zatem k < w. Aby dowies¢, ze réwniez w < k wystarczy rozwazy¢

macierz AT. Jej rzad kolumnowy jest réwny w, a wierszowy — k. O

Def. Rzedem macierzy A nazywamy liczbe, ktéra jest jej rzedem kolumnowym

i jednocze$nie wierszowym. Bedziemy oznaczaé go symbolem rank A
Macierz A € K™", ktérej kolumny sg liniowo niezalezne (tj. rank A =n)
nazywamy macierzg kolumnowo regularng.

Macierz A € K™", ktérej wiersze sg liniowo niezalezne (tj. rank A = m)
nazywamy macierzg wierszowo regularng.
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Macierze kolumnowo regularne i wierszowo regularne bedziemy okresla¢ wspélnym

mianem macierzy pelnego rzedu, a pozostale to macierze niepeilnego rzedu.

Jest oczywiste, ze rank AT = rank A. Latwo jest réwniez pokazaé (zostawiam to na
¢wiczenia), ze dla macierzy A € C™" jest rank A" = rank A.

Obraz i jadro macierzy

Def. Obrazem macierzy A € K™" jest przestrzen rozpieta przez kolumny tej
macierzy. Jej wymiar jest réwny rzedowi macierzy A. Do oznaczenia tej
przestrzeni uzyjemy symbolu im A. (ang. tmage — obraz)

Jadrem (albo przestrzenig zerowg) macierzy A € K™" nazywamy zbiér wektoréw

{x € K": Ax = 0}. Zbiér ten jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni K";
bedziemy go oznaczaé¢ symbolem ker A (ang. kernel — jadro).

Majac dowolng macierz A mozemy tatwo znalezé baze jej obrazu; wystarczy
wybraé liniowo niezalezne kolumny. Nieco trudniejsze jest znalezienie bazy jadra;
w tym celu zauwazmy, ze wymiar jagdra nie zmieni sig, je§li poprzestawiamy
kolumny.

Mozemy tak poprzestawiaé¢ kolumny, aby pierwsze r = rank A kolumn otrzymanej
macierzy A bylo niezalezne liniowo. Macierz A przedstawimy w postaci blokowej,
[A1,A2], z blokiem A; pelnego rzedu o wymiarach m x r i blokiem A,, ktérego
kolumny sg kombinacjami liniowymi kolumn bloku A;. Wobec tego istnieje
macierz B € K" (utworzona ze wspodlczynnikéw tych kombinacji), taka ze

A, = A;B. Niech & € K". Wektor ten mozemy przedstawi¢ w postaci blokowej,

x . . A~
R = |: x] ,dlax; € K", x, € KM". Wektor R jest elementem przestrzeni ker A
2

wtedy, gdy

/A\Q:{Al A1B} {x‘ — Ay (x1 4+ Bx,) = 0.

X2

Macierz A; jest kolumnowo regularna, z czego natychmiast wynika, ze jej jadro
jest podprzestrzenig zerowg. Wobec tego musi byé x; + Bx; = 0, a zatem
X1 = —Bx,. Mamy stad

kerA: { |: I—B :|X2!X2 EKnir}.

Poniewaz wektor x, € K" " mozna wybraé¢ dowolnie, wigc baze przestrzeni ker A
otrzymamy biorac np. wektory eq,..., e, . € K" '. Wtedy otrzymamy baze
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zlozong z wektoréw

Q] = {_b1 } )~-')QH7T: |:_bn7:| )
€ €n_r

gdzie b; jest i-tg kolumng macierzy B. Baze przestrzeni ker A otrzymamy
przestawiajac odpowiednio wspolczynniki wektoréw R;. Wymiar tej przestrzeni,
jak sie przekonali$my, jest réwny n —r =n —rank A. Natychmiast wynika stad

Stwierdzenie: Dla dowolnej macierzy A € K™™ zachodzi réwnosé

n =dimker A +dimimA.

Twierdzenie: Dla dowolnej macierzy A € C™" zachodzg réwnosci
C™=1imA ® ker A", C"=imA" @ ker A

(dla A € R™™ lub A € Q™" sprzezenie hermitowskie macierzy zastepujemy przez
transpozycje).

Dowdd: Wystarczy udowodnié pierwszg z tych réwnosci. Obie przestrzenie, im A
i ker AH, sg podprzestrzeniami przestrzeni C™. Jedli y € im A, to istnieje wektor
x € C™, taki ze y = Ax. Jesli rtéwnoczeénie y € ker AH, czyli Aly =0, to

y"y =xHAHy =0, aley = [y1,...,yml" (dla pewnych liczb zespolonych
Yt,...,Ym), a zatem y"y = 3 7 [yxl? = 0 wtedy i tylko wtedy gdy

Y= --=ym=0, czyli y = 0. Tak wiec im A Nker A" = {0}, czyli suma
algebraiczna tych przestrzeni jest sumg prostg. Wymiar tej sumy jest wiec réwny

dim(im A ® ker A") = dimim A + dimker A" = rank A + (m — rank A") = m,
co konczy dowdd, bo jesli wymiar podprzestrzeni jest skoniczony i réwny

wymiarowi przestrzeni, to ta podprzestrzen jest niewlasciwa. O

Uwaga: Twierdzenie to dotyczy macierzy o wspdélczynnikach zespolonych,
rzeczywistych lub wymiernych, ale nie mozna go uogélni¢ na przypadek
wspbiczynnikéw nalezacych do dowolnego ciata. Istotnie, w dowodzie
skorzystaliSmy z pojecia wartosci bezwzglednej i uporzadkowania liczb
rzeczywistych przez relacje ,,<”.

Interpretacja iloczynu macierzy

Niech A = [a;,...,a,] € K™" i B = [byl;; € K™. Mamy

AB = Z akbk],. . .,Z aka
k=1 k=1



4.5

Kolumny iloczynu sa wigc kombinacjami liniowymi kolumn macierzy A, a zatem
im(AB) C im A, skad wynika

rank(AB) = dimim(AB) < rank A.
Podobnie, wiersze iloczynu macierzy sg kombinacjami wierszy drugiego czynnika

(macierzy B); mozemy stad wywnioskowaé, ze im(AB)T C im BT, a stad
rank(AB) < rank B. Ostatecznie, rank(AB) < min(rank A, rank B).

Przykiad: Rzad obu macierzy,

11 -1 -1

jest rowny 2. Ich iloczyn jest macierza zerowg 2 x 2, a zatem jego rzad jest
réwny 0. Z drugiej strony, rzad iloczynu kwadratowych macierzy n x n peitnego
rzedu jest rowny n.

Dla dowolnego wektora x € K' mamy (AB)x = A(Bx), jako ze mnozenie macierzy
jest taczne. Poniewaz ABx € K™, wigc macierz C = AB opisuje przeksztalcenie
liniowe, ktore jest ztozeniem przeksztatcenia K' — K™ reprezentowanego przez
macierz B i przeksztalcenia K™ — K™ reprezentowanego przez A.

Stwierdzenie, ze rzad iloczynu macierzy jest nie wigkszy niz rzad ktéregokolwiek
czynnika mozemy tez uzasadni¢ geometrycznie, zauwazajac, ze obraz dowolnej
podprzestrzeni X € K™ w przeksztalceniu liniowym K™ — K™ jest podprzestrzenig
Y € K™, ktérej wymiar nie moze by¢ wigkszy niz dim X.

Macierze nieosobliwe

Dowolna macierz A € K™™ okresla przeksztalcenie przestrzeni K™ w K.
Pokazemy, ze macierz jest nieosobliwa (czyli istnieje jej odwrotnos¢) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest pelnego rzedu. Istotnie, kolumny as,..., a, macierzy pelnego
rzedu sg liniowo niezalezne i jest ich n, czyli rozpieta przez nie podprzestrzen
im A przestrzeni K™ jest niewlasciwa. Kolumny macierzy A stanowia baze
przestrzeni K", a wiec dowolny wektor y € K™ mozna przedstawi¢ w postaci

Yy =x1a1 + - -+ + XnQy, przy czym uklad wspoédiczynnikéw x4, ..., X, speiniajacych
te réwnosc¢ jest tylko jeden. Istnieje zatem przeksztalcenie odwrotne do A, ktore
dowolnemu wektorowi y € K™ przyporzadkowuje wektor x = [x1,...,%x]' € K™
Przeksztalcenie to jest oczywiscie liniowe, a wiec istnieje macierz B € K™™, ktoéra
reprezentuje to przeksztalcenie. Iloczyn BA tych macierzy reprezentuje ztozenie
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obu tych przeksztatcen; przeksztalcenie to jest przeksztalceniem tozsamosciowym
przestrzeni K™ i jego macierz jest jednostkowa.

Z drugiej strony, jesli kolumny macierzy A sg liniowo zalezne, to reprezentowane
przez nig przeksztalcenie nie jest ré6znowartosciowe. Gdyby istniata odwrotnosé
macierzy A, to reprezentowataby przeksztalcenie odwrotne, ktére nie istnieje. O

Funkcjonaty liniowe i przestrzen sprzezona
Def. Funkcjonatem liniowym w przestrzeni liniowej V nad ciatem K nazywamy

kazde przeksztalcenie liniowe V — K
(przypominam, ze zbiér K jest przestrzenig liniowg nad ciatem K).

Def. Zbiér wszystkich funkcjonatéw liniowych w ustalonej przestrzeni V nad
cialem K (z odpowiednio okre§lonymi dzialaniami) jest przestrzenig liniowg nad
K. Przestrzen t¢ nazywamy przestrzenig sprzezong (albo dualng) z V i oznaczamy
symbolem V* (ktéry jest rownowazny oznaczeniu L(V;K), ale krotszy).

Def. Funkcjonal zerowy jest to funkcjonal, ktéry kazdemu wektorowi x € V

przyporzadkowuje 0. Funkcjonatl ten jest wektorem zerowym przestrzeni V*.

Wymiary przestrzeni V i V* sg réwne (co wynika z wcze$niejszych ustalen na
temat wymiaru przestrzeni L(Vy;V,)). Zauwazmy, ze zaréwno elementy
przestrzeni V* sg funkcjonatami liniowymi w przestrzeni V, jak i odwrotnie —
dowolny element x przestrzeni V okresla pewien funkcjonat liniowy x

w przestrzeni V*, za pomocag wzoru

Veev: X(@) = @(x).

Przestrzen L(V* K) = V** funkcjonaléw liniowych na V* mozemy wiec utozsamié
z przestrzenia V (na jednym z dalszych wyktadéw wrocimy do tego). Cecha pary
przestrzeni V i V*, ktéra pozwala na ,symetryczne” ich traktowanie, nazywa sie

dualnodciag.

Def. Niech uktad wektoréw xq,...,%x, bedzie baza przestrzeni V. Uklad wektoréw
©1y...,Pn € V* nazywamy bazg dualng do xq,...,Xx, jesli spelnione sg réwnania

@i(x;) = 85

(84, przypominam, to symbol Kroneckera, 1 dla i =j i 0 w przeciwnym razie).

Natychmiast zauwazamy, ze wybor bazy przestrzeni V okresla baze dualng
jednoznacznie.
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Ponadto, jesli uktad ¢;,..., @, € V* jest bazg dualng bazy x;,...,x, przestrzeni
V, to baza x1,...,Xx, jest dualna wzgledem bazy @1, ..., @n.
Przyktady

. Przestrzen sprzezona z K™ to K'™. Baza sprzezona z baza e, ..., e, to uklad
wektoréw (macierzy wierszowych) e],...,el.

. Elementy przestrzeni sprzezonej z R[x],, (przestrzenia wielomianéw rzeczywistych
stopnia co najwyzej n; wymiar tej przestrzeni jest rowny n + 1) sg funkcjami
przyporzadkowujacymi dowolnemu wielomianowi stopnia co najwyzej n pewng
liczbe rzeczywista.

Znajdziemy baze sprzezong z bazg potegowa, ktorej elementami sg wektory
(wielomiany) 1,x,%?,...,x" hLatwo jest przekona¢ si¢, ze jesli prayjmiemy
funkcjonat @ okreslony wzorem @o(w) = w(0), oraz funkcjonaly @1,..., @,
takie ze @y (w) = %;—;w(x)\xzo, to otrzymamy baze dualna.

Niech xo,...,x, beda ustalonymi, parami réznymi liczbami. Uktad funkcjonatéw
Vo, ..., by, okreslonych wzorami \;(w) = w(x;) jest bazg przestrzeni sprzezonej
z R[x],,. Latwo jest znalezé dualng do niej baze przestrzeni wielomianéw.

Jej elementami sa wielomiany wy, ..., w,, takie ze

X — Xk
wj(x) = H o
n k

Istotnie, wszystkie te funkcje sa wielomianami stopnia n, oraz wj(x;) = 3.

Obraz i jadro przeksztalcenia liniowego

Rozszerzymy pojecie macierzy, dopuszczajac, aby jej elementami byty wektory

i funkcjonaty (czyli tez wektory, z przestrzeni sprzezonej). W zasadzie jest to
uogdlnienie wczesniejszych rozwazan na temat macierzy blokowych. Dodawanie
takich macierzy polega na dodaniu odpowiednich wektoréw (albo funkcjonaléw).
Mnozenie takiej macierzy przez skalar, a takze przez macierz, ktorej
wspbiczynnikami sg skalary, jest okre§lone za pomocg tych samych wzoréw co
mnozenie macierzy liczbowych (tylko, ze symbole mnozenia i dodawania
wspoblczynnikéw majg inne znaczenie).

Macierz, ktérej wspdtczynniki sg funkcjonatami mozemy pomnozy¢ przez macierz,
ktorej wspotczynniki sg wektorami, przy czym ,mnozenie” funkcjonatu ¢
i wektora x polega na obliczeniu skalara — warto§ci wyrazenia @(x).
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Uwaga: to mnozenie nie jest przemienne, tj. iloczyn x@, w ktérym taka kolejnosé
czynnikéw wynika z kolejno$ci mnozonych macierzy, opisuje pewne
przeksztalcenie liniowe; mozemy je ,,pomnozy¢” z prawej strony przez wektor y
(wspbtczynnik kolejnej macierzy, jesli taka wystepuje w rozpatrywanym
wyrazeniu) i otrzymaé wektor x¢(y) (iloczyn wektora x i liczby ¢(y)), ktéry jest
obrazem wektora y w tym przeksztatceniu liniowym.

Latwo jest sprawdzié, ze wymienione dzialania na macierzach, ktérych
wspoéiczynnikami sg wektorami i funkcjonatami, majg podobne wiasnosci
algebraiczne jak dodawanie i mnozenie macierzy liczbowych (w tym lgcznosé,
rozdzielnos¢), mozemy zatem w podobny sposéb przeksztalca¢ wzory z takimi
macierzami.

Niech V; iV, beda ustalonymi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K,
o wymiarach odpowiednio n i m. Przestrzen V; jest wigc izomorficzna z K™,

a V; jest izomorficzna z K™. Ustalmy baze x4, ...,X, przestrzeni V; i ustawmy jej
elementy w macierz wierszowg X = [xq,...,X,]. Podobnie, z elementéw @1, ..., ¢,
©1
bazy dualnej ustawimy macierz kolumnowg @ =
Pn
Podobnie, biorgc elementy yq,...,Ym bazy przestrzeni V, i elementy jej bazy
Py
dualnej Py, ..., P, okre§limy macierze Y = [y1,...,yJ 1 ¥ = :
P

Mozemy teraz zapisa¢ formalnie wiele operacji, o ktérych dotychczas mogliémy
tylko gestykulowaé. Wezmy dowolny wektor z € V;. Wyrazenie

¢1(2)
Oz = :
¢n(z)
jest wektorem w przestrzeni K™ (tj. liczbowg macierzg kolumnowg), ktérej
wspolczynniki odpowiadajg przedstawieniu wektora z w bazie x;,...,x,,. Istotnie,
@ileXy 4 -+ enXn) = C1@i(X1) 4 F Cn@ilXn) = ci.
Podobnie, majac dowolny wektor ¢ = [c1,...,cn]" € K™ mozemy wyrazié
kombinacje liniowg wektoréw bazy xi,...,X,, o wspélczynnikach cq,...,cy,
w postaci iloczynu macierzy Xc.

Macierze X i @ sg swoimi odwrotno$§ciami, w tym sensie, ze iloczyn X®
reprezentuje przeksztalcenie tozsamosciowe przestrzeni Vi; dla dowolnego wektora
z € V; wyrazenie X®z jest réwne z.
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Podobnie, iloczyn ®X jest przeksztalceniem tozsamo$ciowym przestrzeni K™

Dla dowolnego wektora (macierzy kolumnowej) ¢ € K™ zachodzi réwnogé

OXc = c, a zatem mozemy stwierdzié, ze iloczyn ®X jest macierzg jednostkowg I,
(ktora reprezentuje tozsamosciowe przeksztalcenie przestrzeni K™). Mozemy wiec
napisa¢ @ = X', albo X = @', rozumiejac to w ten sposdb, ze jesli np. macierz X
jest przeksztalceniem liniowym K™ — V;, to @ opisuje przeksztalcenie odwrotne.

Tak wiec mnozenie przez opisane wyzej macierze, ktére utozsamimy z bazami
odpowiednich przestrzeni, okresla izomorfizmy przestrzeni V; z K™ i V, z K™
Wezmy teraz dowolng macierz A € K™". Okresla ona pewne przeksztalcenie
liniowe przestrzeni K™ w K™ (polega ono na pomnozeniu macierzy A

i przeksztalcanego wektora ¢ € K™). Wyrazenie YAD opisuje pewne
przeksztalcenie liniowe g przestrzeni V; w V,. Jesli obliczamy obraz w tym
przeksztalceniu wektora z € V;, to @z jest macierzg wspoélczynnikéw wektora z
w bazie X1,...,Xn, za§ ADz jest macierza wspodlczynnikéw wektora g(z) w bazie
Y1,...,Ym. Wreszcie, g(z) = YADz.

7 wczesniejszych rozwazan wynika, ze jesli ustalimy bazy x1,...,Xn 1 Y1,...,Ym,
to kazdemu przeksztalceniu liniowemu g: V; — V, odpowiada jednoznacznie
okre§lona macierz A € K™"™. Wybierajac bazy przestrzeni V; i V, ustaliliimy wiec
izomorfizm przestrzeni przeksztalcen, L(V;;V;) i przestrzeni macierzy, K™™

Def. Jadrem przeksztalcenia liniowego g: Vi — V, nazywamy zbiér
{xeVy:gx) =0}

Jest ono podprzestrzenia liniowg przestrzeni V3, oznaczamy je symbolem ker g.
Obrazem przeksztatcenia g jest zbior {y € Vi: Jyev, Y = g(x) }.

Jest to podprzestrzen liniowa przestrzeni V5, ktérg oznaczamy symbolem im g.

Mozemy teraz poszukiwaé obrazu i jgdra dowolnego przeksztalcenia liniowego

g: Vi — V,. Jest jasne, ze wymiary obrazu i jadra przeksztalcenia g sg takie same
jak wymiary obrazu i jadra macierzy A, reprezentujacej to przeksztaltcenie

w jakichkolwiek bazach X i Y. Majac te bazy i macierz A, mozemy wyznaczy¢
bazg przestrzeni im A (przez wybranie niezaleznych liniowo kolumn, oznaczmy je
symbolami aj,, ..., a;, liczba r jest rzedem macierzy A) i mamy

img =lin{Ya;, } @ --- @ lin{Ya,}

i podobnie, majac baze¢ przestrzeni ker A zlozong z wektoréw cy,..., ¢, (sposdb
ich znalezienia znamy, cho¢ nie do konica; polega on na rozwigzaniu uktadéw
réwnan liniowych, o czym bedzie mowa pézniej), mamy

ker g = lin{Xc1} @ - - - & lin{Xc .}
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Niech uktad wektoréw x1,...,x, bedzie bazg pewnej przestrzeni V nad K. Niech
macierz X reprezentuje te baze, a macierz @ jej baze dualng. Wtedy dowolne
przeksztalcenie g: V — V mozemy przedstawi¢ w postaci g = XA®, gdzie A jest
pewng macierza kwadratowa. Macierz t¢ (inaczej: macierz przeksztalcenia g

w bazie x4, ...,X,) mozemy przedstawi¢ w postaci ®gX.

Mozemy réwniez przyjaé dwie bazy przestrzeni V, reprezentowane odpowiednio
przez macierze X i Y. Bazy dualne bedg reprezentowane odpowiednio przez
macierze ® i V. Przypusémy, ze znamy wspoétczynniki dowolnego wektora z € V
w bazie X. Wspbélczynniki tego wektora w bazie Y mozemy obliczy¢ przez
pomnozenie wektora wspélczynnikéw w bazie X przez macierz zmiany bazy B.

Wyraza sie ona wzorem B = WX.

Zadania i1 problemy

1. Udowodnij, ze rzad macierzy nie zmieni si¢ wskutek wykonania zadnej
z wymienionych nizej operacji:
e pomnozenie kolumny albo wiersza przez dowolny skalar rézny od 0,

e dodanie do kolumny (albo wiersza) innej kolumny (albo wiersza) pomnozonej
(pomnozonego) przez dowolny skalar,

e przestawienie kolumn (albo wierszy).

2. Udowodnij, ze macierze A i A" maja ten sam rzad.
3. Niech

—_ NN —

Oblicz macierz F = ABCDE.
4. Zbadaj, jaki jest rzad macierzy

o2 -1 0 2 -3 4
0 -12 -3 4

, 2 -2 0 3 -4
115 1 9 T 3.3 o 4
107 213

4 —4 4 —4 0



5. Niech n > 4 i niech wektory x,y € R™ bedg niezalezne liniowo. Znajdz jadro
macierzy A = [x,X + Y,Xx — Yy, y] (macierz jest tu przedstawiona w postaci
blokowej, tak aby uwidocznié kolumny).

6. Znajdz jadro i obraz przeksztalcenia liniowego f: R[x],, — R[x], okreslonego
wzorem f(w) = x*w”.

7. Wyznacz wspélczynniki macierzy przeksztatcenia f z poprzedniego zadania,
w bazie potegowej 1,%,x2,...,x™

8. Niech n > 1 i niech przeksztalcenie g: R[x],, — R[x],,_» bedzie okreslone wzorem

" a przeksztalcenie h: R[x],_; — Rlx], wzorem h(w) = x>w. Wyznacz

macierze tych przeksztalcern w bazach potegowych przestrzeni Rlx], i R[x], >

glw) =w

i oblicz iloczyn tych macierzy (to jest alternatywny sposéb rozwigzania
poprzedniego zadania).

9. Udowodnij, ze w przestrzeni R[x],, kazdy funkcjonal liniowy jest kombinacjg
liniowg wartosci funkcji w ustalonych punktach.

10. Niech V = R[x],. Poniewaz dim V* = dim V = 3, wigc dowolny funkcjonal liniowy
@ w przestrzeni V mozna przedstawi¢ w postaci ¢(f) = aof(xo) + aif(x1) + axf(x2),
czyli @ = ap@o + a191 + a2, gdzie @i(f) = f(xi). Znajdz wspolczynniki w bazie
@0, @1, ¢, funkcjonatu ¢ (f) = f; f(x) dx.

11. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowg przestrzeni V, przy czym
n =dimU < m =dimV. Dowolny funkcjonatl liniowy ¢ € V* jest funkcjonaltem
liniowym okres§lonym w podprzestrzeni U, czyli ¢ € U*, a zatem V* C U*. Ale
wtedy m = dim V* < n = dim U*, a wigc mamy sprzecznos¢. Wyjasnij, gdzie tu
jest blad i na czym on polega.

Cwiczenia potwérkowe

1. Niech z = (1,+/3). Oblicz z 1%

2. Zbadaj, czy zbiér macierzy zespolonych 2 x 2, o postaci

e

z dzialaniem mnozenia macierzy jest grupa. Jesli tak, to czy jest to grupa
abelowa?

3. Oblicz macierz

o O —
o - N
— N O

. Oblicz macierz B = A3 — 3A% 4 3A — 1,, gdzie

S O N =
— W O O
w = © o

. Znajdz zbiér rozwigzan ukladu réwnan liniowych

1,2) (2,-1) (3,4) (5,3) (13,11)
(0,1 (1,0) (0,5) (1,5) = (513)

. Znajdz rzad oraz baze jadra i obrazu macierzy

1 -2 3 =5
-2 3 -4 6
3 4 5 -7
-4 5 —6 8

. Wskaz wymiar i baze podprzestrzeni przestrzeni R[x],4, sktadajacej sie

z wielomianéw w spelniajacych warunki w(—1) =w(1) i w/(0) = 0.

. Oblicz wspolczynniki funkcjonalu ¢ w przestrzeni R[x],, danego wzorem

w bazie dualnej do bazy wo, wi, w,, gdzie wo(x) = x(x — a), wi(x) = x(x + a),
wa(x) =x>—a?% a= %
Zaproponuj inny (niz z uzyciem podanego wyzej wzoru) sposéb obliczania

wartosci @ (w) dla ustalonego wielomianu w.
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Uktady réwnan liniowych

Uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi mozemy zapisaé w czterech
réwnowaznych postaciach. Pierwsza z nich jest ,petna”

anxi+ apxz+ -+ QX = by,

AQmiX1 + QmaX2 + - + AmnXn = b
Druga to postaé macierzowa,
Ax =D,

z macierza wspétczynnikéw A = [ayli; € K™", wektorem niewiadomym x € K™
i wektorem prawej strony b € K™. Rozwigzanie ukladu w tej postaci
interpretujemy jak znalezienie wektora (lub zbioru wektoréw) x, ktérego obrazem

w przeksztatceniu A jest wektor b.
Trzecia posta¢ polega na przedstawieniu wektora b jako kombinacji liniowej
kolumn macierzy A = [as, ..., a,] ze wspdlczynnikami x1,...,Xn:

aix;+ -+ apxy, = b.

Rozwigzanie ukladu polega na znalezieniu tych wspétczynnikéw.
Wreszcie, czwarta postaé wyglada nastepujaco:

@1(x) = by,

(Pm(X) =bn
Funkcjonatl liniowy ¢; € (K™)* dlai € {1,..., m} jest tu okres§lony wzorem
@i,y xl ) = auxs + -+ Qinxn.
Kazde réwnanie liniowe jest kombinacja liniowg réwnan x; =0,...,x, =010 =1.
Pierwsze n z nich mozemy zapisaé w postaci ef’x =0,..., elx = 0 (macierze
el ..., el reprezentuja elementy bazy dualnej do ey, ..., e,), a ostatnie z nich

w postaci 0x = 1 (macierz zerowa, 0 € K'™ reprezentuje funkcjonat zerowy, czyli
wektor zerowy przestrzeni sprzezonej). Tak wigc w i-tym réwnaniu wystepuje
funkcjonat @; = ayel! + -+ + aine!l. Rozwigzanie ukladu polega na znalezieniu

takiego wektora x, dla ktérego funkcjonaly te przyjmuja podane wartosci.

Na podstawie poznanych dotychczas faktéw mozemy podaé warunek istnienia
rozwigzan dowolnego ukladu réwnan liniowych oraz zbadad, czym jest zbior
rozwigzan. Macierz [A,b] = [a;,..., a,, b], otrzymang przez dotaczenie wektora b
jako dodatkowej kolumny do macierzy wspoétczynnikéw nazwiemy

macierza uzupelniona.

5.2

Twierdzenie Kroneckera-Capellego: Uktad m réwnan liniowych

z N niewiadomymi, Ax = b, ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A jest réwny rzedowi macierzy uzupelnionej [A, b].

Ponadto, jesli wektor x jest rozwigzaniem ukladu Ax = b, a z € ker A, to wektor
X + z tez jest rozwigzaniem. Kazde rozwigzanie mozna przedstawié¢ w postaci sumy
dowolnego innego rozwigzania i pewnego wektora nalezacego do jadra macierzy A.

Dowod: Lewa strona uktadu (przedstawiona w drugiej z wymienionych wyzej
postaci), po podstawieniu dowolnych liczb xq, ..., X,, reprezentuje pewna
kombinacje liniowg kolumn macierzy A. Wektor prawej strony, réwny takiej
kombinacji, musi zatem by¢ elementem przestrzeni rozpietej przez kolumny
macierzy A, tj. imA.

Jedli rzad macierzy uzupelnionej jest wigkszy niz rzad macierzy A, to b ¢ im A,
a zatem wektor b nie jest kombinacjg liniowa kolumn macierzy A.

Sposréd kolumn macierzy A mozna wybraé baze przestrzeni im A.

Wektor b € im A ma w tej bazie jednoznacznie okreslone wspéiczynniki.
Rozwigzanie ukladu otrzymujemy wstawiajac do tego ciggu wspdlczynnikéw zera
w miejscach odpowiadajacych kolumnom nie nalezagcym do bazy.

Jesli wektor x jest rozwigzaniem, a z € ker A, to A(x +z) =Ax+Az=b+0=b.
Przypus$émy, ze wektory x i x’ sa rozwigzaniami.

Wtedy 0 =b —b = Ax' — Ax = A(x' —x), a zatem x' —x € ker A. O

Znajac pewne rozwigzanie x uktadu Ax = b, mozemy przedstawié¢ zbiér
wszystkich rozwigzan w postaci sumy algebraicznej zbioru jednoelementowego
i podprzestrzeni:

x}+kerA={y:y=x+2z Az=0}.

O wektorze x (i kazdym innym elemencie tego zbioru) méwimy, ze jest to
rozwigzanie szczegblne uktadu réwnan.

Rozwigzanie ogblne uktadu jest to wyrazenie o postaci

X+ Z CkYx,
k=1

w ktorym wektor x jest dowolnym rozwigzaniem szczeg6lnym uktadu, a uktad

wektoréw yq,...,Yn_r jest baza przestrzeni ker A. Wartos¢ tego wyrazenia dla
dowolnych liczb cq,...,cn_, jest rozwigzaniem szczegdlnym, kazdemu rozwigzaniu
szczegdlnemu odpowiada inny uklad liczb cy,...,c,_, 1 nie ma zadnych innych
rozwigzan.
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Metoda rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

W wyznaczaniu zbioru rozwigzan mozna wyr6zni¢ dwa cele: sprawdzenie, czy
uktlad jest niesprzeczny oraz znalezienie dowolnego rozwigzania szczegdlnego

i przestrzeni ker A. Ogélna metoda rozwigzywania ukladu réwnani polega na
takim jego przeksztalcaniu, aby otrzymaé uklad réwnowazny (z dokladnoscig do
uporzagdkowania niewiadomych), latwiejszy do rozwigzania. Celem jest otrzymanie
ukladu dostatecznie prostego, aby tatwo bylo wskazaé zbiér jego rozwigzan

(a w szczegblnoéci przekonac sig, czy jest on niepusty).

Przedstawiona nizej metoda rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych znana jest
pod nazwa eliminacji Gaussa, cho¢ byla uzywana znacznie wczesniej niz Gauss
mog! sig nig zajmowaé (pono¢ jedna z chiniskich ksiag z czaséw dynastii Han
zawiera opis rozwigzywania ukladéw dwoch i trzech réwnan).

Uklad mozemy reprezentowaé za pomoca macierzy A i wektora b, albo za pomocg
macierzy uzupelnionej, [A,b], o wymiarach m x n + 1. Przeksztalcajac uklad
bedziemy wykonywac nastepujace czynnosci:

zmiane kolejnosci réwnan ukladu (odpowiada to przestawianiu wierszy

macierzy [A,b]),

zmiane kolejnosci niewiadomych (odpowiada to przestawianiu kolumn macierzy A;
kolejno wykonane przestawienia trzeba zapamigtaé, aby po obliczeniu
niewiadomych odpowiednio je uporzadkowac),

dodanie do wiersza macierzy [A, b] innego wiersza pomnozonego przez dowolng
liczbe.

Przeksztalcenie ukladu wymaga wykonania r = rank A < min(m,n) krokéw.
Przed wykonaniem k-tego kroku mamy macierz A" i wektor prawej strony
b1, ktére przedstawiamy w postaci

R(T) T bgkq)
s [l

= = = T

0 Qe | Oxrtkrtr oo Yen | by
(k—1) (k—1) (k—1) k-1

o Qg --- Omn bk "

Blok R®*1 o wymiarach k — 1 x k — 1 jest macierza trojkatng gérna, a pod nim
znajduje si¢ (zaznaczony symbolem 0) blok ztozony z samych zer. Przed
pierwszym krokiem (k = 1) mamy macierz A®) = A z pustym blokiem R(®

i wektor b® = b (na poczatku ktérego mamy pusty blok b'”).

5.4
Jesli wszystkie wspotczynniki macierzy A" w wierszach k, ..., m sa réwne 0, to
r =k — 11 praca polegajgca na przeksztatcaniu uktadu zostata zakornczona.
. c e (k=1 (k—1) (k—1) :
W przeciwnym razie, jesli ay, ' = a1, == a,; =0, to musimy k-tg

kolumne macierzy A% zamienié miejscami z inng kolumna, ktéra w k-tym
wierszu lub nizej ma rézny od zera wspoéiczynnik (a zatem zmieniamy kolejnosé
niewiadomych).

Jedli po ewentualnym przestawieniu kolumn wspétczynnik na diagonali w k-tej
kolumnie jest réwny 0, to wyszukujemy w tej kolumnie ponizej diagonali
wspoéiczynnik rézny od zera. Jesli znajdziemy go w wierszu j-tym, to
przestawiamy wiersze k i j i zamieniamy odpowiednie wspdélrzedne wektora prawej
strony.

W ten sposéb zapewniliémy, ze ag:” # 0 (uwaga: powinienem ten wspélczynnik
oznaczy¢ inaczej, ale nadmierna liczba réznych symboli moze byé grozniejsza niz
drobna niedcisto$é¢). Mozemy wiec wykonaé nastepujace przeksztalcenie:

dlai=k+1,..., m obliczamy ly = agtfn/a]g;:” i przypisujemy
agd = g“” — likag;*” dlaj=1,...,n (w szczegdlnosci wynika stad a{f) =0
dla j < k, nie musimy tego obliczac) oraz b\ := b{* " — 1, b* ",

W ten sposéb w k-tej kolumnie pod diagonalg pojawiajg sie zera, a przeksztalcona
macierz A®) i wektor prawej strony b reprezentuja réwnowazny uktad réwnan
liniowych.

Po wykonaniu r takich krokéw otrzymamy macierz uzupetniong [A™ b™], ktéra
reprezentuje uktad réwnan liniowych réwnowazny ukladowi wyjsciowemu.
Macierz ta ma nastepujaca posta¢ blokowa:

R TM bg”
0 0 by

Blok R(™ o wymiarach r x r jest macierza tréjkatng gérna. Poniewas wszystkie
wspélczynniki na diagonali tego bloku sg rézne od 0, wigc jest to macierz
nieosobliwa.

Blok T ma wymiary n —r x r i w ogélnoéci moze mieé¢ dowolne wspoélczynniki.
Ponizej blokéw R(™ i T") mamy bloki z wszystkimi wspélczynnikami réwnymi 0.
Bloki b!” € K"i b € K™ " powstaja z podziatu przeksztalconego wektora prawej
strony. Otrzymany ukiad réwnan mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

R(r)X] + T(r)Xz = bgr),
0x+ Ox;=b.

Przeprowadzimy dyskusje mozliwych rozwigzan uktadu o tej szczegblnej postaci.
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Uklad jest sprzeczny jesli by + 0. Przyjmijmy zatem, ze b\ = 0. Jesli blok T("
ma 0 kolumn (czyli r =n), to macierz wspodlczynnikéw ukltadu jest kolumnowo
regularna i uklad jest okreslony, tj. ma jednoznaczne rozwigzanie. W przeciwnym
razie mozemy przyja¢ dowolny wektor x, € K™, a nastepnie obliczy¢ wektor x;,
ktory jest jedynym rozwiazaniem uktadu R(Wx; = b — T("x,. Rozwigzaniem

. X .. . q.
calego ukladu jest wektor ® = x] . Jesli nie przestawialiémy kolumn

2

macierzy A, to jest to réwniez rozwigzanie wyjsciowego ukladu réwnan.
W przeciwnym razie trzeba odpowiednio poprzestawiaé obliczone niewiadome, t;j.
wspolczynniki wektora K.

Rozwigzanie ukladu réwnan z nieosobliwg macierza trojkatna R(™ jest latwe.
Mozemy niezbyt §cisle powiedzieé, ze niewiadoma x; nie wystepuje w danym
réwnaniu, jesli jest w nim pomnozona przez wspéiczynnik réwny 0. Rozpatrujac
réwnania ,,od konica” zauwazamy, ze w kazdym z nich wystepuje tylko jedna
niewiadoma nieobecna w poprzednich réwnaniach. Sposéb jej obliczenia, oparty
na tym spostrzezeniu, jest oczywisty.

Rozktad tréjkatny macierzy

Opisana wyzej metoda rozwigzywania uktadu m réwnan liniowych

z n niewiadomymi, Ax = b, sktada sie z dwoch etapéw. Etap pierwszy polega na
przeksztatceniu ukladu w taki sposéb, aby otrzymaé uklad réwnowazny

z macierzg tréjkatng. Dokonamy nowej interpretacji tego procesu.

Przypuéémy, ze nie zachodzi koniecznoéé przestawiania réwnan (wierszy macierzy
uzupelnionej [A, b]), ani niewiadomych (ktére odpowiada przestawianiu kolumn
macierzy A). W kroku k dlai=%k+1,..., m obliczamy liczbe li i do i-tego
wiersza macierzy ukiadu dodajemy wiersz k-ty pomnozony przez —lix. Dzialanie
to jest rownowazne obliczeniu macierzy [AW, b¥] = L '[AKD b1] gdzie

1 _ 1 -
1 1
L= , L=
« [PERE K —liprx 1
L ]-m,k 1 i L 71m‘k 1 a

(macierze te maja wymiary n x n; nie zaznaczone wspoéiczynniki sg réwne 0).
Macierze te mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci: Ly = L., + lye] oraz
L' =1n— e}, gdzie L = [0,...,0, lit1x, -+ Linad
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Po wykonaniu r = rank A krokéw otrzymujemy macierz tréjkatna gérng R = A,
Mozemy napisaé

R=L"...[;'7A=L"A, czyli A=L;...[LR=1LR.

Macierz L jest iloczynem macierzy tréjkatnych dolnych, a zatem jest réwniez
macierzg tréjkatng dolna. Co wiecej, mozemy si¢ przekonaé, ze dlai >k <r
wspoélczynnik macierzy L w i-tym wierszu i k-tej kolumnie jest réwny Liy.
Wspblczynniki na diagonali macierzy L sg réwne 1, a pozostale sg réwne O.

Procedura przeksztatcania uktadu doprowadzita do znalezienia macierzy
trojkatnej dolnej L € K™™ i trojkatnej gornej R € K™, takich ze A = LR.
Przedstawienie macierzy A w postaci iloczynu tych macierzy nazywa sie
rozktadem tréjkgtno-tréjkatnym (w skrocie — rozkladem tréjkatnym). Zbadamy,
czego rozklad otrzymamy, jesli w trakcie przeksztalcania uktadu przestawiamy

wiersze i kolumny.

Jesli przed wykonaniem k-tego kroku eliminacji przestawiamy kolumny

o indeksach k i q(k) oraz wiersze k i p(k), to jest to rownowazne pomnozeniu
przeksztalcanej macierzy z prawej strony przez macierz transpozycji Ty q) € K™™
i z lewej strony przez Ty ) € K™™. Zatem, po wykonaniu calego przeksztalcenia
otrzymamy macierz

R= L:1Tr,p(r) . LT1T1‘p(1)AT1‘q(]) . Tr,q(r) = UAQ’1.

Macierz Q7' = Ty (1) - - - Trq(r) jest macierza permutacji; poniewaz odwrotnoscia
dowolnej transpozycji jest ta sama transpozycja, a ponadto macierze transpozycji
s symetryczne, wigc Q =T, q)... T1 q(1) Oraz Q'=Q".

Przekonamy sig, ze macierz U mozemy przedstawi¢ w postaci

u= L:1Tnp(r) . L?]T] p() = L:] - L?]Tryp(r) o p(1) = L'p.
Niech 1 > k; wezmy macierz transpozycji T;, takiej ze k < j < 1. Przeksztatcimy
wyrazenie

Tj]'I_E1T)'[ = le(Im — ].keE)Tﬂ = Im — lelkelTﬂ.
Mamy e[T; = e} (transpozycja Tj przestawia w e, wspélczynniki na pozycjach
wiekszych od k, czyli zera), a ponadto istnieje wektor
lk = [O, e ,0,ik+] oy oo ,imyk]T = j[[o, SN ,0, lk+] oy oo ,lmykJT (oba Wektory, 1k i lk,

maja k poczatkowych wspoétczynnikéw réwnych 0). Stad wynika istnienie wektora
Tk, takiego ze

Tope) - Tt pieen) (Im — We) = (Ln — ke D) Trpir) - - - Tt piicr)-
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Macierz i{‘ =1In —fke{ jest wigc macierzg tréjkatna dolna, ktéra poza diagonalg
i k-tg kolumng ma wszystkie wspétczynniki réwne 0. Zatem, macierz
L' =1,"...L;" jest tréjkatna dolna. Mamy wiec

R=L7PAQ", czyli PAQ'=LR.

Macierze P i Q s macierzami permutacji. W wyniku eliminacji otrzymali§my
wiec czynniki L i R rozkladu trojkatnego macierzy powstatej z A przez
przestawienie wierszy i kolumn.

Twierdzenie: Dla dowolnej macierzy A € K™" rzedu r istniejg macierze
permutacji P € K™™ i Q € K™", oraz macierz tréjkatna dolna L € K™™ i macierz
trojkatna gérna R € K™", takie ze

PAQ ' =1R

przy czym wspoéiczynniki na diagonali macierzy L sg réwne 1 i w kolumnach
r+41,...,n tej macierzy wszystkie inne wspéiczynniki sg réwne 0.

Dla ustalonych macierzy P i Q rozklad ten (o ile istnieje) jest jednoznaczny.
Dowdd: Istnienie opisanych w twierdzeniu macierzy wynika z wykonalnosci
procedury eliminacji i z rachunkéw przeprowadzonych przed chwilg. Pozostato
zatem udowodnienie jednoznacznosci rozktadu, jesli macierze P i Q sg ustalone.
Oznaczmy A= PAQ~". Macierz te przedstawimy w postaci blokowej,

~

A A
Azl Axn

)

z blokiem A;; o wymiarach r X r (r =rankA), Az rXn—71, Ayy m—TXT
iApm—rxn—r. Jedlir =m lub r = n, to odpowiednie bloki bedg puste. Blok
Ay jest macierzg nieosobliwg.

Macierze L i R rowniez przedstawimy w postaci

L= Lyn O R Ri1 Rz )
Ly L 0 0
z blokami L7 i Ry; nieosobliwymi o wymiarach r x r. Mamy wtedy A;; = L11Rq3.

Gdyby istnialy réwniez inne macierze r x r, takie ze Aj; = L11Rq;, to mieliby$my
réwnosci

LRy =LpRyy, czyli L'Lin = RpRy),

przy czym macierz fﬁ‘l_” jest trojkatna dolna, macierz ﬁnRﬂ] jest trojkatna
gbérna, a wiec obie te macierze sg diagonalne. Poniewaz wszystkie wspotczynniki
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na diagonali macierzy ifﬂ i L1y sg réwne 1, wiec iloczyn tych macierzy jest
macierza jednostkowg r x r. Stad

=~ ~ . ~ ~
L”L]]:IT:R”R”‘ a zatem L]]:L]], R]]ZR]].

Pozostale bloki macierzy L i R znajdujemy tak: Ay = L;1Rqq, czyli Ly = A21R1’]].
7 zatozen twierdzenia wynika, ze L, = I,y . Musi tez byé¢ Ry, = L] Az
Tak wiec wszystkie bloki macierzy L i R sg okre§lone jednoznacznie. O

Uwaga: Jesli macierz A nie jest kwadratowa nieosobliwa, to macierz P lub Q

w rozkladzie PAQ ' = LR moze nie by¢ ckre§lona jednoznacznie. Istotnie, jesli po
zakoniczeniu eliminacji zostang wiersze lub kolumny z wszystkimi
wspélczynnikami réwnymi 0, to mozemy je przestawiaé dowolnie.

Jesli r < m, to blok [,; macierzy L jest niepusty. Mozemy zauwazy¢, ze wybierajac
dowolne wspoéiczynniki w tym bloku zawsze bedziemy mieli réwnosé A =1R.

Koszt metody eliminacji Gaussa

Eliminacja Gaussa jest uzyteczng i dzieki prostocie popularng metoda
numeryczng rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Sposéb jej
zaprogramowania bedzie przedstawiony pézniej, a teraz zbadamy jej koszt.

Czas dzialania dowolnej procedury jest proporcjonalny do liczby wykonanych
dziatan. Poniewaz rézne komputery wykonujg te dzialania z rézng predkoscig

(i wciaz sa ulepszane), wiec bardziej obiektywny od mierzenia czasu obliczen
sposéb oceniania jakosci algorytméw polega na obliczeniu lub oszacowaniu liczby
dzialan. Prawie nigdy nie liczy si¢ wszystkich dzialan, tylko wyréznione
dziatania dominujace, to znaczy takie, ktérych wykonanie zawsze trwa diuzej niz

czas wykonywania pozostatych dziatai pomnozony przez pewien czynnik staty.

Wygodng jednostka do tych obliczer jest TOPMS, tj. suma czasu jednego
mnozenia i jednego dodawania lub odejmowania wspéiczynnikéw macierzy (ktore
s najczesciej reprezentowane jako liczby zmiennopozycyjne). Taka para operacji
jest dzialaniem dominujacym w wiekszosci algorytméw numerycznej algebry
liniowej. Obliczymy koszt (w tych jednostkach) wykonania rozkladu macierzy
metodg eliminacji Gaussa, bez przestawiania wierszy i kolumn (ktére nie wymaga
wykonywania dzialan zmiennopozycyjnych).

Uwaga: Nie obliczamy tu catego kosztu rozwigzywania uktadu réwnan, bo nie
zajmiemy si¢ przeksztalcaniem wektora prawej strony (to na ¢wiczeniach).
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Zal6zmy, ze macierz rzeczywista A ma wymiary m x n, a jej rzad jest réwny .
Musimy zatem wykonaé¢ r krokéw eliminacji. Blok macierzy A, ktéry
przetwarzamy w k-tym kroku ma wymiary s x t, gdzie s =m —k+ 1,

t =n—k+ 1. Przetwarzajac ten blok wykonujemy s — 1 dzielen (w celu obliczenia

wspoélczynnikéw 1y = agtf])/a%f”), a nastepnie (s — 1)(t — 1) mnozen
i odejmowan (podczas obliczania ag() = ag_” — Ly * a;’;‘” dlai=k+1,...,m,
j=k+1,...,n). Czas dzielenia przyjmiemy réwny 10PMS. Zatem na dzialania

zmiennopozycyjne zuzyjemy w k-tym kroku (s — 1)tOPMS, czyli
(m—k+1)(m—k)OPMS.

Koszt (sume liczb operacji zmiennopozycyjnych wykonanych w poszczegdlnych
krokach) znalezienia rozktadu tr6jkatnego macierzy obliczamy tak:

T T

D n—k+T)m=k =) (n+)m—(n+m+Dk+k?) =
k=1 k=1

rm(n+1)—(m+n+1)Zk+Zkz.
k=1 k=1

Korzystajac z tozsamosci

T .l T R .I
;kz ST +1), ;k :gr(r+1)(2r+1),

po uporzadkowaniu otrzymujemy

K(n,m,T) :‘r(m(n—i—1)+(T—Q—])(%(Zr—i—1)7%(m+n+])))OPMS.

W szczegdlnym przypadku, gdy rozkladana macierz jest kwadratowa i nieosobliwa
(r =m =n), otrzymamy koszt

K(n) = =(n®*—n)OPMS.

w| =

Bardzo czesto w zadaniach praktycznych wystepujg uklady réwnan z tzw.
macierzami rzadkimi, ktérych wigkszo§¢ wspodtczynnikéw jest réwna 0. W takiej

sytuacji czesto mozna (i zawsze warto, a czasem koniecznie trzeba) zastosowaé
specjalny wariant eliminacji, kt6ry nie wykonuje dziatari zbednych, dzigki czemu

zabiera znacznie mniej czasu. Na przyklad, jesli macierz jest tréjdiagonalna
(tj- a3 =0 dla [i—j| > 1), to mozna przeprowadzi¢ eliminacj¢ kosztem rzedu
n dziatan.
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Konstrukcja obrazu i jadra macierzy

Niech macierze L € K™™ i R € K™" bedg czynnikami rozktadu trojkatnego
macierzy A = PAQ™'. Znajac te czynniki oraz permutacje P i Q mozemy tatwo
znalez¢ baze obrazu i jadra macierzy A.

Drziatanie przeksztatcenia opisanego przez macierz Q' polega na takim
przestawieniu kolumn macierzy A, e pierwsze r = rank A kolumn macierzy AQ ™"
jest liniowo niezaleznych. Kolumny te stanowig baze przestrzeni macierzy im A.

Poniewaz macierz L jest nieosobliwa, wigc jadro macierzy A =1LR jest jadrem
macierzy R. Macierz ta ma ostatnie m — r wierszy z samymi zerami, a wiec jej
jadro jest réwniez jadrem macierzy [Ryq, Rq2] otrzymanej po odrzuceniu tych
wierszy (bloki Ryy i Ry sg te same, co wczeéniej). Jadro przestrzeni ker R sklada

Yy

sie z wektorow X = , takich ze

R]]y + R]zZ = 0, CZyli R]]y = 7R]22.

Macierz Rq; jest nieosobliwa, a zatem dla kazdego wektora z powyzszy uktad
réwnani ma jednoznaczne rozwigzanie. Podstawiajgc zamiast z wektor e; € K™™'
otrzymujemy po prawej stronie wektor réwny i-tej kolumnie macierzy Ry,
pomnozonej przez —1. Rozwigzujac takie uktady dlai=1,...,n —r otrzymamy
n — 1 liniowo niezaleznych wektoréw X1, ...,%._, ktére stanowig baze przestrzeni
ker R. Majac te baze, mozemy wskazac baze przestrzeni ker A; sktada si¢ ona

z wektoréow x; = Q'R1, ..., Xnr = Q 'R, Istotnie,

Ax; =P7'LRQx; = P'LRQQ 'R; = P"'LR&; = 0.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze

uktad réwnan jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie Ox = 1 nie jest
kombinacjg liniowg réwnan uktadu,

dwa niesprzeczne ukiady réwnan liniowych sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy maja ten sam zbiér rozwigzan (na wykladzie byl dowdd wynikania tylko

w jedng strone).

Wskazowka: Wybierz z kazdego uktadu maksymalny podukiad, ktéry skiada sie

z roéwnan liniowo niezaleznych, i udowodnij, ze te poduktady sg réwnowazne.
Sprébuj uzyé w dowodzie pojecia przestrzeni sprzezonej do K™
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. Znajdz rozwigzanie ogblne uktadu réwnan Ax = b, gdzie

A=

—_—-

1
2
1

— w N
—_ W
o
I
|
w

Sprawdz wynik.

. Znajdz rozwigzanie ogélne uktadu réwnan Ax = b, gdzie

(0,0) (1,0) (2,1) (1,1

Sprawdz wynik.

. Udowodnij, ze jesli macierz A € K™™ jest kolumnowo regularna, to podczas

rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Ax = b nie trzeba przestawiaé¢ kolumn,
a co najwyzej tylko wiersze.

. Znajdz rozwigzanie ogblne uktadu réwnan liniowych Ax = b, gdzie

11
A=1|1 a
1

1 2 2

w zaleznosci od parametru a € R. Sprawdz wynik.

. Udowodnij, ze jesli macierz A € K™" jest nieosobliwa, to nastepujace

postepowanie:

Przyjmij macierz M, = [A, I,,] € K™,

Niech dla k > 0 macierz M, powstaje przez wykonanie jednej z nastepujacych
operacji: pomnozenie wiersza przez stala, przestawienie wierszy lub dodanie do
wiersza innego wiersza pomnozonego przez dowolng stala (z takich operacji sklada
sie eliminacja Gaussa bez przestawiania kolumn, ale dopuszczamy dowolne takie
dziatania w dowolnej kolejnosci),

spowoduje, ze jesli w macierzy My w miejscu bloku A pojawi si¢ macierz
jednostkowa n x 1, to w miejscu bloku I,, pojawi sie macierz A"

. Znajdz czynniki trojkatne macierzy

[e2 N \S)

3
A= 9

w N =
—
o
o
N

Sprawdz wynik.
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8. Dokonaj rozktadu macierzy

A=

N = O
AN A
w —

na czynniki tréjkatne oraz odpowiednie macierze permutacji. Sprawdz wynik.

9. Oblicz koszt rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Rx = b z nieosobliwa

macierzg tréjkatng gérng R.

10. Def. Macierz A = [a;;li; € K™™ nazywa si¢ macierzg wstegowa, jesli istnieja state

k <moraz l <mn, takie ze je§lii—j > 1llubj—1i>Xk,toay; =0
(w $wietle tej definicji kazda macierz jest wstegowa, ale nic to).
Liczbe | nazwiemy dolng szerokoscig wstegi, a k gbérng szeroko$cig wstegi

macierzy A.

Udowodnij, ze jesli macierz wstegowa A, ktorej dolna szerokos¢ wstegi jest réwna
1, a gbérna szeroko$¢ wstegi jest rowna k, jest iloczynem macierzy tréjkatnej dolnej
L =[lyli; € K™™ i tréjkatnej gérnej gornej R = [ryl;; € K™™", to macierze te sa
wstegowe, przy czym dolna szeroko$¢ wstegi macierzy L jest réwna 1, a gérna
szeroko$¢ wstegi macierzy R jest réwna k.

11. Oblicz koszt znalezienia metoda eliminacji Gaussa (bez przestawien) czynnikow

rozktadu kwadratowej macierzy wstegowe;j.

12. Napisz w Pascalu lub C fragment programu, ktéry oblicza iloczyn macierzy

hermitowskiej A € C™" i wektora x € C™. Zakladamy, ze macierz A jest
przechowywana w tablicy zmiennych rzeczywistych a, n x n, w taki sposéb, ze
ali,jl =Reay = Reaj dlai<joraz afi,j] =Imay = —Imay; dla i > j, natomiast
czesci rzeczywiste 1 urojone wspoétczynnikéw wektora x sg przechowywane

w osobnych tablicach liczb rzeczywistych o diugosci n.
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Podprzestrzenie, warstwy i1 przestrzen ilorazowa
Zasada abstrakcji

Def. Niech ~ oznacza relacje dwuargumentowa w pewnym zbiorze X. Relacje te
nazywamy réwnowaznoscig, jesli ma ona nastepujace wtasnodci:

zwrotnosé, tj. Viexx ~ X,

symetrie, tj. ViyexX ~y =y ~ X,

przechodnio$é, tj. VyyexX ~y oraz y ~z = x ~ z.

Twierdzenie (zasada abstrakcii): Relacja réwnowaznosci dzieli zbiér X na
roztaczne zbiory X;j, takie ze jesli x € Xjtoy € X & x ~v.
Dowdd jest prostym ¢wiczeniem, wiec go na wyktadzie pominiemy.

Def. Niech X oznacza zbiér, w ktérym jest okreslona relacja réwnowaznosci ~.
Klasa abstrakcji elementu x € X nazywamy zbiér X; wszystkich elementéw y
zbioru X, takich ze x ~ y.

Dowolny element x klasy abstrakcji X; nazywamy reprezentantem tej klasy.

Przyktady:

W zbiorze Z dla dowolnego n > 0 okreslamy nastepujaca relacje ~:
X~y & (x —y) mod n = 0. Jest to relacja rownowaznosci, ktéra dzieli zbiér Z na
n klas abstrakeji (jakich?).

W zbiorze wielomianéw zespolonych stopnia co najwyzej n okre§lamy relacje ~
warunkiem: wy ~w, & (wi(x) =0 & wy(x) =0).

Wiele roznych konstrukcji w matematyce (a zwlaszcza w algebrze) polega na
rozpatrywaniu klas abstrakcji jako indywidualnych obiektéw. Przypomnijmy na
przyklad, ze aby formalnie zdefiniowaé liczby catkowite, okresla si¢ w zbiorze par
liczb naturalnych nastepujaca relacje ,,~™ (a,b) ~(c,d) & a+d=0b+c (w tej
definicji wystepuje tylko dodawanie liczb naturalnych). Liczby catkowite to klasy
abstrakcji tej relacji. Podanie innych przyktadéw to problem do zastanowienia.

Warstwy przestrzeni liniowe]

Niech X bedzie ustalong podprzestrzenia liniowg przestrzeni liniowej V nad
cialem K. Wprowadzimy nastepujaca relacje w przestrzeni V:

xX~y&x—yex
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Mozemy sprawdzié, ze jest to relacja réwnowaznosci. Istotnie, x —x =0 € X,

a wiec relacja jest zwrotna. Jelix —y =z € X, to y —x = —z € X, czyli relacja ~
jest symetryczna. Wreszcie, jesli x —y € X oraz y —z € X, to

x—z=(x—yY)+ (y—2z) € X, a zatem jest to réwniez relacja przechodnia.

Def. Klasy abstrakcji relacji ~ okreslonej wyzej nazwiemy warstwami
przestrzeni V réwnoleglymi do podprzestrzeni X. Klase abstrakcji wektora x € V

oznaczymy symbolem [x] (trudno, bedziemy staraé sig¢ nie mylié¢ tego symbolu
z zapisem macierzy). W szczegblnosci warstwa zerowa, [0], jest zbiorem elementéw
podprzestrzeni X.

Jesli podprzestrzen X jest podprzestrzenig zerowa, to wszystkie warstwy do niej
réwnolegte sg zbiorami jednoelementowymi. Podobnie latwo jest sprawdzié, ze
jesli podprzestrzen X jest niewlasciwa, tj. X =V, to jest tylko jedna warstwa —
zbiér wszystkich elementéw przestrzeni V. Miedzy tymi przypadkami skrajnymi
moze by¢ wiele innych mozliwosci.

Wszystkie warstwy przestrzeni V réwnolegte do podprzestrzeni X sg rownoliczne.
Aby tego dowies¢, wystarczy pokazacd, ze kazda warstwa jest rownoliczna

z podprzestrzenig X. Jest to latwe — je§li ustalimy dowolny wektor x € [x], to
mozemy okresli¢ przeksztalcenie f: X — [x] wzorem V,cx f(z) = x + z i sprawdzi¢,
ze jest to bijekcja.

Majac wektor x € V oraz baze yi, ...,y podprzestrzeni X, mozemy warstwe [x]
przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

1
[x]:{y:y:erZakyk, ap,...,a e K}
k=1

Mozemy tez napisaé [x] = x + X (albo $cislej [x] = {x} + X), rozumiejac, ze symbol
,+" oznacza tu sume algebraiczna.
Wymiar warstwy réwnoleglej do podprzestrzeni X jest to liczba dim X.

Mozemy zauwazy¢ nastepujacy fakt: w takiej samej postaci jak warstwe powyzej
przedstawiliSmy rozwigzanie ogbélne dowolnego niesprzecznego uktadu réwnan
liniowych. Mamy stad wniosek, ze zbiér rozwigzan niesprzecznego uktadu

m réwnai liniowych z n niewiadomymi, Ax = b, jest warstwa réwnolegta do
podprzestrzeni ker A C K™.

Jest tez prawdziwe stwierdzenie odwrotne: kazda warstwa przestrzeni K™ jest
zbiorem rozwigzan pewnego uktadu réwnan liniowych. Teraz to udowodnimy.
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Def. Hiperptaszczyzng w przestrzeni liniowej V o wymiarze n nazywamy jej
dowolng podprzestrzen liniowg o wymiarze n — 1.

Stwierdzenie: Kazda hiperplaszczyzna w przestrzeni K™ jest zbiorem rozwigzan
pewnego jednorodnego réwnania liniowego ¢(x) = 0.

Dowéd: Niech z4,...,z,,_; bedzie baza danej hiperplaszczyzny. Mozna te baze
rozszerzy¢ o 1 wektor, otrzymujac baze z1,...,z,, przestrzeni K". Funkcjonal,

o ktérym mowa w stwierdzeniu, to element ¢, bazy ¢i,..., ¢, dualnej do bazy
z1,...,2y (funkcjonal ten zalezy od z,, ale to nie szkodzi). O

Twierdzenie: Dowolna podprzestrzen k-wymiarowa X przestrzeni n wymiarowej V
jest przecieciem n — k lub wigkszej liczby hiperptaszczyzn.

Dowbd: Wystarczy dowiesé tezy dla przestrzeni K". Podobnie jak w poprzednim
stwierdzeniu, baze zi,...,zy podprzestrzeni X mozemy rozszerzy¢ do bazy
Z1,...,2zn przestrzeni K", a nastepnie znalezé baze dualng ¢1,..., @n.

Zbiorem rozwigzan réwnania @i(x) = 0 jest hiperplaszczyzna, ktérg oznaczymy
symbolem 7t;. Zbiér rozwigzan ukladu @yii(x) =0,..., @n(x) = 0 jest przecigciem
hiperptaszczyzn 7.1, ..., 7T,. Zbiorem tym jest podprzestrzen X o wymiarze k,
ktora w ten sposéb przedstawiliSmy w postaci przecigcia n — k hiperplaszczyzn.
Pokazemy, ze wymiar przestrzeni, ktéra jest przecigciem n — k hiperptaszczyzn,
jest nie mniejszy niz k. Przestrzen ta jest zbiorem rozwigzan pewnego ukitadu

n — k réwnan (kazde réwnanie okresla jedng z hiperplaszczyzn). Rzad macierzy
wspbiczynnikéw tego uktadu jest nie wiekszy niz n — k, a zatem wymiar jej jadra
jest nie mniejszy niz n— (n—k) =k. O

Twierdzenie: Dowolna warstwa k-wymiarowa przestrzeni K™ jest zbiorem
rozwigzan pewnego ukladu réwnan liniowych, ktéry sktada sie co najmniej z n —k
réwnan.

Dowéd: Ustalmy dowolng warstwe [x] C K™ réwnolegla do podprzestrzeni
k-wymiarowej X. Na podstawie poprzedniego twierdzenia mozemy skonstruowac
macierz A o wymiarach n — k x n, ktérej jadrem jest podprzestrzen X (i nie
umiemy skonstruowaé takiej macierzy o mniejszej liczbie wierszy).

Jesli wektor y jest reprezentantem warstwy [x] (mozna przyjaé y = x), to uklad
réwnan liniowych, ktérego zbiorem rozwigzan jest warstwa [x] otrzymamy biorac
macierz wspotczynnikéw A i wektor prawej strony b = Ay. O

Przestrzenie ilorazowe

Niech X oznacza ustalong podprzestrzeri liniowg przestrzeni V nad K. Zbiér
elementéw przestrzeni V jest sumag warstw réwnolegtych do X. Rozwazmy zbiér
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tych warstw. Mozemy w nim okresli¢ dodawanie warstw, wzorem

def

X+ [yl = x+y],

oraz mnozenie warstwy przez skalar a € K, wzorem

Musimy jednak przekonac sie, ze powyzsze dzialania sg dobrze okreslone, co
oznacza, ze wynik kazdego z tych dziatan jest warstwg réwnolegly do X i nie
zalezy od wyboru reprezentantéw. To pierwsze jest oczywiste: dla dowolnego
wektora z € V mozemy skonstruowaé¢ warstwe réwnoleglty do X, ktérej z jest
reprezentantem, a suma wektoréw x + y i iloczyn ax sg wektorami.

Dowdd, ze wyniki dziatan nie zalezg od wyboru reprezentantéw jest tez prosty.
Niech x' € [x],tj. x —x' =z € X, oraz Yy’ € [y], czyliy—y' =w e X.
Jesiae [x+yl,czyli (x+y)—a=beX, to

x'+y)—a=(x—z)+(y—-w)—a=b-z-weX,

a zatem a € [x’ +y'], co dowodzi, ze [x' +y'] = [x + y].
Dowdd, ze jedli x’ € [x] to a[x’] = a[x] pozostawiam na éwiczenia.

Zbiér warstw przestrzeni V réwnolegtych do podprzestrzeni X oznaczymy
symbolem V/X. Zbiér ten z dzialaniem dodawania warstw jest grupa abelows,
ktorej elementem neutralnym jest warstwa [0]. Mnozenie warstwy przez skalar jest
rozdzielne wzgledem dodawania warstw, a takze dodawania skalaréw:

Vaek, mwlevyx a(lx] + y]) = alx] + alyl,
Vabek, mevyx (a+b)[x] = alx] + blx].

Wreszcie, prawdziwe sg warunki
Yapek, Wevyx (ab)ix] = a(blx]), Yigevx 1] = [x],

a zatem zbiér V/X z dzialaniem dodawania warstw i mnozenia warstw przez skalar
jest przestrzenia liniowg nad ciatem K. Przestrzen te nazywamy

przestrzenia ilorazows.

Podstawowe pytania, jakie nalezy zada¢ majac do czynienia z dowolng przestrzenig
liniows, to jaki jest jej wymiar i jak znalez¢ jej baze (jesli mozna to zrobic).

Aby odpowiedzie¢ na te pytania, zalézmy, ze dim X =k < dimV =n i wezmy
baze x;,...,Xxy podprzestrzeni X. Dotaczajac do niej pewne wektory xyi1,...,%Xn
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mozemy otrzymac baze przestrzeni V. Udowodnimy, ze uklad warstw

[Xx11l, - .., [xn] jest baza przestrzeni ilorazowej V/X, ktérej wymiar jest w zwigzku
z tym réwny n — k.

Przypu$émy, ze aj 1[Xii1] + -+ - + anlxn] = [0], a zatem istnieje wektor z € X, taki
2€ Q1 XK1 + - + anXn + 2 = 0. Wektor z jest kombinacja liniowa wektoréw

X1,...,Xy, a zatem wyrazenie po lewej stronie powyzszej réwnosci mozna
przedstawi¢ w postaci a1x; + - - - + anx,. Poniewaz uklad wektoréw x4,...,x,, jest
baza, wigc wszystkie wspoélczynniki tej kombinacji liniowej, w tym ayq,...,an, 53
réwne 0.

Uktad warstw [Xy,1], ..., [xn] jest wiec liniowo niezalezny. Pozostaje dowies¢, ze

jest to maksymalny uklad liniowo niezalezny, tj. dolgczenie do niego dowolnej
warstwy [y] spowoduje powstanie uktadu liniowo zaleznego. Wezmy dowolny
wektor y € V, y ¢ X; istniejg liczby by,..., b, € K, takie ze y = b1x;+ -+ boxn
i co najmniej jedna z liczb by,q,..., by jest rézna od 0. Rozwazmy réwnanie

1 [X1] + -+ anlxn] — [yl = [0]. Jesli jest ono spelnione przez pewne liczby
Qii1,- - -, An, to istnieje wektor z € X, taki ze ax X1+ -+ axn—Yy+2z=0.
Ale rownanie to mozemy przedstawié w postaci

(a1 —b1)x1+ -+ (an — bn)xn = 0 i spelniajg je wspoélczynniki a; = by
dlai=1,...,n. Co najmniej jedna z liczb ay,1,..., a, jest rézna od 0, tak wiec
uklad warstw [xy 1], ..., [Xn], [y] jest liniowo zalezny. O

Rozwazmy podprzestrzenie liniowe X i Y przestrzeni V, takie ze X C Y C V.
Mozemy okresli¢ przestrzenie ilorazowe V/X i Y/X. Przestrzen Y/X jest zbiorem
warstw przestrzeni V, réwnoleglych do X i zawartych w Y. Jest to wiec podzbiér
przestrzeni V/X, a poniewaz jest to przestrzen liniowa, jest ona wiec
podprzestrzenig liniowg przestrzeni V/X. Mozemy zatem okresli¢ przestrzen
ilorazowa (V/X)/(Y/X). Zbadamy jej zwigzek z przestrzenig V/Y.

Przede wszystkim, latwo jest sprawdzi¢, ze dim V/Y = dim(V/X)/(Y/X), a wiec
przestrzenie te sg izomorficzne. Elementami przestrzeni V/Y sg warstwy
przestrzeni V réwnolegle do Y. Elementami przestrzeni (V/X)/(Y/X) sg warstwy
przestrzeni V/X, réwnolegle do podprzestrzeni Y/X, ktéra jest zbiorem warstw
przestrzeni Y réwnolegtych do X. Poniewaz przestrzen Y jest sumg
(teoriomnogosciows) swoich warstw réwnolegtych do X, wigc kazdy element

[x] =x 4 Y (tu suma algebraiczna) przestrzeni V/Y jest réwniez suma
(teoriomnogo$ciowa) pewnych warstw przestrzeni V réwnolegtych do X (czyli
elementéw przestrzeni V/X).
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Przyklad. Rozwazmy przestrzen tréjwymiarows V,

jej podprzestrzenn dwuwymiarows Y (latwo jg sobie
wyobrazié jako plaszczyzne zawierajacg punkt przyjety
za wektor 0) i jednowymiarowa podprzestrzen X
zawarta w Y (wyobrazamy ja sobie jako prosta

w plaszczyznie Y, przechodzaca przez 0).

\

Przestrzen Y/X jest zbiorem prostych réwnolegtych do X, ktére leza

w plaszczyznie Y. Przestrzeri V/X jest zbiorem wszystkich prostych

w przestrzeni V réwnolegtych do X. Przestrzen V/Y jest zbiorem ptaszczyzn
réwnolegtych do Y. Kazda taka plaszczyzne mozna przedstawié w postaci sumy
potozonych w niej prostych réwnolegtych do X. Tak wiec elementy przestrzeni
V/Y sa plaszczyznami (ktére mozemy interpretowaé jako zbiory punktéw),

a elementy przestrzeni (V/X)/(Y/X) to te same plaszczyzny, ktore interpretujemy
jako zbiory prostych réwnolegtych do X.

Uklady wspétrzednych w przestrzeni liniowe;j

Def. Ukladem wspolrzednych w zbiorze X nazywamy dowolng funkcje

réznowartosciows f: X — K™ Przy ustalonym f przestrzen K" nazywa sie
przestrzeniag wspdélrzednych zbioru X.

Znajac wspoélrzedne dowolnego elementu a € X w zasadzie mozemy znalez¢ ten
element; definicja nie wyklucza jednak mozliwosci, ze pewien wektor v € K™

nie jest wartoscig funkcji f dla zadnego a € X, ani nie podpowiada sposobu
znajdowania a = f~'(v). W przypadku n-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad
cialem K szczegblnie wygodne jest postugiwanie si¢ uktadem wspéirzednych,
ktéry jest izomorfizmem przestrzeni V i K™

Dowolny izomorfizm przestrzeni V i K™ mozemy skonstruowaé bioragc pewna baze

X1,...,Xn przestrzeni X i przyjmujac, ze jesli z = a1x; + - -+ + anXxy, to

f(z) = [a1,...,a.". Liczby ai,..., a, nazywamy wspétrzednymi wektora x
©1(z)

w bazie X1,...,X, 1 mozemy je otrzymac obliczajac wyrazenie : , ktore
¥n(z)

zapisujemy krocej ®z. Macierz @ reprezentuje baze sprzezong z bazg X1,...,Xn,

ktoérej elementy ustawimy w macierz X.
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Podobnie, mozemy ustali¢ inng (albo i te¢ samg) baze yi,...,Yn 1 jej baze
sprzezong Py, ...,y i przedstawié¢ je w postaci macierzy Y i ¥. Wtedy macierz
C = (cy)ij; = DY, o wspodlczynnikach cy; = @i(y;), jest macierza zmiany bazy

(to juz byto, tu jest tylko powtérzenie). Macierz ta opisuje

zmiane ukladu wspélrzednych, tj. umozliwia obliczenie wspoéirzednych dowolnego

wektora z w ukladzie, ktérego uktadem odniesienia jest baza x1,...,X,, na
podstawie wspolrzednych tego wektora w bazie yq,...,Yn.

Macierze zmiany bazy majg nastepujace wlasnosci:

Sa jednoznacznie okre$lone przez odpowiednie bazy.

Jesli A jest macierzg przejscia od bazy x1,...,%Xn do Yi,...,Yn, @ B jest macierzg
przejsicia od yi,...,Yn do zq,...,2,, to macierz przejscia od x1,...,%x, do
Z1,...,2, jest rowna BA.

Sa nieosobliwe; majac dane dowolne bazy x;i,...,X, 1 Y1,..., Y, mozemy znalezé

macierz A przejscia od pierwszej z nich do drugiej, a takze od drugiej do
pierwszej, cayli A~
Macierzg przejscia od bazy x1,...%x, do X1,...X, jest macierz jednostkowa [,,.

Dowolna macierz nieosobliwa jest macierza zmiany bazy. Mianowicie, macierz A
jest macierzg przejicia od bazy X1, ...x, do bazy, ktérej elementami sg

wspolczynniki macierzy Y = [xq,...,xJA .

Udowodnimy to. Oznaczmy wspélczynniki macierzy Y symbolami yi,...,Yn. Sa
to wektory liniowo niezalezne, bo YA = X = [x1,...,Xn], 2 wiec mozemy otrzymaé
baze wyjsciowa wybierajac odpowiednie kombinacje liniowe wektoréw yi,..., Yn,

zatem wektory te rozpinajg przestrzenn V. Dowolnemu wektorowi a € K™
odpowiada wektor x = Xa € V. Podstawiajac X = YA mamy x = YAa = Yb, gdzie
b = Aa € K" jest wektorem wspoirzednych wektora x w bazie yi,...,Un-

Dowolny funkcjonatl liniowy & mozemy reprezentowaé za pomocg pewnego
wektora g € K™ w ten sposéb, ze jesli a € K™ jest wektorem wspoirzednych
wektora z € V w bazie x1,...,Xq, to &(z) = g"a.

Uwaga: Jedli K = C, to we wzorach powyzej i ponizej wystepuje sprzezenie
hermitowskie, a w innych przypadkach zwykla transpozycja macierzy. Powéd
siggania po liczby sprzezone ze wspdiczynnikami zespolonymi wyjasni si¢ na
jednym z dalszych wykladéw (bylo go wida¢ w dowodzie twierdzenia na str. 4.4).

Zbadajmy, jak przy zmianie bazy zmienia si¢ baza sprzezona. Niech C oznacza
macierz przejscia od bazy yi,...,Yn do Xq,...,X,. Niech teraz b € K™ bedzie
wektorem wspélrzednych wektora x w bazie yq,...,Yn. Mamy zatem a = Cb,
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czyli b = C'a. Ten sam funkcjonal & w bazie sprzezonej z baza ys,. .., Yn jest
reprezentowany przez wektor h = CHg; istotnie, hHb = g"CC'a.

Jesli wiec dokonujemy zmiany bazy przestrzeni V i macierzg zmiany bazy jest
C~', to baza sprzezona podlega zmianie opisanej za pomoca macierzy C.

W zwigzku z tym elementy przestrzeni V*, czyli funkcjonatly liniowe na V okresla
sie mianem wektoréw kowariantnych (bardziej po polsku: wspélzmienniczych),

a elementy przestrzeni V (czyli ,zwykle” wektory) nosza miano
wektoréw kontrawariantnych (przeciwzmienniczych). Poniewaz role przestrzeni V

i V* mozna zamienié, wigc ta terminologia ma charakter umowny.

Z powyzszych uwag na temat przestrzeni V i V* wynika, ze cho¢ sg to przestrzenie
izomorficzne (bo majg ten sam wymiar), nie istnieje zaden ,naturalny”
izomorfizm, ktéry bylby niezmienniczy wzgledem wyboru baz. Istotnie, gdybySmy
utozsamili elementy pewnej bazy x1,...,X, przestrzeni V z elementami ¢4,..., @,
bazy sprzezonej, to utozsamienie to nie dotyczy innych baz sprzezonych ze soba;
zauwazmy, ze w K™ na ogét AMx £ A~ 'x.

Przestrzen V**, tj. przestrzen funkcjonatéw okreslonych w przestrzeni V* jest
jednak tatwo utozsamié w rozpatrywanym sensie z przestrzenig V. Wystarczy
wzigé dowolng baze X;,...,X, przestrzeni V, baze¢ z nig sprzezong @1,..., O
przestrzeni V* i baze fq,...,f, przestrzeni V** sprzezong z ta ostatniag baza.
Utozsamiamy funkcjonal f; z wektorem x; i sprawdzamy, ze dowolna zmiana bazy
przestrzeni V i odpowiadajgca jej zmiana bazy przestrzeni V** sg opisane za
pomocg tej samej macierzy.

Transformacje macierzy przeksztalcen liniowych

Wezmy teraz dwie bazy x1,...,Xn 1 Y1,...,Yn przestrzeni V, ich bazy sprzezone
©1yeeey OniPy,..., Py, a takze dwie bazy uq,..., w1 vy...,v,, przestrzeni W
i bazy z nimi sprzezone wi,...,Wn 1 Y1,...,Ym DBazy te bedziemy reprezentowali

przez macierze odpowiednio X, Y, @, ¥, oraz U, V, Q i I'. Interpretujac te
macierze jako przeksztalcenia, otrzymujemy zaleznosci ® = X', W =Y,
U=0"7iV=r". Dodatkowo oznaczmy macierz C = @Y, ktéra jest macierza
przejicia od bazy yi,...,Yn do X1,...,X, 1 macierz D = QV, ktéra jest macierza
przejscia od bazy vi,...,v,;ydo uq,..., Uy

Niech A oznacza macierz pewnego przeksztalcenia liniowego f: V — W w bazach
X1y...,Xn 1 Uy,...,uy. Macierz B tego przeksztalcenia w bazach yi,...,yn
ivy..., v jest téwna D 'AC. Istotnie, jesli wspotczynniki wektora b € K™ sg
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wspélrzednymi wektora x w bazie yi,...,Yn, to wspélczynniki wektora Cb sg
wspoéirzednymi wektora x w bazie x1,...,X,, wspblczynniki wektora ACb € K™
sgq wspdlrzednymi wektora f(x) w bazie uy,...,u,, i wreszcie wektor

Bb = D 'ACb € K™ sktada sie ze wspotczynnikéw f(x) w bazie vi,..., V.

Jesli macierz A reprezentuje przeksztalcenie liniowe f: V — W w bazach
X1y...,Xn 1 Uy,..., Uy, to reprezentuje ona réwniez pewne przeksztalcenie
przestrzeni W* w V* w bazach wq,...,wn 1 @1,..., @n. Przeksztalcenie to
nazwiemy przeksztalceniem sprzezonym z f i oznaczymy symbolem f*.

Przeksztalcenie to bedziemy zapisywaé nieco innym wzorem niz f; majac wektor
a € K™ wspéirzednych wektora x € V w bazie x1,...,X,, mozemy obliczy¢ wektor
b € K™ wspélrzednych wektora f(x) ze wzoru b = Aa. Przypus$émy, ze dany
funkcjonat 3 € W* mozemy przedstawi¢ w postaci p = Ciw + -+ + Crnwm (czyli
wspolczynniki macierzy ¢t = [¢;,... Tl € K''™ sa wspolrzednymi funkcjonatu 3
w bazie wy,...,wn). Wtedy macierz d" = [d;, ..., d,] € K" wspolrzednych
funkcjonatu f*() otrzymamy ze wzoru d" = c"A. Réwnowaznie mozemy pisaé
d=A"c.

Przypomnijmy, ze juz rozpatrywaliSmy przeksztalcenia sprzezone (str. 4.4);
dowolnemu przeksztalceniu liniowemu f: K™ — K™ odpowiada pewna macierz
A € K™". Macierz A" € K™™ reprezentuje przeksztatcenie f*: K™ — K"
sprzezone z f, przy czym przestrzen sprzezona z K™ to K", a sprzezona z K™ to
K™. Jesli wektor y € K™ uznamy za funkcjonal, to jego wartosé dla wektora

x € K™ jest réwna yMx.

Podobnie, jak w przypadku przeksztalcenia f, znajdziemy macierz reprezentujaca
przeksztalcenie f* w bazach yq,...,yYm 1 P1,...,Pn. Poniewaz to sg bazy
sprzezone z bazami vq,...,Vn 1 Y1,...,Yn, @ macierzg przeksztatcenia f w tych
bazach jest B = D'AC, wiec jest to réwniez poszukiwana macierz
przeksztalcenia f*. Jesli chcemy reprezentowaé funkcjonaly za pomoca macierzy
kolumnowych, to macierz przeksztalcenia f* jest réwna BH = CHAHD .

W szczegdlnym przypadku wezmy V = W i u; = x4, Vi = Yi, Wi = @; oraz yi =,
dlai=1,...,n. Macierz przejscia od bazy yi,...,Yn do Xq,...,X, Oznaczymy
literg C. Jesli macierz A reprezentuje przeksztalcenie f w bazie x1,...,%, (tj.
zaré6wno argument przeksztalcenia jak i jego obraz reprezentujemy za pomoca
wspoblczynnikéw w tej samej bazie), to macierzg przeksztalcenia f w bazie
Y1,...,Yn jest macierz B = C"'AC, a jesli chcemy funkcjonaly reprezentowaé za
pomocg macierzy kolumnowych, to macierzg przeksztalcenia f* jest macierz

BH = CHAHCH,
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Jedli dla ustalonych dwéch macierzy, A i B, istnieje macierz C, taka ze
B = C'AC, to macierze te opisuja to samo przeksztalcenie liniowe w dwéch
réznych bazach. Macierze o takiej wtasnosci nazywamy macierzami podobnymi.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze dziatanie na liczbach catkowitych, tj. klasach abstrakcji opisanej

w wyktadzie relacji rownowazno$ci w zbiorze par liczb naturalnych, zdefiniowane
wzorem

[(a,b)] o [(c,d)] & [(a+c,b+d)

nie zalezy od wyboru reprezentantéw (to dzialanie jest dodawaniem liczb
catkowitych).

Okreél mnozenie liczb catkowitych przez znalezienie wzoru, ktéry umozliwia
znalezienie reprezentanta wyniku na podstawie danych reprezentantéw
argumentéw. Udowodnij, ze to dziatanie nie zalezy od wyboru reprezentantow.

. Uzyj zasady abstrakcji w zbiorze par liczb catkowitych do zdefiniowania liczb

wymiernych. Okresl dodawanie i mnozenie tych liczb za pomocg odpowiednich
dziatan na reprezentantach.

. Wskaz wszystkie klasy abstrakcji okreslone przez relacje ~ w zbiorze C[x],,

zdefiniowang wzorem w; ~w, & (wq(x) =0 & ws(x) = 0). Cazy te klasy
abstrakcji sg rownoliczne?

. Relacja ,~” w zbiorze R[x],, jest zdefiniowana warunkiem

w1 ~wy & (wi(x) =0 & wy(x) =0), natomiast relacja ,,~'” warunkiem
wi ~ Wy & (W = aw,(x) dla pewnego a # 0). Czy relacje te sg identyczne?

. Pierécienr wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej, R[x], zawiera podpiericien

wielomianéw podzielnych przez wielomian x? + 1. Wprowadzimy w R[x] relacje
réwnowaznosci ,,~", spelniong przez dwa wielomiany, a i b, jesli wielomian a — b
jest podzielny przez x* + 1.

Zbiér klas abstrakcji takiej relacji jest tzw. pier§cieniem ilorazowym. Dowolng

klase abstrakcji mozna reprezentowaé za pomoca reszty z dzielenia przez x2 + 1
dowolnego wielomianu nalezacego do tej klasy. Reszta jest wielomianem stopnia
co najwyzej 1, a wiec ten pierscien ilorazowy mozna utozsami¢ ze zbiorem
(piericieniem) wielomianéw, w ktérym mnozenie odbywa si¢ modulo x? + 1.
Dodawanie klas abstrakcji jest rownowazne dodawaniu reprezentantéw tych klas
(czyli jest realizowane przez ,zwykle” dodawanie wielomianéw).

a) Udowodnij, ze reprezentantem stopnia co najwyzej 1 klasy abstrakcji
wielomianu w(x) = ao+ a;x + axx? + - - - + a,x™ jest wielomian
p(x)=(ap—az+as—-)+(ar—az+as—---)x
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b) Sprawdsz, ze ((a; + bix) + (az + box)) mod (x? + 1) = (a; + az) + (b + by)x
oraz ((a7 + byx)(aj + byx)) mod (X2+ 1) = (ajaz — biby) + (a1by + bray)x.
Jesli zamiast x napiszesz i, to otrzymasz wzory definiujace mnozenie liczb
zespolonych. Jest to wiec inny sposéb ich okreslenia. Zwro¢ uwage, ze ten
pierécien ilorazowy jest ciatem.

6. Udowodnij, ze jesli x’ € [x] to a[x'] = alx].
7. Udowodnij, ze jesli macierze A i B sg podobne, to majg ten sam rzad.

8. Jaki jest rzad macierzy przeksztalcenia przeksztatcenia f: R[x], — R[x],, danego
wzorem f(w) = aw’x? + bw'x + w, w zaleznosci od parametréw a i b?

9. Zbadaj, czy jesli macierze A i B sa podobne, oraz macierz A jest hermitowska (tj.
AM = A) i macierz C podobieistwa macierzy A i B (taka, ze B = C'AC) jest
hermitowska, to macierz B jest hermitowska.

10. Niech f oznacza przeksztalcenie przestrzeni R[x],, okreslone wzorem
flw) =w"+w' +w.

Znajdz macierz tego przeksztalcenia w bazie potegowej 1,%,x?.
Znajdz macierz C przejscia do bazy Newtona, 1,x — 1, (x — 1)(x — 2).

Oblicz macierz B przeksztalcenia f w tej bazie Newtona.
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Normy wektoréw
Pojecie normy wektora

Def. Niech V oznacza przestrzen liniowg nad ciatem K, ktére jest jednym z ciat
liczbowych, @, R lub C. Normg w tej przestrzeni nazywamy dowolng funkcje
|| -]: V — R, o nastepujacych wtasnosciach:

N.T: Viev|x]| > 0, oraz ||x|| =0 & x=0.

Norma jest wigc funkcjg nieujemna, a jedynym jej miejscem zerowym jest
wektor 0.

N.2: Vaek xev ||ax]|| = |a]||x]|-

Wiasnos¢ ta bywa nazywana poéiliniowoécig, przy czym ,,p6él” zwigzane jest
z ignorowaniem znaku liczby a.

N.3: Vaeyev X+ yll < [ + [yl
Powyzsza nieréwnos$¢ nazywa sie nieréwnoscia tréjkata.

Def. Normg wektora x nazywamy liczbg ||x||.

Def. Przestrzen unormowana jest to przestrzen liniowa V, w ktoérej jest okreslona

ustalona norma || - ||.

Warto podkresli¢, ze w przestrzeni, ktérej wymiar jest wiekszy od 0, mozna
okresli¢ nieskonczenie wiele réoznych norm. Wybierajac rézne normy w tej samej
przestrzeni liniowej otrzymamy za kazdym razem inng przestrzen unormowang.

Stwierdzenie: Jesli funkcja || - |[o: V — R jest norma, a przeksztalcenie liniowe
f: V — V jest réznowartosciowe, to funkcja || - ||p: V — R, okreslona wzorem
Ixlo = [£(x)]|a, tes jest norma,

Dowod polega na sprawdzeniu, ze funkcja || - ||, ma wszystkie podane wyzej

wtasnosci normy. Majac pewng norme w przestrzeni mozemy wiec definiowac inne
normy. Trzeba tylko umie¢ okresli¢ choé¢ jedng norme.

Powédd, dla ktérego wprowadza si¢ normy, jest nastepujacy: majac dwie liczby
(np. rzeczywiste) x i y, mozemy zmierzy¢ odlegtosé tych liczb, albo biad, z jakim
x przybliza y, obliczajac |[x — y|. Majac dwa wektory w dowolnej przestrzeni
liniowej V, chcieliby§my moéc zrobi¢ to samo, tj. wyrazi¢ biad, z jakim wektor x
przybliza wektor y, za pomocg jednej liczby. W tym celu potrzebna jest
metryka, tj. funkcja, ktéra opisuje odlegtos¢ dowolnych dwoch wektordéw
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w przestrzeni V. Jednym z najprostszych sposobéw okreslenia metryki
w przestrzeni liniowej jest wlasnie uzycie normy; za odlegtos¢ wektoréw x i y
przyjmujemy liczbe réwng ||x — yl|.

Normy Holdera

Jeden z najczesciej stosowanych sposobéw okreslenia normy w przestrzeni K™
polega na uzyciu wzoru (dla x = [x1,...,xu]")

= 1/p
Il = (3 i)
i=1

w ktérym wystepuje ustalona liczba rzeczywista p > 1. Latwo jest udowodnié, ze
tak okreslona funkcja ma dwie sposréd trzech podanych wyzej wiasnosci, tj. jest
dodatnia dla x # 0 i péiliniowa. Dowdd, ze funkcja ta spelnia nieréwnosé
trojkata, tj. ze

b 1/p b /p i 1/p
(Z ‘Xi+yi|p> < (Z \Xilp) + (Z \yilp)
i=1 i=1 i=1

dla dowolnych liczb x1,...,%Xn 1 Y1,...,Yn € K, jest znacznie trudniejszy
i pominiemy go (dalej zbadamy tylko pewne przypadki szczegélnie tatwe).
Powyzsza nieré6wnos$¢ nosi nazwe nieréwnoéci Minkowskiego, a normy

przestrzeni K™ okre§lone w opisany tu sposéb sg nazywane normami Héldera.
Norme p-ta oznacza si¢ symbolem || - ||,

Przypadki szczegblne norm Hdéldera, czesto spotykane w praktycznych rachunkach,
odpowiadajg p =11 p = 2. Mamy tez przypadek graniczny, dla p — oo. Te trzy
szczegblne normy mozna obliczaé na podstawie latwych do udowodnienia wzoréw

n
eli=3 bl Ixllz=
i=1

Norma druga, || - ||2, bywa okreslana mianem normy euklidesowej. O normie || - ||o

n
> il2=vx"x,  [x]e = max [|xi.
P ie{l,...,n}

-------

czesto moéwi sie ,norma maksimum”.

Mozemy okresli¢ norme¢ w dowolnej przestrzeni n-wymiarowej V, ustalajac w niej
uktad wspolrzednych (czyli izomorfizm V — K"), a nastepnie przyjmujac za
norme¢ wektora y € V wybrang norme Héldera jego wektora wspoéirzednych.
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Wspomnijmy w tym miejscu o normach Héldera w przestrzeniach funkcji; dla
rzeczywistej lub zespolonej funkcji f o dziedzinie A mozna napisaé

171 = (| I#oarax)”

Jesli catka wystepujaca w tym wzorze istnieje i jest skoriczona, to wyrazenie po
prawej stronie wzoru okre§la norme funkcji f. Zdanie to sugeruje, ze nie kazda
funkcja ma norme. Dlatego rozpatruje sie¢ przestrzenie liniowe ztozone

z wszystkich tych funkcji (o dziedzinie A), ktérych norma jest okreslona (tj. catka
istnieje i jest skoriczona), a zatem norma jest elementem okre$lenia przestrzeni.
W powyzszym okre§leniu normy funkcji jest pewna niescistos§é, wyjasniona

w pierwszym zadaniu po tym wyktadzie.

Def. Kulg jednostkowg nazywamy zbiér wszystkich tych wektordéw x, ktérych
norma jest mniejsza lub réwna 1.
Sfera jednostkowa jest zbiorem wektoréw x, takich ze ||x|| = 1.

Okreslenie metryki w przestrzeni V, poprzez ustalenie normy, umozliwia
okreslenie otoczenia dowolnego punktu (wektora) x; moze nim by¢ zbiér tych
punktéw y, dla ktérych liczba ||y — x|| jest mniejsza niz ustalone ¢ > 0. Majac
dowolny podzbiér X przestrzeni V mozemy wyrdzni¢ wnetrze tego zbioru, czyli
zbiér tych elementéw zbioru X, ktére nalezg do niego wraz z pewnym otoczeniem,
a takze brzeg zbioru X, czyli zbiér tych punktéw, ktérych wszystkie otoczenia
zawierajg punkty nalezace do X i do V\X.

Mozemy teraz powiedziec, ze sfera jednostkowa jest brzegiem kuli jednostkowe;j.

p=1 x| P=2 % p=o00%2}
1 ]

0 1% 0 X1 0

x

Na rysunku sg przedstawione kule jednostkowe w przestrzeni R*dlap =1,p =2
ip = o0, czyli dla przypadkéw, z ktérymi bedziemy sie styka¢ najczesciej.
Zauwazmy, ze wszystkie te kule sa zbiorami wypuktymi i symetrycznymi
wzgledem punktu 0. W ogélnosci w przestrzeni liniowej V nad R mozna wybraé
dowolny zbiér K, ktéry ma te dwie wiasnosci, a ponadto ma niepuste wnetrze
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i jest domkniety i ograniczony (te wlasnosci badamy przy uzyciu dowolnej
normy), i okresli¢ norme, dla ktérej zbiér K jest kulg jednostkows.

Udowodnimy nieréwnos§é¢ Minkowskiego w szczegdlnym przypadku p = 2.

W tym celu dowiedziemy najpierw nieréwnosci Schwarza: jesli x,y € C", to

X"yl < [Ix]|2lyl2.

Nieréwno$¢ ta jest oczywista, jesli ktéry§ z wektoréw jest réwny O; zatézmy
zatem, ze y # 0 i przyjmujac parametr zespolony t obliczmy

[Ix +yt]3 = (x + yt)H(x + yt) = x"x + x"yt + yHxt + y"ytt.

Wartoscia tego wyrazenia dla kazdego t € C jest nieujemna liczba rzeczywista.
Mozemy oznaczy¢ x"y = a = |ale'®. Podstawiajac t = [t|e?¥ otrzymujemy

0 < [[x[|3 + lal e 4 e P ] 4 |ly]|3 |12
Przyjmujac kolejno P = —@ i P = m — ¢ otrzymujemy nieréwnosci
0 < [x[l3+ 2ix™yllt|+ [ly[31t* oraz 0 < |[x[|3 — 2x"ylIt| + [[y[|3 ]t/

Biorac nastepnie liczbe rzeczywistg T = [t| w pierwszym przypadku i T = —[t|
w drugim, otrzymujemy za kazdym razem nieréwno$é

0 < [fxl3 + 2™yl + [lyI37

Nieréwno$¢ ta obowigzuje dla kazdego T € R. Tréjmian kwadratowy po prawej
stronie nie moze mie¢ dwéch réznych rzeczywistych miejsc zerowych, a stad
wyréznik tego tréjmianu (dla a + 2bt + ct? jest to A = b% — ac) nie moze byé
dodatni. Mamy zatem

"yl = [x[13]y]3 < 0,

skad nieréwno$§¢ Schwarza wynika natychmiast.
Mozemy napisaé

Ix+ylz=x+yx+y) =Ix|3+x"y +y"x+yl3 =
|[x[I2 + 2Re(x"y) + [y,

oraz (|[x[|2 + lyll2)? = [x[I3 + 2[Ix]l2llyll2 + [l 13-

Na podstawie nieréwnosci Schwarza 2Re(xHy) < 2jxMy| < 2|x||2/|y|l2, zatem

I +yl13 < (|Ix]l2 + [|lyll2)? i dowdd nieréwnoéci Minkowskiego dla p = 2 na tym
sie konczy. O
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Uwaga 1: Nier6wno§¢ Schwarza jest ostra (tj. réwnosé nie zachodzi), jesli wektory
X i Y sg niezalezne liniowo. Nieréwno§é Minkowskiego jest ostra wtedy, gdy nie
istnieje liczba nieujemna a, taka ze x = ay lub y = ax.

Norma, dla ktérej nieréwnoséé tréjkata jest ostra, jesli podstawié do niej wektory
spelniajace podany wyze] warunek, nazywa sie normg ostrg. Wszystkie normy
Héldera oprocz || - |11 || - || s& ostre.

Uwaga 2: Dowolna norma Héldera wektora x € K™ nie zmieni sie, jesli
poprzestawiamy jego wspdlczynniki, ani jesli pozmieniamy ich znaki.

Normy przeksztalcen liniowych

Niech f bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni unormowanej X
w przestrzen unormowang Y. Mozemy okresdli¢ norme przeksztalcenia f, wzorem

f(x)
1l = sup Iy
xexvop [1x[Ix

v

Tak okres§lona funkcja okresla, ,ile razy dtuzszy” od dowolnego wektora x moze
by¢ jego obraz w przeksztalceniu f. Sprawdzenie, ze funkcja ta w przestrzeni
L(X;Y) ma wszystkie wlasnosci normy, pozostawiam na éwiczenia. Okre§lona

w ten sposéb norma nazywa sie normg indukowang przez normy przestrzeni X i Y.

Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnych norm || - ||x i || - ||y wyrazenie z prawej strony
powyzszego wzoru jest réwne

sup |If(x)|ly= sup ||[f(x)|y-
x€X: [[x||x<1 x€X: [[x[|x=1
Chcac znalezé norme danego przeksztalcenia f mozna badaé te wyrazenia, choé
w ogblno$ci zadanie to nadal moze by¢ trudne. W przestrzeniach skoniczenie
wymiarowych kule jednostkowe sg zbiorami zwartymi (zbiér skorczenie
wymiarowy jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy jest domkniety i ograniczony).
Zamiast supremum mozemy wtedy poszukiwa¢ maksimum.

Niech f: X - Y ig: Y — Z bedg przeksztalceniami liniowymi przestrzeni
unormowanych. Wtedy norma indukowana przez || - ||x i || - ||z przeksztalcenia
zlozonego f o g, spelnia nieréwnosé

[foall < llalllfl,

w ktorej wystepujg normy przeksztalcen f i g, indukowane odpowiednio przez
[ 1x il [ly oraz || fly 1 [ ||z
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Wazny przypadek szczegblny otrzymamy rozpatrujac przeksztalcenie f: X — X,
dla przestrzeni X, w ktérej rozpatrujemy tylko jedng norme.

Normy indukowane macierzy

Macierz A € K™" interpretujemy jako przeksztalcenie liniowe przestrzeni K™
w K™. Wybrawszy normy w tych przestrzeniach mozemy okre§li¢ norme
indukowang w przestrzeni K™™ W praktyce ograniczymy sie do norm
indukowanych przez norme p-tg Holdera w jednej i drugiej przestrzeni.

Norme macierzy A, indukowang przez normy p-te w przestrzeniach K™ i K™,
bedziemy oznaczaé¢ symbolem ||A||, (ktéry wyglada tak samo jak symbol normy
p-tej macierzy kolumnowej, ale ma ogolniejsze znaczenie). Zauwazmy, ze macierz
x € K™' = K™ opisuje przeksztalcenie przestrzeni K' w K™; przeksztatcajac
dowolny element sfery jednostkowej w K', t. liczbe a, taka ze |a| =1,
otrzymujemy wektor ax, ktérego norma jest réwna ||x||. Tak wiec, jeslin =1, to
obie interpretacje symbolu ||x|,, tj. norma p-ta wektora x € K™ i norma
przeksztalcenia x: K' — K™ indukowana przez norme p-ta, sa ze sobg zgodne.

Interpretujgc normy macierzy jako normy przeksztalcern indukowane przez normy
wektoréw, mozemy uzasadnié nastepujaca nieréwnoscé:

[ABI| < [IA[B],

dla wszystkich macierzy, ktérych iloczyn jest okreslony. Dla pewnego wektora z,
takiego ze ||z|| = 1, mamy bowiem

[AB] = [I(AB)z] = [|A(Bz)[| < [|A[[[[Bz] < [IA[l[[B]].

Ta wlasno§¢ norm macierzy nazywa sie submultiplikatywno$cia.

Indukowana norma pierwsza i norma maksimum macierzy A = [a;li; € K™" sg
szczegbdlnie tatwe do obliczenia, na podstawie wzordéw

m
HAHI =  max Z\atﬂ,
je{1,...n} 4
i=1
n
Al = max Y layl.
ie{l,...,m} -

Udowodnimy drugi z tych wzoréw, dowdd pierwszego zostawiajac na ¢wiczenia.
Wezmy wektor z = [z1,...,2z,]7, taki ze ||z]| < 1. Zatem, dlaj =1,...,n mamy
|z;| < 1. Wspélczynniki wektora Az =x = [x1,...,X;]’ mozna oszacowaé
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nastepujaco:

n n n n
Ixi| = ‘Z azi| < Z layz;| = Z lagl 5] < Z layl.
=1 i—1 i—1 =1

Poniewaz x|/, = maxicp

_____ my [xil, wiec mamy gérne oszacowanie normy,
m
[Allee < maxien,...my 2% lagl-
Aby oszacowac norme macierzy A z dotu, mozemy obliczy¢ norme ustalonego
wektora z. Niech i oznacza numer wiersza, w ktérym suma wartosci

bezwzglednych wspoéiczynnikéw macierzy A jest najwieksza. Wspolczynniki

w tym wierszu sg liczbami zespolonymi ay; = |aylsy,. .., Qin = |Qin/sn (jesli
macierz A jest rzeczywista, to s; = £1). Poniewaz s;5; = 1, wiec biorac wektor
z =[51,...,54]" i obliczajac wspoélczynnik x; wektora x = Az otrzymamy

n

Xi:Z|aij|;

j=1

Z otrzymanych dwbéch nieréwnosci wynika wzér, ktérego mieliSmy dowiesé. O

Z podanych dwoch wzordéw, z ktérych jeden udowodniliSmy wynika, ze
IAT|l1 = |[Allso, 0raz ||AT||s = ||All1, 2 ponadto mozemy przepisaé te wzory
zamieniajac transpozycje na hermitowskie sprzezenie.

Crzesto stosuje sie norme drugg wektoréw. Indukowana przez nig norma druga
macierzy jest trudniejsza do obliczenia i wzér, ktéry jg opisuje, wyprowadzimy na
jednym z dalszych wyktadéw, po zapoznaniu sie z potrzebnymi do tego pojeciami.
Tymczasem mozemy udowodnié¢ (¢wiczenia), ze

Al2= x"Ayl.
1Al = max,, XA
[Ixll2=llyll2=1

Na podstawie tego wzoru tatwo jest pokazac, ze

ANz = 1Az = [A"]|2 = [|A]l2-

Stwierdzenie: Jesli normy |- |o 1 || - b w K™ spelniaja warunek Vy|/x|[v = [|BX| q
dla ustalonej nieosobliwej macierzy B, to normy w przestrzeni K™", indukowane
przez te dwie normy, sa zwigzane zaleznoscia ||Afv, = [|BAB||..
Dowéd: Mamy

IAlo = max |Ay[, = max |[AB~'Bylls = [max, IBAB™'X||a = [BAB ||

llulle=1 llulle=
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Nieré6wnosci norm wektoréw

Def. Dwie normy, || - ||a 1] - ||v, Okreslone w tej samej przestrzeni V, nazywamy
réwnowaznymi, jesli istniejg liczby dodatnie c; i ¢y, takie ze dla kazdego x € V
spelnione sg nieréwnosci

cifxlla < lIxflo < callx[|a-

Wszystkie normy w przestrzeni o skoniczonym wymiarze sg rownowazne, zatem
kwestia polega na znalezieniu odpowiednich liczb ¢; i ¢,. Jefli je znamy, to
wykonujgc rachunki majace na celu oszacowanie normy || - ||, pewnego wektora x
mozemy postuzy¢ sig oszacowaniami ||x||p, jesli tylko umiemy je znalezé.

Najwazniejsze w praktyce normy w przestrzeni K" spelniaja nastepujace
nieréwnosci (dowody na ¢wiczeniach):

xlloo < Tl < ix]loo,
xlleo < I1xll2 < VRXloo)
Ixll2 < [l < vaix]2.

Nieréwno$ci norm macierzy

Rozwazmy p-tg norme wektorowg i norme macierzy przez nig indukowana.
Jedli macierz A € K™™ przedstawimy w postaci blokowo-wierszowej,
A =1[Aq,...,A,], w ktérej bloki A4, ..., A, mogg mie¢ rézng liczbe kolumn, to dla
j=1,...,r mamy [Ajll, < Al
2
Dowéd: Dowolny wektor w K™ mozemy przedstawié w postaci z = : |, Wtedy

z,

2 1zllp =1 z:||zllp=

.
1Ay = max_[Azll, < max |3 Az| = Al ©
j=1

Podobnie, jesli macierz A przedstawimy w postaci blokowo-kolumnowej,

Aq
A=| 1 |, to||Al, <JJA|lpdlai=T1,...,q. Latwy dowdd tego faktu

Aq
pozostawiam na ¢wiczenia. Tymczasem zauwazmy, ze stad i z poprzedniego
stwierdzenia wynika, ze dla dowolnego podzialu blokowego macierzy A = [Ajl;;,
nier6wnos¢ ||Ay|l, < ||A|l, zachodzi dla kazdego bloku Aj;.
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W wielu zastosowaniach naturalne jest poszukiwanie wartodci normy macierzy,
indukowanej przez norme drugg w K™. Poniewaz norma druga macierzy nie jest
bardzo tatwa do obliczenia, wigc zamiast niej bywa stosowana norma Frobeniusa,

okre§lona wzorem

m o n
2D layh.

i=1 j=I

[Alle =

Zwroémy uwage, ze (poza przypadkiem m =1 lub n = 1) norma ta nie jest
normg indukowang przez zadne normy wektorowe. Aby tego dowies¢, rozwazmy
macierz jednostkowa, I,,. Reprezentuje ona przeksztalcenie tozsamosciowe
przestrzeni K", oczywiste jest wiec, ze kazda norma indukowana tej macierzy jest
réwna 1. Tymczasem ||I,||f = v/n

Norma Frobeniusa i norma druga macierzy (tj. norma w K™" indukowana przez
norme drugg w K™) sg réwnowazne i zachodzg nastepujace nieréwnosci:

[Allz < [AllF < v/min{m, n} A2

a;
Dowdd: Przedstawmy macierz A w postaci blokowo-kolumnowej: A =

A
Wezmy z € K", takie ze ||z|; =11 ||Al]2 = ||Az|;. Wtedy (na podstawie
nieréwnosci Schwarza)

m m
Az =1AzI3 =) lazP <> [l = [Alf

i=1 i=1
Na podstawie wczesniejszych stwierdzen dotyczacych podziatu blokowego

macierzy mamy

m

AT =D llasll3 < mlAL3,
j=1

a takze ||Al|2 = |AT||2 < n||AT||2 = n||A||3, co koticzy dowdd. O

Dla wygody okresla si¢ warto§¢ bezwzgledna macierzy A = [ayli;, jako macierz

macierz [A| < [Jayll: ;.

W zbiorach Q™™ i R™™ (ale nie w C™") istnieje relacja ,nie wiekszy niz”
(ozn. symbolem ,,<”), ktéra jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, czyli
jest czeSciowym porzadkiem:

lagli; < [bylij & Vij aiy < by
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Na przyktad, dla dowolnej macierzy A zachodzi relacja A < |A].
Mozemy tez rozpatrywaé relacje ,mniejszy niz” (<), ,,nie mniejszy niz” (>)

i,wiekszy niz” (>), ktoérych definicje latwo jest zgadnaé.

Oproécz szacowania jednej normy danej macierzy przez inng, stosuje sie
oszacowania normy macierzy przez norme innej macierzy. Norma w przestrzeni
K™™" nazywa si¢ monotoniczna, jesli z nieréwnosci |A| < |B| wynika ||A]| < ||B]|.
Nie wszystkie normy sg monotoniczne; na przyktad nie jest monotoniczna norma
druga macierzy.

Bez dowodu podam nastepujace zwiazki miedzy normami macierzy (niektore
z nich sg oczywiste, inne mniej):

IAllF = IA ] = 1A = [IA]lF,

Al = 1Al 1Al = 1Al IA[llF = IA]lF,
All2 < [I|A]ll2, (nie zawsze zachodzi réwnos¢),
IAMA]l2 = [A]3 < 1AL ]IA ],

Zadania i1 problemy

. Def. Seminormg (albo pélnorma) nazywamy funkcje || - ||': V — K, ktéra spelnia

wszystkie warunki okreélajace norme, z wyjatkiem tego, ze jedynym jej miejscem
zerowym jest wektor O.

Udowodnij, ze zbiér wektoréw, ktérych seminorma jest rowna 0, jest
podprzestrzenig liniowg przestrzeni V.

Udowodnij, ze jesli wszystkie wektory x, takie ze ||x||’ = 0 nalezg do
podprzestrzeni X przestrzeni V, to wzér | [x]|| = ||x||” okresla norme w przestrzeni
ilorazowej V/X.

Uzupelnienie informacji na temat norm w przestrzeniach funkcji: istniejg

funkcje f rézne od 0, takie ze fA [f(x)[Pdx = 0; na przyklad funkcja f moze
przyjmowaé wartosci rézne od O tylko w skoriczonej liczbie punktéw. Dlatego wzoér

podany na wykladzie okresla funkcje nie speilniajgcg warunku dodatnioéci, czyli
seminorme. Norme otrzymamy, jesli utozsamimy kazde dwie funkcje, ktérych
catka réznicy podniesionej do potegi p jest réwna 0. Dlatego np. okreslenie
wprzestrzen funkcji catkowalnych w potedze p” w rzeczywistosci oznacza
unormowang przestrzen ilorazowg (o czym czesto przy réznych okazjach sie nie
wspomina, bo wszyscy wiedza).

2. Jaka jest érednica kuli jednostkowej?
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3. Udowodnij, ze jesli X i Y sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V, w ktérych
sg okreslone normy odpowiednio || - |[x 1 || - ||y, oraz V=X @Y (to jest rozktad
wektora v na skladowe wzgledem rozkladu przestrzeni V na sume prosta
podprzestrzeni X i Y; rozklad taki jest, przypominam, jednoznaczny), to wzory
[Vlla = [xllx+ lylly i [vllo = max(([x[lx, [y[lv), gdzie v =x+y, x € X, y €,
okredlajg normy w przestrzeni V.

4* Udowodnij, ze przy zalozeniach takich jak w poprzednim zadaniu wzér
vl = (IIx|I% + lyll¥)"/? dla p > 1 okresla norme w przestrzeni V.

5. Sprawds, ze norma indukowana w przestrzeni L(X;Y) rzeczywiscie spelnia
wszystkie warunki potrzebne do tego, aby by¢ norma.

6. Udowodnij wzér umozliwiajacy obliczenie normy pierwszej macierzy A € K™™.

7. Udowodnij, ze norma p-ta macierzy A € K™" jest nie mniejsza niz norma kazdej
macierzy, ktéra powstaje z A przez odrzucenie pewnych wierszy.

8. Czy norma macierzy okreslona wzorem ||[ayli;|| = max;;|ay| jest
submultiplikatywna? Czy jest ona normg indukowang przez jaka§ norme
wektorowg? Wskazdéwka: Sprobuj znalezé kontrprzyktad.

9. Oblicz normy ||Al|1, [|Alle 1 [|A|F macierzy

(1,1) (2,-1) (3,0)
(0,2) (3,-2) (2,1)

10. Udowodnij podane na wykladzie zwigzki miedzy normami || - ||1, || - [|21 | - [|eo
w przestrzeni K™.

11. Niech u € K™, v € K". Udowodnij, ze
vl = J[ullylvlq,

gdziep=liq=o00,albop=q=2lubp=0o0,q=1.

Wskazéwka: Oszacuj z goéry i z dotu norme p-ta wektora uvt'z dla z € K™,

Izllp =1

Powyzsza nier6wno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb p i q, takich ze
1/p+1/q=1o0razp >1, g > 1. Do jej dowodu mozna zastosowaé nastepujaca
nieréwnoé¢ Holdera:

[y"zl < [lyllqllzl,-

Szczegdlnym przypadkiem tej nieréwnosci, dla p = q = 2, jest udowodniona na
wykladzie nieréwnos§¢ Schwarza.

12. Udowodnij, ze indukowana norma druga macierzy A € K™™" wyraza sie wzorem

Al = xHAY|.
A2 iiex Ay

[Ixll2=llyll2=1
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13. Znajdz wzér umozliwiajacy obliczenie dowolnej normy indukowanej przez p-tag
norme¢ Holdera macierzy diagonalne; n x n i podaj dowdd jego poprawnosci.
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Arytmetyka zmiennopozycyjna
Reprezentacje liczb

Ze wzgledéw technicznych najwygodniejsza i najczesciej stosowana

w komputerach jest reprezentacja liczb zlozona z bitéw. Kazdy z nich ma wartosé
0 lub 1 i moze by¢ interpretowany jako cyfra w ukladzie o podstawie 2, albo mieé
specjalne znaczenie (np. okre§la¢ znak liczby). Jesli mamy ciag bitéw o ustalonej
dtugosci d, to moze on przyjmowaé jedna z 2¢ wartosci, a zatem najwyzej tyle
réznych elementéw moze mieé zbiér obiektéw (liczb) reprezentowanych przez takie
ciagi. Istniejg reprezentacje liczb o nieustalonej z gory liczbie bitéw, a zatem

o nieograniczonym (a wlasciwie o ograniczonym przez ilo§¢ dostgpne;j

w komputerze pamieci) zbiorze reprezentowalnych obiektéw. W tym wykladzie
zajmiemy sie jednak dwoma najwazniejszymi praktycznie sposobami
reprezentowania liczb przez ciggi bitéw o ustalonej diugosci.

Reprezentacja stalopozycyina (ang. fized point) jest to reprezentacja liczby
zlozona z d bitéw. Kazdy bit, ktéry jest cyfra dwojkows w tej reprezentacji, ma

ustalony mnoznik. Cigg bitéw by 1...b;by jest interpretowany jako liczba
stalopozycyjna

a1
X = Z kak.
k=0
Dla kazdego ciggu bitéw wyrazenie po prawej stronie jest liczbg catkowita,

0 < x < 24, Czasem, w specjalnych zastosowaniach, taki ciag bitéw reprezentuje
liczbe

d—1
X = E kak*b,
k=0

ktéra jest wielokrotnoscia liczby 27°; dla b > 0 mozemy w ten sposob
reprezentowaé pewne ulamki. Angielska nazwa tej reprezentacji pochodzi stad, ze
mozemy sobie wyobrazi¢ kropke (anglosasi piszg kropke tam, gdzie polska
tradycja nakazuje pisa¢ przecinek) miedzy bitami by, 1 by,_1; oddziela ona czesé
catkowitg liczby od czesci utamkowej.

Liczby stalopozycyjne ze znakiem mogga by¢ reprezentowane na dwa sposoby:
pierwszy z nich polega na zarezerwowaniu bitu by ; do reprezentowania znaku;
liczba reprezentowana przez ciagg bitdw bg_;...bby jest rowna

d—2
x=(=1)%"1 3 b2k
k=0

8.2

W ten sposéb mamy dwie reprezentacje zera. Inny sposéb to tzw.

kod uzupelnieniowy do dwéch. Reprezentowana liczba wyraza si¢ wzorem
a-2
X = —bd,]2d71 + Z kak.
k=0
W ten sposéb mozemy reprezentowaé liczby catkowite z zakresu od —24 ' do
29-1 _1 i kazda z nich ma tylko jedna reprezentacje. Sposéb ten jest
wygodniejszy, m.in. dlatego, ze operacje na bitach podczas dodawania
i odejmowania sg identyczne jak w przypadku, gdy te same ciggi bitéw sg
interpretowane jako liczby bez znaku.

Sposéb reprezentowania liczb ze znakiem mozna uogélni¢ w celu otrzymania
reprezentacji stalopozycyjnej ulamkéw; zauwazmy, ze dodawanie i odejmowanie
takich utamkéw moze by¢ wykonywane przez te same rozkazy procesora, co
dodawanie i odejmowanie liczb catkowitych; inne muszg by¢ tylko rozkazy
mnozenia i dzielenia. Z uwagi na niebezpieczenstwo wystgpienia nadmiaru lub
niedomiaru, czyli otrzymania liczby, ktérej nie mozna reprezentowaé w ogole, albo
ktoérej nie mozna reprezentowaé dostatecznie doktadnie, reprezentacja
stalopozycyjna utamkéw jest stosowana bardzo rzadko.

Reprezentacja zmiennopozycyjna (ang. floating point) polega na tym, ze pewne
bity reprezentacji s3 mnozone przez nieustalong z goéry potege dwdjki.

Reprezentacja taka sktada sie z trzech czgsci: bitu znaku, d bitéw cechy oraz

t bitéw mantysy. W poczatkach rozwoju informatyki prawie kazdy komputer byt
wyposazony w inng reprezentacje liczb, ale na szczedcie to juz minelo i obecnie
powszechnie (z nielicznymi wyjgtkami) jest stosowany standard IEEE-754.

W podstawowej reprezentacji liczby w tym standardzie najstarszy bit jest bitem
znaku, a po nim wystgpuje cecha c i mantysa m:

s ¢ ] m |

Mantysa jest liczbg rzeczywista; jesli reprezentuje ja cigg bitéw by_1by5...b1by,
tom= Z]t;]obkzk*t, a zatem zawsze 0 < m < 1. Cecha jest liczbg calkowity (bez
znaku), ktéra wptywa na sposéb interpretacji calego ciggu bitéw. Liczba
reprezentowana przez taki cigg, w zaleznoéci od cechy, jest rowna

x=(=1)°2°P(14+m) dla0<c<2¢—T1,
x=(=1)2""m dla ¢ =0,
x=(—1)°00 dlac=2¢—1,m=0,
x = NaN (,nie-liczba”) dlac=2¢—1, m #0.
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Cechg charakterystyczng tej reprezentacji z uzyciem pierwszego wzoru jest tzw.
normalizacja. Majgc dowolng liczbe rzeczywistg x, przedstawiong w uktadzie
dwéjkowym, dobieramy ceche ¢ (czyli réwnowaznie czynnik 2°7°) tak, ze czynnik
(1 4+ m) w wyrazeniu opisujacym x jest liczbg z przedziatu [1,2). Jesli otrzymana
w ten sposéb cecha jest za duza (wigksza lub réwna 24 — 1), to mamy

nadmiar zmiennopozycyjny (ang. floating point overflow), czyli niewykonalne

zadanie reprezentowania liczby o za duzej wartosci bezwzglednej.

Bardziej skomplikowana sytuacja zdarza sie w przypadku, gdy cecha jest za mata
(tj. gdy nalezaloby przyjaé ¢ < 0). Wtedy korzystamy z drugiego wzoru,
w ktérym wystepuje czynnik m (przypominam, ze m € [0,1)). W takim
przypadku mamy do czynienia z niedomiarem zmiennopozycyjnym, czyli

reprezentowaniem liczby x za pomocg mantysy o mniejszej liczbie bitéw
znaczacych (znaczace sa tylko bity mantysy od pozycji najmniej znaczacej, do
najbardziej znaczacej pozycji, na ktérej jest jedynka). Najdokladniejsza
reprezentacja liczb o bardzo matej wartosci bezwzglednej (mniejszej niz 27°7t)
jest 0. Niedomiar wigze si¢ z utratg dokladnosci reprezentacji, o czym za chwile.

Jesli cecha c jest réwna 294 — 1, to ciagg bitéw interpretujemy jako nieskoriczonosé
(ze znakiem), albo nie-liczbe (NaN). Sposéb ich przetwarzania (w razie uzycia ich
jako argumentéw operacji arytmetycznych) zalezy od procesora (ktéry moze
umozliwiaé okreslenie sposobu dziatania w takim przypadku). Obiekty takie
najczesciej przydajg sie w sytuacjach wyjatkowych. Na przyklad procesory

w komputerach klasy PC generujg NaN w razie bledu, np. préby obliczenia
pierwiastka z liczby ujemnej lub logarytmu liczby niedodatniej. Warto§¢ mantysy
umozliwia identyfikacje powodu powstania nie-liczby.

Zastosowanie normalizacji ma dwa skutki. Po pierwsze, kazda liczba z wyjatkiem
zera ma tylko jedng reprezentacje (dwie reprezentacje zera maja roézne bity
znaku). Dzigki temu latwo jest poréwnywacé liczby reprezentowane w taki sposéb.
Niech z(x) oznacza liczbe catkowitg bez znaku, reprezentowang przez ten sam cigg
bitéw, co liczba zmiennopozycyjna x. Najbardziej znaczacy bit tej liczby jest
bitem znaku, a po nim kolejno sg bity cechy i mantysy. Zalézmy, ze bit znaku

w reprezentacjach pewnych liczb x i y jest réwny 0. Latwo jest przekona¢ sig, ze
wynik ich poréwnania jest identyczny z wynikiem poréwnania liczb catkowitych
z(x) 1 z(y). Ponadto liczba catkowita z(+oo) jest wieksza niz z(x), a takze
z(+NaN) > z(+o00).

Drugi skutek normalizacji to optymalne wykorzystanie bitéw mantysy do
uzyskania jak najmniejszego bledu wzglednego reprezentacji dowolnej liczby.

8.4

Poniewaz kazdy cigg bitéw okresla inng liczbe, wigc wigcej réznych liczb
rzeczywistych ma doktadne reprezentacje, dzigki czemu btad reprezentacji
dowolnej liczby rzeczywistej jest mniejszy. Wezmy x # 0. Istnieje liczba f € [0, 1),
reprezentowana przez nieskoniczony ciag cyfr dwéjkowych (bitéw), taka ze
x = (=1)%2°7 (1 + f). Reprezentacja zmiennopozycyjna
rd(x) = (=1)¥2°7° (1 + m) ma ceche i mantyse m dobrane tak, aby wartosé
bezwzgledna réznicy x — rd(x) byla jak najmniejsza. Poniewaz mantysa jest
wielokrotnoscia liczby 27, wiec wybierajac odpowiednio kierunek zaokraglania
mozemy zapewnié, ze |[f — m| < 27!, Blad wzgledny reprezentacji liczby x
mozemy zatem oszacowaé nastgpujaco:
x—rd(x)| (=12 (1 4+1)— (=1)52°°(14+m) < pAlal
’ X ‘ N ‘ (=1)s2¢° (1 + 1) - 2¢h

Wybierajac mniej starannie kierunek zaokraglania mamy |x — rd(x)|/|x| < 27"

— 27t71.

Natomiast w przypadku niedomiaru liczba x = (—1)%2'7°f, gdzie 0 < f < 1, jest
przyblizana za pomoca rd(x) = (—1)*2'®m (z odpowiednio dobrang mantysa m)
i mamy oszacowanie btedu za pomocg utamka

x—rd(x)| |f-m
==

ktéry dla x — 0 dazy do 1. Tak wiec skutkiem niedomiaru jest wzrost btedu
wzglednego reprezentacji nawet do 100%. Utrata dokladnosci jest stopniowa:
maksymalny btad wzgledny reprezentacji liczb niewiele mniejszych niz 27 jest
niewiele wigkszy od 2.

W standardzie IEEE-754 sg okre$lone reprezentacje pojedynczej i podwojnej
precyzji (poza standardem istnieje tez nieoficjalny i rzadko spotykany format
o poczwornej precyzji). Ponadto sg okreslone reprezentacje rozszerzonej precyzji.

W reprezentacji rozszerzonej standard okre§la minimalne liczby bitéw cechy

i mantysy. Mantysa jest reprezentowana za pomocg t + 1 bitéw bib_1...b1by,

i jest rtowna m =3 | b 2% (zawsze jest wiec m € [0,2)); dla ¢ < 2¢ — 1 liczba
zmiennopozycyjna rozszerzonej precyzji jest réwna x = (—1)%2®m. Jesli

¢ =2%—1, to caly ciag bitéw reprezentuje oo lub NaN. Reprezentacja
rozszerzona nie narzuca postaci znormalizowanej, ale wyniki dziatan
arytmetycznych, jesli nie ma niedomiaru, s poddawane normalizacji.

Reprezentacje rozszerzonej precyzji nie zawsze sg dostepne. Procesory w PC-tach
obstugujg reprezentacje rozszerzonej precyzji podwojnej. Odbywa sie to tak, ze
rejestry jednostki zmiennopozycyjnej przechowujg liczby w formacie rozszerzonej
precyzji i wszystkie obliczenia sa wykonywane w tej reprezentacji. Konwersja
miedzy pojedyncza lub podwdjng precyzja i rozszerzong precyzja odbywa sie
podczas przesylania danych miedzy rejestrami i pamiecig operacyjna.
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Reprezentacje liczb pojedynczej, podwbdjnej i podwdjnej rozszerzonej precyzji na
komputerach klasy PC w jezyku C sg dostepne pod nazwami float, double

i long double, a w Turbo Pascalu — single, double i extended. Typ real

w Turbo Pascalu jest niestandardowy i dlatego nie nalezy go uzywacé

w programach wymieniajacych dane w postaci binarnej z innymi programami

(a najlepiej wcale).

W tabeli nizej sg przedstawione liczby bitéw i inne parametry reprezentacji
standardowych. Litera B oznacza catkowitg liczbe bitéw, litera d — liczbe bitéw
cechy, t — liczbe bitéw mantysy. Litera b oznacza stala odejmowang od cechy we
wzorze opisujgcym reprezentowang liczbe. State M = 2247027 _ 24§ =21 4o
najwieksza 1 najmniejsza liczba dodatnia, ktére mozna reprezentowaé w postaci
znormalizowanej, bez nadmiaru i niedomiaru. Blad wzgledny tej reprezentacji nie
przewyzsza v = 27t Liczba p = 2" jest najmniejszg liczba dodatnia, ktéra ma
reprezentacjg rézng od zera. Liczby M, S, v i p sa podane w przyblizeniu (tylko
rzad wielkosci).

B|d|t b M S v n
pojedyncza 3218 (23] 127 1038 | 1073® [ 1077 | 107
pojed. rozszerzona | 44 | 11 | 31| 1023 | 1038 | 10738 | 10710 | 107317
podwdjna 64 (1152 1023 | 1038 | 107308 | 10715 | 10735
podw. rozszerzona | 80 | 15 | 63 | 16383 | 104732 | 1074732 | 10717 | 10747

Dzialania arytmetyczne

Wryniki dziatari arytmetycznych na liczbach statopozycyjnych sg identyczne

z ,prawdziwymi” wynikami dziatan na liczbach catkowitych, pod warunkiem, ze
wynik daje si¢ w ten sposéb reprezentowad, czyli w szczegblnosci nie wystapi
nadmiar. Jeéli oznaczymy M = 2¢, gdzie d jest liczbg bitéw liczby stalopozycyjnej
bez znaku, to dodawanie, odejmowanie i mnozenie sg wykonywane modulo M,

a wiec procesor realizuje dziatania algebraiczne pierscienia Zn,. Czasem mozna to
bezposrednio wykorzysta¢ praktycznie (np. w generatorach liczb pseudolosowych).
W pewnych systemach wystgpienie nadmiaru jest jednak wykrywane i powoduje
przerwanie dziatania programu. W okolicach tego wyktadu liczby statopozycyjne
majg znaczenie pomocnicze; beda one stosowane najczesciej jako indeksy tablic,
w ktérych przechowujemy liczby zmiennopozycyjne reprezentujace elementy ciat
liczbowych Q, R lub C.

Dziatania na liczbach zmiennopozycyjnych polegaja na wyznaczeniu liczby
zmiennopozycyjnej mozliwie mato réznigcej sie¢ od wyniku ,prawdziwego”

8.6

dzialania. Je$li nie wystgpi nadmiar ani niedomiar, to blad wzgledny takiej
reprezentacji nie przewyzsza v = 2~* i wtedy mozemy napisaé

fllaob) = (aob)(1+¢),

gdzie ,,¢” oznacza dodawanie, odejmowanie, mnozenie lub dzielenie, za§ ¢ oznacza
btad wzgledny reprezentacji wyniku. Zatem |e| < 27t. Jesli natomiast wystapi
niedomiar, to

fllaob) =(aob)+5,

gdzie || < u = 2", Zwréémy uwage, e w obu przypadkach znak bledu
wzglednego ¢ i bezwzglednego 6 moze byé dowolny.

Dziatania arytmetyki zmiennopozycyjnej nie majg wtasnosci dzialan
algebraicznych w cialach Q ani R. Z punktu widzenia algebry nie sg to dzialania,
poniewaz zbidr liczb zmiennopozycyjnych o ustalonej precyzji nie jest zamkniety
ze wzgledu na zadne z tych dzialan, nie sq tez spetnione prawa lgcznosci
dodawania i mnozenia, ani prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania.

Oproécz formatéw liczb zmiennopozycyjnych standard IEEE-754 okresla
podstawowe wymagania, jakie muszg by¢ spelnione przez implementacje dziatan
w procesorach. Miedzy innymi okre§lone sg tryby zaokraglania wynikéw dziatan
(domyslnie — do najblizszej liczby o dokladnej reprezentacji, a jesli jestesmy
doktadnie ,w polowie”, to tak, aby najmniej znaczgcy bit mantysy byt réwny 0).
Sa tez okreslone sytuacje wyjatkowe (takie jak nadmiar) i §rodki umozliwiajgce
ich obstuge. Gorzej bywa ze sposobem uwzglednienia tego standardu w praktyce.
Na przyktad w raportach jezykéw programowania nie ma zwykle opisu, jak mozna
procedure obstugi btedu ,podigczyé” do systemu przerwan komputera i dlatego
obstuga wyjatkéw jest zwykle nieprzeno$ng czescig programéw, ktére majg dziatac
w réznych systemach operacyjnych.

Roéwniez Zle jest z bledami zaokraglen; tzw. optymalizacja jest procesem
przeksztalcania programu przez kompilator w celu otrzymania jak najszybciej
dzialajacego kodu maszynowego. Istniejg kompilatory, ktérych twércy nie
pamietali o tym, ze dzialania zmiennopozycyjne nie majg takich wiasnosci jak
dziatania algebraiczne na liczbach rzeczywistych (chodzi o lgcznosé

i rozdzielnos¢). Kompilatory te przeksztalcaja wyrazenia np. w taki sposob:

axc+bxc — (a+b)x*c,

albo co gorsza (a+c¢)—(b+c) — a—b,
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co prowadzi do zmiany wyniku. Takie postepowanie ma dwa skutki: po pierwsze
odbiera sens dobrze wykonanej pracy twércéw standardu, ktéry mial zapewnié
(i teoretycznie zapewnia) binarng przeno$no$é¢ programéw wykonujgcych
obliczenia numeryczne (czyli gwarancje, ze dwa rézne procesory wykonujace
programy o tym samym kodzie Zrédlowym, obliczg dla tych samych danych
identyczne wyniki), a po drugie niwecza wysitki os6b opracowujacych algorytmy
oparte na wzorach specjalnie zaprojektowanych w celu zmniejszenia skutkow
bledéw zaokraglen (zobacz np. algorytm Kahana przedstawiony w ostatnim
¢wiczeniu).

Podsumowujac, osoby ktére bedg projektowaé jezyki programowania
i kompilatory uprasza sie o doktadniejsze zapoznanie ze standardem i nie robienie
takiej ,optymalizacji” (ale to nie oznacza rezygnacji z optymalizacji w ogoble).

Pojecie uwarunkowania zadan numerycznych

Wydawa¢ by sie mogtlo, ze bledy opisanych wyzej reprezentacji
zmiennopozycyjnych sg tak male, ze dokladno$¢ rozwigzan zadan (czyli wynikéw
obliczen numerycznych) jest zawsze wystarczajaca. To jest mylne wrazenie.
Wryniki zalezg od danych, ktére reprezentujemy w przyblizeniu. Juz samo to
oznacza, ze zamiast otrzymaé rozwigzanie oryginalnego zadania, mozemy tylko
rozwigzac inne zadanie, powstale przez obcigzenie danych bledami. W wielu
przypadkach dane do obliczen numerycznych sg otrzymane w wyniku pomiaréw
fizycznych. Bledy takich danych mogg by¢ znacznie wigksze (niektore wielkosci
fizyczne umiemy zmierzy¢ z dokladnoscia co najwyzej do kilku procent). Dlatego
podstawowg kwestig w obliczeniach numerycznych jest sprawdzenie, jak bardzo
obliczone wyniki mogg si¢ rézni¢ od wynikéw zadania wyjSciowego.

Przypus$émy, ze zadanie polega na obliczeniu wartosci pewnej funkcji f: R™ — R™.
Dane xq,..., %, to argumenty funkcji f, za§ wynik (warto$¢ funkcji) jest ciagiem
liczb y1,...,Ym. Zaréwno dane, jak i wyniki bedziemy reprezentowaé w postaci
zmiennopozycyjnej, ktéra (w razie niewystapienia nadmiaru ani niedomiaru)
gwarantuje, ze blad wzgledny reprezentacii jest mniejszy niz v = 2. Dlatego
zajmiemy sie¢ wplywem bledéw wzglednych danych na wzgledng zmiane wyniku.

Oznaczmy X = [X1,...,Xn] 1Y = [U1,...,Um) . Kazda z liczb x; jest
reprezentowana za pomocg liczby zmiennopozycyjnej Xi, takiej ze x; — X; = €ix;,
gdzie |e;] < v. Zamiast wektora danych x mamy wiec wektor X = x + 8, gdzie

8§ =1[61,...,8n]"18i <Vvlxi/dlai=T,...,n. Rozwazmy p-ta norme Holdera
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w przestrzeni R™. Jest ona monotoniczna, skad wynika, ze
I8l = Illerxr, -, enxnl llp < Ibvxa, .o, vl Tl = Vil

Btad wzgledny reprezentacji X wektora x mozemy scharakteryzowaé za pomoca
jednej liczby, ||x —X||,/||x|lp- Na podstawie oszacowania dokonanego przed chwilg
wiemy, ze blad ten jest nie wigkszy niz v. Oczywiscie, z nieréwnosci

IIx —%|l,, < |Ix||pv nie wynika, ze blad kazdego wspdlczynnika wektora x przez
odpowiedni wspétczynnik wektora X jest maly (w rzeczywistosci btad wzgledny
wsp6lczynnikéw o malej wartosci bezwzglednej moze byé dowolnie duzy).

Mozemy teraz okresli¢ jedno z najwazniejszych pojeé zwigzanych z zadaniami
numerycznymi.
Def. Wskaznik uwarunkowania zadania obliczenia wektora y = f(x) jest to liczba
(Hy 'l H>‘<—XII>
lyll ([l

gdzie y = f(x), J = f(X), za$ liczba E jest gbrnym oszacowaniem biedu danych.

condyx = sup
%: | %—x||<E

Symbol ,,cond” pochodzi od angielskiego terminu condition number. Oczywiscie,
wskaznik uwarunkowania zalezy od przyjetej normy. Zadania, ktérych wskaznik
uwarunkowania jest maly to zadania dobrze uwarunkowane, za$§ zadania o duzym

wskazniku uwarunkowania sg zle uwarunkowane.

Wskaznik uwarunkowania jest czynnikiem, z jakim biad reprezentacji danych
moze przenies¢ sie na blad otrzymanego wyniku. Znajac wskaznik uwarunkowania
konkretnego zadania i blad wzgledny danych (wynikajacy z pomiaru oraz
przyblizonej reprezentacji) mozemy oszacowa¢ nieunikniony (dla zadnej metody
rozwigzywania zadania) btad wzgledny wyniku. Jesli wigc mamy np. zadanie tak
zle uwarunkowane, ze cond x > 2, to btad wyniku moze przekroczyé 100%,

a zatem numeryczne rozwigzywanie tego zadania przy uzyciu arytmetyki
zmiennopozycyjnej z mantysa o dlugosci t nie ma sensu. Gdyby wynik byl jednag
liczbg, to nawet nie poznaliby$my jej znaku.

Wskazniki uwarunkowania rozwaza sie dla podzbioréw danych i wynikéw, mozna
np. okresdlaé je dla indywidualnych sktadowch x;. Definicja wskaznika
uwarunkowania nie pozwala na latwe obliczanie go, ale w pewnych przypadkach
mozna sobie poradzié. Przypu$émy, ze mamy obliczy¢ liczbe y = f(x) dla x € R,
przy czym funkcja f ma ciggla pochodng w otoczeniu punktu x. Wtedy mozemy
przyjac

df| |x
condy x = ‘—‘ . ’—‘
dx| |y
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Podkresle jeszcze raz, ze pojecie uwarunkowania zadania nie ma nic wspélnego

z metodami (algorytmami) jego rozwigzywania. Dobry algorytm moze da¢ wynik,
ktérego blagd ma oszacowanie niewiele wieksze od oszacowania wynikajgcego

z uwarunkowania zadania. Zty algorytm moze wytworzyé blad duzo wigkszy.

Zbadajmy uwarunkowanie zadan obliczania sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu liczb
rzeczywistych. Jesli wiecy = a £ x, to

o= (2] 1|25

dx atx

Jesli wiec dodajemy liczby o przeciwnych znakach lub odejmujemy liczby o tym
samym znaku, to wskaznik uwarunkowania zadania i zwigzane z nim btedy moga
by¢ dowolnie duze. Zjawisko to nazywa sie znoszeniem sie sktadnikoéw.

Podobnie mozemy obliczyé dlay = ax iz =a/x
ax a
condyxz‘—):l oraz condzx%‘—zax-x‘:l,
ax X
a zatem mnozenie i dzielenie zawsze sg zadaniami dobrze uwarunkowanymi.

Zbadajmy bardziej ambitny przyktad: zadanie obliczania pierwiastkéw tréjmianu
kwadratowego x? — 2px + q, przy zatozeniu, ze A = p? — q > 0. Mamy
X12=p=* VA. Obliczmy

oraz

’ ’pﬂF\f

condX]ZpN‘ A X]z

dy,, q =~ il

con

X1,2 2\/— D + \/—
Jesli p # 0, to dla ¢ — p? oba wskazniki rosng nieograniczenie (czyli zadanie moze
by¢ dowolnie zle uwarunkowane), ale jesli q < 0, to cond,, ,p < 11icond,,,q<T,
a zatem zadania obliczenia obu pierwiastkéw sg bardzo dobrze uwarunkowane.

Numeryczna poprawno$¢ 1 numeryczna stabilnosé
algorytmow

Majac zadanie numerycznego obliczenia wartosci pewnej funkcji f(x) nie mozemy
spodziewac sig, ze otrzymany btad bedzie mniejszy niz oszacowanie wynikajgce

z uwarunkowania zadania i dokladnosci arytmetyki zmiennopozycyjnej, w ktorej
reprezentujemy dane. Dokladniej, btagd moze by¢ mniejszy, ale nie mamy
mozliwosci sprawdzenia tego bez uzycia dokladniejszej arytmetyki. Oprocz
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zmiany wyniku spowodowanej zaburzeniem danych, dodatkowe bledy wnosi uzyty
algorytm.

Pojecie numerycznej poprawnoéci algorytmu opiera si¢ na pomysle, aby skutki

tych bledéw interpretowac jako dodatkowe zaburzenie danych i wyniku.

Algorytm A jest numerycznie poprawny wtedy, gdy dla kazdego wektora danych x
w rozwazanej klasie zadan istniejg dane X, niewiele réznigce sie od x, takie ze
wynik {) obliczenia wartosci funkcji f(x) algorytmem A (tj. § = A(x)) niewiele
rézni sie od wektora f(X). Dokladniej, algorytm A jest numerycznie poprawny

w klasie zadan D, jesli istniejg (mozliwie mate) state K4 i K,,, takie ze przy
realizacji algorytmu za pomocg arytmetyki zmiennopozycyjnej o btedzie
reprezentacji v, dla kazdego wektora danych x € D istnieje X € D, taki ze

IIx —X|| < Kgljx|[v oraz [f(%)—A(x)| < Ky|f(%)|v.

Stale K4 i K,, nazywaja sie stalymi kumulacji; nie moga one zaleze¢ od danych,
ale mogg zaleze¢ od rozmiaru zadania, na przykiad od liczby wspoétczynnikow
wektora danych. Z dwoch algorytméw numerycznie poprawnych lepszy (ze
wzgledu na bledy) jest ten, ktéry ma stale kumulacji mniejsze.

Trzeba podkresli¢, ze nie kazdy algorytm jest numerycznie poprawny. Przy tym
istnieja zadania, dla ktérych algorytmy numerycznie poprawne nie sa znane (i nie
wiadomo, czy istniejg).

Nie kazdy algorytm jest numerycznie poprawny i nie dla kazdego zadania znany
jest taki algorytm. Wtasno$é stabsza to tzw. numeryczna stabilno§é. Algorytm,

ktéry ma te wlasnosé¢, wytwarza bledy zaokraglen, ktére nie sg wprawdzie
réwnowazne zaburzeniom danych, ale ich oszacowanie jest proporcjonalne do
bledu v = 27! reprezentacji liczb. Tak wiec rozwigzujac zadanie za pomoca tego
samego algorytmu zaimplementowanego przy uzyciu arytmetyki o mantysie
2t-bitowej otrzymamy wynik z btedem, ktérego oszacowanie jest 27 razy
mniejsze. Nie kazdy algorytm jest numerycznie stabilny.

Rozwigzujac zadania z pewnej klasy D za pomocg algorytmu numerycznie
stabilnego otrzymujemy zamiast y = f(x) wynik §, ktérego btad ma oszacowanie
proporcjonalne do wskaZznika uwarunkowania zadania. Kazdy algorytm
numerycznie poprawny jest wiec numerycznie stabilny. Numerycznie stabilne sg
tez algorytmy, ktore obliczaja wiele wynikéw (np. liczby x4, ...,x, spelniajace
dany uktad réwnan liniowych, rozpatrywane osobno), jesli ze wzgledu na kazdy
wynik algorytm jest numerycznie poprawny (ale dla kazdego wyniku zaburzene
danych, réwnowazne skutkom bledéw zaokraglen, jest inne).
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Zadania 1 problemy

. Jesli wynik dzialania zmiennopozycyjnego ma dokladng reprezentacje, to nie
podlega zaokragleniu. Na przyklad jesli oba argumenty dodawania, odejmowania
i mnozenia sg liczbami catkowitymi, to wynik tez. Jaka jest najwigksza
nieparzysta liczba catkowita, ktérej reprezentacja zmiennopozycyjna jest
dokladna? Jak duze liczby catkowite mogg by¢ argumentami wymienionych trzech
dzialan, aby bledu nie byto? Czy mozna wskazaé inne argumenty o szczegblnych
wartosciach, dla ktérych zaokraglenie nie zmienia wyniku?

. Rozwazmy tablice liczb zmiennopozycyjnych pojedynczej albo podwdjnej precyzji.
Udowodnij, ze jesli dokonamy nastepujacego przeksztalcenia bitéw kazdej takiej
liczby:

jesli s =0, to s:= 1, a w przeciwnym razie zaneguj wszystkie bity,
i posortujemy tablice otrzymanych ciggéw bitéw wedlug wartosci
reprezentowanych przez nie liczb stalopozycyjnych bez znaku, a nastepnie
dokonamy przeksztalcenia odwrotnego, to wynik takiego sortowania jest taki jak
wynik sortowania liczb zmiennopozycyjnych w tej tablicy.
Co sie dzieje, jesli sortujemy w ten sposéb tablice, ktéra zawiera nie-liczby
i nieskoniczonosci?
Czy taka metode sortowania mozna zastosowaé do tablicy liczb rozszerzonej
precyzji?

. Udowodnij, ze algorytm obliczania liczby x = a'b dla a,b € R"™, programem

x = 0;

for 1 := 1 ton do x := x+ ali] *«b[i]
jest numerycznie poprawny. Zaproponuj sposdb okreslenia zaburzen
réwnowaznych bledom zaokraglen i znajdz state kumulacji.

. Niech a,b, ¢ € R". Wykaz, ze dla n > 2 algorytm obliczania wektora x = ab'c
oparty na wzorze (ab')c nie jest numerycznie poprawny, w przeciwienstwie do
a(bTe).

. Liczbe x = a? — b?, gdzie a,b € R mozna obliczy¢ dwiema metodami:
Ai(a,b)=a*xa—bxb, albo Ay(a,b) = (a—1b)*(a+b). Czy to sg algorytmy
numerycznie poprawne? Ktéry z nich jest lepszy? (zwrdé uwage na skutki bledow

2

zaokraglen i mozliwo$¢ wystapienia nadmiaru albo niedomiaru).

. Zaprojektuj algorytm obliczania rozwigzari réwnania x2 — 2px + q = 0, w ktérym
jesli g < 0, to nie wystepuje znoszenie si¢ sktadnikéw. Zbadaj, czy ten algorytm
jest numerycznie poprawny.

. Wykaz, ze rozwigzujac uktad dwdch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
przy uzyciu wyznacznikow mozna skonstruowaé zaburzenia danych réwnowazne
bledowi kazdej z niewiadomych z osobna, ale na ogét nie ma takich zaburzen
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wspotczynnikéw uktadu, aby wektor x = [x1,x,]" byt obliczony z bledem
réwnowaznym tym zaburzeniom.

. Algorytmy dodawania, odejmowania i mnozenia liczb zespolonych oparte na

wzorach definiujacych te dziatania dajg wynik obcigzony matym bledem
(oczywiscie, jesli ten wynik daje sig reprezentowac):

filzi £ 22) = (z1 £ 22) (T +¢), [e] <27,

fi(zi z2) = (21 22)(14+8), 8] <(1+V2)27
(btedy ¢ i b sa liczbami zespolonymi). Algorytm dzielenia powinien by¢ specjalnie

zaprojektowany, aby byt odporny na nadmiar i niedomiar. Iloraz
z1/z; = (a7, b7)/(az, by) oblicza sie tak:

ar+bip b1_alp> . ba . ..
= d = —= jedl > |b 1b
/2= (e a T bp) B3P = o el laa] > b, albo
arq+ by b1q—a1> . az . ..
= d = — 1 < |bsy|.
z1/z2 (a2q+b2’a2q+b2 , gdzie g b, jesli [az| < [by
Wtedy

fi(z1/22) = (z1/22) (1 +7), Iyl < (4+v2)27 +0(272).

9. Zaproponuj sposéb obliczania wartosci bezwzglednej liczby zespolonej z = (a, b),

odporny na nadmiar i niedomiar.

10. Nastepujacy algorytm Kahana stuzy do obliczania sumy wielu liczb

z dokladnoscia lepszg niz algorytm zwyczajnie dodajacy kolejne skiadniki:

s = x[1];
c :=0;
for i := 2 to n do begin
y := x[i] —¢;
t :=s+vy;
c = (t—s)—vy;
s =1t
end

Dziatanie algorytmu polega na obliczaniu poprawki y, ktéra reprezentuje
sumaryczny blad popelniony podczas obliczania sumy cze$ciowej. Para zmiennych
s i ¢ symuluje zmienng o dwa razy dluzszej mantysie, w ktérej obliczana jest
suma. Préba przeksztalcenia tego kodu oparta na zalozeniu, ze dzialania
zmiennopozycyjne sg tgczne, doprowadza do otrzymania ,zwyklego” algorytmu
sumowania, a przeciez algorytmy takie jak powyzej sg uzywane wtedy, gdy
metody ,zwykle” sg za malo doktadne. Niestety, istniejg kompilatory, ktére co$
takiego robig.
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Implementacja komputerowa eliminacji Gaussa

Rozwigzujac uktad réwnan liniowych metodg eliminacji Gaussa przy uzyciu
komputera przechowujemy wspoétczynniki réwnan w tablicy (uwaga: trzeba
rozrézniaé macterz wspoétczynnikéw ukladu, czyli obiekt matematyczny, od
tablicy, czyli struktury danych, w ktérej przechowujemy te wspotczynniki).
Elementom tablicy przypisujemy odpowiednie wspdtczynniki kolejno
otrzymywanych macierzy, niszczac ich poprzednig zawarto§¢. Zauwazmy, ze nie
musimy wpisywaé zer w miejsce wspélczynnikéw agz*”; wystarczy tylko pamietac,
ze zawarto$§¢ odpowiednich miejsc w tablicy nie reprezentuje wspétczynnikéw
przeksztalconej macierzy. Miejsca te mozemy wiec wykorzystaé do przechowania

liczb Ly, czyli wspdlczynnikéw macierzy tréjkatnej dolnej L.

Rozwigzywanie ukladu réwnan metodg eliminacji Gaussa polega na znalezieniu
macierzy tréjkatnych L, R i macierzy permutacji P, Q, takich ze PAQ~' = LR. Do
reprezentowania macierzy P i Q uzyjemy dwéch tablic jednowymiarowych, P i Q,
o dlugosci min(m,n). Jesli przyjmiemy, ze w tablicy a o wymiarach m x n + 1
przechowujemy poczatkowo wspéiczynniki macierzy uzupelnionej [A, b], to
algorytm przeksztatcania uktadu mozemy zapisa¢ w taki sposéb:

for k := 1 to min(m,n) do begin
Plk] := k; QIk] := k;
if afk,k] =0 then begin
if afj,kl]=0dlaje{k+1,...,m} then begin
if afi,jl=0dlaie{k,...,m},je{k+1,...,n}
then zakorcz procedure, v =k — 1
else begin
wez j, takie ze ali,j] # 0 dla pewnego i € {k,...,m};
przestaw kolumny j i k w tablicy a; Qlk] :=j
end
end;
if alk,k] =0 then begin
wez j, takie ze alj, k] # 0;
przestaw wiersze j i k tablicy a; Plk] :=j
end
end;
for j := k+1 to m do begin
L == alj,kl/alk,kl; afj, k] := lj;
for 1 := k+1 ton+1 do
alj, il := afj,il — Uy * alk, il
end
end;
T = min(m,n)

9.2

Przestawiajac w kroku k-tym wiersz k-ty z wierszem j-tym, zmiennej P[k]
przypisujemy warto$¢ j; w przypadku, gdy nie wykonujemy przestawienia wierszy,
przypisujemy P[k] := k.

Podobnie, przestawiajac kolumny j i k, przypisujemy Q[k] :=j, a jesli kolumn nie
przestawiamy, to w zmiennej Q[k] zapamietamy liczbe k. Zawartos¢ tablicy Q
umozliwia odtworzenie permutacji kolumn tablicy; zauwazmy, ze reprezentuje ona
réwniez permutacje odwrotng. Jesli po rozwigzaniu uktadu w tablicy x mamy
wartosci niewiadomych, ktére trzeba poprzestawiac tak, aby otrzymac rozwigzanie
uktadu wyjsciowego, to wystarczy wykona¢ procedure

for k := r downto 1 do
przestaw ( x[k], x[Q[k]] );

Przyklad. Przypusémy, ze mamy uklad réwnar, ktérego macierz A € K*° ma rzad
réwny 2. Po przeksztalceniu uktadu réwnan w opisany sposéb, zawartosé
tablicy a wyglada nastepujgco:

T Tzt tiy tis| G
m T2 [tz ta trs|co
Iy 13/0 0 0 |c3
lyg 2|0 0 0 |cq

Liczby 1y i ty; sa wspotczynnikami blokéw

R@ — | T T2 i T = tiz tis tis
0 ™ tz tag tos

macierzy tréjkatnej gérnej R € K*® otrzymanej w wyniku rozktadu (zobacz
oznaczenia w rozdziale 5), liczby li; s wspotczynnikami macierzy

1 0 00
L— Ly T 00
Ly 13 1 0
Lyl 01
za$ bloki

sg czeSciami przeksztalconego wektora prawej strony. Rozwazany uklad réwnan
jest oczywiscie niesprzeczny wtedy, gdy c3 = ¢4 = 0, czyli b(zz) =0.

Jesli uktad jest niesprzeczny, to mozemy wyznaczy¢ reprezentacje jego zbioru
rozwigzan. Na reprezentacje te sktada si¢ dowolne rozwigzanie szczegblne i baza
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jadra macierzy ukladu. Najlatwiejsze do obliczenia rozwigzanie szczegdlne
otrzymamy biorac x,.; =--- = x,, = 0 i obliczajac niewiadome x1,...,x, za
pomocg nastepujacej procedury (uwaga: jest ona napisana przy zalozeniu, ze

w zmiennej alk,n + 1] przechowujemy wspétczynnik ¢, przeksztalconego wektora
prawej strony):

for k := r downto 1 do begin
s := alk,n+1];
for j := k+1 to r do s := s—alk,j] *x[l;
x[k] := s/alk,k]

end

Po wykonaniu tego obliczenia trzeba jeszcze poprzestawia¢ niewiadome X1, ..., Xn,
na podstawie zawartosci tablicy Q, zgodnie z wcze$niej podanym opisem.
Wektory yi,...,Un+ bazy jadra mozemy znale¢ rozwigzujac uklad jednorodny.
Aby obliczyé¢ wspétczynniki yqy,. .., Yni wektora y;, mozemy przyjaé, ze
wspélczynniki yy; dla k =7+ 1,...,n sg réwne 0 z wyjgtkiem wspétczynnika
Yrtii = 1. Pozostale wspétczynniki yy;, ..., yri obliczamy tak:

for k := r downto 1 do begin
s := —alk, v +1l;
for j := k+1 to v do s := s—alk,j] xylj,il;
ylk,i] := s/alk,k]

end

Po obliczeniu przestawiamy wspoélczynniki yyi, ..., Yni (za pomocsg tablicy Q), aby
ustawié je we wlasciwej kolejnosci. Warto poréwnaé te procedure z opisanym na
str. 4.3 sposobem wyznaczania bazy przestrzeni ker A.

W praktyce czesto trzeba rozwigzac wiele ukladéw réwnan, ktére majg te sama
macierz wspolczynnikéw A i rézne wektory prawej strony. Co wiecej, kolejny
wektor prawej strony moze zaleze¢ od rozwigzania poprzedniego ukladu. Dlatego
warto jest zrealizowa¢ znajdowanie rozktadu macierzy A i przetwarzanie wektora
prawej strony uktadu jako osobne procedury, zwlaszcza, ze koszt rozkladania
macierzy na czynniki tréjkatne jest znacznie wiekszy od kosztu rozwigzywania
ukladéw réwnan liniowych z macierzami tréjkatnymi.

Dodatkowe uwagi o przeksztatcaniu ukiladu réwnan

Mozna zauwazy¢, ze aby przeksztalcié¢ uklad réwnan w opisany tu sposéb,
mogliby§my najpierw poprzestawiaé¢ wiersze i kolumny macierzy, a pézniej tylko

9.4

oblicza¢ wspétczynniki 1 i odejmowaé wiersze pomnozone przez te wspétczynniki
od wierszy ponizej. Trzeba by byto tylko zna¢ odpowiednie permutacje wierszy
i kolumn. Mozna zadaé pytanie, kiedy przestawianie wierszy i kolumn jest zbedne.

Stwierdzenie: Warunkiem koniecznym i dostatecznym wykonalno$ci
przeksztalcenia ukladu bez przestawiania wierszy i kolumn jest, aby dla

k =1,...,r macierz kwadratowa A, ktéra powstaje z macierzy A przez
odrzucenie ostatnich n — k kolumn i ostatnich m — k wierszy byta nieosobliwa.
Dowéd: Macierz [a;q] jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy aji # 0 i tylko

w takim przypadku mozna wykonaé pierwszy krok procedury. Przyjmijmy
zalozenie indukcyjne, ze mozliwe jest wykonanie k — 1 krokéw (k — 1 < 1), dajace
nieosobliwg macierz tréjkatng gorng R* ! w miejscu bloku Ay_;.

Udowodnimy, ze macierz trojkatna R jest réwniez nieosobliwa. W tym celu
zauwazmy, ze k-ty wiersz tej macierzy jest kombinacjg liniowg wierszy macierzy
Ay, przy czym k-ty wspoiczynnik tej kombinacji jest rowny 1. Poniewaz macierz
Ay jest nieosobliwa, wiec jej wiersze sg liniowo niezalezne; zadna ich kombinacja
liniowa, ktérej pewien wspodiczynnik jest rézny od 0, nie jest wektorem zerowym.
Zatem ostatni wiersz macierzy R(¥) zawiera co najmniej jeden wspétczynnik rézny
od 0; jest to wspélczynnik 1y, poniewaz macierz ta jest tréjkatna gérna.
Pozostate wspotczynniki diagonalne macierzy R(¥) leza na diagonali macierzy
RV a zatem s rézne od zera na mocy zatozenia indukcyjnego. O

Na og6t dos¢ trudno jest przekonaé sie, czy dana macierz jest nieosobliwa, bez
wykonania rachunkéw co najmniej tak samo kosztownych jak opisana procedura.
Istniejg jednak wazne w praktyce klasy macierzy, ktére sg nieosobliwe,

i przynalezno$¢ danej macierzy do takiej klasy jest tatwa do zbadania.

Def. Niech K oznacza cialo liczbowe, Q, R lub C. Macierz [ayli; € K™ jest
wierszowo diagonalnie dominujaca, jesli jej wspdlczynniki spelniajg warunek

lay| > > layl  dlai=1,...,min(m,n).

Stowami: warto§¢ bezwzgledna kazdego wspodiczynnika na diagonali jest wigksza
niz suma wartosci bezwzglednych pozostatych wspélczynnikéw w tym samym
wierszu.

Macierz A jest kolumnowo diagonalnie dominujgca, jesli macierz AT jest

wierszowo diagonalnie dominujaca.

Twierdzenie: Macierz kwadratowa wierszowo (a takze kolumnowo) diagonalnie
dominujaca jest nieosobliwa.
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Dowbéd: Wystarczy przeprowadzi¢ dow6d dla macierzy wierszowo diagonalnie
dominujacej. Wezmy dowolny wektor x = [x1,...,%,]" i wybierzmy dowolne k,
takie ze x| > [xi/ dlai=1,...,n. Niech y = Ax = [yy,...,yn)". Mamy

n
il = ‘Z apixi| > Qo] — Z lawixil > <|Clkk\ - Z |aki|> [xil.

i=1 itk £k

Wyrazenie w nawiasie jest dodatnie, a zatem jesli x # 0, to yi # 0, czyli y # 0,
co dowodzi liniowej niezalezno$ci kolumn macierzy A. O

Opisana w tym wykladnie procedura jest poprawna, jesli wszystkie jej operacje

arytmetyczne wykonujemy doktadnie. W zasadzie w informatyce dysponujemy

dwiema mozliwo§ciami wykonywania doktadnych rachunkéw. Pierwsza z nich to
arytmetyka wymierna; jesli wszystkie wspélczynniki uktadu sg liczbami

wymiernymi (albo wymiernymi zespolonymi), to mozemy kazdy z nich
przedstawi¢ w postaci pary liczb catkowitych — licznika i mianownika,

a nastepnie oblicza¢ kazdy wynik dziatania arytmetycznego w takiej samej
postaci. Takie podejscie ma to do siebie, ze szybko otrzymujemy coraz wigksze
liczby, co moze byé bardzo niewygodne.

Druga mozliwoé¢ to rachunki symboliczne, ktére jednak sg na tyle niewygodne,

ze trudno sobie wyobrazié¢ praktyczng sytuacje, w ktérej ich zastosowanie do
rozwigzywania ukladéw réwnarn liniowych (zwlaszcza duzych) byloby sensowne.
Rachunki symboliczne datyby nam niestychanie skomplikowane wzory, do ktérych
podstawiwszy wspoéiczynniki uktadu w celu numerycznego obliczenia wyniku

(z bledami zaokraglen) po diugim czasie otrzymaliby$smy wynik straszliwie
niedokladny.

W wiekszosci praktycznych zastosowan uzywa sie arytmetyki zmiennopozycyjnej,
w ktérej wyniki dziatan sg obcigzone btedami. Z tego powodu, wykonujac
obliczenia numeryczne trzeba mie¢ §wiadomo$é, ze liczby otrzymane jako wynik
na ogdl nie sqg wynikiem, a tylko jego przyblizeniem i trzeba wiedzie¢, jak bardzo
moze ono by¢ niedoktadne.

Istnienie bledéw zaokraglert ma jeszcze jeden skutek: jesli to samo wyrazenie
obliczamy réznymi sposobami (np. obliczamy sume wielu skladnikéw w réznej
kolejnosci), to za kazdym razem mozemy otrzymaé wynik obcigzony innym
btedem. Dlatego znajac jeden algorytm rozwigzywania pewnego zadania mozemy
poszukiwaé innych algorytmoéw, ktére daja doktadniejszy wynik. Wybierajac
algorytm do rozwigzania konkretnego zadania nalezy bra¢ pod uwage jego koszt
(czasowy i pamieciowy), wytworzone bledy, a takze prostote algorytmu lub
dostepno$é odpowiedniej procedury np. w bibliotece procedur.

9.6

Realizacja numeryczna procesu eliminacji

Wykonanie w arytmetyce zmiennopozycyjnej procedury eliminacji moze sie nie
powie$¢ z powodu nadmiaru lub niedomiaru (tj. przekroczenia zakresu
reprezentowalnych liczb), jak i powaznej utraty dokladnosci z powodu bledéw
zaokraglen. Pierwszego niebezpieczenstwa mozna unikngé, natomiast drugiego —
nie zawsze. Bledy zaokraglen zawsze sg; mozemy tylko staraé si¢ zmniejszy¢ ich
skutki.

Srodkiem do osiaggniecia obu celéw jest odpowiedni wybér elementu gltéwnego.

Polega on na takim przestawianiu kolumn i wierszy, aby liczba alk, k], przez ktoéra
dzielimy w kroku k-tym inne liczby, miala jak najwiekszg warto§¢ bezwzgledna

(a zatem przestawiern dokonujemy nie tylko wtedy, gdy alk, k] = 0). Jesli jest to
najwieksza co do modutu liczba w wierszach k, ..., m i kolumnach k,...,n, to
wartosci bezwzgledne liczb 1 bedg mniejsze od 1. W rezultacie normy macierzy
A® i wektoréw b moga rosnaé w sposéb ograniczony. To samo dotyczy
poziomu bledéw zaokraglert w tym procesie.

Podstawowg trudno$é sprawia rozpoznanie, czy k = r = rank A, czy tez jeszcze

k < r. Bledy zaokraglen powoduja bowiem, ze elementy przeksztalcanej macierzy,
ktére powinny by¢ zerami, sg rézne od zera. Szanse na poprawng ocene, czy kK =71
malejg w kolejnych krokach, a zatem sg najmniejsze jesli  jest bliskie min(m,n).
Jesli jednak wiadomo, ze r = min(m,n) (i nie trzeba dowiadywa¢ sie tego badajac
wspolezynniki obcigzone bledami), to proces eliminacji czesto mozna stosowaé

z powodzeniem.

Przypusémy, ze po k krokach eliminacji otrzymaliSmy macierz
(k) (k) (k)
A An by }

A p] —
[ ] 0o AY by

Mozna przyja¢ rank A = k w sytuacji gdy HA(Z]?H < vK;||A| oraz ||b(2k)|| <vK;|b||,
dla niezbyt duzych liczb K; i K,. Mozna udowodni¢, ze wtedy dla dowolnego
x, € K" * oraz x; € K* spelniajacego uklad réwnai Aq1x; + A12x2 = by, wektor

x| . . .
x=Q' ! jest rozwigzaniem uktadu
X2

(A+Ex=b, gdaie [E|| <VK|A],

i stata K jest rzedu wielkosci 3k + K; 4 K,. Zatem algorytm jest numerycznie
poprawny (istnieje male zaburzenie danych (macierz E), takie ze otrzymujemy
dokladne rozwigzanie zadania zaburzonego).
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Eliminacja Gaussa-Jordana

Rozwazmy uklad réwnan liniowych Ax = b. Mozna go rozwigzaé za pomocg
Zwyktej” eliminacji Gaussa, a takze za pomocg opisanej nizej metody
eliminacji Gaussa-Jordana.

Przypusémy, ze réwnania i niewiadome sg tak uporzadkowane, ze przestawianie
wierszy i kolumn jest zbgdne. Po wykonaniu k — 1 krokéw eliminacji mamy
macierz A®, ktéra w gérnym lewym rogu ma blok, ktéry jest macierza
jednostkowg k — 1 x k — 1. Krok k-ty jest taki: k-ty wiersz macierzy A i k-ty
wspolczynnik wektora prawej strony (czyli k-te réwnanie) mnozymy przez
1/(181‘;” (przez odwrotnosé wspélczynnika na diagonali w k-tym wierszu macierzy
przeksztalconej w poprzednich krokach). W ten sposéb powstaje macierz ze
wspbélczynnikiem 1 na diagonali. Nastepnie do kazdego z pozostalych réwnan
dodajemy k-te réwnanie pomnozone przez —a;]f” — wspotczynnik tego réwnania
w k-tej kolumnie. Otrzymujemy w ten sposéb uklad réwnowazny poprzedniemu,
ktéry w kolumnach od pierwszej do k-tej poza diagonalg ma wspétczynniki réwne
0, a na diagonali 1.

Macierzowa interpretacja k-tego kroku eliminacji Gaussa-Jordana jest taka:
Macierz A1 i wektor b(® mnozymy (z lewej strony) najpierw przez macierz

Dy = diag(1,...,1,1/a " 1,... 1),

T
k
a nastepnie przez macierz
[ 1 —aglf,: ) 1
1
My = (k—1) 1 )
Ok
(k=1)
L _aka 1 .

Metode eliminacji Gaussa-Jordana mozna réwniez uzupetni¢ o wybér elementu
gtéwnego.

Eliminacja Gaussa-Jordana jest metodg drozszg niz ,zwykta” eliminacja Gaussa;
ponadto stosujac ja nie otrzymamy rozkladu macierzy A na zadne uzyteczne
czynniki, z ktérych mozna by wielokrotnie korzystaé. Dodatkowg wadg tej metody
sg jej gorsze wlasnosci w rachunkach przyblizonych (takze z wyborem elementu
glownego). Dlatego w praktyce stosuje sie ja rzadziej niz eliminacje Gaussa.

9.8

Zadania i1 problemy

. Zmodyfikuj procedure rozwigzywania uktadu réwnan liniowych podang na

wyktladzie tak, aby dokonywala pelnego wyboru elementu gtéwnego.
Czy dolaczenie pelnego wyboru elementu gtéwnego powoduje zwigkszenie
zlozono$ci obliczeniowej eliminacji Gaussa?

. Udowodnij, ze jeSli macierz A jest wierszowo diagonalnie dominujaca, to wszystkie

macierze A otrzymane podczas przeksztalcania uktadu w opisany na wyktadzie
sposéb sg wierszowo diagonalnie dominujace.

. Napisz w Pascalu lub C procedure rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

Ax = b, ktérego macierz A = (ajj)i; € R™" jest nieosobliwa i tréjdiagonalna,
tj. ay =0 dla [i—j| > 1. Przyjmij zalozenie, ze wspoélczynniki macierzy A sa
przechowywane w trzech tablicach jednowymiarowych o dtugosci n i procedura
wykonuje obliczenia korzystajac tylko z tych tablic (i tablicy wspélczynnikow
wektora b).

Wersja latwiejsza: przyjmij zalozenie, ze nie trzeba przestawiaé wierszy podczas
rozwigzywania uktadu (np. jesli macierz A jest diagonalnie dominujaca).

Wersja trudniejsza: przyjmij zatozenie, ze moze zajs$¢ potrzeba przestawiania

wierszy. To zadanie mozna rozwigza¢ rowniez bez korzystania z dodatkowej
pamieci.

. Oblicz koszt (w jednostkach OPMS) rozwigzywania ukladu n réwnan liniowych

z N niewiadomymi, z nieosobliwg macierzg, za pomocg eliminacji Gaussa-Jordana.
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Uktady nieosobliwe

Uktad réwnan Ax = b, w ktérym macierz A € K™" jest nieosobliwa, ma
jednoznaczne rozwiazanie. Jest ono réwne A~'b, ale zwykle nie tedy droga, jesli
uklad trzeba rozwigza¢ numerycznie. Nie znamy algorytmu numerycznie
poprawnego wyznaczania odwrotno$ci macierzy A (choé znamy algorytm
numerycznie poprawny wyznaczania dowolnej jej kolumny, mianowicie eliminacje
Gaussa, co zbadamy dalej), a poza tym koszt takiego sposobu rozwigzywania
ukladu jest duzy. Zanim zbadamy bledy zaokraglen w eliminacji Gaussa,
zajmiemy sie zbadaniem wplywu zaburzenia danych (macierzy A i wektora b) na
rozwigzanie ukladu.

Uwarunkowanie ukladéw nieosobliwych

Niech y = Ax, czyli x = A~'y. Zbadamy uwarunkowanie zadania obliczania
wektora Yy na podstawie danego wektora x i macierzy A. Zaldézmy, ze dane
reprezentujemy niedoktadnie, czyli zamiast macierzy A i wektora x mamy
wspbiczynniki pewnej macierzy A = A + E i wektora ¥ = x + z. Macierz
zaburzenia E jest ,mala”, tj. |E|| < ||A]| i podobnie |z| < ||x| (uwaga: dla
macierzy A i E uzywamy normy indukowanej przez norme, ktéra stosujemy do
ymierzenia” wektoréw x, y i ich zaburzen).

Wektor §j = A% jest rowny
Jy=(A+EBE)x+z)=Ax+Az+Ex+Ez=y+ Az+Ex+ Ez.

Zaburzenie danych wprowadzilo blad, ktory jest réwny Az 4 Ex + Ez. Ostatni
skiadnik tego wyrazenia jest iloczynem zaburzen macierzy A i wektora x.
Poniewaz zaburzenia sg mate (zgodnie z uczynionym zalozeniem), wigc sktadnik
ten, jako wielko$¢ ,maltg wyzszego rzedu”, pominiemy. Mamy

12 2] |zl
[Az] < [Allllz] = IIAIIHXH|| T = [IAllA~ yllH S [[A[IflA™ 1HH ”Hyl\,
oraz
IEN IEN 1 JE
x| < IEIXI = AN = oA TTA T < TATIAT = Tl
IA] lIA] 1Al

Stad otrzymujemy oszacowanie

19—yl Sy (E=x] A=A
< [IAIA + -
vl ( ] [[A]l )
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Widzimy, ze w zadaniu obliczenia iloczynu macierzy nieosobliwej A i wektora x
zaburzenia wzgledne danych wej$ciowych przenosza sie na wynik z mnoznikiem nie
wigkszym niz ||A||[|A7"]|. Jest to wigc wskaznik uwarunkowania naszego zadania.

Zbadajmy jeszcze, jak zaburzenia macierzy A przenoszg si¢ na wektor x, ktory jest
rozwigzaniem uktadu réwnan Ax =y. Mamy wiec réwnosé

(A+BE)(x+w) =y,

Wektor w = X — x jest zaburzeniem rozwigzania x, spowodowanym przez dodanie
macierzy E do A. Poniewaz macierz A jest nieosobliwa, wiec mozemy napisaé

Ax+Ex+A(l.+A TE)w =y, czyli Ex=-A(l.+A 'E)w
a nastepnie, jesli macierz A + E jest nieosobliwa,
=—(I,+ATE) A "Ex.
Jesli |A7'E|| < 1, to mamy (I, + A7'E)~" = [, — A7'E, skad wynika
wr —(I,—ATTE)A TEx ~ —A 7 Ex,

a stad

[[El
AL

wll

< [IATIEN = IATIAT
x|

Uwaga: Powyzsze obliczenia opieraly sie na niezbyt §ci$le opisanym pojeciu
,wielkodci matej wyzszego rzedu”. Aby te rachunki sformalizowaé, nalezy
sprawdzié, ze rozpatrywane zadania sg ciggle, co wiecej wynik kazdego z nich jest
funkcja spelniajaca (w pewnym otoczeniu konkretnego punktu w zbiorze danych)
warunek Lipschitza. W oszacowaniach otrzymanych po odrzuceniu wielkosci
matych wyzszego rzedu stosujemy ,nieréwnosci w sensie 17; aby otrzymaé
y,prawdziwg”’ nieréwnosc ,, <", trzeba pomnozy¢ prawg strone przez pewng stalg
troche wiekszg niz 1.

Jak widzimy, wyrazenie ||A||||[A~"|| jest oszacowaniem czynnika, z jakim moga
przenieéé sie na wynik zaburzenia wzgledne wszystkich danych w zadaniach
mnozenia wektora przez macierz A oraz A~' (czyli rozwigzywania uktadu réwnat
z macierza A). Zatem uwarunkowanie obu tych zadan, tj. zadania obliczenia
wektora y = Ax na podstawie macierzy A i wektora x, oraz zadania obliczenia
wektora x = A~'y na podstawie macierzy A i wektora y, jest takie samo i zalezy
tylko od macierzy A. Dlatego wygodnie jest postugiwac sie okresleniem wskaznik
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uwarunkowania macierzy A, ktére oznacza wskaZznik uwarunkowania obu zadan

rozpatrywanych przed chwilg. Oznaczamy

def —
cond A = [[A[[|A7],

przy czym jesdli norma, w ktérej obliczamy wskaznik uwarunkowania jest
indukowana przez p-tg norme Holdera, to oznaczamy
def |
cond,, A % |A[[,[[A7]],-
Uwaga: Inne zadania, dla ktérych dane zawierajg macierz, np. zadanie obliczania
wektoréw wlasnych macierzy (bedzie o nim mowa pod koniec drugiego semestru)
majg inne wskaZzniki uwarunkowania.

Poprawno$¢ i stabilno§¢ numeryczna algorytméw rozwigzywania
ukladéw réwnan liniowych

Zbadamy (w niezbyt formalny sposéb) podstawowe pojecia zwigzane z btedami
zaokraglen podczas rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych. Pomoze nam

w tym rysunek. Przedstawia on pewien wektor b, oraz wektor x = A~'b, czyli
rozwigzanie uktadu réwnan Ax = b.

a) b) c)

pad
ff
=3

x=A"Tb A

b2 , o2
‘ , o

Na rysunku a) jest pokazany zbiér wektoréw b, takich ze ||b — bl|, < [|b]|2v
(liczba v okresla maksymalny biad reprezentacji wektora b; rysunek jest
przesadzony — wyglada mniej wigcej tak, jak gdyby byly tylko 3 bity mantysy).
Elipsa, ktérej srodkiem jest wektor x, jest zbiorem obrazéw wszystkich wektoréw,
ktére mozna otrzymac zaburzajac wektor b na poziomie nie przekraczajacym v.
Jak wida¢, zaburzenie wzgledne danej (wektora b) moze spowodowaé znacznie
wieksze zaburzenie wzgledne wyniku (wektora x).

Rysunek b) ilustruje dzialanie algorytmu numerycznie poprawnego. Bledy
zaokraglenn wytworzone podczas obliczen sg takie, ze mozemy wskazaé wektor f),
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bliski wektora b (doktadniej, |b — b| < K4|/b||v, przy czym stata K4 nie zalezy
od danych), ze wektor X, ktory jest rozwigzaniem otrzymanym w wyniku obliczen
w arytmetyce fl, jest dokladnym rozwigzaniem zadania, w ktérym dany wektor b
jest zastapiony przez b. Do tego moze jeszcze dojs$é blad reprezentacji wyniku
(czyli mozemy otrzyma¢ jako rozwigzanie dowolny inny wektor z zaznaczonego
kotka), przy czym maksymalna wielko§¢ tego bledu nie zalezy od zadania.

Na rysunku c) mozna obejrze¢ skutki zastosowania algorytmu numerycznie
stabilnego, ktéry nie jest numerycznie poprawny. Obliczony wynik, tj. wektor X,
lezy w kuli, ktérej §rodkiem jest rozwigzanie doktadne x. Promien tej kuli jest
w przyblizeniu réwny iloczynowi liczby v, statej kumulacji (ktéra jest zalezna
tylko od algorytmu) i wskaznika uwarunkowania zadania. Gdyby$my mieli
algorytm numerycznie poprawny o tej samej statej kumulacji, to zbiér rozwigzan
mozliwych do otrzymania z jego pomocg byltby wpisany w te kule. Jak widac,
w przypadku algorytmu numerycznie stabilnego mozna dowolnie zmniejszy¢
skutki btedéw zaokraglen (wybierajac dostatecznie dokladng arytmetyke, tj.
zmniejszajac blad reprezentacji v), ale nie mozna wskaza¢ w poblizu danych
doktadnych b takich danych b, ktérym odpowiada obliczone rozwigzanie X.

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy nieosobliwej A wskaznik uwarunkowania
cond A > 1. Ponadto jesli macierze A i B sg nieosobliwe oraz C = AB, to

cond C < cond A cond B. Metody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych

Ax =D, takie jak eliminacja Gaussa, polegaja na rozlozeniu macierzy A na
czynniki, ktére majg taks postaé, ze uktad z taka macierzg jest szczegdlnie latwy
do rozwiazania. Na przyktad, majac A = P'LRQ, gdzie macierze P~' i Q sa
macierzami permutacji, a L i R sg macierzami tr6jkatnymi, rozwigzanie uktadu
otrzymujemy w drodze obliczerl polegajacych na rozwigzaniu kolejno uktadéw

P'c=b, Ld=c, Re=d, i Qx=e.

Wskazniki uwarunkowania macierzy permutacji P i Q sg réwne 1, natomiast
iloczyn wskaznikéw uwarunkowania macierzy L i R nigdy nie jest mniejszy niz
cond A. Jesli jest duzo wigkszy, to moze to by¢ przyczyng znacznej utraty
doktadno$ci wyniku.

Analiza procesu eliminacji Gaussa

Zbadamy skutki bledéw zaokraglenn wytworzonych (albo, jak kto woli,
popelnionych) podczas dokonywania rozkladu na czynniki tréjkatne L i R
nieosobliwej macierzy A € R™". Poniewaz skutki przestawiania wierszy i kolumn
macierzy A w trakcie eliminacji s réwnowazne odpowiedniemu ich
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uporzadkowaniu przed przystgpieniem do eliminacji, uznamy, ze eliminacje mozna
wykonaé bez przestawiania. Wtedy mamy A® = A i A = L]Z]A“‘*” dla
k=1,...,n—1loraz L=14...L,, R=AM1. Zamiast tych ,doktadnych”
macierzy, w k-tym kroku otrzymamy macierze [ i A, ktérych wspélczynniki sg
obcigzone blgdami zaokraglen.

Zbadajmy najpierw skutki bledéw zaokraglen w pierwszym kroku eliminacji.
Zamiast wspolczynnika liy = ai;/aq; macierzy L, otrzymamy liczbe
Ty =fi(au/an) = (au/an)(1 + aw) = du/amn,

gdzie di = air (14 o), lap] <v=2""

)

Nastepnie, zamiast wspotczynnika ag = ay; — liyas; macierzy AV obliczymy

5—8) =fi(ay — lyay) = (ay— Thay(1+ Biy)) (1 +vy) = ay — Tiay + by.
Liczba by; jest bledem (bezwzglednym), ktéry obcigza wspdlczynnik agj macierzy
AU, ale mozemy go ,doczepi¢” takze do wspblczynnika ay macierzy A.
Przeksztalcajac to wyrazenie (ewentualnie na éwiczeniach) mozna otrzymaé
oszacowanie

byl < (lag| + 2la} v,

skad wynika, ze macierz By, taka ze skutki bledéw zaokraglenn powoduja
otrzymanie wyniku identycznego z wynikiem pierwszego kroku eliminacji
(z dziataniami wykonywanymi doktadnie) dla macierzy A + By, spelnia warunek

Bol < (IA[+2[My[)v,

gdzie M oznacza macierz n x n otrzymang przez wpisanie zer do pierwszego
wiersza i kolumny macierzy A1), a nier6wnos¢ macierzy oznacza spelnienie tej
nieréwnosci przez wspdiczynniki na odpowiadajacych sobie pozycjach. Jesli
uzyjemy monotonicznej normy || - || (np. normy | - |7 lub || - || ), to mozemy stad
napisaé

IBoll < (I[A[ll+ 2ll[Mal})v.
W taki sam spos6éb mozemy dla k =1,...,n — 1 otrzymaé oszacowanie
Biall < (HMpe Il + 2/l [Mi] [y,

przy czym Mo = A, a dla k > 0 macierz My otrzymujemy z macierzy A przez
wypelnienie zerami poczatkowych k kolumn i wierszy.
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Caly proces eliminacji Gaussa z blgdami zaokraglei mozemy wiec zapisaé
w postaci rekurencyjnych wzoréw
AP =A,
A(k):i£1(A(k71)+Bk71)) k:]y)ni]

W wyniku otrzymujemy macierz tréjkatng goérna R=AM1_ Jesli rozwiniemy
powyzsze wzory rekurencyjne, to dostaniemy

ié = A(n—]) = i;l] (A(niz) + anz) = t;l] (infz(A(ni‘;] + Bn73) + anz) =
=00 LA LT L Bo+ L B+ 4+ L B
Mnozac strony tej réwnosci przez macierz tréjkatng dolng =0 ...f_n,h
otrzymamy

[R=A+Bo+1Bi+Li[;Bo+---+10;...[2Bno=A+E.

Zauwazmy, ze w poczatkowych k wierszach macierzy By wszystkie wspdlczynniki
sg réwne 0, za§ kolumny o numerach k+ 1,...,n macierzy . sg kolumnami
macierzy jednostkowej. Dlatego zachodzg réwnosci

[y... LBy = By,

z ktérych wynika, ze macierz E, ktérej dodanie do A jest rownowazne skutkom
bledéw zaokraglen podczas dokonywania rozktadu, jest rowna

E=Bo+-+Bno,

a stagd mamy oszacowanie

n—1

n—2
IEI< 3 Bl < (IAJI+3 3 lIM ).
k=0

k=1
Przyjmujac oznaczenie

AN +3 Zi Ml

F(A) 1Al

mozemy napisa¢ to oszacowanie w postaci

1]
=L < Fo(A)v.
A=

Jedli liczba F,,(A) jest mala, to bledy zaokraglen wytworzone podczas
wykonywania rozkladu tréjkatnego metoda eliminacji Gaussa sg rownowazne
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niewielkiemu zaburzeniu macierzy A. Dla konkretnej macierzy A liczbe F,,(A)
mozemy znalezé wykonujgc dodatkowe obliczenie podczas eliminacji, otrzymujac
w ten sposéb oszacowanie bledu a posteriori. Przygladajac sie wyrazeniu na
Fn(A) zauwazamy, ze jest ono tym wieksze, im wigksze wspdlczynniki macierzy
A otrzymamy podczas obliczeri (natomiast wspotczynniki macierzy I nie sa
istotne w tym oszacowaniu).

Mamy stad wniosek praktyczny: aby zmniejszyé skutki bledéw zaokraglen,
powinni$my tak przestawié wiersze lub kolumny (przed lub w trakcie eliminacji),
aby wspélczynniki otrzymanych ,po drodze” macierzy miaty jak najmniejsze
wartodci bezwzgledne. Niekontrolowany wzrost wartosci bezwzglednych
wspoélczynnikdéw moze nastapic, jesli liczby iij, tj. wspolczynniki macierzy i beda
duze. Wybor elementu gléwnego, tj. takie przestawianie réwnan, aby na diagonali

znalazl si¢ najwiekszy wspdlczynnik w kolumnie, zapewnia, ze wszystkie te
wspbéiczynniki beda nie wieksze niz 1, co ogranicza wzrost wspoéiczynnikéw
macierzy A®.

Jesli dokonujemy wyboru elementu gtéwnego w kolumnie, to speiniona jest
nieréwnos¢ |||[Myllo < 2|||[Mi_1||lo, a ponadto [|All = [||A|[l, skad wynika
F.(A) < 3-2™—5, przy czym to oszacowanie jest bardzo pesymistyczne

w wiekszosci zadan praktycznych. W kazdym razie algorytm wyznaczania
rozktadu tréjkatnego macierzy nieosobliwej metodg eliminacji Gaussa z wyborem
elementu gtéwnego jest numerycznie poprawny.

Wazna klasg macierzy, dla ktorych mozna bezpiecznie stosowaé algorytm
eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtownego, jest zbiér macierzy diagonalnie
dominujacych. Podczas eliminacji (w arytmetyce dokladnej) otrzymane macierze
AWM s3 réwniez diagonalnie dominujace. Jegli btedy zaokraglen (zalezne od
doktadnosci arytmetyki) sa na tyle male, ze otrzymane macierze A sa réwniez
diagonalnie dominujgce, to algorytm jest numerycznie poprawny, z oszacowaniem
F(A) < 3n (w normie || - ||s)-

Iteracyjne poprawianie rozwigzania

Def. Wektor r = Ax — b nazywamy residuum uktadu réwnan liniowych Ax = b,

dla ustalonego wektora x.

Wektor x jest rozwigzaniem ukladu wtedy, gdy odpowiadajgce mu residuum jest
wektorem zerowym. Je§li rozwigzujemy uktad réwnan liniowych numerycznie
(czyli z bledami zaokraglen), to otrzymamy w wyniku pewien wektor X, ktéry nie
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jest rozwigzaniem, a tylko pewnym jego przyblizeniem. Mozemy przekonacd sieg,
jaki jest blad tego przyblizenia, obliczajgc residuum, a nastepnie jego norme.

Niech wektor x bedzie przyblizeniem rozwigzania doktadnego x,. Na podstawie
definicji residuum, mamy

X—%Xo=A"r.

Jesli umiemy oszacowaé norme macierzy A, to znajac residuum mozemy
oszacowaé blad rozwigzania:

I —xoll < [IA7][[[7-

Jesli ten blad jest (dla konkretnych celéw) zbyt duzy, to mozna znalezé
dokladniejsze przyblizenie rozwigzania. Metoda jest nastepujaca:

. Dokonujemy rozktadu macierzy A (albo PAQ~' — dalej pomine skutki

przestawiania) na czynniki tréjkatne [iR (czynniki te sa obcigzone btedami
zaokraglen). Krok ten wymaga wykonania O(n?) dziatan.

. Rozwigzujemy uktady réwnan fy =biRx= y. Wykonujemy przy tym O(n?)

dziatan i otrzymujemy wektor x, ktéry wskutek bltedéw zaokraglen jest tylko
przyblizeniem rozwigzania.

. Obliczamy wektor residuum r = Ax — b (wykonujac O(n?) dziatan). Jesli blad

rozwigzania, ktéry mozemy ocenié¢ na podstawie residuum, jest zbyt duzy, to
rozwigzujemy uklad réwnan Az = r (mozemy to zrobié kosztem O(n?) dziatan
korzystajac ze znalezionych wczes$niej macierzy [i ﬁ), a nastepnie obliczamy
kolejne przyblizenie rozwigzania, X; = X — z. Mozemy ponownie zbada¢ jego
doktadno$¢ i ewentualnie powtérzy¢ ten krok algorytmu.

Opisany wyzej algorytm zawiera pewien delikatny element. Ot6z obliczajac
wektor residuum, podobnie jak wszystko inne, popeiniamy bledy zaokraglen,
ktére mogg sprawic, ze obliczona nastepnie poprawka nie doprowadzi do
zmniejszenia btedu rozwigzania. Aby temu zapobiec, nalezy zapewni¢ obliczenie
residuum z mozliwie matym bledem. Najprosciej jest uzy¢ w tym kroku
doktadniejszej arytmetyks, tj. podwdjnej lub rozszerzonej precyzji, jesli pozostate
obliczenia realizujemy w arytmetyce pojedynczej precyzji.
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Zadania 1 problemy
. Oblicz wskaznik uwarunkowania macierzy
123
A=|01 2
0 01
w normie || - |[7 1]+ ||oo-
. Niech A = (ay)i; € R™" bedzie macierzg diagonalnie dominujaca, taka ze
0<m<|ayl — Zj#\aijl < M. Znajdz goérne oszacowanie normy ||A ™|
w zaleznoéci od liczb m 1 M.
Wskazéwka: Wybierz wektor b € R™, taki ze ||b||, = 1, a nast¢pnie znajdz
oszacowania wspélczynnikéw wektora x speiniajgcego uklad réwnan Ax = b.
. Oszacuj wskaznik uwarunkowania w normie || - ||, 1 || - |1 macierzy tréjdiagonalne;

A € R™", ktorej wszystkie wspdtczynniki na diagonali sg réwne 4, a na
kodiagonalach (tj. w miejscach sgsiadujgcych w kazdym wierszu ze
wspblczynnikiem na diagonali) 1.

. Oblicz liczbe F,(A) (okreslong w analizie btedéw zaokraglen eliminacji Gaussa)
dla macierzy A € R™" o postaci

1 1

-1 1 1
A=| -1 =1 1 1,

-1 11

przy zalozeniu, ze dokonujemy wyboru elementu gtéwnego w kolumnie.
Wspétczynniki nad diagonala, z wyjatkiem ostatniej kolumny, sg réwne 0.

. Wyprowadz wzor
1
oyl < (lag| + 2lai] v,

uzyty w analizie bledéw zaokragleh w eliminacji Gaussa.
Wskazéwka: Napisz wyrazenie

a = (ay — Tuay(1+B))(1+7) = ay — luay; + by,

a nastepnie oblicz

all
i

0+v) = aij — luay(1 + B) = dy — by + Luayp

by =ay —— + lqayB = al — — + (ay + by — 518))(3,
Y Y
skad po odrzuceniu wielkoSci matych wyzszego rzedu wyniknie

by ~ (ayB +ay' (v — B)) (1 + B).
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Wyznaczniki

Def. Wyznacznikiem stopnia n nazywamy funkcje det,.: K™" — K, taka ze

jesli okre§limy funkcje f: K™ — K wzorem f(x) = detn[a,...,an_1,x], to dla
dowolnych ustalonych wektoréw aq,...,a, 1 € K" funkcja ta jest funkcjonaltem
liniowym,

jesli macierz A’ otrzymamy przez przestawienie dwoch sagsiednich kolumn
macierzy A, to det, A’ = —det, A,

det, I, =1.

Def. Wyznacznikiem macierzy A € K™" nazywamy skalar (liczbe) det,, A.

Dalej zamiast det,, na ogé! bedziemy pisaé det. Majac definicje sformutowang
przez podanie pewnych warunkéw musimy upewnié sig, czy definiowany obiekt
jest dobrze okreslony, a zatem czy istnieje funkcja majaca wymienione wtasnosci
i czy jest tylko jedna taka funkcja. To pierwsze mozemy sprawdzi¢ jesli zgadniemy
dowolny wzo6r, ktéry okresla funkcje spelniajaca te warunki. To drugie jest
prawda, je$li nalozone warunki (nie wystarczy, jesli odgadniety wzoér) umozliwiaja
jednoznaczne obliczenie wartosci takiej funkcji dla ustalonej macierzy.

Latwo jest zauwazy¢, ze z podanych warunkéw wynikajg nastepujgce wlasnosci
funkcji det: zamiana miejscami dowolnych dwéch kolumn macierzy powoduje
zmiang znaku wyznacznika na przeciwny. Ogbdlniej, poddanie kolumn macierzy
dowolnej permutacji powoduje zmiane znaku na przeciwny wtedy, gdy permutacja
ta jest nieparzysta (czyli zawiera nieparzysta liczbg nieporzqdkdw, str. 1.11,

zad. 7), a wiec mozna ja przedstawi¢ jako zlozenie nieparzystej liczby transpozycji.
W przeciwnym razie przestawienie kolumn nie zmienia warto§ci wyznacznika.
Ponadto wyznacznik jest funkcjonatem liniowym ze wzgledu na kazdg (nie tylko
ostatnig) kolumne macierzy (bo wystarczy zamieni¢ te¢ kolumne z ostatnia,
sprawdzi¢ liniowo$¢ i przestawi¢ z powrotem).

Wreszcie, wyznacznik macierzy osobliwej jest réwny 0; przypusémy bowiem, ze
ostatnia kolumna macierzy jest kombinacjg liniowg pozostalych. Wtedy

n—1 n—1
dEtn Qr, ..., Qn1, Z Ciai.] = Z Ci detn[aly sy An, ai.])
i=1 i=1

ale jesli macierz ma dwie kolumny identyczne, to jej wyznacznik jest réwny 0 bo
detn[a1, R 0 E T ¢ P N ai] = —detn[a1,. P € Y ¢ P S ai}.

(zakladamy tu, ze K nie jest cialem charakterystyki 2).

Jawny wzér opisujacy wyznacznik jest taki:

n
detnlayli; = Z sgn o H Ai,o(d)-
1

0€Sn i=

Suma w tym wzorze przebiega po wszystkich permutacjach o zbioru
n-elementowego, ktérych jest n!. Znak permutacji, sgn o, jest réowny +1 jesli
permutacja o jest parzysta, albo —1 jesli nieparzysta. Wspotczynniki macierzy,
ktoérych iloczyn (opatrzony odpowiednim znakiem) jest sktadnikiem sumy, sg
brane po jednym z kazdego wiersza (dlai=1,...,n), a takze po jednym z kazdej
kolumny (bo dlai=1,...,n warto§¢ o(i) przebiega zbiér {1,...,n}).

Uwaga: Podany wyzej wzér przyda nam sie do rozwazan teoretycznych, ale nie
nalezy na jego podstawie oblicza¢ wyznacznika numerycznie (chyba, ze macierz
ma wymiary 3 x 3 lub mniejsze). Obliczenie takie byloby bardzo czasochtonne
i niedokladne. Poznamy duzo lepszg metode obliczania wyznacznika.

Sprawdzmy, ze funkcja okre§lona powyzszym wzorem spelnia podane warunki.
W kazdym skiadniku wystepuje doktadnie 1 wspodiczynnik z ostatniej kolumny.
Jesdli w miejsce tej kolumny podstawimy dowolng kombinacje liniowg wektordéw
X1,...,Xx € K", to w kazdym skladniku bedziemy mieli czynnik, ktory jest
kombinacjg liniowg (z tymi samymi wspélczynnikami) odpowiednich
wspbiczynnikéw wektordw xq,...,Xy.

Zamiana miejscami dwoch sasiednich (a nawet dowolnych) kolumn powoduje
zlozenie kazdej permutacji ¢ z transpozycja T opisujaca te zamiang. Zlozenie
takie ma znak przeciwny niz o i wszystkie takie zlozenia przebiegajg calty zbiér
Sn. Zatem zamiana kolumn powoduje zmiang na przeciwny znaku wszystkich
skladnikéw.

Podstawiajac macierz jednostkowg I, przekonamy sie, ze tylko jeden sktadnik
sumy we wzorze jest rézny od O: ten, ktéry odpowiada permutacji
identycznosciowej. Skladnik ten jest iloczynem samych jedynek.

Tak wiec funkcja spelniajagca podane warunki istnieje.

Aby sprawdzié, ze istnieje tylko jedna funkcja, ktéra odpowiada definicji
wyznacznika stopnia n, zalézmy, ze macierz A jest nieosobliwa (dla osobliwej
kazda taka funkcja ma wartos¢ O, a wiec funkcje takie obciete do zbioru macierzy
osobliwych sg identyczne) i rozwazmy ciag przeksztalcenn macierzy, ktéry prowadzi
do otrzymania macierzy jednostkowej. Proces ten jest ciggiem przeksztatcen,

z ktérych kazde jest przestawianiem kolumn (znak wyznacznika sie zmienia,
zapamigtujemy czynnik —1), mnozeniem kolumny przez pewng liczbe a # 0
(zapamietujemy czynnik 1/a) i dodawaniem pewnej kolumny do innej (ta operacja



nie zmienia warto$ci wyznacznika). Postepujac w sposéb przypominajacy
eliminacje Gaussa-Jordana (z dzialaniami na kolumnach zamiast wierszy) mozemy
w ten sposéb otrzymaé macierz jednostkows. Wyznacznik macierzy wyjsciowe]
jest réwny iloczynowi zapamietanych czynnikéw i nie moze by¢ inny (bo

w ktéryms kroku nie zachowaliby$my przyjetych wiasnosci wyznacznika).

Dalsze wlasnosci wyznacznikéw

Kazda permutacja ¢ ma taki sam znak jak jej permutacja odwrotna. Ponadto,
jesli o przebiega zbiér S, wszystkich permutacji zbioru n-elementowego, to o'

tez przebiega caly ten zbiér. Dlatego

n n

Z sgnGH Qi o) = Z sgno”’ H Ao1(5)5»

0€Sn i=1 o 1eS, j=1

skad wynika, ze det A = det AT. Konsekwencja tego spostrzezenia jest fakt, ze
wszystkie wiasnosci wyznacznika sformutowane dla kolumn obowigzujg takze dla
wierszy.

Wyznaczniki mozna opisaé (i czasem tak si¢ je definiuje) za pomocg wzoru
rekurencyjnego, zwanego rozwinieciem Laplace’a:

det;[an] = ain,

n
det,[ayli; = Z(*1 ) (detn 1 Ay) a

i=1

We wzorze tym symbol A;; oznacza macierz n — 1 x n — 1 otrzymana z A = [ayly;
przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Wyznacznik (stopnia n — 1) tej
macierzy nazywa sie minorem macierzy A. We wzorze tym wyrédzniona jest j-ta
kolumna (j moze by¢ dowolne od 1 do n); zaden z minoréw nie zalezy od
wspb6iczynnikéw w tej kolumnie. Dlatego moéwi si¢ o rozwinieciu wzgledem

j-tej kolumny. Dowdd, ze wzédr jawny i wzédr rekurencyjny sg rOwnowazne,
pozostawiam na ¢wiczenia. Tymczasem zauwazmy, ze mozna napisa¢ wzor

rekurencyjny, ktéry przedstawia rozwiniecie wyznacznika wzgledem dowolnego
wiersza.

A A
A An
bloki A7 1 Ay, s3 macierzami kwadratowymi k x k oraz 1 x 1 (jest n =1+ k). Jesli
blok Aq; lub A ma wszystkie wspoétczynniki réwne 0, to det A = det A7 det Ay;.
Istotnie, zal6zmy, ze blok A, zawiera same zera. Rozwazmy sktadnik sumy

Macierz A mozna przedstawi¢ w postaci blokowej, A = , W ktorej

W jawnym wzorze na wyznacznik, w ktérym jednym z czynnikéw jest
wspélczynnik ay z bloku Aj;. Pozostale czynniki pochodzg z wierszy o numerach
innych niz i i kolumn innych niz j-ta.

Musimy wybraé jeszcze k + 1 — 1 czynnikéw. Wybierajgc wspoéiczynnik z bloku
A7 lub A, musimy odrzucié¢ odpowiednig kolumne kazdego z tych blokéw

(a zatem wybierzemy najwyzej k — 1 takich wspoétczynnikéw), a takze odpowiedni
wiersz calej macierzy. Odrzuciliémy zatem wszystkie k kolumn blokéw Aqq 1 Ay,
oraz k wierszy blokéw Aq; i Ay, w tym co najmniej 1 wiersz bloku A,,. Pozostale
czynniki trzeba znalez¢ w macierzy kwadratowe] utworzonej z pozostatych

1 wierszy blokéw A;; i Ay;. Ale co najmniej jeden z tych wierszy nalezy do bloku
A1, czyli zawiera same zera. Tak wiec kazdy skladnik, ktéry zawiera czynnik

z bloku A;,; zawiera réwniez czynnik z bloku A, réwny 0. Wszystkie te sktadniki
sg wiec réwne 0. Sume pozostalych sktadnikéw otrzymamy mnozac sumy
opisujace wyznaczniki blokéw Aqq 1 Ag.

Rozumowanie to mozemy powtérzy¢ zaktadajac, ze wszystkie wspotczynniki

w bloku Aj; sg réwne 0. Wnioski z obu tych rozwazan sag takie: jesli macierz A
jest blokowo-tréjkatna (goérna lub dolna), przy czym wszystkie bloki diagonalne sg
macierzami kwadratowymi, to wyznacznik macierzy A jest réwny iloczynowi
wyznacznikéw tych blokéw. W szczegdlnosci, jesli macierz A jest tréjkatna, to jej
wyznacznik jest iloczynem wspéiczynnikéw na diagonali. W szczegblnosci
stwierdzenia te dotyczg macierzy blokowo-diagonalnych i diagonalnych.

Twierdzenie Cauchy'ego: Je§li A, B € K™", to det(AB) = det A det B.
Dowéd: Rozwazmy macierz C o wymiarach 2n x 2n, o nastepujacej strukturze

blokowej:

Na podstawie wczeéniejszego stwierdzenia det C = det A det B. Obliczmy iloczyn
macierzy C i macierzy

Macierz C’ = CD ma nastepujaca postaé:

cl_ A AB
-1, 0
Jesli kolumny macierzy C oznaczymy symbolami cq,..., C,, to wykonane

mnozenie jest réwnowazne dodaniu do n + j-tej kolumny macierzy C wektora



> njckbyy, dlaj=1,...,n, a zatem wyznacznik macierzy C’ jest réwny det C.
Mozemy jeszcze zamieni¢ kolumne j-tg z n +j-tg dlaj =1,...,n, co spowoduje
zmiang znaku wyznacznika jesli n jest nieparzyste, a potem pomnozy¢ ostatnie n
kolumn przez —1, (co n-krotnie zmieni znak na przeciwny). W wyniku tego
postepowania otrzymamy macierz

AB —A

" __
= 0 I

Mamy det C” = det(AB), ale takze det C” = det C, co koniczy dowdd. O

Whiosek: Je§li macierz A jest nieosobliwa, to det A # 0.
Dowéd: 1 =detl, =detAdetA~'. O

Wyznaczniki, baza dualna i wzory Cramera

Rozwazmy uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi, Ax = b, z nieosobliwg
macierza A, ktéry zapiszemy w postaci

a]X]+'-'+aan:b.

Kolumny ay,..., a, macierzy A sg liniowo niezalezne, zatem stanowig baze
przestrzeni K™ i istnieje jej baza dualna ¢y, ..., @,. Znajac funkcjonaty wchodzace
w sklad tej bazy mozemy obliczy¢ kazdg z niewiadomych w taki sposéb:

@i(b) = @ilax + - + anxn) = @ila)xg + - + @i(an)xn = x4

Zobaczymy sposéb znalezienia tych funkcjonatéw. Rozwazmy wyrazenie

[31(y) = det[ab"'»aifhyvai-ﬂw'-yan]-

Definiuje ono pewien funkcjonal liniowy f3;, ktérego argumentem moze by¢
dowolny wektor y € K™ Dla i # j mamy (;(a;) = 0, natomiast

Bi(a;) = det A # 0. Dlatego funkcjonal i, ktéry jest i-tym elementem bazy
dualnej do ay,..., an, jest réwny

B+
Bilai)

Stad mamy dlai=1,...,n wzory Cramera:

Py =

Bi(b)  detla;,...,ai1,b,ai,..., 0]
Bila;) detlay, ..., a, '

xi = @i(b) =

Wzory Cramera w szkole bywajg przedstawiane jako praktyczny sposéb
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych, w zwigzku z czym konieczny jest
pewien komentarz. W pewnych sytuacjach rzeczywiscie mozna ich uzyé, gtéwnie
wtedy, gdy liczba réwnain i niewiadomych jest mata (np. 2 lub 3), albo gdy
informacja o zadaniu umozliwia szczegblnie tatwe obliczanie odpowiednich
wyznacznikéw. Jednak juz nawet dla n = 2 algorytm oparty na wzorach Cramera
nie jest numerycznie poprawny (tylko stabilny), a zatem jest gorszy niz eliminacja
Gaussa. Ponadto obliczanie wyznacznika zwykle jest kosztowne; stosunkowo tania
i doktadna metoda polega na dokonaniu rozkladu macierzy A na czynniki
trojkatne (metodg eliminacji Gaussa), a nastepnie obliczenie iloczynu
wyznacznikéw tych czynnikéw (tj. iloczynu ich wspoélczynnikéw na diagonalach).
W §wietle powyzszych uwag stosowanie wzoréw Cramera w obliczeniach
numerycznych jest zwykle bezsensowne.

Wyznaczniki i odwrotno§¢ macierzy

Def. Niech A = [ay]i; oznacza macierz n x n. Dopelnieniem algebraicznym

wspblczynnika ay macierzy A nazywamy liczbe (—1)1" det Ay;, gdzie macierz Ay
powstaje przez skreslenie w macierzy A i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Dopetlnienie algebraiczne jest wiec minorem macierzy, opatrzonym odpowiednim
znakiem. Udowodnimy, ze jesli macierz A jest nieosobliwa, to macierz
A~" = [by]i ; ma wspélczynniki

b — (—=1)" det A

v detA

a zatem jest to transponowana macierz dopeinien algebraicznych poszczegdlnych
wspolczynnikéw macierzy A, pomnozona przez ﬁ. Istotnie, dla ustalonego
je{l,...,n) niech y!' = [(—1)"det Ay, ..., (—=1)"7 det A,;]. Jesli a, oznacza
k-ta kolumne macierzy A, to liczba yjHal< jest rowna det A, jesli j = k (wyrazenie
y}*ak opisuje rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy A wzgledem j-tej
kolumny), albo 0 jesli j # k. Stad wynika réwno§é

i
l[ar,...,a,] =detA- I,
18
i na tym koniec dowodu. O
Uwaga: Macierz wierszowa ﬁy}* uzyta w powyzszym dowodzie jest

funkcjonatem ¢;, nalezacym do bazy przestrzeni K'™ = (K™* dualnej do bazy
ap,...,Qn.



Wyznacznik przeksztalcenia liniowego

Niech f: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni V, ktérej wymiar
jest skoniczony. Ustalmy dowolng baze X, ...,Xn, 2z ktérej utworzymy macierz
X =[x1,...,%Xn]. Wtedy wyrazenie A = X~ 'fX opisuje macierz A tego
przeksztalcenia w ustalonej bazie (macierz X' reprezentuje baze dualng do
X1,...,Xn). Udowodnimy, ze wyznacznik macierzy przeksztalcenia nie zalezy od
wyboru bazy.

Istotnie, niech macierz Y = [y;, ..., Yn] reprezentuje dowolng inng baze
przestrzeni V. Macierz przejécia od bazy Y do X jest réwna B = X~'Y. Zatem,
macierz przeksztatcenia f w bazie Y jest rtéwna C = B~'AB (méwimy, ze macierze
A i C sg podobne). Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego

det C =detB"det AdetB = ﬁ det A det B = det A, co koiiczy dowdd. O
Poniewaz wyznacznik kazdej macierzy reprezentujacej ustalone przeksztalcenie
jest taki sam (nie zalezy od wyboru bazy), wiec mozemy zdefiniowaé pojecie
wyznacznika przeksztalcenia liniowego. Dla ustalonego przeksztalcenia liniowego
f: V — V jest to liczba, réwna wyznacznikowi macierzy reprezentujacej to
przeksztalcenie w dowolnej bazie.

Orientacja bazy i uktadu wspéirzednych

Niech x4,...,X, Oraz yi, ..., Yn beda bazami pewnej rzeczywistej przestrzeni
liniowej V (dowolnej, niekoniecznie R™). Bazy te mogg stuzy¢ do okreslenia
réznych uktadéw wspélrzednych, o czym byla mowa wczesdniej. Istnieje macierz C
przejsicia od jednej bazy do drugiej. Macierz ta jest nieosobliwa, a wiec jej
wyznacznik jest liczbg rzeczywista dodatnig albo ujemng. Mozemy miedzy bazami
wprowadzié relacje zgodnoséct orientacji: dwie bazy sg zgodnie zorientowane jesli

wyznacznik macierzy przej$cia miedzy nimi jest dodatni i przeciwnie
zorientowane, jesli jest ujemny. Oczywiscie, orientacja bazy jest zwigzana
z kolejnos$cig jej elementéw; zmiana tej kolejnosci moze zmienic¢ orientacje bazy.

Latwo jest sprawdzi¢ (na podstawie twierdzenia Cauchy’ego), ze okreslona wyzej
relacja jest réwnowaznodcig, ktéra ma dwie klasy abstrakcji. Jest sprawg
arbitralnej umowy, na podstawie ktérej uktady wspoélrzednych okreslone przez
bazy z jednej z tych klas nazwiemy prawoskretnymi i wtedy ukiady
wspbirzednych okre§lone przez bazy z drugiej klasy bedg lewoskretne. Co ciekawe,
nie majac wzorca (czyli pewnej bazy w rozpatrywanej przez nas przestrzeni,

o ktorej ktos powiedzial, ze okresla ona uklad prawoskretny), nie mamy zadnej

szansy na to, aby skonstruowa¢ uktad np. prawoskretny na podstawie informacji,
ktéra takiego wzorca nie definiuje.

lloczyny wektorowe

Def. Iloczynem wektorowym w przestrzeni K™ nazywamy przeksztalcenie
f: K" x -+ x K" — (K™)* okreslone wzorem
| S ——

n—1
Vyerr f(x1,...,%n1)(y) = detlx,...,xn_1,yl.

Tak wiec iloczynem wektorowym ustalonych n — 1 wektoréw x4,...,x, 1 € K"
jest pewien funkcjonat liniowy w przestrzeni K". Mozemy go utozsami¢ z pewnym
wektorem n € K", takim ze dla kazdego y € K" jest det[x1,...,xn_1,y] = n'y.
W zwigzku z tym moéwimy, ze iloczyn wektorowy wektoréow jest wektorem.
Kolejne wspéiczynniki wektora n mozemy otrzymac nastepujaco: tworzymy
macierz kwadratowg A = [x1,...,Xn_1,Y] (dla dowolnego wektora y € K"),

a nastepnie obliczamy dopelnienia algebraiczne kolejnych wspoélczynnikéw

w kolumnie y (i w przypadku zespolonym bierzemy liczbe sprzezong).

Uwaga: To nie jest praktyczny algorytm numeryczny obliczania iloczynu
wektorowego, tylko fakt, na ktérym opierajac sie mozna rézne praktyczne
algorytmy znalezc.

Tloczyn wektorowy wektoréow xq,...,X, 1 0znaczamy symbolem
X1/ AXnq, albo X7 X -+ XXn

(drugie oznaczenie moze myli¢ si¢ z iloczynem kartezjanskim zbioréw, wiec
osobiscie wole to pierwsze).

Wigkszo$¢ wlasnosci iloczynu wektorowego w latwy sposéb wynika z wtasnosci
wyznacznikéw. Na przyklad, iloczyn wektorowy jest przeksztalceniem liniowym ze
wzgledu na kazdy argument. Przestawienie dwoch argumentéw jest réwnowazne
pomnozeniu iloczynu przez —1. Jesli wektory xq,...,%x, 1 sg liniowo zalezne, to
ich iloczyn wektorowy jest funkcjonatem zerowym.



Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze wzér jawny na wyznacznik i wzér rekurencyjny (rozwinigcie
Laplace’a) sg rownowazne. Zacznij od udowodnienia indukcyjnego réwnowaznosci
wzoru jawnego i rozwiniecia wzgledem ostatniej kolumny, a nastepnie udowodnij
(rozpatrujac odpowiednie przestawienia kolumn), ze ten sam wynik daje
rozwiniecie wzgledem dowolnej kolumny.

. Udowodnij reguty Sarrusa, tj. znane ze szkoly schematy pozwalajace obliczac
wyznaczniki macierzy 2 x 21 3 x 3.
. Udowodnij, ze macierz antysymetryczna (tj. taka, ze AT = —A) o wymiarach
n x n jest osobliwa jesli n jest nieparzyste.
Macierz A € C™" jest antyhermitowska, jesli A" = —A. Co mozna powiedzie¢
o wyznaczniku takiej macierzy w zaleznos$ci od jej wymiaréw?
. Def. Macierz cykliczna dwudiagonalna jest to macierz A = [a;];; 0 wymiarach
n x n, ktérej wszystkie wspoétczynniki z wyjatkiem aj; dlai=1,...,n oraz aiiy

dlai=1,...,n—11 ay; sg réwne 0.
Znajdz wzér opisujacy wyznacznik takiej macierzy i warunek (réwnanie, w ktérym
wystepuja wspotczynniki) konieczny i dostateczny nieosobliwosci takiej macierzy.

. Oblicz wspblczynniki macierzy odwrotnych do

1

A=
1

1 210
: ] oraz B=1|1 2 1
012

na podstawie jawnego wzoru.

. Oblicz iloczyn wektorowy wektoréw

1 3
x=1|2 iy=|2
3 1

. Zbadaj, czy zbiér R? z dzialaniem dwuargumentowym — iloczynem wektorowym
— jest grupa (w tym i w nastepnym zadaniu utozsamiamy przestrzenie R i R"3).
Jesli tak, to czy to jest grupa abelowa? Jesli nie, to ktére wtasnosci dziatania
W grupie nie sa spetnione?

. Dla ustalonego wektora x € R> przeksztalcenie f: R®> — R>, dane wzorem
f(y) =x Ay, jest liniowe. ZnajdZ macierz jego przeksztalcenia.

. Oblicz wyznacznik przeksztalcenia liniowego f: R[x]4 — R[x]4, danego wzorem
f(w)(x) = (x + w'(x) + w(x).

11.10

. Znajdz ogblny wzér na wyznacznik macierzy

2 1
1 2 1
1T 2 1
1 2

11. Def. Macierz Vandermonde’a jest to macierz n + 1 x n+ 1 o postaci

2
1T %0 X5 ... X
2
1T %1 x7 ... X]

T xn X3 ... X

dla ustalonych liczb x,...,x,. Udowodnij, ze wyznacznik takiej macierzy jest
réwny

H (Xj —Xi)

0<i<j<n

(wynika stad wniosek, ze taka macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy nie
wszystkie liczby x; sg parami roézne).

Pierwszy sposéb: Zastosuj jeden krok eliminacji Gaussa, a nastepnie przeksztaté
blok n x n w prawym dolnym rogu (wykonujac pewne dzialania na wierszach

i kolumnach) tak, aby otrzyma¢ macierz Vandermonde’a n x n. Nastepnie uzyj
indukcji.

Drugi sposéb: Napisz macierz Vandermonde’a zamieniajac liczbe x,, na zmienng x.
Wyznacznik tej macierzy jest wielomianem zmiennej x stopnia co najwyzej n,

a jego miejscami zerowymi sg liczby Xo,...,Xn_1. Zatem wielomian ten mozna
przedstawi¢ w postaci

e(x —x%g) ... (X —Xn_1).

Liczba ¢ jest wspoélczynnikiem przy x™", a wiec jest to réwniez wyznacznik
macierzy ... . Nastepnie uzyj indukcji.

Ktéry sposéb bardziej Ci sig¢ podoba? (odpowiedz na to pytanie nie jest
punktowana).



12.1

Przestrzenie i przeksztatcenia afiniczne

O funkcji f: R — R danej wzorem f(x) = ax + b czesto méwi sie, ze jest to funkcja
liniowa (bo jej wykres jest linig prosta), ale z punktu widzenia algebry jest to
prawda tylko gdy b = 0. Aby nie wprowadza¢ siebie i innych w blad, lepiej jest
nazwac taka funkcje funkcjg afiniczng. Badanie analogicznych przeksztalcen
przestrzeni o dowolnych wymiarach prowadzi do teorii przestrzeni afinicznych,
czyli geometrii afinicznej. Bedzie tu ona przedstawiona w krétkim zarysie.

Okreslenie przestrzeni afiniczne]

Def. Niech E oznacza pewien zbiér, ktérego elementy nazwiemy punktami, za§ V
— ustalong przestrzen liniowg nad ciatem K. Jeéli istnieje funkcja —: E X E — V,
taka ze

. dla kazdego punktu p € E oraz wektora v € V istnieje doktadnie 1 punkt q € E,
taki ze v=q — p, oraz

. dla dowolnych punktéw p, q,r € E zachodzi réwno$¢ (tzw. rownos¢ trojkata)

r—p=(r—dq)+(q9-p),

to zbiér E nazywamy przestrzenig afiniczng nad cialem K. Przestrzen liniowa V,

wystepujaca w tym okresleniu, jest nazywana przestrzenig wektoréw swobodnych

przestrzeni E. Wprowadzimy dla niej oznaczenie S(E) dla podkreslenia jej zwigzku
z przestrzenia afiniczng E. Wymiar przestrzeni afinicznej E jest liczbg réwna
wymiarowi przestrzeni liniowej S(E).

Podstawowg role w powyzszej definicji odgrywa dziatanie odejmowania punktéw,

ktérego wynik jest wektorem swobodnym. Definicja zapewnia réwniez istnienie
dzialania komplementarnego, czyli dodawania punktu i wektora, dajgcego

w wyniku punkt. Istnienie takiego punktu jest zagwarantowane przez pierwszy
warunek w definicji przestrzeni afinicznej. Jesli wiec v=q —p € S(E), to
q=p+wv.

Najprostszym przyktadem przestrzeni afinicznej jest zbiér elementéw dowolnej
przestrzeni liniowej V. Przestrzenig wektoré6w swobodnych jest sama przestrzen V,
a dziatanie ,,—” jest ,zwyklym” odejmowaniem wektoréw; tatwo jest sprawdzi¢, ze
spelnia ono oba podane warunki. Charakterystyczng réznicg miedzy przestrzenia
liniowa a przestrzenig afiniczng, ktéra ma ten sam zbiér elementéw (a tylko inne
dzialania) jest szczegdlna rola wektora zerowego w przestrzeni liniowej i brak
takiego wyrdznienia zadnego elementu przestrzeni afiniczne;j.

12.2

Mozemy tez zauwazy¢, ze majac dowolng przestrzen afiniczng E, mozna okresli¢

w zbiorze jej elementéw dzialania, z ktérymi bedzie to przestrzen liniowa.
Wystarczy odpowiednio okresli¢é dodawanie punktéw i mnozenie punktu przez
dowolny element ciata K i wtedy punkty beda wektorami. W tym celu wybieramy
dowolny punkt przestrzeni afinicznej i uznajemy go za wektor zerowy, oznaczajac
go w zwigzku z tym symbolem 0. Dla dowolnych punktéw p, q € E, za ich sume
P + q przyjmujemy punkt 0+ (p —0) + (q — 0) (zwroéémy uwage, ze to wyrazenie
jest dobrze okreslone dzieki réwnosci trojkata, mimo ze drugi symbol ,,+” jest
dwuznaczny). Podobnie, jako iloczyn punktu p i skalara a bierzemy punkt

0+ a(p —0). Oczywiscie, wynik kazdego z tych dzialan zalezy od wyboru wektora
ZErowego.

Kombinacje afiniczne
Rozwazmy k + 1 punktéw, po, p1,..., Pk, takich ze wektory swobodne

Vi =7P1—DPo---,Vk = Px — Po sa liniowo niezalezne. Méwimy wtedy, ze uklad
punktéw po,..., Pk jest w polozeniu ogélnym. Jesli wektory vq,..., v sg liniowo

zalezne, to punkty po, ..., Px sa w polozeniu szczegdlnym. Okreslenie rodzaju

potozenia punktéw nie zalezy od ich uporzadkowania (dowdd to Swietne
¢wiczenie).

Przypusémy, ze
k 13
d=po+ ) ai(pi—po). Oczywiscie q=po+ Y ai(pi—po),
i=1 i=0
poniewaz po— po = 0 € S(E). Wspdlczynnik ay powyze] mozemy przyjac
dowolnie, przyjmijmy zatem ao =1 — Zlf:] a, czyli ZLO a; = 1. Wtedy mozemy
wybraé dowolny punkt r € E i napisaé

k k
q=r-+ (PO—TH’ZCH(Pi—Po) =T+Zai((Po—T)+(Pi—Po)) =
i=0 i=0

3
T+ Z ai(pi—71).
i=0

Jak widaé¢, wybér punktu r nie ma zadnego wplywu na warto§é powyzszego
wyrazenia, ktéra jest zawsze punkt . Dlatego jesli Z?:o a; = 1, to wyrazenie
13 3

Z a;pi, ktére oznacza 1+ Z ai(pi—71),

i=0 i=0
jest dobrze okreslone, tj. jednoznacznie okresla pewien punkt przestrzeni E.
Wyrazenie takie bedziemy nazywaé kombinacjg afiniczng punktéw po, ..., px

o wspélczynnikach ay,..., ax.
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Uwaga: Zaden skladnik kombincji afinicznej z osobna nie ma sensu, a écislej nie
reprezentuje (na ogél) zadnego punktu przestrzeni E. Na przyklad, zbiér
wielomianéw postaci ax® + x% + bx + ¢, gdzie a,b,c € R, jest tréjwymiarows
przestrzenia afiniczng. Kazda kombinacja afiniczna takich wielomianéw tez ma
taka postac, ale ich kombinacje liniowe, ktére nie sg afiniczne, juz nie.

Jesli wymiar przestrzeni E jest réwny n, to mozemy znalez¢ co najwyzej n + 1
punktéw w potozeniu ogélnym. Liniowo niezalezny zbiér wektoréw vq,..., v,
rozpina przestrzen wektoréw swobodnych (jest jej baza), a wiec wektor

W = — Po jest ich kombinacja liniowg o jednoznacznie okreslonych
wspéiczynnikach: w =Y ', aiv;. Stad wniosek, ze dowolny punkt q = po+ w
moze by¢ jednoznacznie przedstawiony w postaci kombinacji afinicznej punktéw
Po,-..,Pn W polozeniu ogdlnym. Ponadto kazda kombinacja afiniczna tych
punktow jest punktem przestrzeni E; dlatego przez analogie do bazy przestrzeni
liniowej wprowadza sie pojecie bazy afinicznej. Jest nig dowolny uktad punktéw
w polozeniu ogélnym, taki ze dotgczenie dowolnego punktu daje uktad

w polozeniu szczegdlnym. Kazda baza przestrzeni afinicznej o wymiarze n ma
n + 1 elementéw.

Wyliczmy jeszcze kilka pojec i faktow:

Podzbiér F przestrzeni afinicznej E, ktéry jest przestrzenia afiniczng (przy czym
przestrzen S(F) jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni S(E)), nazywa sie
podprzestrzeniag afiniczng. Wymiar podprzestrzeni nie jest wiekszy niz wymiar

przestrzeni, a jesli jest réwny, to podprzestrzen jest cala przestrzenia.
Podprzestrzen o wymiarze O sktada sie z jednego punktu.

Dowolny uktad punktéw py, ..., px W potozeniu ogdlnym jest bazg podprzestrzeni
afinicznej, ktoéra jest zbiorem wszystkich kombinacji afinicznych tych punktéw.

Szczegdlnym przypadkiem kombinacji afinicznej jest kombinacja wypukia —

wszystkie jej wspélczynniki sg nieujemne (Uwaga: Dla przestrzeni zespolonej sg to
liczby rzeczywiste!).

Zbiér wszystkich kombinacji wypuklych punktéw po,..., px W polozeniu ogblnym
nazywa sie sympleksem k-wymiarowym.

Dla k = 1 sympleks jest odcinkiem, jesli k = 2, to mamy trojkat, a sympleks
trojwymiarowy to czworo$cian. Punkty po,..., Pk s3 nazywane

wierzchotkami sympleksu. Sympleks o wierzchotkach py, ..., px bedziemy
oznaczaé symbolem Py ... px (np. odcinek popy).

Jesli uznamy, ze w punktach py,...,px € E sg rozmieszczone odwazniki o masach
Qo, ..., ay, ktérych suma jest réwna 1, to punkt q = Zl';o a;p; (czyli kombinacja
afiniczna punktéw p; o wspdlczynnikach a;) jest srodkiem ciezkoéci uktadu tych

odwaznikoéw.
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Jeéli punkty po,..., Pk sa W polozeniu ogdlnym, to kazdy ich §rodek cigzkosci
jednoznacznie okre§la masy odwaznikéw. W takim razie w przestrzeni afinicznej,
ktérej bazg jest uktad punktéw py,..., px, mamy uktad wspédirzednych
(przyporzadkowanie kazdemu punktowi q takich mas odwaznikéw, dla ktérych
punkt q jest srodkiem ciezkosci). Wspolrzedne te nazywaja sig

wspblrzednymi barycentrycznymi.

Przeksztalcenia afiniczne

Def. Przeksztalcenie afiniczne przestrzeni B w E, (zakladamy, ze obie przestrzenie

sg okre$lone nad tym samym cialem K) jest to przeksztalcenie f: E; — E,,
zachowujgce wszystkie kombinacje afiniczne, tj.

Powyzsza definicja stanowi analogie do definicji przeksztalcenia liniowego.

Twierdzenie: Kazde przeksztalcenie afiniczne przestrzeni E; w E,, dla ustalonego
punktu py € B, mozna przedstawi¢ w postaci

f(p) = f(po) + 9(P — Po),

gdzie funkcja g: S(E1) — S(E,) jest przeksztalceniem liniowym, przy czym
przeksztalcenie g nie zalezy od wyboru punktu po.

Kazde przeksztatcenie f o tej postaci jest afiniczne.

Dowdd: Niech py € E;. Okredlmy przeksztalcenie g: S(E;) — S(E,), takie ze dla
kazdego p € E; jest spelniona réwnoéé g(p — po) = f(p) — f(po). Udowodnimy, ze
przeksztalcenie g jest liniowe. Jeli p;,p2 € E oraz aq,a; € K, to

g(a1(p1—po) + az(p2 — Po)) = g(a1(p1— Po) + az(P2 — Po) + (Po— Po)) =
f(ar1(p1—Po) + az2(p2 — Po) + Po) — f(Po) =
flarpr + azpz2 + (1 — a1 — az)po) — f(po).

Argument przeksztalcenia f jest tu kombinacjg afiniczng punktéw po, p1, P2,
a zatem cale powyzsze wyrazenie jest rowne

arf(p1) + axf(p2) — (a1 + az)f(po) =
a; (f(p1) — f(po)) + az(f(p2) — f(Po)) = ar19(P1 — Po) + a29(P2 — Po),
co dowodzi, ze przeksztatcenie g jest liniowe. Dowdd, ze wybierajac dowolny

punkt po i znajdujac rozpatrywang reprezentacje przeksztatcenia f dostaniemy
zawsze to samo przeksztalcenie liniowe g jest do zrobienia na ¢wiczeniach.
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Dowdd, ze dowolne przeksztalcenie f okre§lone wzorem podanym w twierdzeniu
jest afiniczne, jest tez ¢wiczeniem. O

W zbiorze przeksztalcen afinicznych ustalonej przestrzeni E; w E; wyréznimy klase
podobienstw afinicznych, ktéra sktada sie z przeksztalcen réznowartosciowych.

Twierdzenie: Przeksztatcenie afiniczne f: E1 — E; jest réznowartosciowe wtedy
i tylko wtedy, gdy przeksztalcenie liniowe g: S(E;) — S(E,), takie ze

Vper, f(P) = f(Po) + g(p — Po), jest réoznowartosciowe.

Dowdd polecam jako ¢wiczenie.

Poniewaz przestrzenie liniowe mozemy traktowaé jak przestrzenie afiniczne, wiec
naturalne jest rozpatrywanie przeksztalcen afinicznych takich przestrzeni.

W szczegdlnosci, niech f bedzie przeksztalceniem afinicznym przestrzeni K™

w K™. Kazde takie przeksztalcenie mozemy przedstawi¢ w postaci

f(x) = Ax+t.

Macierz A € K™" reprezentuje czes¢ liniowg przeksztalcenia f, za§ wektor t € K™
opisuje przesuniecie (wektor ten jest obrazem wektora 0).

Niezmienniki przeksztalcen afinicznych

Niech A oznacza dowolny podzbiér przestrzeni Eq, a f(A) C E, jego obraz

w przeksztatceniu f. Niezmiennikiem przeksztalcenia f nazywamy kazda wiasno§é
zbioru A, ktérg ma takze zbidér f(A). Przeksztalcenia, a takze klasy przeksztalcer
charakteryzujq si¢ swoimi niezmiennikami, ktére mozna wykorzysta¢ do ich
badania.

Mozna tez uzy¢ niezmiennikéw do zdefiniowania przeksztalcen i ich klas.

Na przyktad przypusémy, ze punkt g jest kombinacjg afiniczng punktéow
Po,-..,Px. Zadanie, aby wtedy punkt f(q) byl kombinacja afiniczng punktow
f(po),...,T(pPx) o tych samych wspélczynnikach, wyréznia klase przeksztalcen f,
ktérych niezmiennikiem jest ta wlasnos¢ kazdego uktadu punktéw po,...,Px, d-
Jest to wiasnie klasa przeksztalcen afinicznych. Je§li zazagdamy spelnienia
dodatkowych niezmiennikéw, to oczywiscie zawezimy klase przeksztalcen.

Wymienimy najpierw kilka najwazniejszych niezmiennikéw wszystkich
przeksztalcen afinicznych, a nastepnie niezmienniki podobienstw afinicznych.

Wypuktos¢é zbioru. Zbiér A jest wypukly, jesli dla dowolnych punktéw p,q € A
odcinek pq jest zawarty w A. Obraz w przeksztalceniu afinicznym zbioru

wypuktlego jest zbiorem wypuklym.
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e Szczegdlne polozenie punktéw. Obraz w przeksztalceniu afinicznym zbioru

punktéw w polozeniu szczegdlnym jest zbiorem punktéw w polozeniu
szczegblnym.

e Bycie podprzestrzenia afiniczng. Jesli zbiér A jest podprzestrzenia afiniczng

przestrzeni Eq, to zbidér f(A) jest podprzestrzenig afiniczng przestrzeni E,.
Nie jest niezmiennikiem afinicznym wymiar podprzestrzeni. Jest natomiast zawsze
dimf(A) < dimA.

e Rownolegto§é podprzestrzeni. Przyjmiemy nastepujaca definicje: podprzestrzen

A przestrzeni E; jest rownolegta do podprzestrzeni A, jesli istnieje wektor

t € S(Ey), taki ze Vpea, p +t € A, (Uwaga: Nie jest to relacja réwnowaznosci,
chyba, ze bierzemy pod uwage tylko podprzestrzenie o tym samym wymiarze).
Jesli podprzestrzen A, jest réwnolegla do A, to podprzestrzen f(A;) C E; jest
réwnolegta do f(A,).

e Spbinos¢ zbioru. Dokladna definicja spéjnosci (i innych wiasnosci topologicznych)
zbioru wykracza poza ten wyktad, ale mozemy rozumie¢ to pojecie intuicyjnie
(i na razie to nam wystarczy).

Podobienistwa afiniczne zachowujg wszystkie wiasnosci wymienione wyzej
i dodatkowo nastepujace:

e Wymiar przestrzeni afinicznej, a takze kazdej jej podprzestrzeni.

e Ogblne polozenie punktéw. Wynika z tego m.in., ze obrazem sympleksu

k-wymiarowego w podobienstwie jest sympleks k-wymiarowy, a wigc kazde takie
dwa sympleksy (np. tréjkaty dla k = 2) sa afinicznie podobne.

e Brak spbjnosci zbioru.

e Brak réwnoleglo$ci podprzestrzeni.

Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni E w przestrzen E, ktére sg podobienstwami,
majg przeksztatcenia odwrotne. Przeksztalcenie identycznosciowe jest afiniczne,
zlozenie przeksztalcen afinicznych oczywiscie tez, mamy tu wiec grupe (na ogbt
nieabelowg) podobienistw afinicznych przestrzeni E. Zawiera ona rézne podgrupy,
np. grupe przesunieé (albo: translacji); przesunigcie o wektor t € S(E) kazdemu

punktowi p € E przyporzadkowujg punkt p + t, oraz grupe jednokladnosci

(inaczej: homotetii) o ustalonym $rodku o: taka jednokladnos¢ o skali s # 0
przyporzadkowuje punktowi p punkt o + s(p — o). Przyktadowym
niezmiennikiem podobienistw nalezacych do obu tych podgrup jest kierunek
dowolnej podprzestrzeni afinicznej, tj. jesli A jest podprzestrzenia afiniczng
przestrzeni E, to jej obraz f(A) jest podprzestrzenig réwnolegta do A.
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Wspoblrzedne kartezjanskie i jednorodne

Niech uktad punktéow po,...,Pn bedzie bazg afiniczng przestrzeni E. Mozemy
okresli¢ za jej pomocg ukiad wspélrzednych barycentrycznych, ale nie tylko.
Dowolny punkt q € E mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

q=po+ Y 1 ax(px— Po). Liczby ay,...,a, sa wspolrzednymi kartezjanskimi

punktu q w zdefiniowanym w ten sposéb ukladzie. Czesto za uktad odniesienia
ukladu wspélrzednych kartezjanskich przyjmuje si¢ poczatek ukladu, czyli punkt
Po i uktad tak zwanych wersoréw osi, sktadajacy sie z wektoréw vi = p; —po, - .-,

Vn = Pn — Po-

Uwaga: Docieramy tu do matematycznego
sedna powszechnie stosowanej praktyki, _
ktéra polega na rysowaniu na kartce, na tablicy

albo gdziekolwiek czego§ w rodzaju rysunku obok. " } ~ "

Majac uktad wspodlrzednych kartezjanskich 1
mozemy utozsamia¢ punkty z wektorami

liczbowymi zlozonymi ze wspoélrzednych, oraz
przeksztalcenia afiniczne z parami (macierz A, wektor t), ktére wystepuja
We wzorze

f(lp)=Ap+t.

Prowadzi to do dwéch probleméw. Po pierwsze, taka reprezentacja nie rozréznia
punktéw i wektoréw swobodnych (a to sg na ogét rézne obiekty). Aby otrzymaé
obraz wektora swobodnego w przeksztalceniu g, ktére jest czescig liniows
przeksztalcenia f, trzeba uzyé wzoru

g(v) = Av,

czyli pamigta¢ o niedodawaniu wektora przesuniecia t (np. podczas pisania
programu komputerowego). Po drugie, wzoér opisujacy zlozenie przeksztalcen
afinicznych,

f2(f1(p)) = A2(Asp + t1) + t2 = AoAp + (Agty + t2),

jest skomplikowany, a utworzone w taki sam sposéb wzory opisujace zlozenie
wielu przeksztalcen sg bardzo niewygodne.

Rozwigzaniem obu opisanych probleméw jest wprowadzenie wspdlrzednych
jednorodnych. Do wektora p € K™ wspolrzednych kartezjanskich punktu p € E
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dopisujemy dodatkowa wspoélrzedna, réwng 1. Do wektora v € K™ wspolrzednych
wektora v € S(E) dopisujemy 0, w kazdym przypadku otrzymujgc wektor

w przestrzeni K™, Przeksztalcenie f (i jednoczesnie jego czesé liniowa g)
opisujemy za pomocg macierzy o strukturze blokowej (blok 0 ma wymiary 1 x n):

At
0 1

Dowdd, ze taka reprezentacja przeksztalcenia afinicznego jest rownowazna
poprzedniej (przy zalozeniu, ze wektor wspolrzednych jednorodnych mnozymy
przez taka macierz), a takze dowdd, ze iloczyn takich macierzy ma taka samg
strukture (tj. identyczny ostatni wiersz) i opisuje zlozenie odpowiednich
przeksztalcen, jest prostym ¢wiczeniem.

Odlegtos¢ w przestrzeni afinicznej

Def. Dowolng funkcje p: E x E — R nazywamy metryka w zbiorze E, je§li ma
nastepujace trzy wlasnosci: jest nieujemna oraz réwna 0 wtedy i tylko wtedy gdy
argumenty sg réwne, nie zmienia wartosci po przestawieniu argumentéow,

a ponadto spelnia nieréwno$é tréjkata: p(p, q) + p(q,r) > p(p,r) dla dowolnych

elementéw p, g, r zbioru E. Zbiér wyposazony w metryke nazywa sig
przestrzenig metryczng. Warto§¢é metryki dla ustalonych argumentéw (punktéw)
P i q nazywa sie odlegloécig tych punktow.

Powyzsza definicja jest przypomnieniem tego, co bylo powiedziane przy okazji
norm. Kazda norma okresla metryke w przestrzeni liniowej, ktéra jest jej
dziedzing. Poniewaz dowolnej parze punktéw p,  w przestrzeni afinicznej E
mozemy przyporzadkowaé wektor v =p — q € S(E), wiec majac norme okreslong
w przestrzeni S(E) mamy tez metryke w przestrzeni E. Tak jak w przestrzeni
liniowej, réwniez w przestrzeni afinicznej mozemy wprowadzi¢ wiele réznych
metryk (z ktérych kazda odpowiada innej normie w przestrzeni wektoréw
swobodnych; ponadto istniejg metryki nie zwigzane z normami, ale nimi si¢ nie
zajmujemy).

Wiele wiasnoéci zbioréw punktéw, ktére mozna przyjmowaé za niezmienniki
przeksztalcen (definiujac w ten sposéb klasy przeksztatcen), formuluje sie za
pomocga ustalonej metryki. Na przyktad proporcje odlegtosci dowolnych trzech lub
wigcej punktéw wspoétliniowych (tj. lezacych w ustalonej jednowymiarowej
podprzestrzeni afinicznej) sa niezmiennikiem podobienstw afinicznych.
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Przeksztalcenia zachowujace proporcje odlegtosci dowolnych punktéw

(niekoniecznie wspoétliniowych), nazywajg sie podobiedstwami geometrycznymi.
Podklasg klasy podobienstw geometrycznych sg izometrie, ktére zachowujg
wszystkie odleglosci, tj. p(f[p),f(q)) = p(p, q) dla dowolnych punktéw p, q.
Latwo jest udowodni¢, ze przesuniecia (tj. przeksztalcenia E — E, ktoérych czesé
liniowa jest reprezentowana przez macierz jednostkowsa) sg izometriami. To, jakie
inne izometrie oprocz przesunieé istniejg w przestrzeni afinicznej E wyposazonej
w metryke, zalezy od tej metryki. Wkrotce zajmiemy sie

metrykami euklidesowymi. W przestrzeni wyposazonej w taka metryke (tzw.
przestrzeni euklidesowej) izometriami sg na przyktad obroty (ale dopiero bedziemy

je pracowicie i porzadnie definiowaé — potrzebujemy do tego m.in. pojecia kata).

Zadania 1 problemy

. Wskaz dowolng baze afiniczng przestrzeni E, ktérej elementami sg wszystkie
wielomiany postaci ax® +x%+bx + ¢, a,b,c € R. Wskaz przestrzei wektoréw
swobodnych przestrzeni E.

. Okresl pojecie kombinacji afinicznej przeksztalcen przestrzeni E; w E,.
Udowodnij, ze zbidér wszystkich przeksztalcen afinicznych f: E; — E; jest
przestrzenig afiniczng. Znajdz wymiar tej przestrzeni, w zaleznosci od wymiaréw
przestrzeni E; i E,.

. Dokoricz dowdd twierdzenia z wykladu: udowodnij, ze w przedstawieniu
przeksztalcenia afinicznego f: E — E, f(p) = f(po) + g(P — Po), przeksztalcenie
liniowe g: S(E) — S(E) nie zalezy od punktu po.

. Udowodnij twierdzenie podajgce warunek konieczny i dostateczny
réznowartosciowosci przeksztalcenia afinicznego.

. Zgodnie ze stwierdzeniem z wyktadu, przestrzen afiniczng mozemy otrzymac
z dowolnej przestrzeni liniowej V, ,zapominajac” o wyréznionym elemencie
(wektorze zerowym). Udowodnij, ze kazda warstwa k-wymiarowa przestrzeni V
jest k-wymiarowg podprzestrzenig afiniczng otrzymanej przestrzeni afinicznej
(i kazda podprzestrzen afiniczna jest warstwa przestrzeni V).

. Dane sg 4 punkty na plaszczyznie R*: po, p1, qo i q1. Napisz uklad réwnan
liniowych, ktbérego rozwigzaniem jest punkt wspélny prostych pop1 i qoqs.
Przedyskutuj jego mozliwe rowigzania.

. Dane jest 5 punktéw w przestrzeni R3: po, p1, P2, do i q;. Napisz uktad réwnan
liniowych, ktérego rozwigzaniem jest punkt wspdélny plaszczyzny zawierajacej
punkty po, p1, P2 1 prostej qoq;. Przedyskutuj jego mozliwe rozwigzania.

. Udowodnij jak najwiecej wymienionych na wyktadzie niezmiennikow
przeksztatcen afinicznych.
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9. Udowodnij, ze wymienione na wykltadzie niezmienniki podobiedstw afinicznych,
ktére nie byly przedstawione jako niezmienniki wszystkich przksztalcer
afinicznych, moga nie by¢ zachowane przez przeksztalcenia afiniczne
nieréznowartosciowe.

10. Def. Zbiér F nazywa si¢ zbiorem gwiazdzistym ze wzgledu na punkt p, jesli dla

kazdego punktu q € F zbiér F zawiera wszystkie punkty odcinka pq.

Udowodnij, ze gwiazdzisto§¢ zbioru jest niezmiennikiem afinicznym, tj. jesli zbiér
A jest gwiazdzisty ze wzgledu na punkt p, to zbiér f(A) jest gwiazdzisty
wzgledem punktu f(p).

Udowodnij, ze brak gwiazdzistosci jest niezmiennikiem podobienstw afinicznych.

11. Utwoérz uktad réwnan liniowych, ktérego rozwigzaniem jest wektor
wspotrzednych barycentrycznych [ay, ..., a,]” dowolnego danego punktu q
w ukladzie okre§lonym przez baze afiniczng po,..., Pn przestrzeni R™
(traktowanej jak przestrzen afiniczna).

12. Udowodnij podane na wykladzie wiasnosci jednorodnej reprezentacji
przeksztalcen afinicznych.

13. Wskaz zwigzek miedzy przestrzenia przeksztalcen afinicznych przestrzeni E w E
a zbiorem macierzy jednorodnych reprezentacji takich przekszticen.

14. Udowodnij, ze funkcja p(p — q) e Ilp — q||, dla dowolnej normy || - || okreslonej
w przestrzeni S(E), jest metryka w przestrzeni afinicznej E.

15. Udowodnij, ze dla dowolnego ukladu punktéw po,...,pn € B (dimE; =n)
w polozeniu ogblnym oraz (o, ..., qn € E, istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie
afiniczne f: E; — E,, takie ze f(pi) = qydlai=0,...,n.
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Formy kwadratowe, dwuliniowe i péttoraliniowe

Def. Niech V;,...,V,, oraz V bedg przestrzeniami liniowymi nad ustalonym ciatem
K. Funkcje f: Vi x ... X Vy — V nazywamy przeksztalceniem n-liniowym, jesli

dla kazdego k € {1,...,n}, przy ustalonych wszystkich argumentach z wyjatkiem
k-tego, funkcja ta jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni Vi w V.

Na przyklad, jesli utozsamimy przestrzen K™™" z (K™)", to funkcja det,
(wyznacznik) jest przeksztalceniem n-liniowym (bo jest to przeksztalcenie liniowe
ze wzgledu na kazda kolumne macierzy, przy ustalonych wszystkich pozostatych).

Odtad przez najblizsze kilkanascie wykladéw bedziemy sie zajmowaé
przeksztalceniami dwuliniowymi i symetrycznymi, ¢: V x V — K.
Przeksztalcenie dwuliniowe ¢ jest symetryczne, jesli dla dowolnych wektoréw
X,y € V zachodzi réwnosé¢ ¢(x,y) = ¢(y,x). Przeksztalcenia takie bedziemy
nazywac¢ formami dwuliniowymi.

Def. Niech V oznacza przestrzen liniowg nad cialem K. Formg kwadratowg

w przestrzeni V nazywamy dowolng funkcje @: V — K, okreslong wzorem
@ (x) = @(x,x), za pomocg pewnej formy dwuliniowej ¢: V x V — K.

Okreslone wyzej formy kwadratowe spelniaja warunek ®(ax) = a?®(x) dla
kazdego x € V oraz a € K. Wtasnos§¢ funkcji @: ®(ax) = h(a)®(x) dla kazdego x
i a, gdzie h jest pewng ustalong funkcjg, nazywa si¢ jednorodnoscia
przeksztalcenia @. Przeksztalcenia liniowe sg jednorodne, z funkcjg h(a) = a.

W poprzednim wykladzie byta mowa o wspélirzednych jednorodnych. W zwigzku
z tym zauwazmy, ze przeksztalcenie afiniczne nie jest jednorodne, ale
reprezentowaliémy je przez pewne przeksztalcenie liniowe; stad nazwa
,wspbirzedne jednorodne”. Mozna uogélnié to postepowanie, np. na formy
kwadratowe w przestrzeniach afinicznych — bedzie jeszcze o tym mowa.

Obliczmy, korzystajac z dwuliniowos$ci i symetrii
e(x+yx+y)=oelxx)+2¢xy)+¢(y,y)

skad wynika

(@(x+y)—0x) - O(y)).

N —

ox,y) =

Podstawiajac do powyzszego wzoru dowolng forme kwadratowg @ otrzymamy
pewng jednoznacznie okreslong forme dwuliniowg ¢. Jednoznaczno$¢ zwigzku
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symetrycznych przeksztalcen dwuliniowych i form kwadratowych nosi nazwe
zasady polaryzacji, a wlasciwie jest szczegbélnym przypadkiem bardzo ogdlnego

twierdzenia o tej nazwie, dotyczacego symetrycznych przeksztalcen n-liniowych
dla dowolnego n.

Jesli V = K™, to kazda forme dwuliniowa ¢ oraz forme kwadratowg @ mozemy
przedstawié wzorami

e(x,y) =y'Ax,  O(x)=x"Ax,

dla pewnej jednoznacznie okreslonej macierzy symetrycznej A. Majac dowolng
baze X = [x1,...,X,] ustalonej przestrzeni liniowej V mozemy odpowiednie formy
w tej przestrzeni przedstawi¢ w postaci

e(x,y) = (XY AX X,  D(x) = (X 'x)TAX X,

za pomoca macierzy bazy dualnej X' oraz pewnej macierzy symetrycznej

A € K™". Zauwazmy, ze forme kwadratowa otrzymamy biorac niekoniecznie
symetryczng macierz A; symetria macierzy jest konieczna do zapewnienia symetrii
formy dwuliniowej. Zalozenie o symetrii zapewnia jednoznaczno$é zwigzku form
dwuliniowych i kwadratowych.

W przestrzeni nad cialem liczb zespolonych mozemy wykonaé¢ wszystkie
konstrukcje opisane wyzej bez problemu. Chcieliby§my jednak, aby wartosci form
kwadratowych w przestrzeni nad dowolnym cialem liczbowym (tj. Q, R i C) byly
liczbami rzeczywistymi (a dokladniej, aby czes$¢ urojona wartosci formy
kwadratowej w przestrzeni zespolonej byla réwna 0). Dlatego musimy nieco
zmieni¢ warunek jednorodnos$ci. Trzeba, aby dla kazdego wektora x € V i liczby a
byla speliona réwnoéé @ (ax) = |a|?®(x). Okreslamy w ten sposéb

formy kwadratowe drugiego rodzaju; w przestrzeniach nad cialem liczb
rzeczywistych lub wymiernych dostajemy to samo, co przedtem.

Dowolng forme kwadratowg (dalej dla skrotu pomijamy stowa ,drugiego rodzaju”,
ale tylko takimi formami bedziemy sie zajmowaé) w przestrzeni C™ mozemy
przedstawié wzorem

D(x) = x"Ax,

w ktérym wystepuje macierz hermitowska A (tj. AH = A; sprawdzenie, ze dla
kazdego wektora x czes$¢ urojona wartosci formy jest réwna 0, jest prostym
¢wiczeniem). Dla ustalonej bazy X = [x1,...,Xy], dowolng forme kwadratowa @
w przestrzeni V mozemy przedstawi¢ wzorem

D(x) = (X "x)HAX Tx,
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z macierzg hermitowska A. Z tak okreslong forma kwadratowa mozemy zwigzac
przeksztalcenie @, okreslone wzorem
e(x,y) = (X y)"AX x.

Natychmiast mozemy zauwazyé, ze przeksztalcenie to, z wyjatkiem przypadku
gdy macierz A jest zerowa, nie jest ani symetryczne, ani dwuliniowe!

Przeksztalcenie ¢: C™ x C™* — C, okreslone wzorem

¢(x,y) =y"Ax,

ktoéry jest szczegdlnym, najlatwiejszym do zbadania przypadkiem wzoru
poprzedniego, spelnia nastepujace warunki dla dowolnych wektoréw x, y, x1, X2,
Y1, Yz i liczb a4, az:

e(arxy 4+ axxz,y) = ar19(x1,Y) + a29(x2,Y),
@ (x, a1y1 + a2y2) = @ e(x, Y1) + @e(x,Y2),
o(x,y) = @(y,x).

Przeksztalcenie spelniajace powyzsze warunki jest nazywane
forma péttoraliniows. Przeksztalcenia dowolnej przestrzeni, opisane ogélniejszym

wzorem podanym wczesniej, tez spelniajg te warunki.

Miedzy formami péttoraliniowymi a formami kwadratowymi drugiego rodzaju
réwniez zachodzi jednoznaczna odpowiednio§é. Sposéb obliczania wartosci formy
kwadratowej za pomocg poéitoraliniowej jest oczywisty, za§ w drugag strong mamy

(x,x) +2Re@(x,y) + ¢(y,y),
(x,%) +ip(y,x) +ie(x,y) +iip(y,y) =
(P(x;x) —21Im@(x>y) + (P(U»y),

ex+y,x+y)=
e(x+iy,x+iy) =

€ 6

skad wynika nastepujaca tozsamos¢ polaryzacyjna:

o(x,y) = 5(O(x+y)—D(x) — O(y)) + %(d)(xﬂy) —O(x)—O(y)).

N —

Znajac forme kwadratowg umiemy wiec obliczy¢ odpowiadajacy jej forme
pbélitoraliniows, a z jej pomocg mozemy obliczyé wspbdiczynniki macierzy
A = [apglp,q, ktéra reprezentuje obie te formy w ustalonej bazie X = [x;,...,Xy]:

Apg = ©(Xq,Xp)-
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Dygresja. Formy kwadratowe i dwuliniowe lub péttoraliniowe okresla sie takze

w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych. Niech np. a,b € R, a < b i niech V
oznacza zbiér funkcji rzeczywistych lub zespolonych na odcinku [a, b], za$ p
oznacza ustalong funkcje rzeczywistg na [a, b]. Mozemy wtedy okresli¢
nastepujace formy:

b
o(f) :J (0o (x) dx,

a
b _

of,0) = J f(x)g(p(x) dx,

a
przy czym bierzemy pod uwage tylko te funkcje, dla ktérych powyzsze catki sg
okreslone i skoficzone (nalezy mieé nadzieje, ze catka Lebesgue’a bedzie

przedstawiona na wykladzie z Analizy II). O funkcjach takich moéwi sig, ze sg
catkowalne w kwadracie z wagg p na odcinku [a, b]; ich zbidr jest przestrzenig

liniowg (podprzestrzenia przestrzeni V). Zauwazmy, ze przyjeta forma
kwadratowa jest istotnym elementem uzytym do zdefiniowania przestrzeni
liniowej. Koniec dygresji.

Kongruencje macierzy

Jesli macierz hermitowska A reprezentuje forme poéttoraliniowg ¢ w bazie

X = [x1,...,%n], zaé C = XY, gdzie Y = [y;,...,yn] jest macierza innej bazy, to
macierz B = CHAC reprezentuje forme ¢ w bazie Y. Latwo jest sprawdzié, ze
macierz B jest hermitowska. Poniewaz kazda nieosobliwa macierz C jest macierza
zmiany bazy, wiec kazda macierz réwna C"AC reprezentuje tg samg forme ¢

w pewnej bazie.

Def. Przeksztalcenie, ktére macierzy hermitowskiej A przyporzadkowuje macierz
CHAC (dla pewnej nieosobliwej macierzy C) nazywamy przystawaniem albo
kongruencijg macierzy.

Kongruencje stanowia grupe (nieabelowa) z dzialaniem zlozenia. Dzialanie to jest
realizowane przez mnozenie macierzy kongruencji. Istotnie,

B =CHMAC, D =EM"BE =E"CHACE = (CE)"A(CE).

Lacznosé zlozenia kongruencji wynika z lacznosci mnozenia macierzy, elementem
neutralnym w grupie kongruencji jest przeksztatcenie tozsamosciowe
(reprezentowane przez macierz jednostkowa), a kongruencja odwrotna do
realizowanej przez macierz C jest realizowana przez macierz C'.
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W grupie kongruencji mozna wskazaé rézne podgrupy, realizowane przez macierze
nalezace do odpowiednich podgrup grupy macierzy nieosobliwych n x n

z dziataniem mnozenia. Mamy np. kongruencje realizowane przez macierze
permutacji, kongruencje tréjkatne gbérne, kongruencje tréjkatne dolne

i kongruencje diagonalne — ta ostatnia podgrupa jest abelowa.

Majac dowolng grupe przeksztalcenn warto zna¢ jej niezmienniki. Oczywistym
niezmiennikiem kongruencji jest rzad macierzy poddawanej przeksztalceniu. Inne
niezmienniki poznamy dalej.

Przystawanie macierzy jest relacja w zbiorze macierzy hermitowskich n x n: dwie
macierze, A i B, sg przystajace, jesli istnieje macierz nieosobliwa C, taka ze

B = CHAC. Relacja przystawania jest réwnowaznoscia w zbiorze macierzy
hermitowskich, a zatem dzieli ten zbiér na klasy abstrakcji. Przekonamy sie, ze
klas tych jest skoiiczenie wiele.

Uwaga: MieliSmy juz do czynienia z inng relacjg réwnowaznosci w zbiorze
macierzy n x n, mianowicie z podobienstwem. Przypomnijmy, ze macierze A i B
s podobne, jesli istnieje macierz C taka ze B = C"'AC. Istniejg macierze C, takie
ze C7' = CH, a wiec w tym przypadku (i tylko w tym) podobieristwo jest
jednoczesnie przystawaniem. Zwréémy uwage, ze macierz podobienistwa C jest
okreslona z doktadnoécig do czynnika statego, tj. jesli B = C'AC, to réwniez

B = (aC)'A(aC) dla kazdego a # 0. Dla przystawania tak nie jest.

Podsumowujgc: macierze A i B sg podobne, jesli reprezentujg to samo
przeksztalcenie liniowe f: V — V w dwbéch réznych bazach. Macierze hermitowskie
A i B sg przystajace, jesli reprezentujg te samg forme péttoraliniows

©:V xV — Kw dwobch réznych bazach. Prosze tych pojeé nie mylic¢.

Twierdzenie Sylvestra

Twierdzenie Sylvestra (macierzowe): Dla kazdej macierzy hermitowskiej A istnieje

macierz nieosobliwa C, taka ze macierz CHAC ma nastepujaca strukture
blokowo-diagonalna:

Macierz C moze nie by¢ okre§lona jednoznacznie, ale wymiary poszczegblnych
blokéw, 7T, v i (, sg przez macierz A okre§lone jednoznacznie.
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Dowdd: Przeprowadzony nizej dowdd istnienia odpowiedniej macierzy C polega na
wskazaniu sposobu jej znalezienia. Kongruencja realizowana przez macierz C jest
zlozeniem kongruencji, ktére kolejno

. doprowadzajg macierz A do postaci blokowo-diagonalnej z blokami 1 x 1 lub 2 x 2

na diagonali,

2. przeksztalcajg bloki diagonalne 2 x 2 w macierze diagonalne,

. doprowadzajg do otrzymania macierzy diagonalnej o postaci podanej

w twierdzeniu.

Najpierw udowodnimy nastepujacy Lemat: Dla macierzy hermitowskiej A

o podziale blokowym

A=l gn w

MG]

z blokami M i W o wymiarach odpowiednio s X s i n —s x n — s, takiej ze blok M
jest macierzg nieosobliwg, kongruencja realizowana przez macierz

IR VIS
R — I, —-M~'G
0 Ins

doprowadza macierz A do postaci blokowo-diagonalne;j.
Dowéd lematu: Wystarczy przeprowadzi¢ odpowiednie rachunki, tj. obliczy¢ bloki
macierzy RHAR. Skorzystamy ze schematu

A R
1 l
RH" — RHA — RMAR
M G I, —-M'G
GH w 0 L

I 0 M G M 0
—GHM I, 0 —-GHM'G+Ww 0 W-G"™MTG

O

Dowdéd twierdzenia:

Krok 1. Dowdd istnienia kongruencji, ktérej efektem jest otrzymanie macierzy
blokowo-diagonalnej jest indukcyjny ze wzgledu na wymiary macierzy. Dla
macierzy 1 x 112 x 2 wystarczy kongruencja tozsamo$ciowa, przypusémy wiec, ze
istnieje odpowiednia kongruencja dla wszystkich macierzy o wymiarach mniejszych
niz n x n. Jedli macierz A jest zerowa, to jest diagonalna, a wiec nie trzeba jej
przeksztalcaé. Jesli macierz A jest niezerowa, to mamy dwie mozliwosci:
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1. Pewien wspélczynnik na diagonali, a,,, jest rézny od zera. Macierz TE,ATH, ma
sW gornym lewym rogu” nieosobliwy blok M = [a,,,] 0 wymiarach 1 x 1
(Uwaga: Macierz transpozycji T,q jest jednostkowa, jesli p = q).

. Wszystkie wspotczynniki na diagonali macierzy A sg réwne 0, ale istnieje
niezerowy wspélczynnik a,, poza diagonala. Macierz (Tq,T2q)"A(Ti,T2q) ma
W gbérnym lewym rogu” blok M o wymiarach 2 x 2, o postaci | _ (C) ,

C

nieosobliwy, bo [c| = [a,q| # 0.

Po odpowiednim przestawieniu wierszy i kolumn uzyskujemy nieosobliwy blok M
o wymiarach 1 x 1 lub 2 x 2. Na podstawie lematu mozemy wskaza¢ macierz R,
taka ze macierz RHAR ma zera w pierwszym wierszu i kolumnie, albo

w pierwszych dwoch wierszach i kolumnach, poza blokiem diagonalnym.

I 0

0 Cc|

z blokiem diagonalnym I — macierza jednostkowg 1 x 1 lub 2 x 2 i blokiem C,

Nastepnie mozemy wskazaé macierz blokowo-diagonalng, o postaci

ktoéry jest macierzg kongruencji sprowadzajacej drugi blok diagonalny naszej
macierzy po przksztatceniu do pozadanej postaci. Na mocy zalozenia
indukcyjnego taka macierz istnieje.

Krok 2. Macierz kongruencji zastosowanej w kroku pierwszym jest zlozeniem
macierzy permutacji i macierzy tréjkatnych gérnych. Aby przeksztatcié
otrzymane na diagonali bloki 2 x 2 to nie wystarczy. Majac blok

0 0 e . . o ele
G= {g (g) } =|g| { i eO ] zastosujemy macierz E, = { e] i] ]
0
—1

diagonalng n x n z macierzy blokowo-diagonalnej otrzymanej w pierwszym kroku,

. o 1 .
Latwo mozemy sprawdzié, ze E'(;,'GE@ =2|g| 0 . Aby otrzymac¢ macierz

stosujemy kongruencje reprezentowang przez macierz blokowo-diagonalng
z blokami o takich samych wymiarach; kazdy z blokéw 1 x T ma wspélczynnik
réwny 1, a bloki 2 x 2 sg macierzami E, dla odpowiednio wybranych ¢.

Krok 3. Po wykonaniu kroku drugiego mamy hermitowska macierz diagonalna,
zatem wszystkie jej wspoblczynniki sg liczbami rzeczywistymi. Teraz nalezy
odpowiednio uporzadkowaé i przeskalowaé wspoélczynniki diagonalne, aby mie¢ na
diagonali kolejno +1, —11i 0. W tym celu stosujemy transpozycje T,, tak, aby
poprzestawiaé¢ na poczatek wiersze (i kolumny) zawierajace dodatnie
wspbiczynniki diagonalne, nastepnie ujemne i na koricu zera. Po przestawieniu
mamy macierz D’ = diag(d;,...,dr, —dri1,..., —driv, 0,...,0), gdzie wszystkie
liczby dq, ..., dv sg dodatnie. Aby otrzymaé macierz D, wystarczy zastosowaé

1 1,..01).

kongruencje diagonalng realizowang przez macierz diag(\/%, VA
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Jest oczywiste, ze powyzsza konstrukcja jest w ogbélnym przypadku
niejednoznaczna (tj. ze istnieje wiecej niz jedna macierz C, taka ze macierz CHAC
ma postaé opisang w tezie twierdzenia). Pozostalo dowies¢, ze niezaleznie od
sposobu przeksztalcania macierzy, zawsze otrzymamy te same liczby 7, v i
wspoéiczynnikéw 1, —1 1 0 na diagonali.

Poniewaz kongruencje zachowujg rzad macierzy, wiec jasne jest, ze zawsze
( =n —rank A. Rozwazmy nieosobliwe macierze C; i C,, takie ze
CHAC; = Dy =diag(J,...,1,-1,...,—1,0,...,0). Podprzestrzes liniowa
N Vi ¢
przestrzeni K™, ktorej bazg jest zbioér pierwszych 7t; kolumn macierzy C;
oznaczymy symbolem V7. Symbolem V, oznaczymy podprzestrzen rozpieta przez

ostatnie v, + ¢ kolumn macierzy C,.

Rozwazmy forme kwadratowa @: ®(x) = x"Ax. Dla kazdego niezerowego
wektora x € V; mamy ®(x) > 0, podobnie dla kazdego x € V; jest ®(x) < 0.
Przypusémy, ze 1y > m. Wtedy dimV; +dimV, =m+vo+ (> m+ v+ (=n,
zatem wymiar podprzestrzeni Vi NV, jest wiekszy od zera (nie moze by¢ mniejszy
niz 7y — ;). Stad wynika istnienie niezerowego wektora x € K™ (x € Vi N V3),
takiego ze @(x) > 01 ®(x) < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze 1y < 705.

W podobny sposéb mozna dowiesé, ze m, < 713, co koniczy dowdd. O

Twierdzenie Sylvestra (ogélne): Niech @ oznacza dowolng forme kwadratows

(drugiego rodzaju) w przestrzeni V o wymiarze n i niech ¢ oznacza zwigzang z nig
forme poéttoraliniowq. Istniejg podprzestrzenie V., V_ iV, przestrzeni V, takie ze

. dla kazdego x € V., x # 0, zachodzi réwnosé¢ O(x) > 0,
. dla kazdego x € V_, x # 0, zachodzi réwnosé¢ O (x) < 0,
. dla kazdego x € V,, y € V, jest spelniona réwnosé ¢(x,y) =0,

.jeSlix e Vo iy e V_to o(x,y) =0.

Wymiary podprzestrzeni V., V_ i V|, odpowiednio 7, v i (, sg okre§lone
jednoznacznie przez forme ®@. Przestrzen V jest sumg prostg tych podprzestrzeni.
Ponadto istnieje baza przestrzeni V, taka ze macierz formy @ w tej bazie ma

0).

postaé d1ag(1,...,1,71,...,71,0,.;.,

A

T v

Powyzsze twierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia macierzowego. Dodajmy
jeszcze kilka uwag.
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e Niezalezno$¢ liczb 7, v, ¢ od konkretnych podprzestrzeni V. i V_ nazywa sie
bezwladnodcig formy ®. Twierdzenie Sylvestra bywa w zwigzku z tym nazywane
twierdzeniem o bezwladnosci.

o Jesli znamy macierz A formy kwadratowej @ w bazie X = [x;,...,X,] oraz macierz
C kongruencji sprowadzajacej macierz A do postaci D takiej jak w macierzowym
twierdzeniu Sylvestra (tzw. postaci kanonicznej), to macierz D reprezentuje forme

® w bazie XC = [y1,...,Yn] =Y. Poczatkowe 7t elementéw tej bazy rozpina
podprzestrzen V., kolejne v wektoréw tworzy baze V_, zas baze podprzestrzeni V,
otrzymamy biorac ¢ ostatnich wektoréw bazy Y.

e 7Z wyjatkiem sytuacji, gdy jedna z podprzestrzeni, V, lub V_, jest calg
przestrzenia V (czyli gdy 7 = n albo v = n), jedynie podprzestrzen V, jest przez
forme @ okreslona jednoznacznie. Przestrzen te nazywamy
jadrem formy kwadratowej ®. W przestrzeni K™ jest nig oczywiécie podprzestrzen

ker A, gdzie A jest macierzg formy ®.

e Forma, dla ktérej podprzestrzen V, jest calg przestrzenia V, nazywa sie
forma dodatnio okreslong. Jesli V. =V to mamy forme ujemnie okreslong.

Oproécz tego mozemy mieé do czynienia z forma nieujemnie okreslong, jesli
V_ ={0} albo z forma niedodatnio okre§long, gdy V, = {0}.
Forma kwadratowa @, dla ktérej istniejg wektory x i y, takie ze ®(x) > 0

i ®(y) < 0, nazywa si¢ nieokreslona.

Przestrzenie ortogonalne

Def. Niech ¢ oznacza forme péttoraliniowg w przestrzeni V. Jesli dla pewnych
wektoréw x,y € V zachodzi réwnosé ¢(x,y) = 0, to méwimy, ze wektory x i y sg
ortogonalne ze wzgledu na forme @, albo ¢-ortogonalne.

Def. Pare (V, @), w ktérej V jest przestrzenig liniowg nad cialem liczbowym K, a ¢
— formg poéttoraliniowg w tej przestrzeni, nazywamy przestrzenig ortogonalng.

Oczywiscie, wybierajac rézne formy péltoraliniowe w ustalonej przestrzeni V
dostaniemy rézne przestrzenie ortogonalne. Z twierdzenia Sylvestra wynika, ze dla
ustalonego wymiaru n istnieje tylko skoriczenie wiele (mianowicie %(n +1)(n+2)
typéw przestrzeni ortogonalnych, réznigcych si¢ wymiarami podprzestrzeni V.,
V_1V,, ktére mozna w nich znalezé. Najwazniejsze znaczenie w zastosowaniach
praktycznych maja przestrzenie, w ktérych macierz formy jest dodatnio okreslona
(tzw. przestrzenie euklidesowe, w przypadku zespolonym moéwi si¢ ,unitarne”), ale

nie tylko. Na przykiad przestrzenie Minkowskiego, dla ktérych m=n—1,v =1,

( =0, sa podstawg teorii wzglednosci.
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Def. Baze przestrzeni ortogonalnej, w ktérej forma ¢ jest reprezentowana przez
macierz diagonalng, nazywamy bazg ortogonalng. Jesli w szczegdlnosci wszystkie
wspolczynniki tej macierzy sg réwne 1, —1 lub 0, to mamy baze ortonormalng.

Def. Jesli przestrzen ortogonalna V jest sumg prosta swoich podprzestrzeni
Vi,..., Vi 1 jest spelniony warunek, ze jesli 1 # j to dowolne wektory x € V;

iy €V, sa ortogonalne ze wzgledu na forme¢ ¢, to méwimy, ze przestrzen V jest
sumg ortogonalng podprzestrzeni Vi, ..., V.

Def. Niezerowe wektory x w przestrzeni ortogonalnej V, ktére sg miejscami
zerowymi formy kwadratowej @, nazywajg sie wektorami izotropowymi. Sg to

wszystkie elementy jadra tej formy, ale w przypadku, gdy jest ona nieokreslona,
istniejg takze inne wektory izotropowe. Przyklad zobaczymy na ¢wiczeniach.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze kazdej formie kwadratowej w K™ odpowiada jednoznacznie

okreslona macierz symetryczna (Uwaga: Nie nalezy wierzy¢ w zapewnienia na
wykladzie, jesli nie byly udowodnione).

Wskazéwka: Udowodnij, ze kazdej formie dwuliniowej pierwszego rodzaju
odpowiada jednoznacznie okreslona macierz symetryczna, a nastepnie powotaj sie
na jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy formami dwuliniowymi i kwadratowymi.

. Znajdz macierz C taka, ze jesli

42
2

N Gl
N G N

2
5

to macierz CMAC ma posta¢ kanoniczng Sylvestra.

. Udowodnij, ze zbiér kongruencii ortogonalnych, realizowanych przez macierze C,

takie ze C~' = CM, jest podgrupa grupy kongruencji. Czy jest to podgrupa
abelowa?

Udowodnij, ze zbiér kongruencji realizowanych przez macierze permutacji jest
podgrupg grupy kongruencji ortogonalnych. Czy jest to podgrupa wilasciwa?

. Forma kwadratowa @ w przestrzeni R[x], jest okreslona wzorem

.
O(f) = J ] f(x)?dx.

Znajdz macierz tej formy w bazie [1,x, x%].
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Szczegbdlna teoria wzglednosci

. Rzeczywista przestrzen afiniczna E, z ortogonalng przestrzenia wektoréow
swobodnych V, ktérej forma kwadratowa @ jest taka ze v =1, { = 0, nazywa sie
przestrzenig Minkowskiego, albo czasoprzestrzenig. W fizyce bada sig
czasoprzestrzen czterowymiarowa, my ograniczymy si¢ do dwuwymiarowej. Jej
przestrzen wektoréw swobodnych V jest sumg ortogonalng dwéch podprzestrzeni
jednowymiarowych, w ktérych forma @ jest odpowiednio dodatnio okreslona
i ujemnie okreslona.

Punkty przestrzeni E nazywajg sie zdarzeniami.

WprowadZmy uklad wspélrzednych tak, aby macierz A formy @ miata postaé

kanoniczna, tj. . Wspélrzedne wektora v = : okreslaja

0 —1
przemieszczenie w przestrzeni (na odleglosé x) i w czasie (na odlegtos¢ t).
Wartosé formy ®(v) nazywa sie interwalem czasoprzestrzennym.

Obserwator w czasoprzestrzeni E (ktérej przestrzenig wektoréw swobodnych jest
przestrzen V z formg @) moze mierzy¢ przyrosty czasu (swoim zegarkiem)
i przemieszczenia (swojg linijka). Szczegdlna teoria wzglednosci jest konsekwencjg
stwierdzenia, ze jesli mamy wielu obserwatoréw poruszajacych si¢ wzgledem
siebie, to kazdy z nich miedzy ustalonymi dwoma zdarzeniami zmierzy zawsze te
sama wartos¢ interwatu czasoprzestrzennego.

. Pierwszy obserwator (dajmy na to, Asia) zmierzy! migdzy dwoma zdarzeniami
V= [’t‘] i obliczy @ (v) = x? — t2. Drugi obserwator (niech bedzie Basia) zmierzy
miedzy tymi samymi zdarzeniami wektor v/ = [:,’} i musi dostaé

Y22 — 22

ZnajdZmy macierz kongruencji C, ktéra nie zmienia macierzy A, tj. speinia

warunek CTAC = A:

1 0 e f| |e*—g> ef—gh| |1 0
0 —1 g h| |ef—gh f2—=h2 | |0 =1 |[°
Stad wynika, ze e? — g2 =1,ef —gh =01 f>—h? = —1.

Przypusémy, ze Asia stwierdzila, ze x = tv, a Basia zaobserwowala x' =0, t' = 2.

€ g
f h

A wiec Basia porusza si¢ wzgledem Asi z predkosciag v (w STW rozpatrujemy
tylko ruchy ze stala predkoscia) i oba zdarzenia zaobserwowala ,w tym samym

)-{x)

miejscu”. Zatem,

e f
g h
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Mamy wiec ft’ = tv oraz ht’ = t. Dzielgc to stronami dostajemy }—fl =V.
Podstawiajac f = hv do 2 — h? = —1 dostajemy h?(v?> — 1) = —1, czyli h? = 1ij'

Dalej przyjmiemy h = ﬁ, bo w przeciwnym razie zegarki Asi i Basi chodzityby

w przeciwne strony. Mamy zatem f =

v
. . . ]7\)2 . e .
(prosze zrobi¢ to osobiscie) e = h, g = f. Stad macierz kongruencji, ktéra zalezy

i dalej podobnie mozemy obliczyé

od parametru v (predkosci ruchu Basi wzgledem Asi) jest symetryczna:

C—] 1 v
ARV RSV IV B

Aby ta macierz byla rzeczywista i nieosobliwa, musi by¢ |[v| < 1.

. Kongruencje opisane przez macierze o powyzszej postaci (dla [v| < 1) nazywaja sie

przeksztalceniami Lorentza.

Udowodnij, ze zbiér przeksztatcen Lorentza (z dzialaniem zlozenia) jest grupa
abelowg. Znajdz przy tym wzér opisujacy skladanie predkosci (trzeba w tym celu
obliczy¢ wspélczynnik poza diagonalg iloczynu macierzy C,,C,, ktéry opisuje
zlozenie przeksztalcen opisujacych ruch z predkosciami v i w).

Przekonaj sie przy tym, ze jesli [v| < 11 [w| < 1, to predkosé ruchu powstalego ze
ztozenia ruchéw z tymi predkosciami jest co do modutu mniejsza niz 1, czyli
predkos¢ swiatta.

Jesli Basia ucieka od Asi z potowg predkosci §wiatta (v = 1), za$ Cesia tak samo

2
ucieka przed Basig, to jaka predkoscig Cesia oddala si¢ od Asi?

. Wektory [1] i [7'] sa wektorami izotropowymi. Kazdy z nich opisuje ruch

z predkoscia §wiatta (w jedng lub drugg stroneg). Udowodnij, ze jesli co§ porusza
sie z predkoscig §wiatla wzgledem pewnego obserwatora, to ma tez te samg
predkos¢ ruchu wzgledem kazdego innego obserwatora.

. Asia zauwazyla pewne zdarzenia (punkty czasoprzestrzeni) odlegte od siebie

o wektor v = [g] (a wiec zaobserwowala je jednoczesnie).

Basia zobaczyla te same zdarzenia, ktére jej zdaniem réznily si¢ o wektor

v 1 1 —v d|_ d/V1—v2
Vi—v2 | —v 1 0 —dv/vV1—v2 |’
a wiec zaobserwowata je w réznych chwilach.

Przypusémy, ze obserwatorzy majg do czynienia ze zjawiskami trwajgcymi

w czasie. Asia zwraca uwage na proste x =01 x = d (tj. Asia obserwuje ,dwa
nieruchome punkty”). Basia jednoczesnie ze zdarzeniem [8] zaobserwuje
zdarzenie, ktérego wspédirzednymi w uktadzie Asi sg liczby d i d/v. Interwat
czasoprzestrzenny tych zdarzed jest réwny @([ o, ]) = d*(1 —v?). Ale Basia ,te

dwa punkty” tez obserwuje caty czas, widzac jak poruszajg sie wzgledem niej,
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pozostajac w statej odlegtosci od siebie. Tak wiec odlegtosé ,tych samych”
punktéw zmierzona przez Basie jest rowna dv/1 —v2, czyli jest mniejsza.

Zjawisko to nazywa si¢ relatywistycznym skréceniem dlugosci. Kiedy dwaj

obserwatorzy mijajg sie, kazdy z nich uwaza, ze to ten drugi jest krétszy.

10. Asia i Basia sg blizniaczkami w tym samym wieku. Asia obserwuje, jak Basia
wyrusza w droge, podrézuje w jedng strone przez czas t/2, i natychmiast po
osiggnieciu celu podrézy zawraca i przez drugie tyle samo czasu wraca z tg sama
predkoscig v.

Dla Asi zdarzenie, ktérym byto zawrdécenie Basi z drogi, ma wspdirzedne vt/2
i t/2. Basia zawrdcita w punkcie (zdaniem Basi)

1 1 —v vt/2 | 1 0
Vi | —v 1 t/2 | T 2T 2| Vit |
a wiec do tego momentu uptyneto jej tv/T — v2/2 czasu. Droga powrotna zajeta
Basi tyle samo, a wiec cata wyprawa trwata t’ = tv/1 —vZ czasu zmierzonego
przez jej zegarek.
Tak wiec po powrocie Basia jest mtodsza od siostry. Wniosek: Nalezy jak
najwiecej podrézowal, wtedy cztowiek wolniej sie starzeje. Mozna tez szybko

spacerowaé po (nawet niewielkim) pomieszczeniu w te i z powrotem (to wyjasnia
dosy¢ rozpowszechniony zwyczaj spacerowania po celi).
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Roéwnania drugiego stopnia
Zbiory algebraiczne

Def. Podzbiér A przestrzeni K™ nazywamy zbiorem algebraicznym, jesli istnieje

uktad wielomianéw n zmiennych, py,...,py, taki ze x € A wtedy i tylko wtedy
gdy pi(x) =0dlai=1,...,k.

Zbiory algebraiczne mozemy okresli¢ w dowolnej przestrzeni liniowej lub
afinicznej, wybierajac odpowiedni (kartezjariski) uktad wspoélrzednych i zadajac,
aby wspélrzedne punktéw spelnialy pewne rownania. Jest oczywiste, ze
reprezentowanie zbioréw algebraicznych za pomocg wielomianéw nie jest
jednoznaczne. Nie kazdy zbiér jest algebraiczny, np. kula (w sensie dowolnej
normy) zbiorem algebraicznym nie jest.

Skoriczona suma (teoriomnogosciowa), a takze przeciecie zbioréw algebraicznych
jest zbiorem algebraicznym. Zauwazmy tez, ze kazdy zbiér jednopunktowy jest
algebraiczny. Tak wiec kazdy zbidér skoniczony jest algebraiczny.

Def. Stopniem zbioru algebraicznego A nazywamy najmniejszg liczbe, ktorg
mozna otrzyma¢ wybierajac pewien uklad wielomianéw reprezentujacych ten
zbidr i obliczajac iloczyn stopni tych wielomiandéw.

Jedynym zbiorem algebraicznym stopnia O jest zbiér pusty. Poniewaz miejsca
zerowe wielomianéw stopnia 1 spelniajg réwnania liniowe, wiec zbiory algebraiczne
stopnia 1 to warstwy przestrzeni K™ (albo, jesli traktujemy przestrzen K" jak
afiniczna, to zbiorami algebraicznymi stopnia 1 sg jej podprzestrzenie afiniczne).

Roéwnania drugiego stopnia

Zbadamy zbiory algebraiczne drugiego stopnia w przestrzeni R", traktujac jg jak
przestrzen afiniczng, tj. rezerwujac sobie mozliwo§¢ dowolnego wybierania uktadu
wspolrzednych kartezjanskich (w szczegélnosci o poczatku w dowolnym punkcie).

Wystarczy zajac si¢ zbiorami, ktére sg miejscami zerowymi jednego wielomianu
drugiego stopnia. Je$li mamy do tego jakie§ réwnania liniowe, to z ich pomoca
mozemy wyeliminowac¢ niektére zmienne, otrzymujac réwnanie drugiego stopnia
zbioru w przestrzeni o mniejszym wymiarze. Przekonamy sie, ze kazde rownanie
drugiego stopnia w przestrzeni R™ mozemy, przez odpowiednig zamiane
zmiennych, przedstawi¢ w ,najprostszej” postaci.

14.2

Dowolny wielomian drugiego stopnia mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej:
p(x) =x"Ax+2b"x +c.

Wielomian p jest tu sumg formy kwadratowej i wielomianu pierwszego stopnia.
Bez straty ogélnosci, macierz formy jest symetryczna, przy czym zalozymy, ze nie
jest to macierz zerowa (bo wtedy mieliby§my réwnanie liniowe). Ten sam

wielomian mozemy przedstawié w postaci jednorodnej:
T
X

w315 213

Stosowanie jednego lub drugiego zapisu jest kwestig wygody. Zbadamy kolejne

A b
b’ ¢

kroki (polegajace na zamianie zmiennych), jakie prowadza do otrzymania
,hajprostszej” postaci réwnania p(x) = 0, ktérg nazwiemy postacig kanoniczng.

Pierwszy krok jest przeksztalceniem liniowym, dzigki ktéremu zamiast macierzy
symetrycznej A otrzymamy macierz diagonalng D ze wspodiczynnikami
diagonalnymi 1, —1 i1 0. Na podstawie twierdzenia Sylvestra istnieje taka macierz
nieosobliwa C, ze CTAC = D. Mamy zatem

p(x) =x"CTTDC'x +2b"CC'x + c =x"Dx' 4+ 2b""x’ + ¢,

m

gdzie b’ = C"b oraz x’ = C~'x. Uwaga: Symbol ,,
symbolem pochodnej.

nie jest w tym wyktadzie

Mozemy zalozy¢, ze liczba diagonalnych wspélczynnikéw macierzy D réwnych 1,
tj. 7, jest nie mniejsza niz liczba wspélczynnikéw —1. Jesli bowiem 7t < v, to
zajmiemy sie réwnaniem —p(x) = 0, ktére ma ten sam zbidér rozwigzan.

W kroku drugim przypu$émy najpierw, ze ukitad réwnan liniowych Dt = —b’
z niewiadomym wektorem t jest niesprzeczny. Mozemy zatem wzig¢ dowolne jego
rozwigzanie t i podstawiajac x’ = x” + t, otrzymacé

px)=(x"+1)" D" +1)+2bT(x" +t) +c=
XIITDXU + Z(Dt)TX” + Zb/Tx// + tTDt + Zb,Tt +c=

x//TDX// + C//,

gdzie ¢’ = —t"Dt + c. W ten sposéb ,jpozbyliémy sie” liniowego sktadnika
wielomianu p.

Zanim poddamy réwnanie dalszym przeksztalceniom, zauwazmy, ze jesli dla
pewnego wektora y zachodzi réwnosé y Dy + c” = 0, to réwniez
(—y)"D(—y) +c¢” = 0. Punkt O jest wiec srodkiem symetrii zbioru rozwigzan
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réwnania y Dy + c” = 0, skad wnioskujemy, ze punkt t jest érodkiem symetrii
zbioru rozwiagzan réwnania x'"Dx’ + 2b""x’ + ¢ = 0 (z niewiadomym wektorem x’).
Zbiér rozwigzan réwnania p(x) = 0 ma $rodek symetrii w punkcie s = Ct. Dalej
przekonamy sie, ze nie ma innych §rodkéw symetrii, a zatem zbiér $rodkéw
symetrii dowolnego zbioru algebraicznego drugiego stopnia jest warstwa (albo
podprzestrzenia afiniczng) przestrzeni R™, albo jest pusty.

Jedli udato sie przedstawié wielomian p w postaci x”"TDx” + c¢”, to mozliwe sa dwa
przypadki: moze byé ¢” =0 albo ¢” # 0. Jedli ¢” =0, to mamy juz postacd
kanoniczng, ktéra w rozwinietej postaci wyglada tak:

Uit YR Yn — = Uy =0

(symbole yy,...,y, oznaczajg teraz zmienne, ktére sg wspolrzednymi w ukladzie,
w ktérym ostatecznie przedstawiliémy nasze réwnanie). Jesli ¢” # 0, to po
podstawieniu x” = \/Mx’” otrzymamy wielomian |c¢”|(x"TD'x" + 1), ktéry
mozemy podzielié przez |c”| i otrzymaé wielomian o tych samych miejscach
zerowych. Posta¢ kanoniczna réwnania otrzymana w tym przypadku wyglada
nastepujaco:

L e A R A L)

Pozostal do zbadania przypadek, gdy uktad réwnan Dt = —b’ jest sprzeczny
(czyli, jak sig¢ przekonamy, gdy zbiér rozwigzan nie ma §rodka symetrii). Wektor
b’ mozemy przedstawi¢ w postaci sumy dwoch wektoréw, by # 0 1 by, takich ze
b; €kerD i b, € imD. Wektory te spetniaja warunek b]b, = 0.

Uwaga: W pierwszym semestrze (str. 4.4) udowodnilismy takie twierdzenie: dla
dowolnej macierzy A € C™" jest ker A @ im A" = C" oraz im A @ ker A" = C™.
W przypadku, gdy macierz A jest rzeczywista i symetryczna, wynika stad

R™ =ker A & im A. Szczegblnie latwo jest to widoczne dla macierzy diagonalnej,
z jaka mamy teraz do czynienia.

Pierwsze m+ v = rank D wspoélczynnikéw wektora b; to zera, a pozostale sg
odpowiednimi wspoélczynnikami wektora b’. Wektor b, otrzymamy zamieniajac
na zera ostatnie { = n —rank D wspoélczynnikéw wektora b’. Ukltad réwnan

Dt = —b; jest niesprzeczny i istnieje (by¢ moze wigcej niz jedno) jego rozwiazanie
t spelniajace warunek bt = 0. Za pomoca takiego rozwiazania okreslmy wektor
x”, taki ze x’ = x” + t + sby; parametr s dobierzemy za chwile. Liczymy

p(x) = (x"+t+sb))TD(X"+t+sb;) +2(b; +by)T(x" +t+sb;)+c =
x"TDx” + 2t"Dx” + 2bIx" + t"Dt + 2b{x” + 2bJt + 2sb]b; +c =
x"TDx" +2b1x" + (c —t'Dt + 2sblby).

14.4

Podstawiajac s = (t"Dt —¢)/(2b]b;) dostajemy
D(X) — XIITDXU + Zb;l’x//Y

a zatem ,pozbywamy si¢” wyrazu wolnego.

Niech E oznacza macierz n x n, E =[ey,..., €xy, 2b1, f2,..., T, ktorej
poczatkowe kolumny sg kolumnami macierzy jednostkowej, dalej mamy wektor
2b,, a po nim wektory f5,...,f; wybrane sposréd wektoré6w €. ~1,...,en tak,
aby macierz E bytla nieosobliwa. Podstawiajac x” = E~"x" otrzymamy

p(X) — X///TE—lDE—TX/// + Zb‘TI'E—Tx///.

Macierz E skonstruowana w opisany wyzej sposéb spelnia nastepujace warunki:
E-'DE"=D oraz E'b; = %eﬂwﬂ. Dlatego po tym podstawieniu mamy

mT " T "
p(x) =x""Dx" + e, 1 x".

To jest wlasnie trzecia posta¢ kanoniczna wielomianu drugiego stopnia:

YT+ UL = U — Uy Umivin =0,

(zmienne y; sa wspolrzednymi wektora x”’). Zbiér rozwigzan powyzszego
réwnania jest niepusty (bo jego elementem jest wektor zerowy). Dowdd, ze zbiér
rozwigzan réwnania x'Ax + 2b'x + ¢ = 0, takiego ze uktad As = —b jest
sprzeczny (czyli kazdego réwnania drugiego stopnia, ktére mozna przez afiniczne
przeksztalcenie wektora niewiadomych sprowadzi¢ do tej postaci), nie ma $rodka
symetrii jest umiarkowanie trudny i pozostawiam go na ¢wiczenia.

Rachunki przeprowadzone wyzej sg z jednej strony procedurg sprowadzania
réwnan do postaci kanonicznej, z drugiej za§ sg dowodem ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: Dowolne réwnanie drugiego stopnia n niewiadomych

o wspétczynnikach rzeczywistych moze by¢, poprzez odpowiednie afiniczne
przeksztalcenie wektora niewiadomych, przedstawione w jednej (i tylko jednej)
z trzech tzw. afinicznych postaci kanonicznych:

YTt YR Ung o~ Uny =0,
YTt YR YR o YR, 10,
y%+-"+yi*9i+1*"’*Ui+v+yvr+v+l =0,

przy czym 7t > v. W ogdélnosci moze istnie¢ wiecej niz jedno przeksztatcenie
sprowadzajace dane rownanie do ktoérejs§ z tych postaci, ale liczby 7t i v sg zawsze
takie same.
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Klasyfikacja zbioréw stopnia 2 w plaszczyznie

Poniewaz kazde réwnanie dwoch zmiennych 2-go stopnia ma jedna ze skonczenie
wielu postaci kanonicznych, okreslenie czym jest zbiér rozwigzan sprowadza si¢ do
odpowiedniego nazwania zbioru rozwigzan réwnania w postaci kanoniczne;j.
Dowolne dwa réwnania o tej samej postaci kanonicznej majg zbiory rozwigzan
identyczne z dokladnoscig to podobienstwa afinicznego. Mamy zatem takie
przypadki (symbole x i y oznaczajg niewiadome):

x? =0: Zbiorem rozwigzan jest prosta x = 0.
x24+y?=0: Zbiér jednopunktowy, x =y = 0.

x2—y?=0: Dwie proste, o réwnaniach x +y =0ix —y = 0.
x> —1=0: Dwie proste réwnolegte, x =11 x = —1.

X2 +1=0: Zbioér pusty.

xZ2+y?+1=0: Zbiér tym bardziej pusty.
x2—y?+1=0: Hiperbola.
x24+y2—1=0: Elipsa.

x2+y=0: Parabola.

Klasyfikacja zbioréw stopnia 2 w przestrzeni tréjwymiarowej

x? =0: Plaszczyzna x = 0.

X2 +y?=0: Prosta x =y = 0.

x? — yz =0: Dwie plaszczyzny, o réwnaniach x+y =0ix—y =0.
X2+ y?+22=0: Zbiér jednopunktowy, x =y =z = 0.

X2 +y?—z2=0: Stozek.

x2—1=0: Dwie plaszczyzny réwnolegle, x =11ix = —1.
x2+1=0: Zbiér pusty.

x> +y*+1=0: Zbiér jak wyzej pusty.

x> —y?+1=0: Walec hiperboliczny.

x*+y*—1=0: Walec eliptyczny.

x> +y?2+2z2+1=0: Zbir pusty.
x?+y?—2z>+1=0: Hiperboloida dwupowlokowa.
x?+1y?—2z>—1=0: Hiperboloida jednopowlckowa.
x? +y?+2>—1=0: Elipsoida.

x2+y=0: Walec paraboliczny.
x24+y?+z=0: Paraboloida eliptyczna.
x2—y?+z=0: Paraboloida hiperboliczna.

Powierzchnie drugiego stopnia, tj. elipsoida, stozek, walce, paraboloidy
i hiperboloidy sg nazywane kwadrykami.
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Zbiory prostokreslne

Def. Zbiér S rozwigzan réwnania drugiego stopnia nazywa sie
zbiorem prostokre§lnym, jesli kazdy jego punkt lezy na pewnej prostej afinicznej,

ktéra jest zawarta w zbiorze S.

Na przyktad zbiér rozwigzar réwnania x2 —y? = 0 na plaszczyznie jest zbiorem
prostokre§lnym, poniewaz skiada si¢ on z dwoch prostych. Nie jest zbiorem
prostokreslnym elipsa, tj. zbiér rozwiazan réwnania x> +y%>—1=0.

Znacznie ciekawiej to wyglada w przypadku zbioréw rozwigzan réwnan z trzema
niewiadomymi. My sprébujmy rozwigza¢ w przypadku ogélnym (dla réwnan

z dowolng liczbg niewiadomych) nastgpujacy problem: majac dane réwnanie,
nalezy stwierdzié¢, czy jego zbiér rozwigzan S jest prostokresiny i jesli tak, to
znalez¢ wszystkie proste przechodzace przez dowolny punkt xo € S, zawarte

w zbiorze S.

Niech p(x) = xTAx + 2bTx + c. Jesli p(x,) = 0, to dowolny punkt x’ = x — X,
taki ze p(x) = 0, jest rozwigzaniem réwnania

xTAx' 4+ 20 ™x' = 0.

Jesli b’ = 0, to mamy réwnanie x'TAx’ = 0, ktérego rozwigzaniem jest kazdy
wektor izotropowy formy kwadratowej reprezentowanej przez macierz A.

Jesli b’ £ 0, to dowolny wektor x’ € R™ mozemy (jednoznacznie) przedstawié
w postaci sumy: x’ = db’ + z, dla pewnego wektora z spelniajgcego warunek
b'Tz = 0 (dowdd na éwiczeniach). Podstawiajac te sume, otrzymujemy

p(x) =p'(x’') = (db' + z)TA(db’ + z) + 2b'T(db’ + z) =
d’bTAb’ +2dbTAz + zTAz + 2db'Tb".

Jesli powyzsze wyrazenie ma warto$é O dla pewnego wektora x’ = db’ + z, to
chcemy, aby byto p’(ex’) = 0 dla kazdego e € R. Poniewaz jednak b'Tb’ # 0, wigc
musimy przyjaé d = 0. Istnieje niezalezny liniowo uklad wektoréw z,,...,z, 1,
taki ze b'Tz; =0dlai=1,...,n— 1 (sposéb znalezienia takich wektoréw bedzie
tematem dalszych wykladéw). Mozemy wiec przyjaé x’ = Zy, gdzie macierz
Z=1z1,...,2n_1] € R™ ! jest kolumnowo regularna. Poniewaz b"Z =0 e R™,
wigc

p'(Zy) =y (ZTAZ)y.

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie jednorodne p’(Zy) = 0, ktérego rozwiazania
okreslajg kierunki prostych zawartych w zbiorze rozwigzan réwnania p(x) =0,
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przechodzacych przez punkt x,. Wektory y spelniajace to réwnanie sg wektorami
izotropowymi formy kwadratowej reprezentowanej przez macierz
ZTAZ e R™ I

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze punkt s spelniajacy uktad réwnan As = —b jest srodkiem symetrii
zbioru rozwigzan réwnania xTAx 4+ 2b"x + ¢ = 0.

Wykaz, ze niesprzeczno$¢ uktadu réwnan As = —b jest rbwnowazna
niesprzecznosci uktadu Dt = —b’, gdzie D = CTAC, b’ = C"b, dla dowolnej
macierzy nieosobliwej C. Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia §rodka
symetrii zbioru rozwigzan réwnania drugiego stopnia jest wiec niesprzeczno§é
dowolnego z tych uktadéw.

. Udowodnij, ze zbiér rozwigzan réwnania x'Ax + 2b'x + ¢ = 0, takiego ze uktad
réwnan liniowych As = —b jest sprzeczny, nie ma $rodka symetrii.

Wskazéwka: Uzasadnij, ze wystarczy zrobi¢ to dla macierzy A w postaci
kanonicznej. Udowodnij, ze jesli uktad z takgq macierzg jest sprzeczny, to punkt O
nie jest §rodkiem symetrii zbioru rozwigzan réwnania x'Ax + 2bTx 4+ ¢ = 0.

. Oblicz, ile réznych rodzajéw zbioréw drugiego stopnia (tj. zbioréw rozwigzan
réwnan drugiego stopnia) w sensie klasyfikacji afinicznej jest w przestrzeni R™ dla
dowolnego n.

Podaj ile jest w tej klasyfikacji rodzajow zbioréw, ktére majg §rodki symetrii.
Uwaga: Zbiér pusty jest zbiorem rozwigzan wigcej niz jednego réwnania w postaci
kanoniczne;j.

. Znajdz wzory, ktére dla ustalonych wektoréw b # 0 i x umozliwiajg obliczenie
wektora z i liczby d, takich ze x = db + z oraz b’z = 0.

. Znajdz postaé kanoniczng D macierzy tréjdiagonalnej

Napisz macierz kongruencji R, takiej ze D = RTAR.
. Zapisz w postaci macierzowej, a nastepnie sprowadz do postaci kanonicznej
réwnania

a) 4x? —12xy + 9y?> +4x—6y +1=0,
b) x? +2xy —2yz— 2> +x —z=0.

Zidentyfikuj zbiory rozwigzan tych réwnan.
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7. Zidentyfikuj zbiory rozwigzan réwnania
X+ ay?+ (a—2)22+(1—a)?*=0
w zaleznoéci od parametru a € R.

8. Zidentyfikuj (tj. dobierz odpowiednie nazwy i réwnania) powierzchnie drugiego

il

stopnia, ktérych fragmenty sg przedstawione na rysunku.

9. Ktére sposrod kwadryk (powierzchni drugiego stopnia w przestrzeni
tréjwymiarowej) sg prostokreslne?

Ile prostych zawartych w takiej powierzchni przechodzi przez kazdy jej punkt?
10. Wskaz zbiér srodkéw symetrii kazdej z kwadryk.
11. Znajdz wszystkie proste zawarte w zbiorze rozwigzan réwnania
X +y?—z2-1=0

przechodzace przez punkt [1,2,2]7.
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Przestrzenie euklidesowe 1 unitarne
Macierze dodatnio okreslone

Pojecia macierzy dodatnio, nieujemnie, ujemnie i niedodatnio okreslonej, a takze
macierzy nieokreslonej, wigzg sie z formami kwadratowymi reprezentowanymi
przez te macierze. I tak np. macierz hermitowska (czyli symetryczna w przypadku

rzeczywistym) A € K™" jest dodatnio okreslona, jesli dla kazdego wektora x € K",
x # 0, jest spelniona nieréwnosé

xHAx > 0.

Czesto symbolicznie zapisuje si¢ to tak: A > 0, ale uwaga: niech to si¢ nikomu nie
myli z napisami takimi jak A > B, oznaczajacymi relacje czeSciowego porzadku
miedzy macierzami A i B (ta relacja pojawita si¢ w wyktadach w pierwszym
semestrze).

Twierdzenie (kryterium Sylvestra): Niech A®¥ oznacza macierz o wymiarach

k x k, ktéra jest blokiem macierzy hermitowskiej A o wymiarach n x n,
powstatym przez odrzucenie koicowych n — k kolumn i wierszy. Macierz A jest
dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy det A >0dlak=1,...,n.

Dowod: Jest oczywiste, ze warunek A > 0dlak =1,...,n — 1 jest konieczny dla
dodatniej okreslonosci macierzy A = A™. Istotnie, gdyby bylo inaczej, tj. gdyby
istniat wektor y € K, y # 0, taki ze y"A®y < 0, to dla wektora x otrzymanego
przez dopisanie n — k zer do wektora y mielibysmy xHAx = y"A Ky < 0.

Dla macierzy dodatnio okreslonej A¥) istnieje macierz nieosobliwa Cy, taka ze
CHAMC, =I,. Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego mamy |det C\|2det AW =1,
skad wynika nieréwnosé¢ det A% > 0. Zatem wyznaczniki wszystkich macierzy
A otrzymanych z macierzy dodatnio okreslonej A sa dodatnie.

Nalezy jeszcze dowiesé, ze spetnienie nieréwnosci det A >0dlak=1,...,n jest
warunkiem dostatecznym dodatniej okreslonosci macierzy A. Udowodnimy to
indukcyjnie. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, zatézmy wiec, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla wszystkich macierzy hermitowskich o wymiarach mniejszych
niz n x n. Macierz A przedstawimy w postaci blokowej,

gH

aTLTL

i zalozymy, ze det A > 0dlak=1,...,n. Stad i z zalozenia indukcyjnego
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wynika, ze macierz A1) jest dodatnio okreslona. Kongruencja o macierzy

[t

oM 1

sprowadza macierz A do postaci blokowo-diagonalnej (zobacz dowdd
macierzowego twierdzenia Sylvestra):

A1 0
ot a

nn

A’ =RHAR =

} gdzie al,, = ann — gH(A(“*”)qg.

Wyznacznik macierzy R jest réwny 1, a zatem det A’ = det A > 0. Poniewaz

det A1 > 0, wiec musi by¢ a/,, > 0. Dlatego dla dowolnego wektora

x = [J1# 0 mamy x"A'x = y"A™ Ty + [y,.[2al,, > 0, a zatem macierz A’, czyli
takze macierz A, ktéra jest macierzg przystajaca do A’, jest dodatnio okreslona. O

Iloczyny skalarne
Def. Niech V oznacza rzeczywistg lub zespolong przestrzen liniowg. Forma

dwuliniowa (albo péttoraliniowa) ¢, taka ze odpowiednia forma kwadratowa @
jest dodatnio okreslona, nazywa si¢ iloczynem skalarnym w przestrzeni V.

Przestrzen V z iloczynem skalarnym ¢ w przypadku rzeczywistym nazywa sie
przestrzenig euklidesowa, a w przypadku zespolonym przestrzenig unitarna.

Dalej w przypadku gdy forma ¢ jest iloczynem skalarnym, zamiast pisa¢ @(x,y)
bedziemy uzywacé krotszej notacji (x,y). Liniowa przestrzen euklidesowa lub
unitarna jest wiec szczegbdlnym przypadkiem przestrzeni ortogonalnej. Przy okazji
zdefiniujemy najwazniejsze (niewatpliwie) pojecie geometrii:

Def. Przestrzen afiniczna E, ktérej przestrzenn wektoréw swobodnych V jest
euklidesowa, nazywa sie przestrzenig afiniczng euklidesows.

W poprzednich wyktadach pojawilo sie wiele faktéw majacych bezposredni
zwigzek z iloczynami skalarnymi. Mozemy je teraz zebra¢ i dokonaé ponownej
interpretacji.

Dla dowolnego iloczynu skalarnego w przestrzeni V o wymiarze n istnieje baza

X = [x1,...,Xn], taka Ze macierz iloczynu skalarnego w tej bazie jest jednostkowa.
Zatem jesli wektory x i Yy reprezentujemy za pomocg kolumnowych macierzy
wspolczynnikéw w bazie X, odpowiednio a i b € K™ (czyli x = Xa i y = Xb), to

{x,y) =b"a.
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W pierwszym semestrze udowodniliSmy nastepujgcg nieréwnos§é Schwarza:

dla dowolnych wektoréw x,y € K" (gdzie K oznacza cialo liczb rzeczywistych lub
zespolonych) jest [x"y| < ||x||2||ly |2, gdzie |x|2 & \/x"x. Udowodnimy ponownie
te nieréwno$é dla wektoréw w dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarne;j:

[, y)l <V (x,x)(y,).

Dowéd: Jesli istnieje liczba a, taka ze x = ay lub y = ax, to oczywiscie zachodzi

réwnos¢ [(x,y)| = v/ (x,x)(y,y). Wystarczy zatem zbada¢ przypadek, gdy
wektory x i y sg liniowo niezalezne. Wtedy rozpinajg one przestrzen

dwuwymiarowg, w ktérej naszemu iloczynowi skalarnemu odpowiada macierz

x,x) (y,x)
xy) Yy |’

Na podstawie kryterium Sylvestra det A > 0, czyli (x,x)(y,y) > [(x,y)|%. O

Funkcja f: V — R, okreslona wzorem f(x) = /(x,x) dla dowolnego ustalonego
iloczynu skalarnego ma nastgpujace wlasnosci: jest dodatnia dla kazdego wektora
x € V z wyjatkiem 0, jest pétliniowa, tj. f(ax) = |a|f(x) dla kazdego a €e K, x € V
i spelnia nieréwnoé¢ trojkata: f(x +y) < f(x) + f(y). Ten ostatni warunek wynika
z nieréwnosci Schwarza (dowdéd — éwiczenie). Dlatego funkcja f jest normg

i zamiast oznaczenia literowego bedziemy pisaé

X[ = v/ (x,%).

Przestrzen liniowa euklidesowa lub unitarna jest wiec przestrzenig unormowang.
Oczywiscie, przyjmujac rézne iloczyny skalarne w ustalonej przestrzeni V (lub
w innej przestrzeni o tym samym wymiarze) otrzymamy rézne przestrzenie
unormowane, ale wszystkie te przestrzenie sg izomorficzne, a przy tym dla
kazdego iloczynu skalarnego istnieje baza (a nawet wiele baz), w ktorej macierz
tego iloczynu jest jednostkowa; jesli pewien fakt wyrazalny za pomocg iloczynu
skalarnego jest prawdziwy w jednej z tych przestrzeni, to ma on miejsce réwniez
we wszystkich pozostatych.

Norma przestrzeni K™ dana wzorem |x||2 = v'x'x, o ktérej wspomniatem, ze
bywa nazywana normg euklidesowsg, jest w szczegblnosci zwigzana z iloczynem
skalarnym, ktérego macierz w bazie ey, ..., e, jest jednostkowa.

Dowolna norma w przestrzeni liniowej V okre§la metryke w tej przestrzeni, za
pomocg wzoru p(x,Yy) = ||[x — y||. Podobnie okres§lamy metryke w przestrzeni
afinicznej E, ktérej przestrzenia wektoréw swobodnych jest V. W szczegdlnosci
moze to by¢ metryka euklidesowa, je§li zastosowana norma jest zwigzana

z iloczynem skalarnym. W zwigzku z t3 metryks bedziemy uzywaé okreslert
dlugosé¢ wektora x oraz dlugoéé odcinka ab (ktéra jest odlegloscig punktéw a i b,

czyli dtugodcia wektora a — b).
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W pewnych zastosowaniach konieczne jest uzycie réznych iloczynéw skalarnych

w tej samej przestrzeni liniowej (na przykiad w celu szacowania normy pewnego
wektora przez inng norme tego wektora) i wtedy spotyka sie oznaczenia w rodzaju
IX]la = v/ (%, %) q, ktore majg na celu identyfikacje uzytych iloczynéw skalarnych

i norm. Zauwazmy, ze pojecie dtugosci wektora jest zwigzane z konkretnym
iloczynem skalarnym, i w szczegdlnosci w przestrzeni o wymiarze wigkszym niz 1
istnieja wektory x i y oraz iloczyny skalarne (-, -}, i (-, )y, takie ze

[Xlla = v X)a <[[Ylla= V(Y Y)a oraz [x[lo = /X, X)u > [[Ulle = v/ (Y, Y)s.

Izometrie przestrzeni euklidesowych i unitarnych

Def. Dowolne przeksztalcenie f przestrzeni metrycznych X; — X, nazywa si¢
zanurzeniem izometrycznym, jesli dla a,b € X jest py(a,b) = p2(f(a), f(b)), tj.

odleglosé¢ kazdych dwoch punktéw jest niezmiennikiem przeksztatcenia f. Jesli
istnieje przeksztalcenie odwrotne do zanurzenia izometrycznego f, to
przeksztalcenie to (a takze jego odwrotnoéé) nazywa sie izometrig przestrzeni X,
iXs.

Twierdzenie: Niech f oznacza przeksztalcenie liniowe przestrzeni euklidesowej lub
unitarnej V; na przestrzen euklidesowg lub unitarng V,. Przeksztalcenie f jest
zanurzeniem izometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje iloczyn skalarny,
tj. dla dowolnych wektoréw x,y € V; zachodzi réwnosé (x,y); = (f(x),f(y))2.
Dowdd: Jesli iloczyn skalarny wektoréw jest niezmiennikiem przeksztalcenia f, to
dla dowolnych wektoréw x,y € V; jest

pilx—y) =[x —yl = Vx—y,x—y) = V{f(x) — f(y), f(x) — f(y))2 =
[f(x) —f(y)ll = p2(f(x), f(y)),

a zatem przeksztalcenie f jest zanurzeniem izometrycznym. Z drugiej strony,

jesli f jest zanurzeniem izometrycznym, czyli zachowuje norme kazdego wektora,
to fakt, ze zachowuje réwniez iloczyn skalarny dowolnych dwoch wektoréw wynika
z tozsamosci polaryzacyjnej. O

Jedli wymiary przestrzeni V; i V, sg skoiiczone, to przeksztatcenie odwrotne do
liniowego przeksztalcenia f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wymiary przestrzeni
sg rowne. W tym przypadku zanurzenie izometryczne f jest izometria.

Pojecia kata
Def. Wektory x i y sa prostopadte (w sensie ustalonego iloczynu skalarnego (-, -))

jesli (x,y) = 0. Prostopadtos¢ wektoréw x i y bedziemy zapisywaé symbolicznie
xly.
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Twierdzenie Pitagorasa:

o Jesli wektory x i y sa prostopadte, to ||x + yl|? = [Ix]|* + [|[u]|*
e Jesli wektory xq,...,Xy sg parami prostopadle, to HZL] xi”2 = Z!f:] [Ii]I2.

Dowdd tego twierdzenia, jako oczywisty, pomine (nalezy umie¢ go przeprowadzic).

Def. Podprzestrzenie V; i V, przestrzeni euklidesowej (lub unitarnej) V sa
prostopadle jedli x 1 y dla kazdego x € V; oraz y € V..

Def. Niech x i y bedg niezerowymi wektorami w przestrzeni euklidesowej V.
Na podstawie nieréwnosci Schwarza liczba c, taka ze (x,y) = c||x||||y||, speinia
warunek |c| < 1. Dlatego istnieje liczba rzeczywista « € [0, 7], taka ze ¢ = cos «.
Liczbe te nazywamy miarg kata niezorientowanego miedzy wektorami x i y.

Oznaczaé ja bedziemy symbolem arc(x,y).

Jest oczywiste, ze zawsze arc(x,y) = arc(y, x), a ponadto dla dowolnych liczb
dodatnich a, b, arc(ax,by) = arc(x,y). Latwo jest dowie$¢, ze miara kata miedzy
wektorami jest niezmiennikiem kazdej izometrii. Mozna tez dowies¢, ze jesli dla
pewnych wektoréw x,y,u,v zachodzi réwnosé arc(x,y) = arc(u,v), to istnieje
taka izometria f oraz liczby dodatnie a i b, ze u = af(x) oraz v = bf(y). Na tej
podstawie mozna zdefiniowaé pojecie kata niezorientowanego przy uzyciu zasady
abstrakcji.

Def. Niech ~ oznacza relacj¢ w zbiorze par (nieuporzadkowanych) niezerowych
wektorow w przestrzeni euklidesowej V, okreslong przez warunek {x,y} ~ {u,v}
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f: V — V i liczby dodatnie a, b, takie
ze u = af(x) oraz v = bf(y). Relacja ~ jest rtbwnowaznoscig; kazdg jej klase
abstrakcji nazywamy katem niezorientowanym. Klase, ktorej reprezentantem jest

para {x,y}, bedziemy oznaczali symbolem £ (x,y).

Na podstawie rozwazan poprzedzajacych powyzsza definicje mozemy orzec, ze
miara kata niezorientowanego jest funkcjg statag w kazdej klasie abstrakcji relacji ~
i jej warto$¢ jest inna w kazdej klasie abstrakcji. Ponadto miara kata
niezorientowanego jest niezmiennikiem wszystkich izometrii.

Pojecie kata niezorientowanego jest okre§lone w przestrzeni euklidesowej

o dowolnym wymiarze. W odréznieniu od niego, pojecie kata zorientowanego
mozemy okresli¢ tylko w przestrzeni dwuwymiarowej. W tym celu wprowadzimy
nastepujacg relacje ,,~" w zbiorze uporzgdkowanych par niezerowych wektoréw
z takiej przestrzeni: (x,y) ~' (u,v) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f,
ktorej wyznacznik jest dodatni (czyli réwny +1) oraz dodatnie liczby a i b, takie
ze u = af(x) i v = bf(y).
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Przypomnijmy, ze dwie bazy dowolnej przestrzeni liniowej sg zorientowane
zgodnie, je§li wyznacznik macierzy przej$cia miedzy nimi jest dodatni, oraz
przeciwnie, jesli jest ujemny. Kazdg baze zorientowang zgodnie z bazg eq, e,

(lub z dowolng ustalong bazg ortonormalng w przestrzeni innej niz Rz) nazwiemy
bazg dodatnio zorientowang.

Def. Katem zorientowanym nazywamy kazda klase abstrakcji relacji ~' okreslonej

wyzej. Jesli para (x,y) jest reprezentantem pewnej takiej klasy abstrakcji, to
miarg kata zorientowanego nazywamy liczbe ¢ € (—m, 7], takg ze

cos ¢ = cosarc(x,y) oraz jesli wektory x,y stanowia baze dodatnio zorientowana,
to sind > 0, a w przeciwnym razie sin ¢ < 0. Miare kata zorientowanego
oznaczymy symbolem Arc(x,y).

W powyzszej definicji zawarte jest twierdzenie, ze miara kata zorientowanego jest
funkcjg stala w kazdej klasie abstrakcji relacji ~, tj. liczba ¢ = Arc(x,y)

nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy, tj. pary (x,y). Czesto za miare kata
zorientowanego wygodnie jest przyjaé kazdg z liczb Arc(x,y) + 2km dla k € Z.

Niewatpliwie przydadzg sie bardziej praktyczne wzory. Zatem, miara kata
niezorientowanego miedzy wektorami x i y jest to liczba «, taka ze

{x,y)

xllyl

Miara kata zorientowanego miedzy wektorami x = ax; + bx; oraz y = cxq + dx;

COS X —

w przestrzent dwuwymiarowes, ktorej baza x1,x; jest dodatnio zorientowana
i ortonormalna, jest to liczba ¢, taka ze

ac +bd sin ¢ — ad —bce
(aZ+b2)(c2+d?)’ (a2 12)(c2+ d?)

Miara kata zorientowanego jest niezmiennikiem izometrii zachowujacej orientacje

cosp =

(tj. o dodatnim wyznaczniku). Miara kata niezorientowanego jest niezmiennikiem
kazdej izometrii.

Macierze Grama

Niech ¢ oznacza pewng forme péttoraliniowa w przestrzeni V. Dla dowolnych
wektoréw x,y € V mozemy w rachunkach formalnych napis y" - x interpretowaé
jako @(x,y) (trzeba tylko pamigta¢, jaka forme ¢ ustaliliémy; jesli kto$ nie czuje
sie z ta notacjg zbyt pewnie, to moze pisa¢ y" (~px).

Wezmy dowolne dwie bazy przestrzeni V, mianowicie X = [x1,...,Xq]
iY=[yis,...,Ynl. Mozemy utworzy¢ macierz A = [@(x;,Y:)]i; 1 wtedy jesli
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a € K™ jest wektorem wspolczynnikéw pewnego wektora x € V w bazie X, za$
b € K" jest wektorem wspdlczynnikéw wektora y € V w bazie Y, to
o(x,y) = bHAa.

W rachunkach symbolicznych powyzsza macierz mozemy oznaczaé symbolem
@(X,Y) albo YH . X. Okazuje sie, ze wtedy mozemy stosowaé zwykle reguty
przeksztalcania iloczynéw macierzy i takie ,mnozenie” jest w szczegblnosci taczne.
Na przyklad dla a,b € K" mamy

©(Xa,Yb) =b"YH. Xa = (YO)! - (Xa).

Powyzsze spostrzezenia stosujg sie w szczegblnosci do iloczynéw skalarnych. Dla
ustalonych baz X i Y bedziemy pisa¢ (X,Y) albo Y" . X. Na podstawie kryterium
Sylvestra macierz (X, X) = X" . X jest dodatnio okreslona (i w szczegblnosci
nieosobliwa). Macierz ta nazywa si¢ macierza Grama bazy X.

Uwaga: Kropka odréznia w tej notacji mnozenie polegajace na obliczaniu wartosci
formy ¢ lub iloczynu skalarnego od zwyklego mnozenia macierzy, w celu
uniknigcia niejednoznacznosci. W szczegblnosci réwnosé YH - X = YHX odpowiada
sytuacji, gdy macierze X i Y sg liczbowe i @(x,y) = y'x.

Rzuty prostopadte

Def. Rzutem na podprzestrzen V; przestrzeni liniowej V nazywamy
przeksztalcenie liniowe p: V — V; C V, takie ze dla kazdego x € V7 p(x) = x.

Przestrzen V; nazywamy podprzestrzenig niezmienniczg przeksztalcenia p.

W szczegdlnosci przeksztalcenie tozsamosdciowe jest rzutem, ktérego
podprzestrzenig niezmienniczg jest cala przestrzen V; inny trywialny przykiad
rzutu to przeksztalcenie zerowe.

Rzuty sa przeksztalceniami idempotentnymi, tj. p = p2. Zauwazmy, ze

w okreéleniu rzutu nie wystepuje pojecie iloczynu skalarnego. Istotnie, mozemy
okresli¢ rzut w dowolnej przestrzeni liniowej. W tym celu wybieramy
podprzestrzenie V; i V,, takie ze V = V; @ V,. Dowolny wektor x mozemy
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy wektoréw x; € V71 x; € Va.
Przeksztalcenie p, ktére wektorowi x przyporzadkowuje wektor x; jest rzutem na
podprzestrzen V;. Przeksztalcenie id — p jest rowniez rzutem, na

podprzestrzen V.
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Jeéli wymiar podprzestrzeni V; jest réwny r, to rzad macierzy A rzutu na te
podprzestrzen jest réwny r. Macierz ta musi spetniaé warunek A% = A.

W ogélnosci mozemy wybraé dowolng baze przestrzeni V; i uzupelnié jg (przez
dolaczenie wektoréw rozpinajacych podprzestrzen V,) do bazy calej przestrzeni V.
Macierz dowolnego rzutu na podprzestrzen V; w takiej bazie sktada sie

z 1 poczatkowych kolumn macierzy jednostkowej i n — r kolumn bedacych
dowolnymi kombinacjami liniowymi poczgtkowych r kolumn.

Def. Rzutem prostopadlym na podprzestrzen V; przestrzeni euklidesowej lub

unitarnej V nazywamy rzut p, taki ze dla kazdego wektora x € V wektory p(x)
ix —p(x) sg prostopadie.

Mozna udowodnié (¢wiczenie), ze dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje
doktadnie jeden rzut prostopadly na te podprzestrzen.

Twierdzenie: Rzut prostopadly p przestrzeni V na podprzestrzen V;, ktorej bazg
jest X = [x1,...,X,], mozna zapisa¢ w postaci wyrazenia macierzowego

p(x) = X(XH - X)7'XH . x, gdzie wyrazenie X" - X oznacza macierz Grama bazy X.
Dowdd: Wystarczy dowiesé, ze jesli p = X(X" - X)"'X"H to imp = Vi, p? =p idla
kazdego wektora x prostopadtego do podprzestrzeni Vi (czyli do wszystkich
wektoréw w tej podprzestrzeni) p(x) = 0. Obliczajac

p(X) =X(X"-X)7'XH. X=X

przekonujemy sie, ze obrazem bazy X podprzestrzeni V; jest baza X, skad pierwsze
dwa warunki wynikajg natychmiast. Warunek y L V; jest réwnowazny warunkom
yLlxydlai=1,...,7, azatem X" .y =0, skad wynika réwnos¢ p(y) =0. O

Jesli V = K" i stosujemy iloczyn skalarny (x,y) = y''x, to macierz rzutu
prostopadlego na podprzestrzen im A, gdzie A € K™', rank A = r, jest réwna
A(AHA)TAM,

Wazny przypadek szczegblny rzutu prostopadlego to rzut na podprzestrzen
jednowymiarows, rozpietg przez ustalony wektor v # 0. W tym przypadku
macierz Grama ma wymiary 1 x 1; jej jedyny wspoéiczynnik jest rowny (v,v)
i rozpatrywany rzut prostopadly mozemy przedstawi¢ wzorem

. v)flvH X = v<X,V> .
(v, v)

Jesliv e K™1i (x,y) = y"'x, to macierz rzutu przestrzeni K™ na podprzestrzen
lin{v} jest réwna ﬁwH. W przypadku rzeczywistym zamiast hermitowskiego
sprzezenia we wszystkich podanych tu wzorach wystepuje transpozycja.
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Zadania 1 problemy

1. Podaj (i udowodnij) warunek konieczny i dostateczny, aby macierz hermitowska A
byta ujemnie okre§lona, tj. aby dla kazdego wektora x # 0 byto x"Ax < 0.

2. Udowodnij (na podstawie nier6wno$ci Schwarza) nieréwnosé trojkata dla norm
generowanych przez iloczyny skalarne.

3. Na wszelki wypadek jednak udowodnij twierdzenie Pitagorasa.

4. Udowodnij, ze macierz (X,Y), dla dowolnych baz X = [x1,...,Xy]
iY=1[yy,...,Yn) i dowolnego iloczynu skalarnego jest nieosobliwa. Czy zawsze
jest ona dodatnio okres§lona?

5. Jaki warunek spelnia warto§é wyznacznika dowolnego przeksztalcenia, ktére jest
izometrig?

6. Udowodnij podane na wykladzie wzory, ktére pozwalajg obliczy¢ miare kata
zorientowanego miedzy wektorami.

Wskazéwka: Trzeba udowodnié, ze suma kwadratéw wyrazen opisujacych sinus
i cosinus jest réwna 1, a ponadto ze znak obliczonego w ten sposéb sinusa zgadza
sie z definicja.

7. Oblicz miare kata niezorientowanego i miare kata zorientowanego miedzy
wektorami [0,1]T i [-1, —1]T, przy zalozeniu, ze

a) macierz iloczynu skalarnego w bazie ey, e; jest jednostkowa,

b) macierz iloczynu skalarnego w bazie ey, e, jest réwna [ ]] ;] } .

8. Znajdz macierz Grama iloczynu skalarnego w R, takiego ze baza

—

o o =
—_
—_
—

jest ortonormalna (w sensie tego iloczynu).
9. Znajdz macierz rzutu prostopadlego przestrzeni R> na podprzestrzen
a) rozpieta przez wektor [3,4,0]",
b) rozpieta przez wektory [3,4,0]" i [8,—6,1],
przy zalozeniu, ze iloczyn skalarny jest dany wzorem (x,y) =y
10. Niech

1
(o) = | flatax

Tx.

Znajdz obraz wielomianu w(x) = x? + x w rzucie prostopadlym na podprzestrzen
rozpietg przez a(x) = 1.

15.10

11. ZnajdZ macierz rzutu prostopadlego przestrzeni R[x], na przestrzern R[x]; w bazie
(1,x,%x?] dla iloczynu skalarnego

1
(f,9) = L f(x)g(x)(1 +x) dx

12. Napisz procedureg obliczania rzutu wektora x € R™ na podprzestrzen
jednowymiarowa rozpieta przez wektor v, taki ze viv =1.

13. Udowodnij, ze dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje dokladnie jeden rzut
prostopadty przestrzeni euklidesowej lub unitarnej V na te podprzestrzen.

14. Niech A,B € C™" beda macierzami hermitowskimi, nieujemnie okreslonymi.
Udowodnij, ze jesli dla dowolnego s € [0, 1] macierz (1 — s)A + sB jest dodatnio
okreslona, to dla kazdego t € (0,1) macierz (1 — t)A + tB jest dodatnio okreslona.
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Bazy ortogonalne

Niech (V, (-, -)) bedzie ustalona przestrzenia euklidesowa lub unitarna, a Vi jej
podprzestrzenia. Jak wiemy, istnieje doktadnie jeden rzut prostopadly przestrzeni
V na podprzestrzen V;. Jesli rzut ten oznaczymy symbolem p;, to przeksztalcenie
liniowe p, = id — p; jest rzutem prostopadlym na podprzestrzen V, C V, taka ze

dim V; + dim Vs = dim V, dim V; NV, = 0, a zatem Vi & V, = V,
xeVi,ye Vo= (x,y) =0.

W przypadku gdy dowolne podprzestrzenie V; i V, spetniajg powyzsze warunki
moéwimy, ze przestrzen V jest ich sumag ortogonalng.

Poniewaz dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje (dokladnie jeden) rzut
prostopadty na t¢ podprzestrzen, wiec dla dowolnej przestrzeni V; istnieje
(dokladnie jedna) przestrzen prostopadla do niej, Vs, taka ze przestrzen V jest
sumga ortogonalng podprzestrzeni Vi i V5.

Pojecie sumy ortogonalnej mozna rozszerzyé na dowolng liczbe (a nawet
nieskonczenie wiele, ale nie jest to trywialne) podprzestrzeni parami
prostopadtych. Pojecie sumy ortogonalnej okresla sie tez w przestrzeniach
ortogonalnych innych niz euklidesowe i unitarne, tj. ktérych forma péttoraliniowa
nie jest iloczynem skalarnym (odpowiednia forma kwadratowa nie jest dodatnio
okreslona) — postepowanie w dowodzie twierdzenia Sylvestra przedstawia pewien
sposéb znalezienia takich podprzestrzeni.

W szczegdlnosci przestrzenn V mozna przedstawi¢ w postaci sumy ortogonalnej
podprzestrzeni jednowymiarowych. Baza przestrzeni V, ktéra jest suma baz
takich podprzestrzeni, nazywa sie bazg ortogonalng. Kazde dwa elementy takiej
bazy sg wektorami prostopadtymi.

Ponizsze twierdzenie na temat baz w przestrzeniach z iloczynem skalarnym
stanowi analogie (a wlasciwie wzmocnienie) ogblnego twierdzenia dotyczacego
istnienia baz w przestrzeniach liniowych.

Twierdzenie: W dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej istniejg bazy
ortogonalne. Dowolny ortogonalny uklad wektoréw réznych od wektora zerowego
mozemy rozszerzy¢ do bazy ortogonalnej.

Uwaga: Twierdzenie to dla przestrzeni nieskoriczenie wymiarowych zawiera kilka
subtelnosci, ktérych nie mozna pomingé, nawet jesli teraz nie bedziemy si¢
wglebiali w ten temat. Po pierwsze, dotyczy ono innego pojecia bazy.
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Baza Hamela to uklad wektoréw taki, ze dowolny element przestrzeni ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji liniowej (skoriczonej) tych
wektoré6w. Baza Schaudera to uktad wektoréw w przestrzeni unormowaney, taki
ze kazdy element tej przestrzeni ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
skornczonej kombinacji liniowej albo nieskoriczonego szeregu (ktory musi by¢
zbiezny w sensie uzywanej normy). My$my zajmowali si¢ dotad bazami Hamela,
ale pojecie bazy ortogonalnej w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej jest
zwigzane z bazami Schaudera. Oba pojecia w przestrzeni skonczenie wymiarowej
sg identyczne. Jesli uktad wektoréow, ktéry chcemy rozszerzy¢ do bazy
ortogonalnej, jest nieskoniczony, to aby to byto mozliwe, trzeba jeszcze zalozy¢, ze
dlugosci (tj. normy) tych wektoréw sg zawarte miedzy pewnymi dwiema liczbami
dodatnimi.

Uwaga: Przymiotniki ,prostopadly” i ,ortogonalny” mozna w zasadzie stosowaé
zamiennie. Jest jeszcze jeden przymiotnik wystepujacy w tym znaczeniu,
mianowicie ,normalny” (ale p6zniej jeszcze pojawi sig¢ pojecie ,baza
ortonormalna”; druga cze$¢ przymiotnika w tym terminie oznacza co innego).

Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Zajmiemy sie nastepujacym zadaniem: Majac baze x;,...,X,, przestrzeni
euklidesowej (lub unitarnej) V, nalezy znalezé baze yi,...,Yn, taka ze

Yi L yy dlai#k (baza yy,...,Yn jest ortogonalna),
lin{X],...‘Xk}ZIiH{y]‘...,yk} dla k = 1,...,11, oraz
(X, Yx) >0dlak=1,...,n.

W szczegblnosci przekonamy sig, ze to zadanie ma jednoznaczne (z doktadnoscig
do n statych dodatnich) rozwigzanie.

Drugi z postawionych warunkéw oznacza, ze dla kazdego k wektor yy jest
kombinacjg liniowg wektoréw x;,...,Xy, albo, réwnowaznie, wektoréow
Y1,...,Yk-1,Xk. Aby speinié¢ trzeci warunek, wystarczy przyjaé, ze wspodtczynnik
tej kombinacji liniowej przy Xy jest dodatni — najbardziej oczywisty wybér to 1.

Wektory yi,...,Yn bedziemy konstruowaé kolejno. Wektor yy otrzymamy
dokonujac rzutowania prostopadiego wektora xy na podprzestrzen prostopadia do
przestrzeni rozpigtej przez wektory xi,...,Xy_1. batwo mozemy sie przekonaé, ze
w ten sposéb rzeczywiscie dostaniemy wektory spelniajgce postawione warunki.
Istotnie, mamy wtedy

Xk = Yk + Zx,
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gdzie z € lin{xy,...,xy_1} = lin{ys,...,Yx_1} oraz yy L z,. Jest oczywiste, ze
wektor Yy jest prostopadly do wektoréw yi,...,yx 1 (czyli kazdy z nich jest
prostopadty do yy — relacja prostopadlosci wektoréw jest symetryczna),

a ponadto

(*1, Yr) = Yk + 21, Yx) = (Y, Yi) + (2i, Yi) > 0.

Opisany rzut mozemy konstruowac na wiele sposobéw, ktére réznia sie kosztem
realizacji. W szczegdlnosci, niech X = [x1,...,Xk_1] 1 Y =[y1,...,Yr_1]l. Wtedy
(zgodnie z wczesniej udowodnionym twierdzeniem)

Zie = XX X) XM x = Y(YR Y)Y x,

Jest jasne, ze mniej pracy wymaga zastosowanie bazy Y, poniewaz jej macierz
Grama jest diagonalna, co znakomicie ulatwia znalezienie jej odwrotnosci. Zatem,
na podstawie ostatniego wyrazenia mozemy napisac

(X1, Y1)
(Ys, Y1)

k—1
Uk:Xk—Zk:Xk—ZUi

i=1

Na podstawie powyzszego wzoru mozemy napisa¢ nastepujacg procedure, ktéra
realizuje algorytm ortogonalizacji Grama—Schmidta:

for k := 1 to n do begin

Y = Xy
for i :=1 to k—1 do
U T e ok
Yk = Y
end;

Powyzsza procedura moze by¢ zastosowana w celu znalezienia bazy ortogonalnej
dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej o wymiarze n. Stosujac jg nalezy
obliczyé %n(n + 1) iloczynéw skalarnych.

Zwiazek miedzy bazami X = [x1,...,X,] 1 Y =[y;,...,Yn] mozemy przedstawié
w postaci réwnania macierzowego

X =1VYR,
w ktorym macierz R = (ry)i; € K™" jest trojkatna gérna: ry; =0 dla i > j oraz
Ty = Db g8 4 < j. Wspblczynniki diagonalne r;i; macierzy R sg réwne 1,

(yi,u1)
a zatem detR = 1.
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Objetosé réwnolegloscianu

Def. Niech x1,...,xx bedg ustalonymi wektorami w pewnej przestrzeni
euklidesowej. Réwnoleglo$cianem k-wymiarowym rozpietym przez te wektory
nazywamy zbiér {x = Zl; aixi: a; € [0,1]}

Jednym z najwazniejszych zadar geometrii i analizy jest badanie miary réznych
zbioréw (w szczegdlnosci figur w przestrzeniach euklidesowych). Na przykiad
miarg odcinka moze by¢ dtugoéé tego odcinka. Innymi miarami sg funkcje, ktore
wyrazaja pole figury ptaskiej lub objetos¢ bryty. Nie dotykajac teorii miary
powiedzmy, ze:

Miara w przestrzeni V jest rzeczywistg funkcjg nieujemna, ktérej dziedzing jest
pewien podzbiér zbioru podzbioréw przestrzeni V (mogg istnieé tzw. zbiory
niemierzalne).

Znajac miare pewnego zbioru A mozemy podzieli¢ go na roztgczne, mierzalne
podzbiory, a nastepnie poddaé te podzbiory takim przeksztalceniom, ktére nie
zmieniajg miary. Jesli ich obrazy sg roztaczne, to ich suma jest zbiorem
mierzalnym, ktérego miara jest réwna mierze zbioru A. W ten sposéb starozytni
Grecy obliczali pola i objetosci figur, tnac je (w wyobrazni) na kawatki i uktadajac
z nich inne figury, ktérych miary znali.

W przestrzeni euklidesowej mozna okre§li¢ pojecie prostopadlo$cianu
k-wymiarowego (jest to réwnolegtoscian rozpiety przez k wektoréw parami
prostopadtlych) i okresli¢ miare kazdego takiego prostopadloscianu jako iloczyn
dlugosci rozpinajacych go wektoréw. Tak okreslong miare mozna uogélnié¢ na inne
podzbiory tej przestrzeni (to jest bardzo nietrywialna konstrukcja, poniewaz
mierzone zbiory mogg mieé bardzo skomplikowany opis), przez co powstaje tzw.
k-wymiarowa miara Lebesgue’a, zgodna z intuicyjnym pojeciem ,dtugosci” (dla
k=1), ,pola” (dla k = 2) ,objetosci” (dla k = 3) itd. Kazda miara Lebesgue’a jest
funkcja ciagta (ale $ciste wyjasnienie co to oznacza jednak poming) i na zbiorach
mierzalnych (w sensie tej miary) identycznych z doktadnoscig do izometrii
przyjmuje te samg wartos¢.

Na obrazku obok mamy przyktad

réwnolegtodcianu dwuwymiarowego, rozpietego U X
przez wektory x; i x,. Jest on rébwnowazny
przez rozktad (jak powiedzieliby starozytni
Grecy, oczywiscie w ttumaczeniu z jezyka
polskiego) réwnolegloscianowi rozpietemu

przez wektory x; i y,; oba réwnolegtosciany maja X1
wiec te sama miare (objetos¢ dwuwymiarows).



16.5

Wektor y, jest obrazem x, w rzucie prostopadlym na podprzestrzen prostopadig
do x;. Poniewaz z réwnolegloboku (réwnolegtoscianu dwuwymiarowego) przez
rozklad otrzymali§my prostokat, ktérego miara jest réwna iloczynowi dlugosci
bokéw, wiec taka tez jest miara réwnolegltoboku wyjsciowego. Widzimy tez, ze
takie samo pole bedg miaty wszystkie réwnolegloboki rozpigte przez wektory x;
ix; + ax; dla dowolnego a € R.

Podobnie wyglada sytuacja dla réwnolegloscianéw o innym wymiarze. Jesli
pewien réwnolegloscian jest rozpigty przez wektory xq,...,Xy, to dodanie do
ktoéregos$ z tych wektoréw dowolnej kombinacji liniowej pozostatych wektoréw da
nam réwnolegloscian, ktérego k-wymiarowa objetos¢ jest taka sama
(réwnowazno$§¢ przez rozklad obu réwnoleglo§ciandéw mozna sprawdzi¢
bezposrednim rachunkiem).

Rozwazmy ponownie proces ortogonalizacji Grama—Schmidta. Przypusémy, ze
wektory x1,...,Xy sg liniowo niezalezne, a zatem stanowia baze pewnej przestrzeni
liniowej. W wyniku ortogonalizacji dostaniemy pewien uktad wektoréw yi,...,yx
i tatwo jest przekonac sie, ze w §wietle poczynionych przed chwilg uwag
réwnoleglo§ciany rozpiete przez te dwa uktady wektoréw sg réwnowazne przez
rozklad. Majg one zatem te samg k-wymiarowg objetosé. Drugi z tych
réwnolegloscianéw jest k-wymiarowym prostopadlo$cianem i jego miara jest
réwna iloczynowi dtugosci krawedzi (tj. iloczynowi diugosci parami prostopadtych
wektordéw ys, ..., Yx).

Jesli wektory xq,...,xx s3 liniowo zalezne, tj. dla pewnego j wektor x; jest
kombinacja liniowg wektoréw x4, ...,X;_1, to procedura ortogonalizacji da

w wyniku wektor y; = 0; objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego przez te wektory
jest rowna O.

Niech X = [x1,...,%x], Y = [U1,...,Yx] (uwaga: nie zakladamy liniowej
niezaleznodci wektoréw xq, ..., Xy ani otrzymanych z nich ys,...,yx). Istnieje

macierz tréjkatna gérna R o wymiarach k x k, taka ze X = YR i det R = 1. Macierz
Grama ukladu xq,...,Xxy jest réwna

X, X) = X" X = (YR)™- YR = R*Y" . YR = RH(Y, Y)R.

Zatem det (X, X) = det(Y,Y). Ale macierz (Y,Y) jest diagonalna i jej wspétczynniki
diagonalne sg réwne (yi,yi) = ||yi||* (a zatem sa to kwadraty dtugosci wektoréw
Y W sensie normy zwigzanej z iloczynem skalarnym (-, -)). Stad miara (objetos¢
k-wymiarowa) réwnolegloscianu P rozpietego przez wektory xq,...,xy jest rowna

H(P) = \/det(X, X)
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Zauwazmy (wynika to z twierdzenia Pitagorasa), ze jesli uklad yq,...,yx powstal
Zz X1,...,Xx W drodze ortogonalizacji, to ||xi|]| > ||yi| dlai=1,...,k, przy czym
réwnoséé ||xi]| = ||yi|| zachodzi tylko wtedy, gdy xi; = yi. Na tej podstawie mozemy
napisaé
k 3 k
det(X,X) =det(V,Y) = [ [(wo,u) = [ [ vl < [ T Ipxall™
i=1 i=1 i=1
Udowodnili§my w ten sposéb nastepujaca nieréwno§é Hadamarda: jesli
X = [X1,... ,Xk], to
k
det(X,X) < [ ] Il
i=1
Nieréwno$¢ ta jest ostra z wyjatkiem przypadku, gdy wektory xq,..., Xy sg parami

prostopadte, lub gdy ktérys z nich jest wektorem zerowym.
Iloczyn skalarny i funkcjonatly liniowe

Niech (V, (-, -)) oznacza skoniczenie wymiarowa przestrzen euklidesowsg lub
unitarng. Wezmy pod uwage wyrazenie (x,y). Przy ustalonym wektorze y opisuje
ono funkcjonat liniowy; zatem dowolnemu wektorowi y odpowiada dokladnie
jeden funkcjonat liniowy f okreslony wzorem f(x) = (x,y).

Udowodnimy, ze przyporzadkowanie elementom przestrzeni V (wektorom)
elementéw przestrzeni sprzezonej V* (funkcjonaléw), okreslone powyzszym
wzorem, jest wzajemnie jednoznaczne. Inaczej méwigc, dla kazdego funkcjonatu
f € V* istnieje dokladnie jeden wektor y, taki ze dla kazdego x € V f(x) = (x,y).

W przestrzeni V istnieje baza ortogonalna ys,...,Yn. Niech z; = Wyi. Latwo
jest przekonac¢ sig, ze uktad funkcjonatéw fy,..., fy, takich ze fi(x) = (x,z;) dla
i=1,...,n, jest bazg przestrzeni V*, sprzezong z baza yi,...,Yyn. Wystarczy
sprawdzi¢, ze jesli Y = [y1,...,Ynl 1 Z=1[z1,...,24] to (Y,Z) = 1,,. Poniewaz

elementy bazy przestrzeni V* utozsamiliémy z wektorami z przestrzeni V, wiec
mozemy to samo zrobi¢ z kazdym elementem przestrzeni V*. O

Tak wiec funkcjonaty liniowe na przestrzeni V mozemy utozsami¢ z wektorami

z tej przestrzeni. Izomorfizm przestrzeni V i V*, w troche wezszym kontekscie,
rozpatrywaliSmy w pierwszym semestrze. Obecnie, znajac pojecie iloczynu
skalarnego, mozemy dokona¢ geometrycznej interpretacji funkcjonatu liniowego.
Zbiorem miejsc zerowych dowolnego niezerowego funkcjonatu f jest pewna
podprzestrzen o wymiarze n — 1 (hiperplaszczyzna). Jest ona zbiorem wektoréw
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prostopadtych (w sensie iloczynu skalarnego przestrzeni V) do wektora y, ktory
utozsamili§my z funkcjonatem f. Wektor y prostopadly do hiperplaszczyzny
U C V zazwycza]j jest nazywany wektorem normalnym hiperplaszczyzny U.

Uwaga: Nie w kazdej nieskonczenie wymiarowe]j przestrzeni z iloczynem skalarnym
dowolny funkcjonat liniowy mozna utozsamié z pewnym wektorem; mozna to
zrobi¢ w tzw. przestrzeni Hilberta, czyli przestrzeni zupelnej (ktérej elementami

sg granice wszystkich ciggéw Cauchy’ego zawartych w tej przestrzeni) — orzeka
o tym twierdzenie Riesza, ale to temat na wyklad z innego przedmiotu.

Iloczyn wektorowy w R3

W wykladzie o wyznacznikach znajduje si¢ definicja iloczynu wektorowego n — 1
wektoréw w przestrzeni K". Zbadamy, jak ta definicja ma si¢ do bardziej znanej
definicji ,,geometrycznej” iloczynu wektorowego dwoch wektoréw w przestrzeni
euklidesowej R> z iloczynem skalarnym (x,y) = y'x.

Iloczyn wektorowy dwéch wektoréw, x,y € R, zdefiniowaliémy jako funkcjonat
liniowy f okre§lony wzorem f(z) = det[x,y, z]. Utozsamimy funkcjonat f z takim
wektorem n, ze dla kazdego wektora z jest f(z) = (z,n). Wiemy, ze wektor n jest
prostopadty do wektoréw x iy (kto nie wie, jak to udowodni¢, niech powie to
teraz, lub zamilknie na wieki).

Niech z oznacza wektor prostopadly do wektoréw x i y (o ktérych zatozymy, ze sg
liniowo niezalezne) i taki, ze ||z||* = (z,z) = 1 (wektor taki istnieje, bo potrafimy
go skonstruowaé; dokladniej, istniejg dwa takie wektory). Wektor z ma kierunek
wektora n, skad wynika, ze [(z,n)| = ||z|/|n| = |n|. Stad |n|?> = (z,n)?> = det G,
gdzie G oznacza macierz Grama ukladu wektoréw x,y,z. Mamy

xx) (Yy,x) (z,%) x,x) (y,x) 0
G=(xv,zl,xy,zl)=| xy) Yy (zy |=| xy) Yy 0],
x,z) (Y,z) (z,2) 0 0 1

skad wynika, ze wyznacznik tej macierzy jest rowny

I = det G = det { oo } = (%) (y,9) — (0 v)?

Jak widzimy, dlugos¢ wektora n jest réwna mierze (polu) réwnolegtoboku
rozpigtego przez wektory x i y. Korzystajagc w dalszych rachunkach z réwnosci
(x,y) = |Ix|||ly|| cos «, gdzie & = arc(x,y), mozemy obliczyé

2 = X[y 12(1 — cos® &) = [[x]1*|y||* sin® o
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Zatem definicja iloczynu wektorowego podana wczesniej na wyktadzie,
w przypadku iloczynu wektorowego dwoch wektoréw w R>, jest réwnowazna
znanej definicji geometrycznej:
) 3 n=xAvy
Def. [loczynem wektorowym wektoréw x,y € R
jest wektor n € R> prostopadly do x i y,
ktérego diugos¢ jest réwna ||n| = ||x||||y]| sin «,
gdzie o = arc(x,y) (uwaga: zawsze sin & > 0) 3
i jesli wektory x i y sa liniowo niezalezne,
to uktad x,y,n jest zorientowany dodatnio. &
x
Zadania i problemy
. Udowodnij, ze jesli wektory x4,...,Xxx € V s3 rézne od wektora zerowego i parami
prostopadte, tj. (xi,x;) =0 dla i # j, to sg liniowo niezalezne.
. SprawdZ bezpodrednim rachunkiem, ze jesli y; L y; dlai,j <k, i#j, todla
kazdego wektora x zachodzi réwnos¢
(x, Y1)
X —
s Zyl oy
Przy tym jesli wektory y1,...,Yx—1,X sa liniowo niezalezne, to drugi argument
iloczynu skalarnego w wyrazeniu po lewej stronie nie jest wektorem zerowym.
. Zastosuj ortogonalizacje Grama-Schmidta do bazy 1,x,x? przestrzeni R[x],
z iloczynem skalarnym okre§lonym za pomocg wzoru
1
(f,6) = | fixlglax.
0
. Znajdz wyrazenie macierzowe, ktére opisuje baze sprzezong z baza
X =[x1,...,Xn], wiedzac ze X = YR, gdzie macierz Y = [yq,...,Yn] reprezentuje

baze ortogonalna.

5. Udowodnij, ze réwnolegtoscian jest zbiorem wypuklym.

. Oblicz objetoéé (tréjwymiarowa) réwnolegtoscianu w przestrzeni euklidesowej R*

z iloczynem skalarnym (x,y) = y'x, rozpietego przez wektory [1,2,2,0]T,
(—2,2,0,1], [1,—1,1,—1]. Oblicz dtugosci krawedzi i pole powierzchni §cian tego
réwnolegtoscianu.

. Oblicz katy miedzy wektorami rozpinajacymi réwnoleglo$cian z poprzedniego

zadania (wystarczy obliczy¢ cosinusy tych katéw).

. Niech x = [x1, X2, x3] oznacza ustalony wektor w R>. Znajdz macierz X, taka ze dla

kazdego wektora y € R> zachodzi réwnosé Xy =x Ay.
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Wskazéwka: Oblicz wektory x A eq, x /A e, i x /\ e3 i skorzystaj z tego, ze uktad Wyjasnij, jak mozna obliczy¢ objetos¢ réwnolegtoscianu na podstawie
e, ey, e; jest baza. wspblrzednych jednorodnych jego wierzchotkéw.
9. Udowodnij rownowazno$¢ przez rozktad réownolegloécianu tréjwymiarowego
rozpietego przez dowolne wektory xi, X2, X3 i rownolegtoscianu rozpietego przez
X1, X7 + axz, X3 + bx; + cx; dla dowolnych a,b,c € R.
Wskazoéwka: Trzeba zaczaé od przypadku a € [0,1], b = ¢ = 0, a nastepnie
uogdlni¢ wynik dla dowolnego a. Brzeg réwnolegtoscianu i jego kawatkdéw nalezy
przy tym zaniedbaé (objetos¢ brzegu jest réwna 0).

10. Objetos¢ k-wymiarowa sympleksu S, polozonego w przestrzeni R™ z iloczynem

skalarnym (x,y) = y'x, ktérego wierzchotkami sg punkty po, ..., Pk, jest réwna
1
we(S) = gvdet XX,
gdzie X = [xq,...,%] oraz x; = p; — P dla kazdego i. Réwnolegloscian

k-wymiarowy mozna podzieli¢ na k! symplekséw o jednakowej objetosci, ale nie
tedy droga, aby powyzszy wzér wyprowadzi¢. Rzecz w tym, ze dla k > 2
otrzymane sympleksy nie sg réwnowazne przez rozkiad, tj. nie mozna zadnego

z nich podzieli¢ na skoriczenie wiele czesci, z ktérych mozna by ztozyé kazdy inny.
Dlatego powyzszy wzor otrzymuje sie¢ w wyniku przejscia granicznego (rozpatrujac
podzialy sympleksu na nieskoriczenie wiele czesci), co oznacza obliczenie catki.
Udowodnij powyzszy wzoér, korzystajac z indukcji. W tym celu rozwaz sympleks
k-wymiarowy. Kazda jego §ciana jest sympleksem k — I-wymiarowym; wybierz
jedna ze §cian i podziel sympleks na ,plasterki” o grubosci dx za pomoca
afinicznych przestrzeni k — 1-wymiarowych réwnolegtych do wybranej §ciany.
Objetos¢ k-wymiarowa kazdego plasterka jest w przyblizeniu (tym lepszym im
mniejsze dx) réwna dx - objetosé k — I-wymiarowa ,podstawy” plasterka.
Wystarczy teraz znalez¢ odpowiednig funkcje podcatkowsq i obliczy¢ catke.

11. Udowodnij, ze objetosé k-wymiarowa sympleksu S o wierzchotkach w punktach

Po, - - ., Px € R" mozna obliczyé¢ na podstawie wzoru
1
we(S) = gvdet XTX,
w ktorym wystepuje macierz X = [xo, ..., xid € R™1 ktérej kolumny powstaty

przez dopisanie liczby 1 jako dodatkowej wspéirzednej do punktéw po,..., Pk-
Udowodnij nastepnie, ze jesli Y = [yo, ... Yil gdzie yi; = wix; (liczby w; sa
dowolne, rézne od 0, czyli punkty po,..., Pk reprezentujemy za pomocs
dowolnych macierzy wspoélrzednych jednorodnych), to

1 VdetYTY

(S) = —~ .
k! H]i(:o wl
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Bazy ortonormalne

Def. Baza ortonormalng nazywamy baz¢ ortogonalng (przestrzeni euklidesowej lub
unitarnej), ktorej wszystkie elementy sg wektorami o diugosci 1.

Elementy bazy ortogonalnej mozna podda¢ normalizacji (albo unormowacé), czyli
podzieli¢ kazdy z nich przez jego dtugo§¢. Otrzymujemy w ten sposéb baze
ortonormalna.

Baza ortonormalna ma te wiasno$é, ze jej macierz Grama jest jednostkowa,
a zatem iloczyn skalarny w takiej bazie (i tylko w takiej) dowolnych wektoréw
x iy jest réwny b'a, gdzie a i b sg macierzami wspétczynnikéw wektoréw x i y.

Mozemy ponadto zauwazy¢, ze baza ortonormalna jest sprzezona z sama sobg
(jesli utozsamiamy funkcjonaly z wektorami zgodnie z wczesniej podanym
opisem). Zatem, jesli baze ortonormalng reprezentujemy za pomoca macierzy

Q =1Iq1,...,dn], to mozemy napisa¢ Q' = QH.

Dowolny podzbiér bazy ortonormalnej przestrzeni V jest baza ortonormalng
odpowiedniej podprzestrzeni. Niech to bedzie przestrzen k-wymiarowa Vi,

a macierz jej bazy ortonormalnej oznaczmy symbolem Q. = [dq,,-- ., §q ]- Mamy
QM- Qa =1y, czyli (QH- Qo) 7! = I, a zatem mozemy napisaé nasteujace
wyrazenie, ktére opisuje rzut prostopadly dowolnego wektora x € V na
podprzestrzen V:

p(x) = QaQ]: - X.

Macierz rzutu prostopadtego na podprzestrzen V, mozemy wiec przedstawié

w postaci Q,Ql. Zauwazmy, ze rzut ten jest przeksztalceniem tozsamosciowym
przestrzent V, (i w tym sensie macierz Q, jest lewostronng odwrotnoscia
macierzy Q).

(X,daq,)

Wspélczynniki macierzy Q- x = sg oczywiScie wspolrzednymi

(X, day)

obrazu wektora x w rzucie na podprzestrzen V; jesli Q, = Q (czyli V, = V), to
mamy tu przeksztalcenie tozsamosciowe. W tym przypadku macierz Q™ - x jest
macierza wspéirzednych wektora x w bazie Q.

Przypusémy, ze a = QM- x. Poniewaz QQM = id, wigc

lal3 =a"a=(Q"-x)"Q" - x =x"-x = (x,x) = [[x]*.

17.2

Dtugos¢ dowolnego wektora jest zatem réwna normie drugiej wektora jego
wspoéirzednych w dowolnej bazie ortonormalne;.

Bazy ortonormalne w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych

Bazg (Schaudera — zobacz poprzedni wyktad) przestrzeni unormowane; V
nazywamy taki uktad wektoréw {x;}jc;, ze dowolny element y € V ma
jednoznaczne przedstawienie o postaci

Y= Z Clej,

je]

przy czym zbiér wspélczynnikéw a; réznych od zera jest skoriczony lub
przeliczalny (zwr6émy uwage, ze zbiér ] moze by¢ nieprzeliczalny). W tym
ostatnim przypadku szereg otrzymany przez wybranie niezerowych sktadnikéw
jest zbiezny w sensie normy przestrzeni V.

Def. Ciagg wektoréw y1,yYz,... w przestrzeni unormowanej nazywa si¢
ciggiem Cauchy’ego, jesli

VesoInVien [Yi — Y5 < e.

Przestrzen unormowana jest domknieta albo zupelna, jesli kazdy cigg Cauchy’ego

elementéw tej przestrzeni ma granice, ktéra jest elementem tej przestrzeni.
Dowolng przestrzenn unormowang mozna domknaé, tj. rozszerzyé jg o granice jej
wszystkich ciggéw Cauchy’ego. Zupelne przestrzenie unormowane sg nazywane
przestrzeniami Banacha. Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen liniowa nad

cialem R lub C (ale nie Q) jest zupelna. W przestrzeni euklidesowej lub unitarnej
norma jest generowana przez iloczyn skalarny. Zupelne przestrzenie z takimi
normami sg nazywane przestrzeniami Hilberta.

Przyktad: Wzoér

b
(f,9) :J f(x)g(x) dx
a
okres$la iloczyn skalarny w przestrzeni, ktérej elementy sg funkcjami zespolonymi
(albo rzeczywistymi), dla ktérych wartosé (f, f) jest skonczona (przy utozsamieniu
kazdych dwoéch funkcji fy i f,, takich ze (f; — fa, f1 — f2) = 0). Zbiér wszystkich
funkcji spelniajacych ten warunek jest przestrzeniag Hilberta. Oznacza si¢ ja
symbolem L?[a, b].
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Przyktad: Mozemy iloczyn skalarny otrzymaé uogélniajac podany wyzej wzdr,
przez wprowadzenie funkcji wagowej p:

b R
(£, 9) :J f(x)gTIp(x) dx

a

Funkcja p: [a,b] — R musi byé¢ dodatnia prawie wszedzie (czyli moze
przyjmowaé wartosci niedodatnie tylko w zbiorze, ktérego miara Lebesgue’a jest
réwna 0). Dalsze uogoélnienie polega na wybraniu skoficzonego zbioru punktéw x;
oraz liczb dodatnich a; i uzyciu wzoru

b - n .
(foa) = | fixaixipix)ax-+ 3 flxdgla
i=1

a

Przypusémy, ze uklad wektordéw xi,x;,... jest bazg ortonormalng przestrzeni V.
Dla dowolnego y € V mozemy wtedy okresli¢ szereg

[o 0]
Z ajx;j, gdzie a; = (x5, Y)-
=1

Szereg taki nazywa sie szeregiem Fouriera elementu y.

Przyktad: Najbardziej znane szeregi Fouriera sa zwigzane z ciggiem funkcji

1 1 1 1 .
cos X, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, —sin 3x, ...,

Vi U TR e it o o

ktory jest bazg ortonormalng w sensie iloczynu skalarnego

27
(f,0) = j f(x)g(x) dx.

Warto wspomnie¢ o innych bazach, waznych w zastosowaniach praktycznych, dla
ktorych konstruuje sig i bada szeregi Fouriera. Ich elementami sg wielomiany,

a takze tzw. funkcje falkowe. Konstruujac szereg Fouriera ustalonej funkcji f
nalezy zbada¢, czy szereg taki jest zbiezny i czy jego granica jest funkcja f —
czasem nie jest jasne, czy rozpatrywana funkcja nalezy do przestrzeni, ktérej baze
mamy. Jedli tak jest, to zachodzi réwnoéé Parsevala:

112 = 3 laf,
je]
w ktorej liczby a; sa wspoétczynnikami funkcji f w bazie ortonormalnej. Réwnosc¢

Parsevala jest przeniesieniem twierdzenia Pitagorasa na przestrzenie
o nieskonczonym wymiarze.

17.4

Izometrie

Przypomnijmy, ze izometria przestrzeni euklidesowej jest przeksztalceniem
liniowym, ktére zachowuje diugos¢ kazdego wektora, skad wynika, ze jej
niezmiennikiem jest takze iloczyn skalarny, katy, miary figur geometrycznych,
a takze wszystkie niezmienniki przeksztatcen liniowych.

Macierze unitarne i ortogonalne

Def. Zespolona macierz kwadratowa, ktérej kolumny sg parami prostopadle

w sensie iloczynu skalarnego (x,y) = y"x i ktérych norma druga jest réwna 1
nazywa sie macierzg unitarng. Kwadratowa macierz rzeczywista spelniajaca ten
sam warunek nazywa sie macierzg ortogonalng.

Macierze ortogonalne (rozumiem przez to takze macierze unitarne) sa nieosobliwe,
bo kolumny kazdej takiej macierzy stanowig baze (ortonormalng) przestrzeni K™.

Co wiecej, odwrotno$§é macierzy ortogonalnej Q jest macierzg ortogonalng, réwng
Q™. Wynika to natychmiast z faktu, ze macierz Grama Q'"'Q bazy ortonormalne;j,
a takze macierz QQM rzutu prostopadlego na cala przestrzen K"

(czyli przeksztalcenia tozsamosciowego) jest macierzg jednostkows.

Twierdzenie: Przeksztalcenie f: K™ — K™ jest izometrig wtedy i tylko wtedy gdy
jego macierz jest unitarna (gdy K = C) albo ortogonalna (gdy K = R).

Dowod: Niech A oznacza macierz izometrii f i niech x,y € C". Poniewaz
izometria zachowuje iloczyn skalarny, wiec musi by¢

(f(x), f(y)) = (Ay)"(Ax) = y"A"Ax = y"x.

Oczywiste jest, ze jesli macierz A jest unitarna, tj. AHA = 1,,, to powyzsza
réwnosé jest spelmiona. Macierz AHA jest macierza Grama uktadu wektoréw
f(eq),...,f(en), ktéry jest obrazem bazy ortonormalnej ey, ..., e,

w przeksztalceniu f. Obraz ten nie jest baza ortonormalng jesli AHA # I,

a zatem przeksztalcenie f w takim przypadku nie jest izometria. Dowdd dla
przestrzeni R™ przebiega tak samo. O

Izometrie pelnig wazng role w geometrii, ale takze w metodach numerycznych.
Zauwazmy, ze jesli w ukladzie rownan

Qx=>b

wystepuje macierz ortogonalna Q, to rozwiazanie dane jest wzorem x = Q'b, przy
czym majac Q macierz Q' mamy ,za darmo”. Co wiecej, uktad taki jest bardzo
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dobrze uwarunkowany. Indukowana norma druga kazdej macierzy ortogonalnej
jest réwna 1 (bo izometria zachowuje norme drugg kazdego wektora), a zatem
wskaznik uwarunkowania (w normie drugiej) macierzy ortogonalnej jest réwny 1.
Lepiej by¢é nie moze.

Obroty

Def. Niech V oznacza przestrzen euklidesows, a U jej ustalong zorientowang
podprzestrzen dwuwymiarowa (plaszczyzne). Obrotem w ptaszczyznie U o kat ¢
nazywamy przeksztalcenie liniowe r: V — V, takie ze je§lix € U to r(x) e U
x|l = ||Ir(x)], przy czym dla x # 0 jest Arc(x,r(x)) = &, oraz jesli x L U to
r(x) =x.

Uwaga: Przyzwyczailiémy sie méwié ,obrét wokét punktu ...” lub ,wokét osi...”
poniewaz intuicyjnie wyobrazamy sobie sytuacje dwu- lub tréjwymiarows.
Problem polega na tym, ze wtedy osobno trzeba okresli¢ orientacje, a ponadto
obroty w przestrzeniach o wymiarze wiekszym niz 3 trzeba by byto okresli¢
podajac podprzestrzen niezmiennicza (ktéra jest ,,osia obrotu”) o wymiarze 2 lub
wigkszym. Z drugiej strony ,,obrét w plaszczyznie” sugeruje mozliwos$¢ obracania
tylko figur plaskich, co jest nieporozumieniem oczywistym, a zatem niegroznym.

Obroty sg izometriami; istotnie, dowolny wektor x mozemy przedstawi¢ w postaci
sumy wektoréw x; i x,, takich ze x; € U oraz x, L U. Wtedy
T(x) = 7(x1) +1(x2) = 1(x1) + X2 i mamy

IrGANIZ = [IrGen) I + [l = [lxall* + [zl = x|

Macierze reprezentujace obroty sg wigc macierzami ortogonalnymi.

Przestrzen euklidesowa n-wymiarowg mozemy utozsami¢ z przestrzenig R™
z iloczynem skalarnym (x,y) = y"x, dlatego konstruujac obroty mozemy sig
ograniczy¢ do przestrzeni R™. Zaczniemy od konstrukcji macierzy obrotu
przestrzeni dwuwymiarowej, R%. Macierz obrotu o kat ¢ jest réwna

c —s
R, =

gdzie ¢ = cos ¢, s = sin ¢. Dowiedziemy, ze przeksztalcenie opisane taka macierzg
jest rzeczywiscie obrotem, tj. odpowiada podanej definicji. Przede wszystkim
tatwo jest sprawdzi¢, ze macierz Ry, jest ortogonalna. Ponadto mamy
a ca—sb
R =
ol [ b } ) sa+cb

)
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a stad

a(ca—sb) +b(sa+cb) ¢ cosdp a(sa+ sb) —b(ca — sb)
a? 4 b2 o ’ a? 4 b2

=s =sind.

Miara kata zorientowanego miedzy wektorem [a,b]” i jego obrazem jest wiec
réwna ¢.

Powyzsza konstrukcje obrotu mozemy przenie$¢ na przypadek przestrzeni R™ dla
dowolnego n > 2. Najprosciej jest skonstruowaé macierz obrotu w plaszczyznie
rozpietej przez wektory e; i e; dla i # j. Macierz obrotu w tej plaszczyznie ma
wszystkie wspélczynniki poza diagonala, z wyjatkiem dwoch, réwne 0:

1
= .
c —s —1
1
Rijp = -..1
N [¢ —j
1
L .]_
T T
i j

Zauwazmy, ze zamiana kolejnosci wektoréw e; i ej, czyli zmiana orientacji
plaszczyzny prowadzi do otrzymania przeksztalcenia odwrotnego. Macierz obrotu
w dowolnej plaszczyznie (niekoniecznie rozpietej przez dwa sposréd wektoréw
ei,...,e,) mozna skonstruowaé tak: znajdujemy baze ortonormalng
(odpowiednio zorientowang) (1, 2 plaszczyzny obrotu. Nastepnie uzupelniamy ja
do bazy ortonormalnej przestrzeni R™, przez dotaczenie wektoréw (3, ..., qn-
Macierz ortogonalna QT = [q1, ..., )" reprezentuje izometrie, w ktérej obrazem
wektoréw d; 1 ¢, sa wektory e; i e,. Poszukiwana macierz obrotu jest réwna
iloczynowi QRy2,5QT.

Odbicia symetryczne

Def. Niech V oznacza przestrzen euklidesowg lub unitarng, a U jej ustalong
podprzestrzen. Odbiciem symetrycznym wzgledem podprzestrzeni U nazywamy
przeksztalcenie liniowe h: V — V, takie ze dla kazdego wektora x € U jest

h(x) =x, a jeslix L U to h(x) = —x.

Podobnie jak w przypadku obrotéw, warunki podane w definicji okreslaja odbicie
wzgledem dowolnej podprzestrzeni U jednoznacznie. Latwo jest przekonac sie, ze
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kazde odbicie jest izometrig. Wyrazenie opisujgce odbicie wzgledem dowolne;]
podprzestrzeni tatwo jest otrzymac rozpatrujac rzut prostopadly. Podprzestrzei
prostopadta do U oznaczymy symbolem U'. Jesli znamy baze X = [x1,...,%]
podprzestrzeni U', to rzuty prostopadte p; i p, odpowiednio na te podprzestrzeri
i na podprzestrzeri U sg opisane wzorami

pilx) = XXM X)X x,  palx) =x—pi(x)

(wyrazenie opisujace rzut p; upraszcza si¢ w przypadku, gdy baza X jest
ortogonalna lub ortonormalna). Odbicie h wzgledem podprzestrzeni U wyraza si¢
wzorem

h(x) = pa(x) —p1(x) =x — 2p;(x).

W zwigzku z odbiciami odnotujmy nastepujace fakty:

Kazde odbicie jest inwolucja, tj. dla kazdego wektora x jest spelniony warunek
h(h(x)) = x. Odbicie jest zatem swojg wlasng odwrotnoscig. Poniewaz kazda
macierz nieosobliwa ma dokladnie jedng macierz odwrotng, wiec macierz H
odbicia, ktéra (w bazie ortonormalnej) jest macierza ortogonalng, musi by¢
hermitowska (rachunek jest natychmiastowy: H? = I = HHH).

Jesli podprzestrzen U™ jest rozpieta przez wektory eq,..., ey, to macierz odbicia
wzgledem U jest macierza diagonalng, ktérej k poczatkowych wspoétczynnikéw na
diagonali jest rébwne —1, a pozostate wspoélczynniki diagonalne to jedynki.

Tak samo wyglada macierz odbicia w dowolnej bazie ortonormalnej, ktérej
pierwsze k elementéw stanowi baze podprzestrzeni U™ .

Obroty przestrzeni euklidesowej zachowujg orientacje kazdego uktadu n wektoréw,
co jest widoczne natychmiast po (latwym) obliczeniu wyznacznika macierzy
obrotu. Odbicia symetryczne zachowujg orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy
wymiar podprzestrzeni Ut jest parzysty. W szczegdlnosci wszystkie odbicia
wzgledem hiperplaszczyzn (tj. podprzestrzeni o wymiarze n — 1) zmieniajg
orientacje na przeciwna.

Transpozycja Ty, tj. przeksztatcenie, ktére przestawia wspotrzedne i i j wektora

x € K", jest odbiciem wzgledem hiperptaszczyzny prostopadiej do wektora e; — e;.

W metodach numerycznych najwigksze znaczenie praktyczne majg odbicia
wzgledem hiperplaszczyzn. Bierze sie to stad, ze takie odbicia sa najlatwiejsze do
skonstruowania, a z ich pomoca mozna rozwigzac¢ wszystkie zadania algebry
liniowej, ktére mozna rozwigzac¢ poprzez konstruowanie odpowiednich izometrii.
Dlatego przyjrzymy sie temu szczegbdlnemu przypadkowi. Kazda hiperptaszczyzne
mozemy reprezentowaé za pomocy jednego wektora (wektora normalnego, ktéry
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utozsamiamy z funkcjonalem, ktérego zbiorem miejsc zerowych jest ta
hiperplaszczyzna).

Rozwazmy przestrzen C™ z iloczynem skalarnym (x,y) = y"'x. Niech w € C™,
w #£ 0. Macierz odbicia wzgledem hiperplaszczyzny prostopadiej do w jest réwna

2
H=I,—w——w'"
whw
Drugi sktadnik opisuje podwojong macierz rzutu na podprzestrzen
jednowymiarowa rozpieta przez wektor w. bLatwo jest sprawdzi¢, ze H? = I,,,
a ponadto jesli x L w to Hx = x oraz Haw = —aw. Zwréémy uwage, ze

realizujgc odbicie w praktyce (za pomocg procedury komputerowej) nie warto

2

jawnie wyznacza¢ macierzy H; do zapamigtania tylko wektora w i liczby § = 7

potrzebne jest znacznie mniej miejsca, a obliczanie kolejno a = whx, b = Ba
i h(x) = x — bw zabiera mniej czasu. Przy tym postgpowaniu mniej si¢ tez dajg
we znaki bledy zaokraglen.

Odbicia opisane wyzej dla przestrzeni unitarnej stosuje sie takze w przestrzeniach
euklidesowych (rzeczywistych). Wszystkie powyzsze rachunki i komentarze w tym
przypadku pozostajg w mocy, nalezy tylko we wzorach dokonaé¢ zmiany sprzezenia
hermitowskiego na transpozycje.

Zadania 1 problemy

. Zmodyfikuj procedure ortogonalizacji Grama—Schmidta tak, aby wynikiem jej

dziatania byta baza ortonormalna.

. Oblicz (tj. wyprowadz ogdlny wzdr opisujacy) wspodlczynniki szeregu Fouriera

funkcji f(x) = sgn(x — 7t) w bazie trygonometrycznej wspomnianej na wyktadzie.

3. Udowodnij, ze jesli Q jest macierzg ortogonalng lub unitarng, to cond, Q =1.

. Udowodnij, ze transpozycja Ty, tj. przeksztatcenie, ktére przestawia wspodtrzedne

i1j wektora x € R", jest odbiciem wzgledem hiperplaszczyzny prostopadlej do
wektora e; — e;.

. Udowodnij, ze przeksztalcenie Hadamarda przestrzeni R", gdzie n = 2¥, ktérego

macierz H,, jest okre§lona wzorem rekurencyjnym

Hnpz —Hap2

H, =
V2

Hnz  Hrnpe

jest izometrig. Czy przeksztalcenie to zachowuje orientacje?
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. Udowodnij, ze jesli k-ta wspoirzedna wektora w € R™ jest réwna 0, to macierz
odbicia w hiperptaszczyZnie prostopadlej do tego wektora ma k-ty wiersz oraz
k-ta kolumne takie, jak macierz jednostkowa.

. Niech X oznacza macierz bazy pewnej podprzestrzeni pewnej przestrzeni unitarnej
V. Napisz wyrazenie macierzowe, ktére opisuje odbicie symetryczne wzgledem tej
podprzestrzeni. Jaka szczegdlng postal przybierze to wyrazenie, jesli baza X jest
ortonormalna?

. Udowodnij, ze macierz rzutu prostopadiego w bazie ortonormalnej na
podprzestrzen o dowolnym wymiarze, a takze macierz odbicia symetrycznego
w bazie ortonormalnej wzgledem dowolnej podprzestrzeni, jest hermitowska.

. Dowolng permutacje mozna przedstawi¢ w postaci zlozenia pewnej liczby
transpozycji, z ktérych kazda (interpretowana jako przeksztalcenie przestrzeni R™)
jest odbiciem w hiperplaszczyznie prostopadlej do wektora e; — e; (dla pewnych
liczb i, j).

Zbadaj, czy kazdg permutacje parzystq mozna przedstawié¢ w postaci ztozenia
pewnej liczby obrotéw o kat 5 w ptaszczyznach rozpigtych przez pary wektoréw
(ei, e;).

Dlaczego nie mozna przedstawi¢ w ten sposéb zadnej permutacji nieparzystej?
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Pseudoodwrotno§¢ macierzy

Def. Niech A € K™". Pseudoodwrotnos¢ macierzy A jest to macierz A" € K™™,
taka ze rank AT = rank A i macierz AA™ jest macierza rzutu prostopadlego

przestrzeni K™ na podprzestrzen im A, za$§ macierz ATA jest macierzg rzutu
prostopadtego przestrzeni K™ na podprzestrzen prostopadla do ker A.
Powyzsza definicja zaktada stosowanie iloczynéw skalarnych w K™ i K™
okreslonych wzorem (x,y) = y"x. Zauwazmy, ze macierz A jest
pseudoodwrotnoscia macierzy A*. Przypu$émy, ze m > n = rank A, tj. macierz A
jest kolumnowo regularna. Wtedy rzad macierzy ATA € K™" jest réwny n, tj.
macierz ATA jest nieosobliwa. Podprzestrzenig prostopadla do jadra macierzy A
jest cala przestrzen K". Jedyny rzut prostopadly na calg przestrzen to
przeksztalcenie tozsamosciowe, zatem w tym przypadku ATA = I,,.

Podobnie mozemy uzasadnié, ze je§li rank A = m < n, czyli imA = K™, to

AAT = 1,,. Zatem jesli macierz A jest nieosobliwa, tj. m = n =rank A, to

AAT =A*TA =1, czyli At = A", Pojecie pseudoodwrotnosci macierzy jest
zatem uogdlnieniem pojecia odwrotnosci kwadratowej macierzy nieosobliwej. Ma
ono zastosowania w liniowych zadaniach najmniejszych kwadratéw, do badania
ktorych zmierzamy. Dowodzi sie (dowdd na razie pomijamy), ze kazda macierz
prostokatna ma jednoznacznie okre§long pseudoodwrotnosé.

Rozktad unitarno-tréjkatny macierzy

Niech A € K™", m > n. Jesli macierz A jest kolumnowo regularna, czyli jej
kolumny stanowig baze pewnej n-wymiarowej podprzestrzeni V przestrzeni K™,
to mozemy dokona¢ ortogonalizacji Grama-Schmidta. Otrzymamy wtedy macierz
B € K™™", ktorej kolumny stanowig baze ortogonalng podprzestrzeni K™, oraz
macierz trojkatng gorng U € K™", z jedynkami na diagonali, takie ze A = BU.

Macierz B nie jest w ogblno$ci macierza unitarng, z dwéch powodéw: jest
prostokatna, a ponadto jej kolumny mogg mie¢ dtugosci rézne od 1. Niemniej,
wyznaczenie takich czynnikéw B i U macierzy A jest nazywane znalezieniem
rozkladu unitarno-tréjkatnego (albo ortogonalno-tréjkatnego) macierzy A.

Zauwazmy, ze jesli D jest macierzg diagonalng, ktérej wspotczynniki diagonalne sg
réwne diugosciom odpowiednich kolumn macierzy B, to mozemy napisaé

A = Q;Ry, gdzie Q; = BD ! oraz R; = DU. Kolumny macierzy Q; tworza baze
ortonormalng pewnej podprzestrzeni V przestrzeni K™. Macierze

Q7 € K™™ i Ry € K™" mozemy otrzymaé bezposrednio, w wyniku
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ortonormalizacji Grama-Schmidta bazy zlozonej z kolumn macierzy A, czyli

odpowiednio zmienionej procedury ortogonalizacji Grama-Schmidta.

Jesli m > n, tj. macierz Q; jest prostokatna, to baze zlozona z jej kolumn mozemy
uzupelni¢ do bazy ortonormalnej calej przestrzeni K™, przez dolaczenie pewnych
m — n wektoréw. W ten sposéb otrzymamy macierz unitarng (lub ortogonalng)

Q € K™™. Mozemy tez dopisa¢ m — 1 wierszy z samymi zerami do macierzy R;.
Powstaje w ten sposéb macierz R € K™", tj. macierz o tych samych wymiarach
co A. Mamy zatem

A:Q1R1:[Q1 Qz] [121]
-2

R
Moéwigc o rozkladzie unitarno-tréjkatnym macierzy A € K™™ bedziemy mieli na
mysli albo macierz o kolumnach ortonormalnych Q; € K™™ i macierz tréjkatng
goérng Ry € K™", takie ze A = QR;, albo macierz unitarng Q € K™™ i macierz
trojkatng R € K™, takie ze A = QR.

Rozktady unitarno-tréjkatne macierzy majg liczne zastosowania, z ktérych
niektére bedg przedstawione dalej. Najprostsze zastosowanie to rozwigzywanie
uktadu réwnan liniowych Ax = b z nieosobliwa macierza A. Poniewaz Q' = Q",
wigc znajac macierze Q i R mozemy przeksztalci¢ uktad w taki sposéb:
QHAX=Q"b  czyli Rx=Q"b.
Przedstawiona wczesniej eliminacja Gaussa tez sprowadza ukiad do postaci
z macierzg tréjkatng. Koszt znalezienia rozktadu unitarno-tréjkatnego jest na ogol
wiekszy, ale jest tu pewna korzy$¢: mniejsze bledy. Zauwazmy, ze jesli A = BC to
cond A < cond B cond C. Iloczyn wskaznikéw uwarunkowania czynnikéw
trojkatnych macierzy A, znalezionych przez eliminacje Gaussa, moze by¢ duzo
wigkszy niz cond A. Tymczasem w rozkladzie unitarno-tréjkatnym A = QR mamy
zawsze cond; Q = 1 oraz cond, A = cond; R. Tak wiec stosujac to podejicie nie
psujemy dokladnosci rozwigzania na skutek rozwigzywania znacznie gorzej
uwarunkowanych zadan posrednich, ale trzeba uzyé odpowiednio dobrego
algorytmu znajdujacego taki rozktad. Czasem (w praktyce dosy¢ rzadko) zdarza
sie uklad réwnan, dla ktérego eliminacja Gaussa daje za duze btedy, a rozktad
unitarno-tréjkatny nie za duze.

Modyfikowana ortonormalizacja Grama-Schmidta
Procedure (klasyczna) ortogonalizacji Grama-Schmidta omawiali§my wczesnie;j.

Mozemy ja zmieni¢ tak, aby wynikiem jej dziatania byla baza ortonormalna (bylo
takie ¢wiczenie):
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for k := 1 to n do begin

Y = G
for i := 1 to k—1 do begin
Tik = Q{{ak;
Y = Y— it
end;
T 1= VYyMy;
1
dx = 7Y
end;

Wadg algorytmu klasycznego w obliczeniach numerycznych jest to, ze jesli katy
miedzy wektorami aq, ..., a, sa bliskie 0 lub 7 (wyjSciowa baza jest, jak to sig
moéwi, bardzo ,skosna”), to otrzymane wektory qq, ..., . tez sa prostopadte tylko
w przyblizeniu i to niedokladnym. Wyjscia w tej sytuacji sg dwa. Pierwsze z nich
polega na poddaniu wyniku dziatania procedury (tj. bazy, ktére jest nie dos¢
doktadnie ortogonalna) ponownej ortogonalizacji. Ten

algorytm z reortogonalizacjg daje bardzo dobre wyniki kosztem dwukrotnego

wzrostu czasu obliczen. Nieco gorsze wyniki, ale lepsze niz algorytm klasyczny,
daje modyfikowany algorytm Grama-Schmidta (MGS). Na pierwszy rzut oka

algorytm ten rézni sie od algorytmu klasycznego tylko kolejnoscig dzialan (a wiec
z punktu widzenia algebry oba te algorytmy sg réwnowazne):

for k := 1 ton do qx := ag;
for k := 1 to n do begin

The 1= A/ ARd;

i = ﬁ‘h;
for i := k+1 to n do begin
Tk = dids;
di = di— gxTki
end
end;

Wyjasnienie, dlaczego algorytm modyfikowany jest dokladniejszy, jest takie:

w algorytmie klasycznym utrzymujemy wektory bazy oryginalnej do korica; jesli
kat miedzy wektorem a, a podprzestrzenia rozpigtg przez qq, ..., 11 jest maly
(kat miedzy wektorem x i podprzestrzenia V to najmniejszy kat miedzy wektorem
x iy € V), to takim pozostaje do l-tego przebiegu zewnetrznej petli i podczas
wykonywania petli wewnetrznej zachodzi znoszenie si¢ sktadnikéw, czyli utrata
doktadnosci. Algorytm modyfikowany dziata tak: na poczatku zewnetrznej petli
zawarto§¢ zmiennej qy jest wektorem prostopadtym do wszystkich wczesniej
znalezionych elementéw bazy ortonormalnej. Wektor ten normalizujemy (tj.
dzielimy przez jego dlugo$¢) w celu otrzymania wektora gy o diugosci 1.
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Nastepnie kazdy z wektoréw qy.1,..., n zastgpujemy przez jego rzut prostopadty
na hiperplaszczyzne prostopadlg do qy. Dzieki takiemu postepowaniu katy
miedzy tymi wektorami zblizajg sie do kata prostego. W instrukcji

di = gi— QxTis

ktéra implementuje rzutowanie na hiperptaszczyzne prostopadisg do qy, znoszenie
si¢ sktadnikéw w obliczeniach numerycznych jest tym mniejsze im blizszy kata
prostego jest kat miedzy i i qi. Tak wiec algorytm modyfikowany w kazdej
iteracji ,,poprawia” dane dla nastepnych iteracji.

Nie bedziemy na tym wykladzie przeprowadzaé analizy bledéw zaokraglen, ale
warto zapozna¢ si¢ z jej wynikami, dla przypadku rzeczywistego. Macierz

Qi1 =1d1,...,dqnl, ktérej kolumny sg ortonormalne, powinna spelnia¢ warunek
Q7Q1 =1, (macierz Q7 jest jej pseudoodwrotnoscia). Za miare bledu mozemy
przyjaé liczbe [|QTQq — I,,|.. Wynik dzialania algorytmu klasycznego

w arytmetyce zmiennopozycyjnej z btedem wzglednym reprezentacji v = 2t
spelnia warunek

1QTQ: — L))z < min{n®?2, 1.4mn*?(cond A)™ " v},
btad wyniku algorytmu modyfikowanego to

1QTQ:1 — Il < 4.2mn*?cond A,
natomiast algorytm z reortogonalizacjg daje

1QIQ1 — Infl2 < Fv,

gdzie F = O(mn3/2), za$ liczba cond A % ||A||y||A ||, jest wskaznikiem

uwarunkowania zadania ortogonalizacji.
Odbicia Householdera

Poniewaz Q" = Q~', wiec mamy R = Q"A. Przeksztalcenie liniowe
reprezentowane przez macierz Q' jest izometrig. Zatem czynnik R rozktadu
unitarno-tréjkatnego mozemy otrzymaé poddajac kolumny macierzy A pewnemu
przeksztalceniu, ktére jest izometria. Obraz k-tej kolumny macierzy A, tj. k-ta
kolumna macierzy R, jest elementem przestrzeni rozpietej przez wektory
er...,ex € K™

Alternatywne wobec ortogonalizacji Grama-Schmidta metody znajdowania
rozktadu unitarno-tréjkatnego macierzy polegaja na konstrukcji ciggu
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odpowiednich izometrii, ktérych zlozenie jest reprezentowane przez macierz Q.
Odpowiednie sg izometrie latwe do skonstruowania. Powszechnie stosuje si¢ dwa
rodzaje takich przeksztalcen: odbicia symetryczne wzgledem hiperplaszczyzn

i obroty. Zaczniemy od odbié.

Macierz H odbicia symetrycznego przestrzeni K™ wzgledem hiperplaszczyzny,
ktérej wektorem normalnym jest wektor w # 0 wyraza si¢ wzorem

wh,

H=1I,—
WwHw

Def. Odbiciem Householdera nazywamy odbicie wzgledem hiperplaszczyzny
dobranej tak, aby obraz w tym odbiciu danego wektora x # 0 mial kierunek
wskazanego wektora y # 0.

Konstrukcja odbicia Householdera
x tw

sprowadza si¢ do skonstruowania odpowiedniego

wektora w. Przypusémy, ze y = e;. Poniewaz
odbicie jest izometrig, wiec obrazem wektora / k /
x musi by¢ ||x||.e; albo —||x|.e;. Pierwszy z tych

wektoréw bedzie obrazem x jesli przyjmiemy
w =x — |[x|2€1, a drugi jesli w = x + x| e1. Ixze;

Wyb6r znaku jest podyktowany dazeniem do zmniejszenia bledéw zaokraglen.
Gdyby wektory x i e; byly réwnolegtle, to w jednym z tych przypadkéow
dostaliby$smy w = 0, czego nie chcemy. Jesli wektory sg prawie réwnolegle, to zty
wybér znaku powoduje znoszenie sie sktadnikéw, czyli utrate doktadnosci. Zatem
znak nalezy wybieraé tak, aby otrzymac dluzszy wektor w. Jesli chcemy, aby
obraz wektora x miatl kierunek wektora e;, to wybér znaku jest bardzo prosty:
wystarczy zbadac znak pierwszej wspoéirzednej wektora x.

Zastosujmy teraz odbicia w celu otrzymania rozktadu unitarno-tréjkatnego
macierzy A € K™™ Jesli m = n, to wykonamy n — 1 odbié, a jesli m > n, to
trzeba bedzie wykonaé n odbié, tj. tyle ile jest kolumn. W pierwszym kroku
konstruujemy odbicie tak, aby pierwsza kolumna macierzy A, tj. wektor a;,
zostala przeksztalcona na wektor o kierunku wektora e;. Odbiciu poddajemy
wszystkie kolumny macierzy A. W rezultacie dostaniemy macierz, ktéra pod
diagonalg w pierwszej kolumnie ma same zera.

W kazdym nastepnym kroku przeksztalcamy macierz tak, aby otrzymac zera pod
diagonalg w kolejnej kolumnie. Przypusémy, ze jej numerem jest k. Wtedy
yzapominamy” o poczatkowych k — 1 wspélczynnikach wszystkich kolumn, tj.
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przeksztalcamy wektory w przestrzeni K™ "', pozostawiajac poczatkowe
wspélrzedne niezmienione. Po odrzuceniu tych wspéirzednych, pierwsze k — 1
kolumn sklada sie z samych zer, na przetwarzanie ktérych nie tracimy czasu.
Wyznaczamy wektor Wy, € K™ "' tak, tak aby obraz k-tej kolumny (bez
poczatkowych k — 1 wspoélczynnikéw) w odbiciu okreslonym przez ten wektor
przeszedt na kierunek wektora e; € K™ **'. Tak okreslone przeksztatcenie
catych” kolumn jest odbiciem wzgledem hiperptaszczyzny, ktoérej wektorem
normalnym jest wektor

0
Wy = ;
« 0
Wi
Po wykonaniu calej procedury mamy macierz tréjkatng R i wektory wq, ..., wy,

ktore okreslajg kolejne odbicia. Mamy zatem reprezentacje macierzy Q w postaci
ciggu tych wektoréw. Trzeba podkreslic, ze
nie nalezy jawnie wyznaczaé macierzy Q, tj. obliczaé jej wspédiczynnikéw, choé

bytoby to mozliwe. Po pierwsze, bytoby to miejsco- i czasochtonne. Po drugie,
popelnione przy tym bledy zaokraglen bylyby szkodliwe. Majac wektory

Wy, ..., wy oraz dowolny wektor x € R™, mozemy szybko i z dobrg dokladnoscia
obliczy¢ wektor QMx lub Qx. W celu obliczenia Q"'x wystarczy wektor x podda¢
kolejno tym samym przeksztalceniom co kolumny macierzy A. Aby obliczyé¢ Qx,
poddajemy wektor x tym samym odbiciom w odwrotnej kolejnosci.

Jesli wspoblczynniki macierzy A sg przechowywane w prostokatnej tablicy

i procedura rozkladu ma je zastapi¢ wspélczynnikami ri; macierzy R, wigc miejsca
pod diagonalg mozemy uzy¢ do przechowania wektoréw wy. W kazdej kolumnie
zabraknie nam jednego miejsca, a zatem trzeba utworzyé dodatkows tablice

o dlugosci n. Ponadto, dla przyspieszenia obliczent warto dla kazdego wektora wy

obliczy¢ i zapamietaé liczbe Py = co wymaga dalszych n miejsc. Miejsca

2
whw, ?
w tablicach mozna wykorzystaé zgodnie z takim schematem:

app apz ags Wi | T2 Ti3
azr az azs W21 W22 | T23
asz; aszz ass W31 W32 W33
—
Q41 Q42 Q43 Wy1 Wiy Wya3
T T2 T33
Br B2 Bs

Zamiast wektoréw wy mozna tez przechowywaé wektory vy = wycy (zauwazmy,
ze dlugos¢ wektora normalnego hiperplaszczyzny odbicia jest nieistotna), przy
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czym wspélczynniki skalujace ¢y mozna dobraé tak, aby k-ta (pierwsza niezerowa)
wspblrzedna wektora v; byta réwna vy = viv, /2. Dzieki temu oprécz tablicy,
ktéra poczatkowo zawiera wspélczynniki macierzy A, potrzeba tylko n
dodatkowych miejsc w pamieci.

Obroty Givensa

Zatézmy, ze K = R. Odbicie Householdera przeksztalca w jednym kroku macierz
tak, aby pod diagonalg w kolejnej kolumnie pojawity sie zera. Mozna ten sam
efekt osiggnaé po kolei ,zerujac” odpowiednie wspoéiczynniki macierzy. Jesli
chcemy przeksztalci¢ macierz tak, aby w miejsce wspélczynnika ayy (dla i # k)
otrzymac 0, to mozemy dokona¢ obrotu w plaszczyznie rozpigtej przez wektory e;
i ex o kat —¢, taki ze

Ok . ik
cosd):c:T, smcszz?l, p==+4/a} +di.

Wykonujac taki obrét (zwany obrotem Givensa) zmieniamy tylko dwa wiersze
macierzy: i-ty i k-ty.

Zauwazmy, ze nie ma potrzeby obliczania liczby ¢. Wystarczyloby zapamietaé
cis. Jeszcze lepiej bytoby jednak reprezentowaé obrét za pomocsa jednej tylko
liczby, powiedzmy &, ktoéra mozna by przechowaé na miejscu wspélczynnika ajy,
ktory przeksztatcamy na 0. Taka liczbe mozemy otrzymac za pomocy
nastepujacego algorytmu Stewarta, ktéry realizuje wzory zaprojektowane w celu

unikniecia nadmiaru i utraty doktadnosci w arytmetyce zmiennopozycyjne;j:

if |aw > |aix/ then begin
if agx #0 then begin d := ay/aw; T := V1+4+d2%; & := d/r end
else & := 0
end
else begin
if ay #0 then begin d := an/aw; T := V1+d%; & :=1/d end
else & :=1
end;

Na podstawie tak obliczonego & mozemy odtworzy¢ liczby c i s:

if |§] <1 then begin ¢ := /1 —§&%; s := & end
else if |§] =1 then begin ¢ := 0; s := 1 end
else begin ¢ := 1/&; s := /1 —c?;

Podobnie jak w przypadku odbi¢, nie nalezy jawnie wyznacza¢ macierzy
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ortogonalnej Q, tylko w razie potrzeby otrzymania iloczynu tej macierzy

i wektora, odtworzy¢ i zastosowaé kolejne obroty. Dokonanie rozktadu
ortogonalno-tréjkatnego za pomoca obrotéw jest drozsze niz zastosowanie odbié
(cho¢ sg jej warianty z tzw. obrotami skalowanymi, ktére majg ten sam koszt co
odbicia). Metoda ta jest wygodna i dlatego jest czesto stosowana do tzw.
macierzy rzadkich, czyli takich, w ktérych wiekszo§¢ wspodlczynnikéw jest réwna O.

Zadania i1 problemy

. Udowodnij, ze jesli macierz A € R™" jest nieosobliwa oraz A = QR, gdzie Q jest

macierzg ortogonalng (QTQ = I,,), a macierz R jest tréjkatna goérna, to przy
zalozeniu, ze wspolczynniki na diagonali macierzy R sg dodatnie, taki rozktad
ortogonalno-tréjkatny jest jednoznaczny.

Jakie elementy rozkladu ortogonalno-tr6jkatnego macierzy prostokatnej

o dowolnym rzedzie sg jednoznaczne?

. Oblicz koszt ortogonalizacji Grama-Schmidta (klasycznej lub modyfikowanej)

zastosowanej do macierzy o wymiarach m x n.

. Opisz wtasciwy sposéb obliczania obrazu dowolnego wektora x € R™ w odbiciu, t;j.

wektora
(I — Wkﬁkwbx»

jesli znany jest wektor wy i liczba By = A—

Yot Uzasadnij, dlaczego sposdb ten jest
k

jedynie stuszny.

. Sprowad? za pomocg odbi¢ Householdera macierze

1 -9 4 1 32
~1 10 21 . 1 -1 3
1 2 -48 ' 1 8 1
1 -7 54 1 —4 2

do postaci tréjkatnej. Konstruujgc wektory normalne hiperptaszczyzn odbicia
wybieraj znaki zgodnie z reguly przedstawiong na wyktadzie.

. Oblicz wektor y = Qx, gdzie x = [1,0,0,1]", a macierz Q jest ortogonalnym

czynnikiem rozkladu macierzy z poprzedniego zadania. Zréb to bez wyznaczania
wspbéiczynnikéw macierzy Q.

. Udowodnij poprawno$¢ (z punktu widzenia algebry) wzoréw w algorytmie

Stewarta. Sprawd?, ze liczba & obliczona tym algorytmem spelnia jeden

z warunkow || < v/2/2, |&] =1 lub |&| > /2. Przekonaj sie, ze dzigki temu
podczas obliczania 1 — &2 albo 1 — (1/£)? w celu odtworzenia liczb c i s nie
wystepuje znoszenie sie argumentéw.

. Zaproponuj algorytm obliczania dtugosci wektora, tj. liczby [|x2]l2 = VxTx,

odporny na ile to mozliwe na nadmiar i niedomiar w arytmetyce
Zmiennopozycyjne;j.



8. Sprawd?, ze poniewaz

c —s a ca—sb
5 ¢ b| |sa+ecb |’
wiec przyjmujac
B -b B a
ViaZ+ o2’ ViaZ+ b2’

otrzymamy Sa + ¢b = 0 oraz [ca — sb| =

la2 + |b|2. Mozemy zatem uogélnié
obroty Givensa tak, aby roztozy¢ na czynniki unitarny i tréjkatny dowolng
macierz zespolong.

18.9
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Liniowe zadania najmniejszych kwadratow

Rozwazmy uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi, Ax = b. Jesli uklad ten
jest sprzeczny, to na tym stwierdzeniu mozna byloby poprzestaé, gdyby nie fakt,
ze zycie nie zawsze zadowala sie¢ najprostszg poprawng teorig.

Przypu§émy, ze mamy znalezé wektor x € K™ (K = R lub K = C), na podstawie
danych otrzymanych z pomiaréw. Niech kazdy pomiar polega na zmierzeniu
warto$ci pewnego (znanego nam) funkcjonatu liniowego ¢;, mamy zatem liczby

b; = @i(x), 1 =1,...,m. Jesli funkcjonaly ¢; s3 liniowo niezalezne, to, jak wiemy,
wystarczy dokonaé¢ n pomiaréw — otrzymamy w ten sposéb uktad n réwnan

o jednoznacznym rozwigzaniu. Pomiary majg jednak to do siebie, ze ich wyniki sg
niedoktadne. Aby wyeliminowaé skutki btedéw przypadkowych, czesto wykonuje
sie wiecej niz n pomiaréw (nawet duzo wigcej), czego rezultatem jest uklad
réwnan liniowych o wigkszej liczbie réwnan niz niewiadomych. Jest przy tym
prawdopodobne (zwykle mozna byé tego pewnym), ze uktad ten jest sprzeczny.

Chcac uwzgledni¢ wszystkie pomiary (bo wynik kazdego z nich jednak niesie jakas
informacje o wektorze x) musimy zrezygnowa¢ z nadziei znalezienia rozwigzania
(ktoére na ogél nie istnieje). Zamiast tego mozemy zazadaé, aby wektor x, ktory
przyjmiemy za rozwigzanie, spetnial réwnania z jak nagmniejszym biedem. Aby
stowom ,,z jak nagmniejszym” nadaé jednoznaczny sens, wprowadzimy pojecie
residuum uktadu réwnan.

Def. Niech Ax = b bedzie ukladem m réwnai liniowych z niewiadomym
wektorem x € K". Residuum ukladu dla ustalonego wektora & € K™ nazywamy
wektor r = AR — b.

Def. Niech Ax = b bedzie ukladem réwnan liniowych z niewiadomym wektorem x,
w ogoblnosci sprzecznym. Liniowym zadaniem najmniejszych kwadratéw (LZNK)

nazywamy zadanie znalezienia wektora ® € K", takiego ze
Vxexn [|AR — bl < [[Ax — b2

Inaczej méwiac, rozwigzanie zadania polega na znalezieniu wektora X, dla ktérego
dtugos¢ (norma druga) residuum jest najmniejsza.

Jesli uktad jest niesprzeczny, to ma co najmniej jedno rozwigzanie; residuum
uktadu dla dowolnego rozwigzania jest wektorem zerowym, a wiec najkrétszym.
Dlatego rozwigzanie liniowego zadania najmniejszych kwadratéw dla ukladu
niesprzecznego jest ,zwyklym” rozwigzaniem tego uktadu.
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Regularne liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw

Def. Jesli macierz A € K™™ jest kolumnowo-regularna, to liniowe zadanie
najmniejszych kwadratéow postawione dla uktadu réwnan liniowych z ta macierzg
nazywa sie regularnym liniowym zadaniem najmniejszych kwadratéw.

Twierdzenie: Dowolne regularne liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw ma
jednoznaczne rozwigzanie. Wektor X € K™ jest rozwigzaniem tego zadania wtedy
i tylko wtedy, gdy wektor residuum ukladu dla wektora & jest prostopadty

(w sensie iloczynu skalarnego (x,y) = y"x) do podprzestrzeni im A C K™
Dowdd: Niech macierz A uktadu Ax = b bedzie kolumnowo-regularna. Niech y
oznacza obraz wektora b w rzucie prostopadlym na podprzestrzeri im A. Istnieje
zatem wektor R, taki ze AR = y. Udowodnimy, ze wektor R jest rozwigzaniem
rozpatrywanego zadania najmniejszych kwadratéw i ze nie ma innych rozwigzan.

Oznaczmy ? =y — b oraz r = Ax — b dla dowolnego x € K". Wektor
z=A(x —%) =1 — 7 jest elementem podprzestrzeni im A, a zatem wektory z i
sg prostopadle. Na podstawie twierdzenia Pitagorasa wnioskujemy, ze

Ilell3 = 1113 + ll113,

a zatem norma druga residuum uktadu dla wektora X jest najmniejsza. Poniewaz
macierz A jest kolumnowo-regularna, tj. ker A = {0}, wiec dla kazdego wektora

x # X wektor z jest rézny od O, co koriczy dowdd jednoznacznosci rozwigzania
regularnego LZNK. O

Warunek podany w twierdzeniu umozliwia praktyczne rozwigzywanie zadania,
ktére dzigki niemu mozna sprowadzi¢ do skoriczonego obliczenia. Zauwazmy, ze
wektor residuum dla poszukiwanego rozwigzania ma by¢ prostopadly do
podprzestrzeni im A. Aby tak bylo, wystarczy by wektor ten byt prostopadty do
wszystkich elementéw dowolnej bazy tej przestrzeni. Mamy odpowiednig baze,
sktada sie ona z kolumn macierzy A. Jesli wiec A = [aq, ..., a,], to muszg by¢
spelnione réwnania

a(Ax-b)=0, i=1,...,n

Mozemy je zapisa¢ wszystkie naraz, jednym wzorem, ktéry po prostych
przeksztalceniach wyglada tak:

AHAR = AMb.

Wyprowadzony wyzej uklad réwnan liniowych, ktérego rozwigzanie jest
rozwigzaniem RLZNK, ma macierz o wymiarach n x n, ktéra jest macierzg Grama
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bazy przestrzeni im A zlozonej z kolumn macierzy A. Macierz ta jest dodatnio
okre§lona, a zatem nieosobliwa. Powyzszy uklad réwnan nosi nazwe
ukladu réwnai normalnych. Uktadanie i rozwigzywanie réwnari normalnych, czyli

tzw. algorytm réwnan normalnych, jest najprostszg metodg (takze numeryczna)
rozwigzywania RLZNK.

Regularne LZNK i aproksymacja Sredniokwadratowa
Niech V oznacza dowolng przestrzen euklidesowa lub unitarng i niech U oznacza

jej skoniczenie wymiarowg podprzestrzen. Niech b oznacza dowolny element
przestrzeni V. Zadanie aproksymacji §redniokwadratowej polega na znalezieniu

elementu y podprzestrzeni U, takiego ze odlegtos¢ wektoréw y i b, czyli liczba

ly—1|2=+/(y — b,y —b), jest najmniejsza.

Jesli przyjmiemy V = K™, to latwo mozemy zauwazy¢, ze zadanie aproksymacji
Sredniokwadratowej jest rownowazne liniowemu zadaniu najmniejszych
kwadratow. Podprzestrzen U jest w tym przypadku rozpieta przez kolumny
macierzy A. Wektor y, ktéry jest elementem podprzestrzeni U potozonym
najblizej wektora b, jest kombinacjg liniowg kolumn macierzy A,

o wspoélczynnikach, ktore sg kolejnymi wspolrzednymi wektora . Jesli wiec
liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw jest regularne, to jego rozwigzaniem jest
wektor X, ktory sktada sie ze wspdlczynnikéw wektora y — optymalnego
przyblizenia wektora b w podprzestrzeni U — w bazie zlozonej z kolumn
macierzy A.

Powtarzajac prawie dostownie b
dowod twierdzenia o rozwigzaniu RLZNK,
mozemy uog6lni¢ je na przypadek zadania

aproksymacji §redniokwadratowej. Ogélnie,

jesli wektor y jest optymalnym przyblizeniem

w podprzestrzeni U wektora b, to wektor y — b Yy
jest prostopadly do U, albo réwnowaznie, wektor

Yy jest obrazem wektora b w rzucie prostopadtym

na podprzestrzen U. Zatem, jesli macierz
A reprezentuje baze podprzestrzeni U, to na
podstawie wzoru opisujacego rzut prostopadty, mamy

y=AA". A)TAHDb.
Poréwnajmy to ze wzorem opisujacym rozwigzanie RLZNK:

£ = (AHA)TAMD.
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Oczywiicie, optymalne przyblizenie y wektora prawej strony b przez element
podprzestrzeni im A, jest réwne AX.

Jeszcze jedno: macierz A(AMA)~TAH jest macierza rzutu prostopadlego
przestrzeni K™ na podprzestrzein im A. Ponadto, rzad macierzy (AHA)TAH jest
réwny rzedowi macierzy A (ktory jest rowny liczbie jej kolumn) i mamy tez
(AHA)TAHA =1,.. Stad wynika, ze macierz (A"A)'AH jest pseudoodwrotnoscia
macierzy kolumnowo-regularnej A:

AT = (AHA)TTAH,

Rozwiagzanie regularnego liniowego zadania najmniejszych kwadratéw
postawionego dla ukladu réwnan liniowych Ax = b wyraza sie wiec wzorem

R=A"Db.

Uwaga: Wzér ten ma takie samo znaczenie w obliczeniach numerycznych, jak wzoér
x = A~'b opisujacy rozwiazanie uktadu réwnan Ax = b z macierza nieosobliwa A,
to znaczy zadne z wyjatkiem szczegblnych zadan, dla ktérych znalezienie macierzy
A* (odpowiednio A™") jest bardzo latwe.

Nieregularne liniowe zadanie najmniejszych kwadratow

Jesli macierz A nie jest kolumnowo-regularna, to liniowe zadanie najmniejszych
kwadratéw dla ukladu réwnan Ax = b ma niejednoznaczne rozwigzanie.
Doktadniej, jesli norma residuum ukladu dla pewnego wektora & przyjmuje
minimalng warto$¢, to rozwigzaniem tego zadania, ktére okre§lamy mianem
nieregularnego liniowego zadania najmniejszych kwadratéw (NLZNK), jest takze
wektor R + z dla kazdego wektora z € ker A.

Jesli wiec wektor R jest rozwigzaniem NLZNK dla ukladu Ax = b, to zbiér
rozwigzan jest warstwa X + ker A przestrzeni K". Przestrzen ker A mozemy
reprezentowac za pomocg jej bazy — zadanie znalezienia bazy jadra macierzy
nauczyliémy sie rozwigzywaé w pierwszym semestrze. Pozostaje problem
znalezienia dowolnego rozwigzania NLZNK, czyli reprezentanta warstwy, ktéra
jest zbiorem wszystkich rozwigzan.

Twierdzenie: Najkrotszym (tj. o najmniejszej normie drugiej) rozwigzaniem
nieregularnego liniowego zadania najmniejszych kwadratéw postawionego dla
ukladu réwnan Ax = b jest wektor = A™D.
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Dowod: Nalezy dowiesé, ze wektor X jest rozwigzaniem NLZNK i ze jest to
rozwigzanie najkrétsze. Dowdd pierwszego z tych faktéw jest taki sam jak dowdd
twierdzenia dla zadan regularnych. Wektor AX = AA'D jest, zgodnie z wczeéniej
podang definicja macierzy pseudoodwrotnej do A, obrazem wektora b w rzucie na
podprzestrzen im A, zatem residuum ukladu, AR — b, jest wektorem prostopadlym
do im A i (jak dowiedliémy) dla Zadnego innego wektora x nie moze by¢ krotsze.

Aby dowiesé, ze wektor R jest najkrétszym rozwigzaniem NLZNK, wystarczy
zauwazyé, ze wektor ten jest prostopadly do podprzestrzeni ker A (co wynika
z tego, ze podprzestrzen im At jest prostopadta do ker A). Dlatego kazde inne
rozwigzanie, x = R + z, gdzie z € ker A, jest dluzsze:

I3 = 12113 + l1]13-

O

Nieregularne liniowe zadania najmniejszych kwadratéw sg na ogét trudne do
numerycznego rozwigzywania. Na podstawie wzoru opisujgcego rozwigzanie
(za pomoca pseudoodwrotnosci macierzy A) mozna opracowaé praktyczne
algorytmy; podobnie jak algorytmy rozwigzywania ukltadéw z macierza
nieosobliwg, nie polegajg one na znajdywaniu pseudoodwrotnosci.

Istotny problem lezy w uwarunkowaniu numerycznym takich zadan. Dowolnie
mate zaburzenie macierzy niepelnego rzedu moze rzad ten zmieni¢, co powoduje
ogromnga zmiane macierzy pseudoodwrotnej (i to im mniejsze zaburzenie, tym
zmiana macierzy pseudoodwrotnej jest wigksza — jesli ¢ — 0, to 1/e — o).
Trudno$¢ polega wiec na takim wykonywaniu obliczen z bledami zaokraglen, aby
nie spowodowaly one zmiany rzedu macierzy; dodatkowo nalezy nieraz rzad ten
okresli¢ na podstawie obcigzonych btedami zaokraglen wspoétczynnikow
przeksztalcanej macierzy. Nie bedzie w tym wykladzie opisu metod
rozwigzywania zadan nieregularnych (w razie potrzeby prosze zaglada¢ do
ksigzek), ale niniejsze ostrzezenie, ze majac do czynienia z takim zadaniem trzeba
zachowac ostroznosé, jest niezbedne.

Dualne liniowe zadanie najmniejszych kwadratow

Jesli macierz A ukladu réwnan Ax = b jest wierszowo-regularna (co moze
nastapi¢ wtedy gdy liczba réwnan, m, nie jest wieksza niz liczba
niewiadomych, n), uktad jest niesprzeczny i wtedy kazde rozwiazanie
odpowiedniego LZNK jest rozwigzaniem tego uktadu. Majac taki nieokreslony
uktad réwnan liniowych mozemy postawic
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dualne liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw (DLZNK), ktére polega na

znalezieniu rozwigzania najkrétszego. Mozna tez uogblni¢ zadanie w ten sposéb,
ze dla ustalonego (nie bedgcego rozwigzaniem) wektora xo € K™ zazadaé
znalezienia takiego rozwigzania ® ukladu, aby liczba ||xo — X||2 byla najmniejsza.

Wektor R jest rozwigzaniem DLZNK wtedy, gdy jest prostopadty do
podprzestrzeni ker A, czyli gdy nalezy do podprzestrzeni im A" (dowod na
¢wiczeniach). Dlatego istnieje wektor y € K™, taki ze * = AHy, skad
otrzymujemy dualny uklad réwnai normalnych:

AAMYy =b.

Mozemy ten uklad rozwiagzaé (macierz AAM jest dodatnio okreslona, czyli
nieosobliwa), a nastepnie obliczy¢ wektor X.

Zauwazmy, ze na podstawie dualnego ukladu réwnar normalnych mozemy
otrzymac¢ wzo6r na pseudoodwrotno$é macierzy wierszowo-regularnej:

AT = ARAAN T,

Poniewaz mate zaburzenia macierzy wierszowo-regularnej nie mogg zmieni¢ jej
rzedu, wiec zadanie dualne w zasadzie mozna dosy¢ bezpiecznie rozwigzywaé
przez rozwigzywanie dualnego ukladu réwnan normalnych (ale istniejg tez inne
metody numeryczne).

Zadania i1 problemy

. Przypusémy, ze pewne zjawisko jest opisane za pomocg funkcji f(x) = ax + b.

Mozemy dla ustalonych liczb x mierzy¢ wartosci f(x). Zadanie polega na
znalezieniu wspéiczynnikéw a i b na podstawie takich pomiaréw. Przypusémy
zatem, ze zmierzyliSmy

Warto$ci otrzymane z pomiaréw sg obcigzone bledami. Oblicz wspélczynniki
aib, takie ze liczba

3

Z (ax+b— f(x))2

x=0

jest najmniejsza. W tym celu utwoérz i rozwigz uktad réwnan normalnych.
Nastepnie narysuj wykres funkcji f.
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. Dane sg dwa uktady réwnan liniowych:

10 1 20 2
11][a 2 22 [a 4
12 [b}_ 1 oraz 12 [b]_ 1
13 2 13 2

Drugi uklad zostal otrzymany z pierwszego przez pomnozenie pierwszych dwoch
réwnan przez 2. Czy rozwigzania liniowych zadan najmniejszych kwadratéw dla
obu tych ukladéw sg takie same i dlaczego nie sg?
Zinterpretuj réznice miedzy rozwigzaniami powyzszych ukltadéw na wykresach
funkcji f(x) = ax + b, ktére odpowiadajg tym rozwigzaniom.

. Na podstawie definicji macierzy pseudoodwrotnej (strona 18.1) udowodnij, ze dla
dowolnej macierzy A spelnione sg réwnosci

AATA=A 1 ATAAT=A"

(w tym celu przedstaw dowolny wektor x w postaci sumy wektoréw z € ker A
iyl z).

. Udowodnij, ze macierze AA" oraz A'A sg hermitowskie (wystarczy powolaé sig
na wczesniejsze zadanie, ktére polegato na udowodnieniu, ze macierze rzutéw
prostopadtych sa hermitowskie).

. (trudniejsze). Na podstawie definicji macierzy pseudoodwrotnej udowodnij, ze
jesli C = AB, to Ct =B*TA™.

Wskazéwka: Rozpatrujac macierz C*C wez dowolny wektor x i roztéz go na sume
wektoréw y i z takich jak w zadaniu 3. Obraz wektora x w przeksztalceniu,
ktérego macierzg jest B przedstaw w postaci sumy wektoréw, z ktérych jeden
nalezy do ker A, a drugi jest do niego prostopadly. Nastepnie zbadaj
przeciwobrazy tych wektoré6w w podprzestrzeni prostopadtej do ker B.

. Niech xo € K". Udowodnij, ze rozwigzanie uktadu réwnan liniowych Ax = b
z macierza A € K™", gdzie rank A = m < n, takie ze liczba ||x — Xol|2 jest
najmniejsza, mozna otrzymac rozwigzujac kolejno uktad réwnan liniowych

AAHY =b — Ax,,

a nastepnie obliczajac wektor x = x, + AMy.

. Dowolng macierz A € R™" rzedu r mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
A = UBVT, takiego ze macierze U € R™™ i V € R™" s3 ortogonalne, za§ macierz
B ma postaé blokowg

[Bn oo
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z blokiem By € R™", ktory jest macierzg nieosobliwg (rozklad ten oczywiscie nie
jest jednoznaczny; jesli nie jeste$ pewien, ze rozklad taki istnieje, udowodnij to
przez wskazanie sposobu znalezienia go). Udowodnij, ze A* = VBHUT, gdzie
macierz B* € R™™ ma postaé¢ blokowg

By 0
B+: 1 .

8. Wyznacz (na podstawie wzoréw podanych na wyktadzie) pseudoodwrotnosci

macierzy
1 1
1 2 =20 oraz 1 -1
0 -2 21 -1 -1

Rozwigzujac liniowe zadania najmniejszych kwadratéw nie wyznaczaj
pseudoodwrotnosci macierzy, chyba, ze masz dobre usprawiedliwienie.

9. Znajdz najkrétsze rozwigzanie uktadu réwnan

x+2y—2z 1,
2x+y+2z = 2,

przez rozwigzanie dualnego uktadu réwnan normalnych.

10. Udowodnij, ze uklad réwnai normalnych A"Ax = AHb jest zawsze niesprzeczny,
nawet jesli macierz A nie jest kolumnowo-regularna (przez co macierz AHA jest
osobliwa).
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Liniowe zadania najmniejszych kwadratéw, c.d.
Zastosowanie rozktadu ortogonalno-tréjkatnego

Rozwazmy regularne liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla ukladu réwnan
Ax =Db.

Jak wiemy, jego jedyne rozwigzanie spelnia uktad réwnan normalnych
AMAx = AMb.

Macierz kolumnowo-regularng A € K™™ mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
macierzy Q; € K™" o kolumnach wzajemnie prostopadtych o dlugosci 1

i nieosobliwej macierzy tréjkatnej gornej Ry € K™". Podstawmy to do ukladu
réwnan normalnych:

RMQMQ Rix = RYQMb.

Mamy Q''Q; = I,;; po pomnozeniu obu stron przez RTH (odwrotno$¢ macierzy
hermitowsko sprzezonej z Ry, jesli kto§ zapomnial, co oznacza ten symbol),
otrzymujemy uklad réwnan liniowych

Rix = Q;—lb,

ktéry ma tylko jedno rozwiazanie, bedgce rozwigzaniem wyj$ciowego regularnego
LZNK.

Powyzsze przeksztalcenie lezy u podstaw algorytmu rozwigzywania RLZNK, ktéry
jest alternatywa dla algorytmu réwnan normalnych. Aby zastosowaé rozkiad
ortogonalno-tréjkatny do rozwigzania zadania, nalezy kolejno

. znalez¢ czynniki Qq i Ry rozktadu macierzy A, np. za pomocg procedury
ortonormalizacji Grama-Schmidta,
. obliczy¢ wektor y = Ql'b,

. rozwigzaé uklad réwnan liniowych Rix = y.

Zamiast rozkladu na czynniki Q; i Ry, takie ze macierz Q; ma wymiary macierzy
A, mozemy réwniez uzy¢ rozkladu macierzy A na czynniki Q € K™™ iR € K™,
z ktérych Q jest macierzg ortogonalng, za§ R — prostokatng tréjkatng goérng.
Macierze te majg nastepujaca strukture blokowa:

e=[a @], R—{H,

w ktorej bloki Qq i Ry sg (z dokladnoscig do znakéw wierszy i kolumn) takie same
jak macierze otrzymane za pomocg ortonormalizacji. Taki rozktad otrzymamy
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stosujac odbicia Householdera lub obroty Givensa, przy czym macierz Q
otrzymamy w postaci ciggu odbi¢ albo obrotéw, ktére kolejno trzeba wykonaé
(i tylko z takiej reprezentacji korzystamy w obliczeniach numerycznych).

Przyjrzyjmy sie przeksztalceniom ukitadu réwnan, ktére wykonujemy w tym
podejsciu. Jesli podstawimy A = QR do ukladu réwnan normalnych
i skorzystamy z réwnosci Q"Q = I,,, to bedziemy mieli

0

RHRx = RHQMb,  cayli [R1H o} {qu:[w o} {Q‘Hb].

Qb

Obie strony tej réwnoéci pomnézmy przez macierz (RH)*. Poniewaz macierz RM

I. 0
00

réwnan Rx = Q'b, w ktérym wyréznié mozemy dwa poduklady:

{R]X = Q)]_lb)

jest wierszowo-regularna, wigc (RH)*RH = [ ], a zatem otrzymamy uktad

0x = Qbb.

Od razu zauwazamy, ze uklad ten jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
Mo £0
5 .

Uktad réwnai Rx = Q"b mozemy otrzymaé z uktadu Ax = b mnozac jego strony
przez macierz Q. Przeksztalcenie, ktére reprezentuje ta macierz, jest izometria.
Izometrie zachowujg diugos¢ (tj. norme drugg) kazdego wektora. Jesli wigc wektor
r = Ax — b jest residuum uktadu dla pewnego wektora x, to wektor

Q'"r = QM"(Ax — b) = Rx — QMb, ktoéry jest residuum uktadu Rx = Q''b dla tego
samego X, ma te sama dtugosc¢ co r. Latwo jest teraz zauwazyc, ze najkrotsze
residuum ukltadu mozemy otrzymac przyjmujac wektor x, bedacy rozwigzaniem
uktadu Ryx = b. Najkroétsze osiggalne residuum uktadu Ax = b ma wiec dlugosé
rowna [| Qb ..

W ten sposéb uzasadniliSmy mozliwosé zastosowania do rozwigzania LZNK
rozkladu macierzy A na macierz ortogonalng Q i prostokatng tréjkatng gérng R.
Algorytm korzystajacy z odbi¢ Householdera jest nastepujacy:

. Wykonaj n odbié tak, aby macierz A zostala przeksztalcona na macierz tréjkatna

gbérng R. Jednoczesnie z kolumnami macierzy przeksztalcaj wektor prawej strony
(wynikiem tego obliczenia jest wektor QHb).

. Odrzu¢ ostatnie m — n wierszy macierzy R (skladajg sie one z samych zer) i tylez

wspoéirzednych przeksztalconego wektora prawej strony. Rozwigz ukiad
pozostatych n réwnan z n niewiadomymi, co da rozwigzanie LZNK.

. Norma residuum dla otrzymanego rozwigzania jest réwna normie drugiej wektora

odrzuconych m — n wspélrzednych przeksztalconego wektora prawej strony.
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Dobér metody rozwigzywania

Sposréd przedstawionych metod rozwigzywania regularnych liniowych zadan
najmniejszych kwadratéw najmniej dziatan zabiera utworzenie i rozwigzanie

(np. metoda Choleskiego, o ktérej tu nie byto mowy — to jest metoda rozkladania
macierzy hermitowskiej dodatnio okreslonej A na czynniki tréjkatne: A = LL",
dwukrotnie tarisza od eliminacji Gaussa) ukladu réwnan normalnych. Pozostale
algorytmy, uporzadkowane w kolejnosci rosngcego kosztu, to algorytm odbié
Householdera, algorytm Givensa i algorytm modyfikowany ortogonalizacji
Grama-Schmidta (koszty wszystkich tych algorytméw sa rzedu n’m operacji, tak
wigc réznig sig tylko o czynnik staly).

Gdyby uporzadkowaé te same algorytmy w kolejnosci od najdoktadniejszego do
najmniej dokladnego (w realizacji z arytmetyks zmiennopozycyjna), to okazalo by
sie, ze kolejno$¢ ta jest odwrotna. Algorytm réwnan normalnych mozna
bezpiecznie stosowaé¢ wtedy, gdy uktad réwnan Ax = b jest silnie sprzeczny, tj.
gdy odleglos¢ wektora b od podprzestrzeni im A (czyli najmniejsza osiggalna
dlugosc¢ residuum) jest duza, a jednoczesnie norma druga rozwigzania LZNK jest
mata. Dla takich zadan algorytm réwnan normalnych jest numerycznie stabilny.
W przeciwnym razie (tj. jesli uktad jest ,prawie niesprzeczny”) wynik otrzymany
za pomocy tego algorytmu moze by¢ bardzo niedokladny.

Przyczyna, dla ktérej algorytm réwnan normalnych jest gorszy (jesli chodzi

o dokladno$¢) od algorytméw wykorzystujacych rozklad ortogonalno-tréjkatny
jest taka: wskaZnik uwarunkowania RLZNK, tj. maksymalny czynnik, z jakim
zaburzenia wzgledne danych (macierzy A i wektora b) moga przenies¢ si¢ na
wynik, roénie ze wzrostem liczby cond A = ||A||2|AY||, (tzw. spektralnego
wskaznika uwarunkowania, ktéry jest wskaznikiem uwarunkowania zadania
ortogonalizacji kolumn macierzy A i dla macierzy niezerowej zawsze jest wiekszy
lub réwny 1); zaleznos¢ jest nieliniowa (wzoréw nie podajeg, kto bedzie
potrzebowal, ten je znajdzie). Wskaznik uwarunkowania macierzy AHA uktadu
réwnafi normalnych jest réwny (cond A)?, a wiec moze by¢ znacznie wiekszy.
Dlatego uklad réwnan normalnych moze by¢ znacznie gorzej uwarunkowany niz
wyjéciowe zadanie. Tymczasem pomnozenie macierzy A przez macierz ortogonalng
nie zmienia jej spektralnego wskaznika uwarunkowania, a zatem go nie powigksza.

Algorytmy korzystajace z rozktadu ortogonalno-tréjkatnego sg numerycznie
poprawne (cho¢ majg rézne stale kumulacji). Z uwagi na prostote, stosunkowo
niski koszt i zwykle dostatecznie dobrg dokladno$¢, godng polecenia i najczesciej
stosowang metodg jest metoda odbi¢ Householdera.
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Zadania i1 problemy

. Oblicz i poréwnaj koszty algorytmu réwnan normalnych, modyfikowanego

algorytmu ortonormalizacji Grama-Schmidta i metody odbi¢ Householdera, dla
uktadéw o wspoéliczynnikach rzeczywistych, z macierzg m x n.

. Niech A € R™™ dla m < n. Zaproponuj sposéb wyznaczenia rozkladu macierzy A

na czynniki LQ, takie ze macierz L € R™" jest macierzg tr6jkatna dolng,

a macierz Q € R™" jest ortogonalna.

Pokaz, jak mozna zastosowaé taki rozklad macierzy do rozwigzania dualnego
liniowego zadania najmniejszych kwadratéw dla ukladu réwnan liniowych

z macierzg A.

. Niech

Poréwnaj na przyktadzie liniowego zadania najmniejszych kwadratéw dla uktadu
Ax = b algorytm réwnan normalnych i metode ortogonalizacji Grama-Schmidta:

- ul6z uktad réwnari normalnych i rozwiaz go,

- powtdrz ten algorytm przyjmujac, ze |a| < V2t (t jest liczbg bitéw mantysy),

- stosujac podobne zalozenie dokonaj ortonormalizacji kolumn w celu otrzymania
odpowiednio zaburzonych czynnikéw Q; i Ry macierzy A.

- porébwnaj otrzymane rozwigzania i wektory residualne.

. (zadanie jest ciut trudniejsze, ale stanowi ono pigkne podsumowanie wyktadu

z przestrzeni afinicznych i zadan najmniejszych kwadratéw)

Niech p oznacza punkt rzeczywistej tréjwymiarowej przestrzeni afinicznej, a v —
rézny od O wektor swobodny. Niech L oznacza prosta o kierunku wektora v
przechodzaca przez punkt p. Niech py,..., px bedg punktami, w ktérych
umieszczone sg odwazniki o dodatnich masach, odpowiednio my,..., mx.

Def. Momentem bezwladnosci wzgledem prostej L tego uktadu odwaznikéw

nazywamy liczbe

k

2

It = E miry,
i=1

gdzie 1; oznacza odlegtos¢ punktu p; od prostej L.

(Energia kinetyczna odwaznikéw w ruchu obrotowym wokét osi L jest réwna
%ILwZ, gdzie w jest predkoscig katowg ruchu.)

Udowodnij, ze dla dowolnego ustalonego wektora v moment bezwiadnosci jest
najmniejszy wtedy, gdy prosta L przechodzi przez §rodek ciezkosci
rozpatrywanego uktadu odwaznikéw.
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Rozwigzanie: Zbadamy uklad 2k réwnan liniowych (z niewiadomym punktem p):
VP —pux) =0i/mi(p—py,y)=0dlai=1,... k, gdziex iy sa
wektorami jednostkowymi prostopadtymi do wektora v i do siebie nawzajem.
Para takich réwnai dla ustalonego i wyraza fakt, ze punkt p; lezy na prostej L.

Mamy zatem uklad

VmxTp = /mx'py,
Vvmy'p = vmy'p,

VTP = VTP,
Vmy'p = vmy 'p.

Poszukiwany wektor p € R® wspélrzednych kartezjanskich punktu p skiada sie
z trzech wspoélrzednych, podczas gdy macierz powyzszego uktadu réwnan ma
rzad 2. Liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla tego ukiadu jest wiec
nieregularne.

Dla ustalonego p kwadrat normy residuum jest réwny

k k
> mi((p—p) + 3 mi(yT(p—py) =
i=1 i=1

3
2 milp—p)Txx" +yy ) (p —pi).
i=1
Wektory x i y stanowia baze¢ ortonormalng podprzestrzeni prostopadtej do
wektora v, a zatem wyrazenie xx' + yy' opisuje macierz rzutu prostopadtego na
te podprzestrzen. i-ty skladnik sumy jest wiec réwny myr?, gdzie r; jest dlugoscia
obrazu wektora p — p; w rzucie na podprzestrzen lin{x, y}, czyli odlegtoscig
punktu p; od prostej L. Kwadrat normy residuum uktadu jest naszym momentem
bezwladnosci.

Aby wykona¢ polecenie w zadaniu, wystarczy teraz utworzy¢ uktad réwnan
normalnych i przekonac sig, ze punkt p, ktéry jest srodkiem ciezkosci naszego
uktadu odwaznikéw, spelnia ten uklad. Uklad réwnan normalnych jest taki
(stosujemy zapis blokowy macierzy dopdki sie da, czyli do korica):

k k
D> mibxx"+yylp =) milxx"+yy'lp,  coyli

i=1 i=1
Kk k
Gex"+yy") ) mip = (xx"+yy") ) mipe
i=1 i=1
Punkt p = Zl.f:] ﬁpi, czyli §rodek ciezkosci odwaznikéw spelnia ten uktad
j=1 )

w spos6b oczywisty. Poniewaz zadanie jest nieregularne, wiec istniejg takze inne
rozwigzania (jakie?).
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Algebraiczne zagadnienie wtasne

Niech A € K™", gdzie K oznacza cialo liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Macierz A reprezentuje pewne przeksztalcenie liniowe f przestrzeni K™ w K™,
okres§lone wzorem f(x) = Ax.

Def. Wektor wtasny macierzy A jest to taki wektor x # 0, dla ktérego istnieje
liczba A spelniajgca réwnanie
Ax = Ax.

Liczba A nazywa si¢ wartodcig wtasng macierzy A, za$§ pare zlozong z liczby
i wektora spelniajacych powyzsze réwnanie nazywamy parg wtasng.
Algebraiczne zagadnienie wiasne jest to zadanie polegajgce na znalezieniu jednej,

kilku lub wszystkich par wlasnych danej macierzy A.

Intuicyjnie mozemy zinterpretowaé wektor wiasny jako taki wektor, ktérego
pomnozenie przez macierz A daje ten sam wynik co pomnozenie go przez liczbe
(wlasnie warto$¢ wlasng). Obraz takiego wektora w przeksztalceniu opisanym
przez macierz A ma ten sam kierunek, natomiast moze mie¢ inng diugosé lub
zwrot.

Przyklad z zycia

Rozwazmy uklad ztozony z dwbéch
(moze tez by¢ ich wiecej) cigzarkéw potaczonych
ze sobg i z nieruchomym podlozem sprezynkami. K K,

Jesli cigzarki potracimy, to beda one drgaé, przy m /\/\/\ m,
N

czym drgania, ktére sg skutkiem tylko poczatkowego

wytracenia z polozenia réwnowagi (takimi sie teraz X1 X2
zajmiemy) sa nazywane drganiami wlasnymi uktadu.

Ciezarki maja masy odpowiednio m; i my; ich odchylenia od polozen réwnowagi
oznaczymy symbolami x; i x,. Kazda ze sprezynek dziata z silg proporcjonalng do
jej odksztalcenia, przy czym wspobiczynniki proporcjonalnosci oznaczymy
odpowiednio kq i k;.

Na pierwszy cigzarek dziata sita —kixq + ka(x2 —x1) = —(k1 + k2)x7 + kax, (uwaga
na zwrot; sita jest dodatnia jesli ma ten sam zwrot co dodatnie przemieszczenie).
Na drugi ciezarek dziala sita k;(x; — x2). Kazda z tych sit jest rownowazona przez
bezwladnos¢ ciezarka proporcjonalng do jego masy, zatem ruch ciezarkéw jest
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opisany przez taki uktad réwnan rézniczkowych:

miXy = — (kg + ka)x1 + kaxa,

moXs = Kax1 — kaxz

(kazda kropka oznacza tu jednokrotne rézniczkowanie wzgledem czasu). Mozemy
to zapisa¢ w postaci macierzowej:

—(ki1+k2) k2 x| _ miX,
ko —k3 X2 myXs |
Mozna (co jest bardzo wazne w analizie tego zadania i co bgdziemy czynié

w przysztosci) przeksztalci¢ ten uklad tak, aby utrzymaé symetri¢ macierzy
z prawej strony, ale chwilowo p6jdziemy na skréty i dostaniemy

—(ki +ka)/my ka/my X1 | _ X4
ka/ma —ka/m; X2 X2 |
Przypusémy, ze x;(t) = a; sin wt oraz x,(t) = a;sin wt. Wtedy

X1(t) = —a;w?sin wt oraz X»(t) = —a,w?sin wt. Po podstawieniu i podzieleniu
przez —sin wt dostaniemy réwnanie

(k1 +ka2)/my —ko/my ] { a; } —w? [ a; ]

—kz/m, k2/m; a; az

czyli algebraiczne zagadnienie wlasne z macierza 2 x 2. Wektor wiasny
wystepujacej w nim macierzy opisuje amplitudy a; i a, drgan wtasnych, za$
odpowiadajgca mu warto§¢ wilasna jest kwadratem predkosci fazowej w.

Mozna dowies¢ (i jeszcze to dla wprawy uczynimy), ze w zagadnieniach wlasnych
utworzonych dla uktadéw ciezarkéw podobnych do rozpatrywanego wyzej
wszystkie wartosci wlasne sg rzeczywiste i dodatnie, a wiec hipoteza, ze drgania
mogga by¢ opisane za pomocg sinusoidy, znajduje potwierdzenie.

Dalszy ciag teorii

Twierdzenie: Wektory wlasne przynalezne do réznych wartodci wiasnych sg
liniowo niezalezne.

Dowdd: Niech Aq,...,Ax bedg réznymi wartosciami wtasnymi macierzy A i niech
wektory xi,...,Xxx bedg odpowiadajacymi im wektorami wiasnymi. Wektor x;
jest rozny od 0, a zatem zbiér jednoelementowy, ktéry zawiera ten wektor, jest
liniowo niezalezny. Dalej stosujemy indukcje; zatézmy, ze dla pewnego 1 < k
wektory xq,...,X1_1 s3 liniowo niezalezne. Przypu$émy teraz, ze zbiér {xq,...,x}
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jest liniowo zalezny, a zatem na mocy zatozenia indukcyjnego wektor x; mozemy
przedstawié¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw x4,...,%;_;. Zatem,

-1
X1 = E aixXi.
i=1

Obliczmy
-1 1-1 -1
0= )\]_X], — )\]_Xl = }\]}Cl — AX]_ = Z (11)\17(1 —A Z aiXy = Z (11(%]_ — 7\i)xi.
i=1 i=1 i=1
Poniewaz nie wszystkie liczby a; sa réwne 0 i wszystkie réznice A; — A; sg rézne od
0, wiec dowiedliémy zaprzeczenia zalozenia indukcyjnego, co konczy dowdd. O

Sprawdzmy, ze dowolna macierz rzeczywista lub zespolona ma (w ogélnosci
zespolone) pary wlasne. W tym celu réwnanie podane w definicji zagadnienia
wilasnego mozemy przepisa¢ w postaci

(A —ALyx = 0.

Roéwnanie to moze by¢ spelnione przez niezerowy wektor x wtedy, gdy macierz
A — AL, jest osobliwa. Wyznacznik tej macierzy musi zatem by¢ réwny 0, a wiec
wartosci wlasne sg rozwigzaniami réwnania

det(A —AL,) =0,

zwanego réwnaniem charakterystycznym macierzy A. Lewa strona tego réwnania

jest wielomianem stopnia n zmiennej A, tak zwanym wielomianem
charakterystycznym. Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze wielomian ten

ma (w ogblnosci zespolone) pierwiastki, ktore sa w zwiazku z tym wartosciami
wtlasnymi macierzy A.

Doktadniej, dowolny wielomian stopnia n o wspélczynnikach zespolonych mozemy
przedstawié¢ w postaci iloczynu wielomianéw pierwszego stopnia; dla wielomianu
charakterystycznego mozemy napisaé:

det(A —AL) = (A1 —A) -...- (An—A).

Liczby Aq,...,An sa wartociami wlasnymi macierzy A. Widzimy wiec, ze kazda
rzeczywista lub zespolona macierz kwadratowa ma co najmniej jedng i co
najwyzej n réznych wartosci wtasnych.

W zwigzku z rozkladem wielomianu charakterystycznego na czynniki pierwszego
stopnia mamy pojecie krotnosci algebraicznej wartosci wtasnej: jest nig liczba
czynnikéw, w ktérych dana warto$¢ wiasna wystepuje.
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Rozwazmy przeksztalcenie, ktérego macierzg jest A — A;l,; jesli liczba A; jest
wartoscig wlasng macierzy A, to przestrzen ker(A — Ail,) ma wymiar wigkszy od
zera. Wymiar przestrzeni ker(A — AiIl,) nazywamy krotnoécig geometryczng

wartosci wiasnej A;. Zauwazmy, ze kazdy element tej przestrzeni (z wyjatkiem
wektora zerowego) jest wektorem wlasnym macierzy A przynaleznym do wartosci
wtasnej A;. Dlatego nazywamy jg podprzestrzenig wtasng macierzy A,

przynalezng do wartosci wlasnej A;.
Podobienstwa macierzy

Def. O macierzach A i B méwimy, ze sg podobne, jesli istnieje macierz nieosobliwa
X, taka ze B = X TAX.

Podobienistwo macierzy jest relacjg réwnowaznosci. Od razu zauwazmy, ze
podobieristwo jest kongruencjg wtedy i tylko wtedy, gdy macierz podobieristwa X
jest unitarna (tj. X" = X~1). Rozpatrujac zagadnienie wlasne utozsamiliémy
macierz A z przeksztalceniem liniowym. Nieosobliwg macierz X = [x1,...,Xn]
mozemy potraktowaé jako przeksztalcenie polegajace na zmianie bazy (dokladniej,
przejscie od bazy x1,...,X, do ey,...,e,). W ten sposob macierze podobne A

i B = X TAX opisuja to samo przeksztatcenie liniowe w réznych bazach.

Jesli potraktujemy przejscie od macierzy kwadratowej A do macierzy X TAX
(przy ustalonej macierzy X) jako przeksztalcenie w zbiorze K™", to mozemy
zauwazyc¢, ze przeksztalcenia takie tworza grupe (nieabelows jesli n > 1). Zlozenie
podobienstw reprezentowanych przez macierze X; i X; jest reprezentowane przez
macierz X;X; (czyli realizujemy je za pomoca mnozenia macierzy). Kazde
podobienstwo ma tez pewne niezmienniki; sg nimi np. rzad przeksztalcanej
macierzy A, a takze wartos$ci wlasne, tacznie z ich krotnodciami algebraicznymi

i geometrycznymi. Istotnie, rozwazmy dowolng nieosobliwg macierz X

i przyjmijmy B = X TAX. Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego mozemy napisaé

det(B — AL,) = det(X 'AX —AX"'X) =det (X (A = AL)X) =
det X~ "det(A — Al,) det X = det(A — AL,).

Zatem wielomiany charakterystyczne macierzy A i B sg identyczne, skad wynika,
ze macierze podobne majg identyczne wartosci wiasne o identycznych krotnosciach
algebraicznych. Ale krotnosci geometryczne odpowiednich wartosci wlasnych sg
réwniez takie same; jesli bowiem podprzestrzenn V € K™ jest podprzestrzenia
wtlasng macierzy B przynalezng do pewnej wartosci wlasnej Ai, to podprzestrzen
XV, ktéra ma ten sam wymiar co V, jest podprzestrzenia wtasng macierzy A.
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Zauwazmy, ze jesli macierz A jest blokowo-tréjkatna (gorna lub dolna), to jej
wartodci wlasne sg réwne warto§ciom wlasnym blokéw na diagonali. Istotnie, jesli
mamy na diagonali k blokéw kwadratowych, o wymiarach ny x nydlai=1,...,k
(m=ny+---+1ny), to

A]] e A]k
det ot | = ALy | =det(Ay —ALy,) - ... - det(Ag— ALy, ).
Akk

W szczegdlnosci wynika stad, ze warto§ciami wiasnymi macierzy tréjkatnej
(gbrnej lub dolnej) sg jej wspdiczynniki diagonalne.

Twierdzenie: Krotno$é geometryczna dowolnej wartosci wlasnej jest zawsze
mniejsza lub réwna jej krotnosci algebraicznej.

Dowéd: Rozwazmy bazeg X1, ...,Xy podprzestrzeni wtasnej macierzy A
przynaleznej do wartosci wlasnej A;. Krotno§é geometryczna tej wartosci wlasnej
jest oczywiscie rowna k. Mozemy do tej bazy dolaczyé pewne wektory Xy 1,...,Xn
i otrzymacé baze przestrzeni K™; niech X bedzie teraz macierza, ktérej kolejne
kolumny sg tymi wektorami. Latwo mozemy sprawdzié, ze wektory e;,..., ey sg
wektorami wlasnymi macierzy B = X~ 'AX. Dlatego poczatkowe k kolumn
macierzy B to wektory Aieq, ..., A€y, jest to wiec macierz blokowo-tréjkatna. Na
tej podstawie mozemy wywnioskowaé, ze wielomian charakterystyczny takiej
macierzy musi mie¢ k czynnikéw liniowych o postaci (A; — A), tak wiec krotnosé
algebraiczna wartosci wlasnej A; nie moze by¢ mniejsza niz k. O

Twierdzenie Jordana

Motywacjg dalszej czesci wyktadu jest poszukiwanie ,najprostszej postaci”
przeksztalcenia liniowego przestrzeni K™ w K™, albo ogélniej V w V (dla dowolnej
rzeczywistej lub zespolonej przestrzeni V o skoriczonym wymiarze). W tym celu
bedziemy wybiera¢ baze tak, aby macierz przeksztalcenia w tej bazie miata owg
yhajprostsza postac”. Patrzac na to inaczej, w zbiorze macierzy podobnych do
danej macierzy kwadratowej A bedziemy chcieli znalezé taka ,najprostszg”
macierz.

Def. Klatka Jordana nazywamy dwudiagonalng macierz n x n o postaci
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Natychmiast mozemy zauwazy¢, ze wielomian charakterystyczny klatki Jordana
ma postaé (a —A)", a zatem macierz ta ma jedng warto$¢ wtasng, A = q,
o krotnosci algebraicznej n.

Natomiast krotno§¢ geometryczna tej wartosci wlasnej jest réwna 1; istotnie,
mozemy sprawdzié, ze ker(] — al,,) =lin{e }, a wiec wymiar podprzestrzeni
wlasne]j przynaleznej do wartosci wiasnej a jest réwny 1.

Przypusémy, ze pewna macierz A jest podobna do klatki Jordana J, ktérej wartos¢
wtlasng znamy, i problem polega na znalezieniu odpowiedniej macierzy
podobieristwa X, takiej ze X"'AX = J. Aby to zrobié¢ zauwazmy, ze jesli liczba a
jest wartoscig wlasng macierzy A, to liczba a — b jest wartoscig wtasng macierzy
A — bl,,; dokladniej, je$li macierz A ma wielomian charakterystyczny w(A), to
wielomianem charakterystycznym macierzy A — bl,, jest w(A —b). Latwo jest
udowodnié, ze jesli macierze A i B sg podobne, to macierze A — bl,, i B — bl,, tez
sg podobne, z ta sama macierza podobienistwa. Dlatego macierz A — al, jest
podobna do klatki Jordana o wartosci wtasnej O.

Zbadajmy, co dzieje sie z wektorem, ktéry poddajemy wielokrotnie przeksztalceniu
A — al,, (méwi sie ,iterujemy przeksztalcenie”). W pewnej bazie (ktérg chcemy
znalez¢) przeksztalcenie to jest opisane przez macierz ] — al,,. Obrazem wektora
ey dla k > 1 jest wektor ey, _;, za$ obrazem wektora e; jest 0. Tak wiec po

co najwyzej n iteracjach obrazem dowolnego wektora jest wektor zerowy.

Jedli znamy warto§é¢ wlasng a macierzy A, to mozemy wykona¢ taki algorytm:

. Znajdujemy wektor x1, ktéry rozpina jadro macierzy A — al,, (czyli wektor wlasny

macierzy A, przynalezny do wartosci wlasnej a).

. Znajdujemy wektor x;, taki ze x; = (A — al,,)xy; zbidr {x1,X,} jest bazg

przestrzeni ker(A — al,)?.

W tym celu musimy rozwigzaé¢ uktad réwnan, ktéry jest nieokreslony; macierz
A — al,, jest osobliwa i rozwigzan jest nieskonczenie wiele (tworzg one warstwe
jednowymiarowa). Aby okresli¢ rozwigzanie jednoznacznie mozemy na przykiad
zazadaé, aby wektor x; byl prostopadty do x;.

. Znajdujemy wektor x3, taki ze x, = (A — al,,)x3. Nastepnie x4, taki ze

x3 = (A — aln)x4 itd.

W wyniku tego postepowania otrzymamy wektory xi,...,X,, takie ze dla
k=1,...,n zbiér {x1,...,%i} jest baza przestrzeni ker(A — al,,)*. Poszukiwana
macierz podobienistwa X jest réwna [x1,...,Xn].
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Opisane wyzej postepowanie mozna uogdlni¢ tak, aby dalo sie je zastosowaé do
dowolnej macierzy A (niekoniecznie podobnej do klatki Jordana). W tym celu
nalezy znalezé wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wtasne, a dokladniej
bazy podprzestrzeni wiasnych przynaleznych do tych wartosci wlasnych.
Nastepnie dla kazdej wartosci wlasnej A, ktérej krotnosé geometryczna jest
mniejsza niz algebraiczna, znajdujemy wektory rozpinajgce razem z wektorami
wlasnymi przestrzen ker(A — AL,)?, ker(A — AL,)3, i tak dalej, az znajdziemy tyle
wektordw, ile jest rowna krotnos¢ algebraiczna wartosci wlasnej A (niektére

z uktadéw réwnari okaza si¢ sprzeczne i tych nie rozwigzujemy). Biorac nastepnie
macierz X, ktérej kolumnami sg wektory wiasne macierzy A i wektory znalezione
W opisany wyzej sposéb, okreslimy podobienistwo, w ktérym obrazem macierzy A
jest macierz o tak zwanej postaci kanonicznej Jordana: jest to macierz

blokowo-diagonalna, ktérej wszystkie bloki diagonalne sg klatkami Jordana.
Zachodzi bowiem

Twierdzenie Jordana: Kazda macierz kwadratowa n x n jest podobna do macierzy

o postaci kanonicznej Jordana. Dwie postaci kanoniczne tej samej macierzy maja
na diagonali identyczne bloki (klatki Jordana), ktére moga tylko wystepowaé

w rbznej kolejnosci.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Twierdzenie: Macierze A i AT maja takie same wartoéci wtasne, o takich samych
krotno$ciach algebraicznych oraz geometrycznych.

Dowdd: Poniewaz wyznacznik dowolnej macierzy jest niezmiennikiem
przeksztalcenia, ktére jest transpozycja, wiec wielomiany charakterystyczne
macierzy A i AT s identyczne, skad wynika, ze maja identyczny rozklad na
czynniki pierwszego stopnia. Aby dowies¢, ze réwniez krotnosci geometryczne
poszczegbdlnych wartosci wlasnych obu macierzy sg takie same, wystarczy
skorzystaé z twierdzenia Jordana. Jesli macierz B = X~"'AX ma postaé kanoniczna
Jordana, to macierz BT = XTATX T jest blokowo-diagonalna, z transpozycjami
klatek Jordana na diagonali. Kazdej takiej transponowanej klatce odpowiada
jednowymiarowa przestrzer wtasna macierzy B, czyli takze jednowymiarowa
przestrzen wlasna macierzy AT. O

Jesli krotnosé geometryczna kazdej wartosci wiasnej macierzy A jest réwna jej
krotnosci algebraicznej, to wszystkie klatki Jordana w postaci kanonicznej tej
macierzy majg wymiary 1 x 1. Taka macierz A jest wiec podobna do macierzy
diagonalnej i méwimy o niej, ze jest to macierz diagonalizowalna. Szczegblnym
przypadkiem macierzy diagonalizowalnych sg macierze n x n, ktére maja n
réznych wartosci wiasnych. Inny wazny przypadek, ktérym zajmiemy sie pdZniej,

to macierze hermitowskie.
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Zadania i1 problemy

. Rozwiaz algebraiczne zagadnienie wiasne dla macierzy

(1 2 1 2
2 a0 =21 |

. Znajdz postaé kanoniczng Jordana macierzy
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i macierz podobienstwa, ktéra sprowadza t¢ macierz do postaci kanoniczne;j.

. Oblicz

25
1 =2
-2 4|

korzystajac z faktu, ze powyzsza macierz jest podobna do macierzy diagonalnej.

. Udowodnij, ze jesli macierz A jest rzeczywista i liczba rzeczywista A jest jej

wartosdcig wlasng, to istnieje wektor wlasny przynalezny do tej wartoéci wiasnej,
ktorego wszystkie wspodirzedne sg liczbami rzeczywistymi.

. Def. Sladem macierzy nazywa sie sume jej wspotczynnikéw na diagonali. Slad

macierzy A oznacza si¢ symbolem tr A.

Udowodnij, ze §lad dowolnej macierzy jest réwny sumie jej wartodci wiasnych
(z uwzglednieniem ich krotnosci algebraicznych).

. Udowodnij, dla przypadku macierzy diagonalizowalnych, nastepujace

twierdzenie Cayleya-Hamiltona: jesli w jest wielomianem charakterystycznym

macierzy A, to macierz w(A) jest zerowa.

. Zastandéw sie nad dowodem twierdzenia Cayleya-Hamiltona w przypadku ogdlnym.

8. Jak, znajac posta¢ kanoniczng macierzy A i odpowiednig macierz podobieistwa

mozna znalezé rozwigzanie zagadnienia wlasnego macierzy AH?

. Niech A i B bedg macierzami ortogonalnymi 3 x 3, takimi ze det A =det B = 1.

Udowodnij, ze macierz A — B jest osobliwa.
Wskazgéwka: Zbadaj macierz A~'(A — B) i udowodnij, ze co najmniej jedna
warto$¢ wtasna macierzy A~'B jest réwna 1.
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Algebraiczne zagadnienie wtasne, c.d.
Widmo macierzy

Def. Widmem macierzy nazywa sie zbiér wszystkich jej wartosci wtasnych.

Widmo macierzy A oznacza sig¢ symbolem spect A (ang. spectrum — widmo).

Twierdzenie: Jesli f jest dowolnym wielomianem zespolonym, to wektory wtasne
macierzy A sg wektorami wlasnymi macierzy f(A) oraz spect f(A) = f(spect A).
Dowdd: Niech f(t) = ayt®+--- + ajt + ao. Niech x oznacza wektor wtasny
macierzy A, przynalezny do wartosci wlasnej A. Wtedy

f(A)x = AR + - - + a1 AX + aolnx = aA*X + - - + ajAx + agx = f(A)x.

Zatem f(A) jest warto$cig wlasng macierzy f(A), skad wynika
f(spect A) C spect f(A).

Aby dowieéé zawierania widm w drugg strone, powotamy si¢ na twierdzenie
Jordana; istnieje macierz nieosobliwa X, taka ze macierz B = X 'AX ma postaé
kanoniczng, czyli w szczegdlnosci jest tréjkatna gérna. Latwo mozemy sprawdzié,
ze f(A) = f(XBX™') = Xf(B)X~'. Macierz B, podobna do A, jest trojkatna gorna,
skad wynika, ze wspélczynniki na diagonali macierzy f(B) sg rowne f(A;), gdzie A
sg wspoéiczynnikami diagonalnymi macierzy B, czyli wartoSciami wtasnymi
macierzy A. O

Mozemy tatwo uogélni¢ powyzsze twierdzenie, dopuszczajac oprécz wielomianu f
takze dowolng funkcje wymierna, tj. iloraz dwoch wielomianéw — dzielenie
f(A)/g(A) polega na obliczeniu f(A)(g(A)f1 albo (g(A))71

macierzy f(A) i (g(A))i] jest przemienne. Musimy jednak zalozy¢, ze zadna

f(A); mnozenie
warto§¢ wlasna macierzy A nie jest miejscem zerowym wielomianu g.

Powyzsze twierdzenie odgrywa zasadniczg role w numerycznych metodach
rozwigzywania zagadnien wilasnych, a takze w metodach iteracyjnych stosowanych
do rozwigzywania wielkich ukladéw réwnan liniowych, ktérych nie mozna
rozwigzywaé poprzez znajdywanie rozktadu macierzy na czynniki (np. tréjkatne
metodg eliminacji Gaussa), z uwagi na ogromny koszt czasowy i pamieciowy.

Def. Niech A = [ayli; oznacza macierz kwadratowg n x n. Niech k € {1,...,n}.
Zbiér liczb zespolonych z, takich ze |z — ay < Zj#k |ay;] nazywa sig
kolem Gerszgorina.

22.2

Twierdzenie Gerszgorina: Kazda warto§¢ wlasna lezy w pewnym kole Gerszgorina.

Dowdd: Niech (A, x) bedzie parg wtasng macierzy A = [ayl;; i niech xy bedzie
wspblrzedng wektora x o najwigkszej wartosci bezwzglednej. Wtedy

n
. . X
)\Xk = Z (lijj, Cth (}\ — akk)xk = Z (lijj‘ tJ A— Ak = Z (lijf].
" - N k
j=1 j#k j#k

Mozemy wiec oszacowaé

X5 X
A—a :Ea-—’<§‘a~—"<§ agl. O
‘ kk‘ ‘ ijk‘ = £ k)xk = | k]‘
j#k j#k j#k

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia Gerszgorina jest znany nam juz fakt,
ze macierz diagonalnie dominujaca jest nieosobliwa. Istotnie, jedng z wartosci
wtasnych macierzy osobliwej musi by¢ 0, a je§li macierz jest diagonalnie
dominujaca, to zadne jej koto Gerszgorina nie zawiera zera.

Def. Promieni spektralny macierzy jest to najwigksza wartos¢ bezwzgledna

wartosci wlasnej tej macierzy.

Jak udowodnimy za chwile, promien spektralny dowolnej macierzy A jest mniejszy
lub réwny kazdej normie indukowanej macierzy A. W szczegblnosci zgadza sie to
z twierdzeniem Gerszgorina, z ktérego wynika, ze wszystkie kola Gerszgorina sg
zawarte w kole o promieniu ||A]|,. W wielu zadaniach praktycznych wystepuja
tzw. wielkie uklady réwnan liniowych o tzw. rzadkiej macierzy. Jak wspomniatem
wczedniej, takich ukladéw nie mozna rozwigzywaé metodg eliminacji Gaussa,
m.in. z uwagi na czas obliczell. Zamiast tego konstruuje si¢ tzw.

metody iteracyjne. Najprostsze z nich polegajg na tym, ze wybiera sie pewng
macierz B oraz wektory t i x,, a nastepnie iteruje si¢ przeksztalcenie afiniczne:

X1 = BXk +t.

W ten sposéb powstaje cigg wektoréw, ktory jest zbiezny niezaleznie od
wybranego wektora x, pod warunkiem, ze pewna (dowolna) norma indukowana
macierzy B jest mniejsza niz 1 (wtedy przeksztalcenie opisane powyzszym wzorem
jest zwezajace; ma ono jednoznacznie okre§lony punkt staty i cigg wektoréw
otrzymanych w opisanym procesie iteracyjnym zbiega do tego punktu).
Oczywiscie, macierz B i wektor t dobieramy tak, aby granicag ciggu byto
rozwigzanie uktadu, ale zbadajmy warunek natozony na macierz B. Otéz mamy
takie dwa twierdzenia:
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Stwierdzenie: Niech || - || oznacza dowolng norme w przestrzeni K™, a takze
odpowiednig norme indukowang w K™". Kazda warto§¢ wtasna A; macierzy A
spelnia nieréwnosé A < ||A].

Dowdd: Niech x; oznacza wektor wlasny przynalezny do wartodci wtasnej A;.
Wtedy

NPl = (Aol = [lAx]| < [|A[lfxll. O

Twierdzenie: Dla dowolnej macierzy A, ktérej promien spektralny jest réwny p,
oraz dla dowolnego ¢ > 0, istnieje norma indukowana || - ||y, taka ze ||Aljy < p+¢.
Dowbd: W pierwszym semestrze wspomniatem (str. 7.7), ze jesli normy || - ||4
i|-|lo w przestrzeni K™ spelniaja warunek Vy||x||, = ||Bx||o dla ustalonej macierzy
nieosobliwej B, to normy w przestrzeni K™", indukowane przez te dwie normy, sa
zwigzane zaleznoscia ||Al|, = |[BAB™'||.. Zatem podobieristwa umozliwiaja nam
konstruowanie réznych norm indukowanych.

Poniewaz kazda macierz jest podobna do macierzy o postaci kanonicznej Jordana,
wiec wystarczy, jesli udowodnimy twierdzenie dla macierzy o takiej postaci.
Mamy zatem macierz A, ktérej wspdlczynniki na diagonali sg warto$ciami
wlasnymi, wspolczynnik ,z prawej strony” diagonalnego w kazdym wierszu jest
réwny 1 lub 0, a wszystkie pozostale wspdlczynniki sg réwne 0. Niech

X = diag(1/e, ..., 1/¢¥) dla dowolnego ¢ > 0. Wtedy macierz X 'AX jest macierza,
ktérej uklad zerowych wspoétczynnikéw jest identyczny jak w macierzy A.
Wspblczynniki diagonalne (czyli wartosci wlasne) sg takie jak wspélczynniki
macierzy A, za§ wspélczynnik ,z prawej strony” diagonalnego jest réwny ¢ albo 0.
Mozemy zatem przyjaé ||Allp = [|[XAX||e < || max;|Ai| + €|, co koriczy dowdd. O

W $wietle powyzszych twierdzen cigg wektoréw konstruowanych w naszkicowanej
przed twierdzeniami metodzie numerycznej jest zbiezny niezaleznie od przyjetego
wektora xo, wtedy i tylko wtedy, gdy promien spektralny macierzy B jest mniejszy
niz 1.

Podobienstwa ortogonalne i unitarne

Twierdzenie Jordana opisuje postaé, jakgq ma kazde przeksztalcenie liniowe V — V
w odpowiednio dobranej bazie, przy czym na wybér bazy (tj. rtéwnowaznie wybor
macierzy podobienstwa X w badaniu macierzy reprezentujacej to przeksztalcenie)
nie naklada sie zadnych ograniczen. Obecnie zbadamy, jaka jest ,najprostsza”
postaé dowolnego przeksztalcenia liniowego V — V reprezentowanego przez
macierz A w pewnej bazie ortogonalnej, jesli wezmiemy pod uwage tylko macierze
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tego przeksztalcenia w bazach ortogonalnych.

Twierdzenie Schura: 1. Dla kazdej macierzy A € C™" istnieje macierz unitarna U,
taka ze macierz R = U7'AU € C™" jest trojkatna goérna.
2. Dla kazdej macierzy A € R™", ktérej wszystkie wartosci wilasne sg liczbami

rzeczywistymi, istnieje macierz ortogonalna U, taka ze macierz R = U7'AU € R™"
jest tréjkatna gorna.

3. Dla kazdej macierzy A € R™" istnieje macierz ortogonalna U, taka ze macierz
B =UTAU € R™" jest blokowo-tréjkatna gérna, z blokami na diagonali

o wymiarach T x T lub 2 x 2.

Uwaga 1: Wspélczynniki na diagonali macierzy R, o ktérej mowa w punktach 112
sg warto§ciami wiasnymi. Wektory wlasne przynalezne do wartosci wiasnej A;
mozna obliczyé przez rozwigzanie uktadu (A — Al )x = 0. Liczba zer na diagonali
macierzy tego ukladu jest réwna krotnosci algebraicznej, ale rozwigzan
niezaleznych liniowo mozna znalezé tylko tyle ile jest rébwna krotnosé
geometryczna wartosci wiasnej A;.

Uwaga 2: W przypadku 3 mamy macierz A, ktérej wartosci wlasne sg wartoSciami
wlasnymi blokéw diagonalnych macierzy B. W przypadku blokéw 1 x 1 zadanie
jest trywialne, za§ w przypadku bloku 2 x 2 obliczenie warto$ci wlasnych jest
tatwe. Mozna dowies¢, ze bloku 2 X 2 nie mozna uniknaé tylko wtedy gdy wartosci
wlasne sg zespolone (i wtedy tworzg pare sprzezong).

Dowod: (w zasadzie tylko punkt 1; dowody pozostalych dwoch punktow
przebiegajg podobnie i dlatego zamiast nich bedzie uwaga po dowodzie) Niech
(A1,x71) oznacza pare wlasng macierzy A, taka ze ||x¢||2 = 1. Jesli x; = ey, to
przyjmiemy H = [,,, za§ w przeciwnym razie H bedzie macierzg takiego odbicia
Householdera, ze Hx; = e;. W obu przypadkach macierz H jest unitarna

(i hermitowska, zatem H = H" = H™T).

Macierz G = H™'AH jest podobna do macierzy A. Zatem liczba A; jest takze
wartoscig wlasng macierzy G. Ale odpowiednim wektorem wtasnym macierzy G
jest wektor ey:

Ge; =H 'AHe; = H 'Ax; = H 'A1x; = Aey.

Dlatego pierwszg kolumng macierzy G jest wektor A;e;. Mamy wiegc

RS
-y 7]
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Przyjmujac zalozenie indukcyjne, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy
o wymiarach n — 1 x n — 1, otrzymujemy macierz tréjkatng gérng R; = UT1G1U
(dla odpowiednio dobranej macierzy unitarnej U;) i mozemy przyjaé

1 oH
0 u

A gHU

U=H
0 R

. Wtedy U'AU=

Uwaga: Jesli macierz A jest rzeczywista i liczba A; jest rzeczywista, to istnieje
wektor wlasny x; o rzeczywistych wspolrzednych i wtedy macierz H jest
rzeczywista, co daje dowdd punktu 2. Aby dowie§¢ punktu 3. stosujemy to samo
postepowanie dla kazdej rzeczywistej wartosci wlasnej, za§ w przypadku gdy
mamy pare zespolonych sprzezonych wartoéci wtasnych A; i A, = A; rozpatrujemy
wektory a;, a; € R", takie ze x; = a; + ia,. Wektor x, = a; — ia; jest wektorem
wiasnym przynaleznym do wartos$ci wtasnej A,. Nastepnie konstruujemy dwa
odbicia, Hy i Hy, ktérych zlozenie przeksztatca wektor a; na e; i wektor a, na
kombinacje liniowg e i e;.

Symetryczne zagadnienie wtasne

W wielu waznych zadaniach wystepuja algebraiczne zagadnienia wtasne

z macierzami hermitowskimi, czyli w przypadku rzeczywistym symetrycznymi.
Okazuje sie, ze z symetrii macierzy wynika wiele uproszczen zadania, zaréwno
z punktu widzenia algebry, jak i metod numerycznych stuzacych do
rozwigzywania takiego zadania.

Niech A € C™" oznacza dowolng macierz hermitowska. Na podstawie twierdzenia
Schura istnieje macierz unitarna U, taka ze macierz D = U7'AU = U"AU jest
diagonalna. Przeksztalcenie, ktére przyporzadkowuje macierzy A macierz D jest
podobienstwem, ale takze kongruencja. Zatem poniewaz macierz A jest
hermitowska, to macierz D tez jest hermitowska, co oznacza, ze czesci urojone
wspélczynnikéw na diagonali macierzy D sg réwne 0. Wspétczynniki te to
wartosci wlasne macierzy A; jako wniosek mamy

Stwierdzenie: Wszystkie wartosci wlasne macierzy hermitowskiej sg liczbami
rzeczywistymi.

Kazda macierz hermitowska jest zatem podobna do macierzy diagonalnej
(diagonalizowalna). W szczegélnosci jesli macierz A € R™™ jest symetryczna, to
jest podobna do pewnej rzeczywistej macierzy diagonalnej D; dla takiej macierzy
potrafimy wskazaé baze ortonormalng przestrzeni R™, ztozong z wektorow
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wlasnych. Jest nig baza e;,e,,...,e,. Ale macierz podobieristwa X, taka ze
D = X7 'AX, jest ortogonalna. Kolumny x1,X,...,X, macierzy X sa wektorami
wlasnymi macierzy A i tworzg bazg¢ ortonormalng przestrzeni R™. Czyli

Twierdzenie: Dla dowolnej rzeczywistej macierzy symetrycznej n x n istnieje baza
ortonormalna przestrzeni R™ ztozona z wektoréw wtasnych tej macierzy.

Dalej mamy oczywiste stwierdzenie, ze jesli macierz hermitowska jest dodatnio

(nieujemnie, ujemnie, niedodatnio) okreslona, to jej wszystkie wartosci wlasne sg
dodatnie (nieujemne, ujemne, niedodatnie).

Izometryczna posta¢ kanoniczna zbioru drugiego stopnia

Prostg konsekwencjg twierdzenia Schura i wyciggnietych z niego wnioskéw na
temat macierzy hermitowskich jest nastepujace

Twierdzenie Sylvestra dla izometrii: Dla dowolnej macierzy hermitowskiej

(w przypadku rzeczywistym — symetrycznej) istnieje kongruencja reprezentowana
przez macierz unitarng (w przypadku rzeczywistym — ortogonalng),
przeprowadzajaca te¢ macierz na macierz diagonalng.

Powyzsze twierdzenie jest podane w wersji macierzowej, precyzyjne sformutowanie
go w terminach form kwadratowych pozostawiam jako temat do zastanowienia.
Poniewaz dowolna dodatnio okre§lona forma kwadratowa okresla (poprzez
tozsamo$¢ polaryzacyjna) iloczyn skalarny, a wiec ,robi” z przestrzeni liniowej
przestrzen unitarng lub euklidesowq, wigc mamy dodatkowy wniosek natury
geometrycznej: dla dowolnej elipsoidy, ktérej srodkiem jest punkt O, istnieje taki
iloczyn skalarny, ze w sensie zwigzanej z nim normy elipsoida ta jest sferg
jednostkows.

Zajmijmy si¢ teraz réwnaniami drugiego stopnia o rzeczywistych
wspoélczynnikach, z niewiadomymi x4, ...,x%, € R. Kazde takie réwnanie umiemy
przedstawi¢ za pomocg odpowiedniej formy kwadratowej, w postaci macierzowej

X'Ax 4+ 2b"x 4+ ¢ =0.

Na podstawie twierdzenia Schura mozemy dowolne réwnanie drugiego stopnia
przeksztalci¢ dokonujac zamiany zmiennych, ktéra jest izometrig afiniczna (tj.
zlozeniem przeksztalcenia liniowego, ktérego macierz jest unitarna, i przesuniecia)
i otrzymac réwnanie w postaci izometrycznej kanonicznej, jednej (i tylko jednej)
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z podanych nizej trzech:

7T yz TV
yu-3 U
i=1 ©1 1—7t+1
7T yz TV
Y j: 1=0,
g FL% 1—%1 p'l
7T yz TV
Z *; - Z + Yrupv+1 = 0.
i=1 Hi i= n+1

Dowdd, ze takie przeksztalcenie istnieje, polega na jego konstrukeji, ktéra wyglada
prawie tak samo jak na stronach 14.2-14.4. Gléwna réznica miedzy
sprowadzaniem do postaci kanonicznej afinicznej i kanonicznej izometryczne;j
polega na dopuszczeniu wszystkich kongruencji albo tylko tych, ktérych macierze
sg ortogonalne. Poza tym mozemy cale réwnanie pomnozy¢ przez dowolng liczbe
z wyjatkiem zera.

Analizujac te konstrukcje i przedstawione wyzej postaci kanoniczne mozemy sig
przekonaé, ze wybrana baza ortonormalna wektoréw wtasnych macierzy A
wskazuje kierunki osi gléwnych odpowiedniego tworu drugiego stopnia, za$
wartosci bezwzgledne odwrotnosci wartosci wtasnych A; sa kwadratami dtugosci
pblosi tego tworu.

Przyklad: Niech macierz A € R?? formy ma wartosci wlasne 2 i—3. Przypusémy,
%e po zamianie zmiennych mamy réwnanie 3x% — 2x3 — 5 = 0. Mnozymy je przez
—% i otrzymujemy po uporzagdkowaniu

I B
5/2 5/3

Zbiorem rozwigzan jest wiec hiperbola, ktérej pélosie majq dlugosci odpowiednio

V/5/214/5/3.

Zadania 1 problemy

1. Narysuj kola Gerszgorina macierzy z zadan 21.2 i 21.3.

2. Jaki jest zwigzek miedzy widmami macierzy A i AH?

3. Niech A € R™", b € R". Nastepujacy algorytm

Xo = dowolne przyblizenie poczatkowe;
xx=D7T(b—Bxy) dlak=1,2...
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w ktérym macierz D jest diagonalna, B ma zera na diagonalii A =B + D, jest
iteracyjna metoda rozwigzywania ukladu réwnan liniowych Ax = b, zwang
metodg Jacobiego. Udowodnij, ze jesli macierz A jest diagonalnie dominujaca, to
otrzymany za pomocg tej metody cigg wektoréw xo,x1,%2, ... zbiega do
rozwigzania.

. Znajdz izometryczng postaé kanoniczng zbioru rozwigzan réwnania

—x? 4+ 8xy —y?+12x— 18y = 0.

. Niech @ oraz ¥ beda formami kwadratowymi w skoniczenie wymiarowej

przestrzeni V, przy czym co najmniej jedna z tych form jest dodatnio okreslona.
Udowodnij, ze istnieje taka baza przestrzeni V, ze macierz jednej z tych form jest
jednostkowa, a druga — diagonalna.

Wskazéwka: Znajdz taka kongruencje, ktéra macierz formy dodatnio okreslonej,
np. @, sprowadza do postaci kanonicznej. Nastepnie rozwigz symetryczne
zagadnienie wtasne.

. Zastosuj fakt udowodniony w poprzednim zadaniu do uktadu réwnan

rézniczkowych opisujacych ruch uktadu ciezarkéw na sprezynkach z poprzedniego
wykladu. Udowodnij, ze istniejg dwie rézne czestotliwosci drgan, ktére sg
liczbami rzeczywistymi. ZnadZ wzory pozwalajace obliczyé te czestotliwodci na
podstawie mas i wspoétczynnikéw sztywnosci sprezynek.

Uwaga: W tym zadaniu pojawiajg si¢ dwie formy kwadratowe (jedna

w przestrzeni przemieszczen, a druga — predkosci), z ktoérych jedna jest energia
potencjalng zgromadzong w odksztalconych sprezynkach, a druga — energia
kinetyczng ciezarkéw w ruchu. Zauwaz, ze obie te formy sg dodatnio okreslone.

. Udowodnij, ze je§li macierz rzeczywista A jest symetryczna i dodatnio okreslona,

to istnieje jednoznacznie okre§lona macierz B symetryczna i dodatnio okreslona,
taka ze A = B2

Macierz B mozna by nazwaé ,pierwiastkiem kwadratowym z A”. Sprawdz, czy
mozna okresli¢ pierwiastki innych stopni z macierzy symetrycznych.

. Jesli Basia porusza si¢ wzgledem Asi z predkoscig v, za§ Cesia porusza si¢ tak, ze

w kazdej chwili znajduje sie¢ w potowie drogi miedzy Asig i Basia, to z jaka
predkoscig Cesia porusza si¢ wzgledem Asi?

Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.

. Niech p1,...,Ppm € R>. Nalezy znales¢ plaszczyzne 7 ,najlepiej dopasowana” do

tych punktéw, tj. taka, ze suma kwadratéw odleglosci punktéw od tej plaszczyzny
jest najmniejsza.

Latwo jest udowodni¢ (¢wiczenie), ze jesli ustalimy wektor normalny n, czyli
pewng rodzine plaszczyzn réwnoleglych, to najmniejszg suma kwadratow
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otrzymamy dla plaszczyzny przechodzacej przez $rodek ciezkosci zbioru punktéw
danych, tj. punkt p = Y [, nilpi. Zatem wystarczy znalez¢ wektor normalny n
plaszczyzny 7 zawierajgcej punkt p. Poniewaz istotny jest tylko jego kierunek,
wigc przyjmujemy |n|z=1.

Oznaczmy v; = p;—p dlai=1,..., m. Niech wektory w; bedg obrazami v;
w rzucie prostopadlym na podprzestrzen lin{n}. Mamy zatem zminimalizowaé
wyrazenie
m m
Y [will3=) (n"v)*=n"An,
i=1 i=1

gdzie A =Y " v;v]. Macierz A jest symetryczna i nieujemnie okreslona
(éwiczenie: wykaz to). Najmniejszg sume kwadratéw odlegtosci punktéw od
plaszczyzny otrzymamy wtedy, gdy wektor n jest wektorem witasnym
przynaleznym do najmniejszej wartosci wiasnej macierzy A. Jesli krotnosé tej
wartosci wlasnej jest wieksza niz 1, to rozwigzanie zadania nie jest jednoznaczne.

Wartos¢ wlasng O otrzymamy wtedy, gdy punkty pi,...,Pm leza w pewnej
plaszczyznie.
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Struktura przeksztatcen liniowych

Niech K =R lub K = C. Macierz A € K™" reprezentuje pewne przeksztalcenie
liniowe przestrzeni K™ w K™, albo, po ustaleniu odpowiednich baz, dowolnej
przestrzeni liniowej V; w V,. Zbadamy, w jakiej najprostszej postaci mozna
przedstawié kazde takie przeksztalcenie, tj. jak wyglada ,najprostsza” macierz
tego przeksztalcenia, jesli bazy wybierzemy w specjalny sposéb.

Zacznijmy od przypadku, gdy macierz A jest hermitowska i reprezentuje
przeksztalcenie przestrzeni K" (albo V;) w siebie. Zaréwno argument jak i wynik
przeksztalcenia reprezentujemy za pomoca macierzy wspoélczynnikdéw w tej samej
bazie. Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze istnieje baza ortonormalna (w sensie
iloczynu skalarnego (x,y) = y"x) X = [x1,...,x.], taka ze macierz D = X AX
reprezentujgca to przeksztalcenie w bazie X jest diagonalna: D = diag(Aq,...,An)
i mozemy napisaé

n
A =XDX"= 3 Aot

i=1
Macierz x;x!! jest macierza rzutu prostopadlego na podprzestrzen rozpieta przez
wektor x;. Zatem dowolne przeksztalcenie V; — Vi, ktérego macierz jest
hermitowska, jest kombinacjg liniowg rzutéw prostopadtych na jednowymiarowe
podprzestrzenie wzajemnie prostopadte. Wartosci wlasne A; macierzy A sg
wspbiczynnikami tej kombinacji liniowe;.

Zbadajmy teraz przypadek ogdlniejszy, gdy macierz A € K™™ nie musi byé
kwadratowa, ani tym bardziej hermitowska. Bedziemy poszukiwaé odpowiednich
baz przestrzeni V; i V,. Macierz AHA € K™™ jest hermitowska, zatem istnieje
macierz unitarna (w przypadku rzeczywistym ortogonalna)

U=[uy,...,u,] € K™, taka ze U"AHAU = D = diag()1,...,An), a ponadto
wszystkie wspélczynniki diagonalne macierzy D sa nieujemne. Przez pomnozenie
macierzy U przez macierz odpowiednio dobranej permutacji mozemy spowodowac,
ze wspolczynniki diagonalne macierzy D bedg uporzadkowane w kolejnosci
nierosnacej. Nieujemne liczby o; = v/A; dlai=1,..., min{m,n} sa nazywane
warto§ciami szczegdlnymi macierzy A. Liczba r tych wspoélczynnikéw, ktore sg

rézne od zera, jest oczywiscie rowna rzedowi macierzy A.

Pokazemy, ze istnieje macierz unitarna (ortogonalna) V € K™™, taka ze macierz
¥~ = VHAU jest macierza diagonalng. Niech
Wy

wi = Aug, vi= il

dlai=1,...,r.
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Wtedy dla i # j
(wi, wj) = wi'w; = uf'AMAY = ufhu = Afug, ) =0,

poniewaz wektory u; i u; sg do siebie prostopadte. Tak wigc wektory w; (czyli
takze v;) sg parami prostopadle, a zatem przez dolgczenie do vy,..., v, pewnych
wektoréw v,,q,..., Vv, mozemy otrzymac baze ortonormalng. Macierz

V =[vy,..., V] jest wiec unitarna (ortogonalna) i teraz tatwo jest sprawdzi¢, ze
dlai=1,..., min{m,n} zachodzi réwno$¢ Au; = o;v;. Fakt, ze macierz L jest
diagonalna, wynika z ortogonalnosci bazy vy, ...,Vv,,. Udowodnilismy w ten sposéb

Twierdzenie: Dowolna macierz A € K™" (dla K = R lub K = C) moze by¢
przedstawiona w postaci iloczynu:

A =Vviuf,

w ktérym macierze U € K™™ oraz V € K™™ sg unitarne (jesli macierz A jest
rzeczywista, to ortogonalne), za§ macierz £ € R™" jest diagonalna, przy czym jej
wspoélczynniki na diagonali sg nieujemne i uporzgdkowane nierosngco. Taki
rozklad macierzy nazywa sie rozkladem wzgledem wartosci szczegélnych (ang.

singular value decomposition, SVD).

Wzér podany w twierdzeniu mozemy napisa¢ w postaci

min{m,n}

A= E O";L'Lliv,{1 N
i=1

w ktoérej jest on uogdlnieniem podanego wczesniej wzoru opisujacego rozkltad
macierzy hermitowskiej. Powyzsze twierdzenie o rozkladzie wzgledem wartosci
szczegblnych ujawnia fakt, ze kazde przeksztalcenie liniowe ma dosy¢ prostg
strukture: jesli przestrzenie V; i V; sg euklidesowe, to dla kazdego przeksztalcenia
liniowego f: V; — V; istniejg bazy ortonormalne tych przestrzeni, w ktérych
przeksztalcenie f jest reprezentowane przez macierz diagonalng X.

Rozktad macierzy wzgledem wartosci szczegblnych bywa uzyteczny

W rozwigzywaniu nieregularnych liniowych zadan najmniejszych kwadratéw, co
jednak wykracza poza ten wyktad. Numeryczne znalezienie takiego rozktadu jest
do$¢ kosztowne, ale majac go mozna wiele dowiedzieé sie o zadaniu i stosunkowo
tatwo jest je rozwigzaé.
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Norma druga macierzy

Jesli macierz A jest hermitowska, to dowolny wektor x mozemy przedstawié
w postaci kombinacji liniowej wektoréw wtasnych, ktore tworza baze
ortonormalng: x = ) I aix;. Wtedy

n n
Ax =A Z aixiy = Z ai7\ixi.
i=1 i=1

Niech Ay oznacza warto$¢ wiasng macierzy A o najwiekszej wartosci bezwzglednej.
Mozemy oszacowal

n n n n
A3 = <Z aiAiXy, Z (117\ixi> = Z lai?A? < |7\k|ZZ lail? = w13
i i i i

Przypu§émy, ze wektor x jest jednostkowy, a wiec Y I, lai/* = 1. Liczba ||Ax|?
jest najwicksza, jesli przyjmiemy ay = 1 oraz a; = 0 dla j # k (j. x = xy). Wtedy
zamiast nieréwno$ci wyzej otrzymamy réwnos¢, skad wynika

Stwierdzenie: Norma macierzy hermitowskiej (lub symetrycznej) n x n
indukowana przez norme drugg przestrzeni C™ (lub R™) jest réwna promieniowi
spektralnemu tej macierzy.

Zbadajmy, jak mozna obliczy¢ norme drugg macierzy, ktéra nie jest hermitowska
ani nawet kwadratowa. Niech zatem A € K™" oraz x € K". Dla wektora
Yy = Ax € C™ mozemy obliczy¢

lull3 = A% = (Ax)H(Ax) = x"AHAX.

Wyrazenie x"AHAX przyjmuje najwieksza warto§é¢ w punkcie xy sfery
jednostkowej, ktory jest wektorem wlasnym przynaleznym do najwiekszej wartosci
wtasnej A, macierzy hermitowskiej AMA (macierz ta jest nieujemnie okreslona,

a wigc Ay > 0). Stad norme macierzy A indukowang przez norme drugg Holdera
w C™ mozemy obliczyé na podstawie wzoru

HA”Z: / max )\120‘1
AiEspect AHA

(liczba o4 jest najwigksza wartoscia szczegblng macierzy A).
Uwarunkowanie algebraicznych zagadnienn wlasnych

Przed przystapieniem do numerycznego rozwigzywania dowolnego zadania wypada
zainteresowac sie jego uwarunkowaniem numerycznym. Od uwarunkowania zalezy
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sensowno$§¢ rozwigzywania (dla zadan zle uwarunkowanych mozna ewentualnie
poszukiwaé alternatywnych rozwigzan), a takze wybdr metody.

Zacznijmy od stwierdzenia, ze wartoSci wlasne dowolnej macierzy zalezg od
wspoélczynnikdéw w sposdb ciagly. Jest tak dlatego, ze miejsca zerowe wielomianu
zalezg w sposob ciggly od jego wspélczynnikéw (np. w bazie potegowej), a te

z kolei zalezg w sposéb ciggly od wspoélczynnikéw macierzy.

Niestety, cigglosé, o ktorej mowa wyzej, to mato. Rozwazmy klatke Jordana
m x m, ktérg zaburzymy przez przypisanie jednemu tylko wspélczynnikowi
wartosci € zamiast 0. Wtedy otrzymamy macierz, ktérej wielomian
charakterystyczny

det . —(a— A (1),

€ a—A

ma m réznych, zespolonych miejsc zerowych Ay = a + %/|e| e'®x, gdzie
@ = (Arge + 2kmt)/m, k=0,...,m— 1.

Oczywiscie, dla innych zaburzei wspélczynnikéw dostaniemy inne zmiany
wartosci wlasnych, ale juz widaé, ze w przypadku, gdy krotno$é¢ geometryczna
pewnej wartosci wlasnej jest mniejsza niz algebraiczna, to zadanie jest Zle
uwarunkowane. Jesli posta¢ kanoniczna macierzy A zawiera klatke Jordana
o wymiarach m x m, to mozemy stwierdzi¢, ze istnieje stala c, taka ze

IANA + AA) — A(A)] < c||AA|V/™

(powyzszy warunek nazywa sie ciggloscia w sensie Holdera z wykladnikiem 1/m).

Rowniez zaburzenie kierunku odpowiedniego wektora wiasnego (tj. kat miedzy
wektorem wlasnym macierzy danej i zaburzonej) moze by¢ proporcjonalne do
|AA]]'/™, co powoduje, ze w rachunku numerycznym na ogét nie jestesmy

w stanie rozpozna¢ struktury macierzy, ktéra nie jest diagonalizowalna.

Wskutek bledéw zaokraglen jest prawie niemozliwe odréznienie macierzy

o ztozonej strukturze od macierzy diagonalizowalnej (mniej wigcej to samo mamy
dla ukladéw réwnan z macierzg niepelnego rzedu: je§li macierz trzeba
przeksztalci¢ w celu otrzymania rownowaznego uktadu z macierzg tréjkatng, to
prawie zawsze otrzymamy macierz pelnego rzedu). Jedyne na co mozemy liczy¢, to
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numeryczna poprawno$é stosowanych algorytmoéw, tj. jesli otrzymamy w wyniku

obliczen pare wlasng (p,y), to bedzie to para wiasna macierzy zaburzonej
A+ AA, gdzie ||AA|| < K||A||v (dla pewnej statej K). Tak wiec potrzebne jest
zbadanie, jak takie zaburzenia macierzy wplywajg na wartosci i wektory wtlasne.

Zalézmy, ze macierz A jest diagonalizowalna, a wiec A = X~ 'DX,

D = diag(Aq,...,A,) i rozwazmy pare wlasng (W, y) macierzy A + AA. Mamy
uy = (A +AA)y = (XT'DX + AA)y

istad dlaz=Xy #0
(D — puly)z = —XAAX 'z,

Chcemy zbadaé, jak daleko jest liczba 1 od widma macierzy A; jesli liczba ta jest
réwna ktoérej§ wartosci wtasnej, to znalezliémy te warto§¢ wiasng doktadnie.

n A — p| > 0 (czyli liczba p jest rézna od
wszystkich wartosci wiasnych). Wtedy macierz D — pl,, jest nieosobliwa i mamy
1
[AN

skad wynika nastepujace oszacowanie Bauera-Fikego:

Przyjmijmy zatem, ze AN = min;_,

.....

Izl = (D — ula) ™XAAX 2|l < = IXIIX Ml [AA] |1z,

AN < cond X - [|AA]|.

Jak widzimy, dla macierzy diagonalizowalnej wartosci wiasne zalezg od
wspo6iczynnikéw macierzy w sposéb lipschitzowsko ciggly; zwréémy uwage, ze

w oszacowaniu wystepuje taki sam wskaznik uwarunkowania macierzy X jak

w zadaniu rozwigzywania uktadu réwnan liniowych z tg macierza. Je$li macierz X
nie jest okre§lona jednoznacznie, to do oszacowania mozemy wzigé macierz
odpowiedniego podobienstwa o najmniejszym wskazniku uwarunkowania.

W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze zaburzenia wartosci wiasnych macierzy
hermitowskich (w tym rzeczywistych symetrycznych) mozna oszacowaé przez
norme zaburzenia macierzy, jako ze wskaznik uwarunkowania (w normie drugiej)
macierzy podobienistwa X, ktéra jest unitarna, jest réwny 1. Natomiast zmiana
wektora wtasnego, ktéra jest skutkiem zburzen wspoélczynnikéw macierzy, moze
by¢ duza wtedy, gdy wartos¢ wtasna, do ktérej ten wektor przynalezy, lezy blisko
innych warto$ci wlasnych (w szczegblnosci, kiedy ta warto§¢ wiasna ma krotnosé
wiekszg od 1).

W ogblnym przypadku zaburzenia wektoréw wtasnych sg duze wtedy, gdy katy
miedzy podprzestrzeniami wiasnymi sg mate. Wiele metod numerycznych
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rozwigzywania algebraicznych zagadnien wlasnych polega na wielokrotnym
przeksztalcaniu macierzy za pomoca podobienistw; cigg taki ma zbiega¢ do
macierzy tréjkatnej (w przypadku niesymetrycznym) albo diagonalnej. Dlatego
w metodach tych czesto stosuje sie podobieristwa reprezentowane przez macierze
ortogonalne (albo unitarne); poniewaz opisujg one izometrie, wigc nie zmieniaja
katéw migdzy podprzestrzeniami wlasnymi, tj. nie pogarszaja uwarunkowania
zadania wyznaczania wektoréw wtasnych.

Zadania i1 problemy

. Wiedzac, ze mnozenie macierzy rzeczywistej przez macierze ortogonalne nie

zmienia normy drugiej ani normy Frobeniusa, znajdz state réwnowaznoéci tych
norm, tj. liczby dodatnie c; i ¢y, takie ze

allAllz < [A[lr < c2l|All2

dla kazdej macierzy A € R™". Skorzystaj w tym celu z rozkladu wzgledem
wartosci szczegblnych.

. Pokaz, jak znajac rozklad macierzy A wzgledem wartosci szczegélnych mozna

rozwigza¢ nieregularne LZNK. Zbadaj, jaki skutek ma zaburzenie macierzy A,
ktére odpowiada zastgpieniu wspéiczynika o,.; = 0 macierzy X przez pewng
liczbe € # 0 o bardzo matej wartosci bezwzgledne;j.

. Podaj wzor, prostszy niz dla dowolnej macierzy, umozliwiajacy obliczenie normy

drugiej macierzy hermitowskie;j.

. Podaj wzér umozliwiajacy obliczenie wskaznika uwarunkowania w normie drugiej

nieosobliwej macierzy hermitowskie;j.

. Udowodnij, ze dla dowolnej macierzy A € K™" rzedu r zachodzi réwnosé

IAllr = /X_i_; 0, gdzie liczby o; sg wartosciami szczegblnymi macierzy A.
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Metody rozwigzywania algebraicznych zagadnien
wtlasnych

Uwagi ogdlne

Na podstawie dotychczas przedstawionej teorii rozwigzywanie algebraicznego
zagadnienia wlasnego jawi sie jako nastepujacy algorytm:

. Znajdujemy wspoélczynniki wielomianu charakterystycznego,

. Znajdujemy miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego (czyli wartosci
wlasne),

. Dla kazdej wartosci wlasnej znajdujemy baze odpowiedniej podprzestrzeni
wlasnej.

W praktyce ta metoda jest odpowiednia dla macierzy o wymiarach 2 x 2,

a najwyzej 3 X 3. Przyczyny sa takie: umiemy rozwigzaé (przez obliczenie
pewnych wyrazen, w ktérych wystepujg cztery dzialania arytmetyczne

i pierwiastki) réwnania algebraiczne stopnia co najwyzej 4 (i tylko w szczegdlnych
przypadkach wyzszego stopnia), przy czym prawie nikt nie uzywa wzoréw
opisujacych pierwiastki wielomianu stopnia 4, a mato kto 3.

Dla wielomianéw wyzszego stopnia (czyli dla wigkszych macierzy) trzeba stosowaé
metody iteracyjne, ktérych wynikiem jest pewne przyblizenie pierwiastkéw
wielomianu, co jednak w rachunku numerycznym (z bledami zaokraglen) jest
nieistotne, bo wzory ,dokladne” tez realizujemy z bledami zaokraglen. Problemem
jest jednak uwarunkowanie zadania. O ile, jak sie przekonaliSmy, zadanie
wyznaczenia wartosci wlasnych macierzy symetrycznej (z wyjatkiem wartosci
bliskich zera) jest dobrze uwarunkowane, to zadanie znalezienia miejsc zerowych
wielomianu charakterystycznego tej macierzy na podstawie jego wspétczynnikéw
w bazie potegowej jest zwykle znacznie gorzej, a w pewnych przypadkach wrecz
patologicznie zle uwarunkowane.

Z tego wzgledu metody numeryczne polegajace na rozwigzywaniu réwnania
charakterystycznego opierajg sie na obliczaniu wartosci w(x) = det(A — xI,) dla
pewnych liczb x bezposrednio na podstawie wspélczynnikéw macierzy A, lub
innej macierzy, podobnej do A. Wprowadzone podobieristwo ma na celu
zmniejszenie kosztu obliczania wyznacznika.

Wybér metody rozwigzywania algebraicznego zagadnienia wtasnego zalezy od
tego, czy interesujg nas tylko wartosci wlasne, czy rowniez wektory wilasne, czy
zalezy nam na znalezieniu wszystkich, czy tylko niektérych (np. najwiekszych)
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warto$ci wilasnych, a takze od tego, czy macierz jest symetryczna (lub
hermitowska) i czy jest rzadka (tj. czy ma tylko niewiele wspoélczynnikéw
niezerowych). Jak widaé¢, dobér metody musi byé poprzedzony zbadaniem
konkretnego zadania i jego zastosowania.

Sprowadzanie macierzy do postaci Hessenberga

Def. Macierz Hessenberga (gérna) jest to macierz kwadratowa [ay]; ;, ktorej
wspolczynniki spelniaja warunek a;; =0dlaj <i—1.

Innymi slowy, wszystkie niezerowe wspoélczynniki macierzy Hessenberga sg
ulokowane nad diagonalg, na diagonali i bezpo$rednio pod diagonalg. Dowolna
macierz A jest podobna do macierzy tréjkatnej na mocy twierdzenia Schura, ale
zwykle nie mozemy w skoriczonej liczbie krokéw skonstruowaé odpowiedniego
podobieristwa, bo byloby to réwnowazne rozwigzaniu w skoriczonej liczbie krokéw
réwnania algebraicznego stopnia n. Natomiast dowolng macierz mozemy

w skonczonej liczbie krokow przeksztalci¢ do postaci Hessenberga. W ten sposéb
mozemy znacznie zmniejszy¢ koszt dalej stosowanych obliczen.

Jedng z najczedciej stosowanych metod przeksztalcania macierzy do postaci
Hessenberga jest metoda odbi¢ Householdera. Pierwsze odbicie konstruujemy tak,
aby obrazem pierwszej kolumny by} wektor, ktéry ma niezmieniong pierwszg
wspolrzedng (caly pierwszy wiersz macierzy pozostanie zatem niezmieniony),
natomiast wspélirzedne 3,...,n majg by¢ przeksztalcone na 0. Po zastosowaniu
tego przeksztalcenia do wszystkich kolumn przeksztalcamy w taki sam sposéb
wiersze — w ten sposéb zamiast macierzy A otrzymamy macierz HAH
(pamietamy, ze H! = H" = H), podobng do A. Schematycznie wyglada to tak
(czarne kropki oznaczajg wspétczynniki niezmienione, puste miejsca to zera):

e o o o o e o o o o e O O O O
e o o o o o o0 o o o e O O O O
e o o o o — O o O o — O o o o
e o o o o o o0 o o o o0 o o
e o o o o o 0o o o o o0 o o

Jak wida¢, przeksztatcajac wiersze nie niszczymy zer w pierwszej kolumnie.
Kolejne kroki sg podobne, np. drugi wyglada tak:

e o o o o e o o o o ® ¢ O O O
e o o o o e o o o o ® € O O O
e o o o ( — o o o o | — ® O O O
e o o o o O O o O O
e o o o o O O o O O
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Macierz podobienstwa danej macierzy A do otrzymanej macierzy Hessenberga jest
iloczynem macierzy kolejno wykonanych odbié. Jesli jest nam potrzebna (w celu
obliczenia wektoréw wlasnych), to jak zwykle reprezentujemy jg za pomoca
wektoré6w normalnych hiperptaszczyzn odbié.

Zwroémy uwage, ze jesli macierz A jest symetryczna (albo hermitowska

w przypadku zespolonym), to wiasno$¢ ta bedzie zachowana przez to
przeksztalcenie. W wyniku otrzymamy wiec symetryczng albo hermitowska
macierz Hessenberga, czyli macierz tréjdiagonalna.

Obliczenie wyznacznika macierzy pelnej przy uzyciu eliminacji Gaussa wymaga
wykonania O(n3) dziatan arytmetycznych. To samo zadanie dla macierzy
Hessenberga moze by¢ rozwiazane za pomoca O(n?) dziatan, za§ w przypadku
macierzy tréjdiagonalnej tylko O(n) dzialan. Oczywiscie, koszt przejscia do tej
postaci to O(n?) dzialan, ale jest to czynnosé jednorazowa, a obliczanie wartosci
wielomianu charakterystycznego (w celu znalezienia jego zer metoda numeryczng)
wykonuje sie wielokrotnie.

Metoda potegowa i jej modyfikacje

Jedng z najprostszych metod znajdowania pojedynczych wartoséci wiasnych

i wektoréw wtasnych do nich przynaleznych jest metoda potegowa.

W podstawowej wersji nie jest ona szczegélnie uzyteczna, ale na podobnej
zasadzie dzialajg bardziej wyrafinowane i skuteczne metody. Przyjmiemy, ze
wszystkie wspblczynniki i wartosci wlasne macierzy A sg liczbami rzeczywistymi.

Przypusémy, ze macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej i ma jedng tzw.
dominujacg warto§é wlasng Aq, takg ze |A;| > |/ dla k = 2,...,n. Niech y,

oznacza dowolny wektor, ktéry mozemy przedstawié¢ w bazie ztozonej z wektorow
wlasnych xs,...,Xx, macierzy A: yo =) | ; aix;. Okreslamy teraz ciag
Y = AYx_1. Nietrudno zauwazy¢, ze

Y = Akyo = Z aiAiXi.

i=1

Jesli [Aq| > 1, to ciag ||yx|| rosnie nieograniczenie, zas jesli [A;| < 1, to maleje do
zera. W pierwszym przypadku skladnik A¥a;x; rosnie najszybciej, a w drugim
maleje najwolniej, a zatem po wykonaniu dostatecznie wielu iteracji otrzymamy
wektor yy, ktérego kierunek rézni si¢ dowolnie mato od kierunku wektora
wtasnego x;. W praktyce wektory yi trzeba poddawaé normalizacii, tj. dzieli¢
przez ich dlugos¢ (lub dowolng inng norme), dzigki czemu nie grozi wystapienie
nadmiaru lub niedomiaru w obliczeniach.
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Proces iteracyjny, ktéry realizuje metode potegowa z normalizacja, wyglada tak:

zy = dowolny wektor poczatkowy, taki ze ||zo|| = 1.

Y = Azr 1, K—12
zi = Yi/|[yil| Y

Jedli macierz A spelnia przyjete zalozenia, to ciag wektoréw zy zbiega do wektora
wlasnego x1, przy czym w obliczeniach numerycznych zwykle dzieje si¢ tak nawet
wtedy, gdy przyjmiemy wektor poczatkowy zo € lin{x,,...,%,} (to jest jeden

z nielicznych przypadkéw, kiedy skutki bledéw zaokraglen sa pozyteczne).

Zwr6¢my uwage, ze aby zastosowal te metode, nie musimy znaé jawnej
reprezentacji macierzy A; wystarczy miec tylko podprogram, ktéry obliczy iloczyn
tej macierzy i danego wektora. Nie musimy tez wyznaczaé innych macierzy np.
poprzez zmiane wspdtczynnikéw macierzy A. Dzieki temu latwo jest stosowaé
metode potegowa np. do rzadkich macierzy o duzych wymiarach.

Pozostajg do ustalenia dwie rzeczy: jak obliczy¢ w tej metodzie wartos¢ wiasng A,
i jak oszacowaé szybko$¢ zbieznosci. Przypusémy, ze wykonaliémy dostatecznie
duzo iteracji aby wtedy wektor z,_; byl dobrym przyblizeniem wektora wlasnego
xq. Zatem (w ogélnosci sprzeczny) uklad n réwnan liniowych z jedng
niewiadoma, A,

Zx A = Az = Yy,
jest dobrym przyblizeniem ukladu x;A = Ax;, ktérego rozwigzaniem jest wartosé
wtasna A;. Mozemy potraktowaé uktad jak regularne LZNK i ulozy¢ odpowiedni
uktad réwnani normalnych:
Zy 2k 1A = Z{ 1Yk,
ktérego rozwigzaniem jest liczba
Zy Y
Pe=—F—"-
Zy 12K
Wyrazenie po prawej stronie, ktérego warto$¢ jest przyblizeniem wartosci wlasnej
A1 macierzy A, jest nazywane ilorazem Rayleigha. Je§li normalizacja polega na

dzieleniu kazdego wektora yy przez jego norme drugg, to mianownik ilorazu
Rayleigha jest réwny 1.

Dla macierzy symetrycznej mozna udowodnié, ze jesli liczba t, jest tangensem
kata miedzy wektorami z, i x4, to przy braku bledéw zaokraglen tangens kata
miedzy zy i1 x; (oznaczymy go symbolem ty) spelnia nier6wnosé

Az |k
< |2 ol
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gdzie A, oznacza drugg co do wartosci bezwzglednej warto§¢ wtasng macierzy A.
Natomiast ciag ilorazéw Rayleigha zbiega do A; zgodnie z oszacowaniem

A, 2K
=i = 20l = 0 (32[),

a wiec zbiezno$¢ tego ciggu jest jeszcze szybsza.

Jak wida¢, metoda potegowa dziata dobrze, jesli iloraz A,/A; ma wartos¢
bezwzgledng duzo mniejszg niz 1. W sytuacji, gdy krotno§¢ wartosci wtasnej A,
jest wieksza niz 1, ciag wektoréw z; zbiega do pewnego wektora lezacego

w podprzestrzeni wiasnej przynaleznej do Aq, ale nie mamy jak rozpoznac
wymiaru tej podprzestrzeni. Najgorsza jest sytuacja, gdy A; = —A,, mozemy jej
jednak zaradzi¢ wprowadzajac przesuniecia widma. Jak wiemy, liczba A jest

wartoscig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy liczba A — a jest wartoscia
wtlasng macierzy A — al,,. Przyjmujac a < 0 mozemy otrzymac macierz, ktorej
dominujaca warto§é wiasna jest dodatnia, za§ a > 0 spowoduje powstanie
macierzy o dominujacej ujemnej wartosci wlasnej. Aby zbiezno$¢ byla najszybsza,
nalezatoby przyjaé¢ a = %(a +b), gdzie [a, b] jest jak najkrétszym przedzialem
zawierajacym wszystkie wartosci wlasne oprécz A; (czasem mamy pewne
informacje o macierzy A, dzigki ktérym mozemy wskaza¢ taki przedzial).

Pora na radykalne ulepszenie metody, zwane odwrotng metoda potegows.

W metodzie z przesunigeciami mozemy znalezé tylko najwiekszg i najmniejsza
wartos$¢ wiasng. Obecnie bedziemy poszukiwaé wartosci wiasnej, ktéra jest
najblizsza wskazanej liczby a. W tym celu zauwazmy, ze jesli

spect A = {Aq,..., A}, to liczby 7\1+a’ R M%q sg warto$ciami wlasnymi macierzy
(A —al,)"' i dominujaca jest ta, ktorej odpowiada mianownik o najmniejszej
wartosci bezwzglednej. Metoda jest taka:

zo = dowolny wektor poczatkowy, taki ze ||zo| = 1.

— (A _ 1
Yk = (A —al,) 'zi, k=12 .
zi = Yi/|[yx|

przy czym obliczenie wektora Yy, polega na rozwigzaniu ukladu réwnan z macierza
A — al,. Wreszcie, mozemy w kolejnych iteracjach zmienia¢ parametr a,
zastepujac go coraz doktadniejszymi przyblizeniami py poszukiwanej wartosci
wiasnej, ktére otrzymujemy obliczajgc ilorazy Rayleigha. W tym procesie macierz
A — pyl,, dazy do macierzy osobliwej (i w szczegdlnosci nieograniczenie rosnie jej
wskaznik uwarunkowania), ale nie ma to negatywnego wptywu na dokladnos¢
obliczenia wartosci wlasnej, za§ zbieznos¢ tego procesu jest znacznie szybsza

(z tym, ze w kazdej iteracji trzeba rozklada¢ nowg macierz na czynniki tréjkatne;

24.6

jesli parametr a jest ustalony, to wystarczy zrobi¢ to raz; wida¢ tu jak optacalne
jest wstepne przeksztalcenie macierzy do postaci Hessenberga lub tréjdiagonalne;j
— dla takiej macierzy koszt jednej iteracji metody odwrotnej jest prawie taki sam
jak w iteracji prostej).

Iteracje na podprzestrzeniach i algorytm QR

Zalbozmy teraz, ze macierz A jest rzeczywista i symetryczna. Sprobujmy tak
zmieni¢ metode potegowa, aby otrzymac 1 ciagdéw wektordéw, z ktoérych kazdy
zbiega do wektora wlasnego przynaleznego do innej wartosci wiasnej (bierzemy
pod uwage 1 warto§ci wiasnych o najwiekszych wartosciach bezwzglednych). Jak
wiemy, z wektoré6w wilasnych macierzy symetrycznej mozna utworzy¢ baze
ortonormalng przestrzeni R™. Mozemy wiec zazadaé, aby wektory zy1,...,zu
otrzymane w k-tej iteracji byty do siebie prostopadte.

Idea metody iteracji prostej na podprzestrzeniach wyglada tak:

Zo1,...,200 — wektory jednostkowe, wzajemnie prostopadte.

ykj:AZk—]‘j dlaj:],...,l,

Zil, ..., 21— wektory otrzymane k=12,...
za pomocg ortonormalizacji Yy;, ..., Y

Mozemy zauwazy¢, ze cho¢ mnozenie wektora yy_1; przez macierz A dla j > 1
powoduje najwiekszy wzrost sktadowych w kierunku wektoréw wtasnych
X1,...,Xj—1, przynaleznych do wartoéci wtasnych Aq,...,Aj_; o najwigkszych
wartodciach bezwzglednych, jednak skladowe te sg ,wygaszane” przez
ortonormalizacje. Dlatego kierunek wektordw w ciggu z1j, 22, 235, . . . bedzie dazyt
do kierunku wektora x; przynaleznego do j-tej co do wartosci bezwzgledne;j
warto$ci wtasnej A;. Dokladniejsze zbadanie warunkéw dostatecznych tej
zbieznosci opiera si¢ na rachunkach, ktére pomine.

Metodeg iteracji prostej na podprzestrzeniach mozna przedstawi¢ w postaci
macierzowe;j:

Wybierz macierz Zy = [zo1, ..., 2ol 0 kolumnach
parami prostopadtych o dlugosci 1;
dlak=1,2,...

Oblicz Yy = AZy 1;

Znajdz macierze Zy i Ry, takie ze Yy = Zy Ry i kolumny macierzy Zy sg

parami prostopadle i majg dtugosé 1, za§ Ry jest macierza tréjkatng goérna.
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Przypusémy teraz, ze wybraliémy 1 = n, tj. ze dokonujemy iteracji na calej
przestrzeni R™ (a zatem interesuje nas otrzymanie ciggéw zbieznych do n
wzajemnie prostopadlych wektoréw wlasnych macierzy A). Przypusémy dalej, ze
wybraliémy macierz Z, = I,, (to jest wyboér dopuszczalny). Okreslmy macierze

def

Ay = ZIAZ,.

Wtedy mamy
A = Z Y1 = Zy ZyRisr = QuarRiy,

gdzie Q1 = Z{Zy1, skad wynika Zy 1 = Z, Qi1 i przez indukcjg
Zx=2Z0Qq...Qx=Q1... Q.

Mamy zatem
Ar=Qr...QIAQ1...Qr = QA1 1Qx = RiQx.

Tak wiec okredliliSmy pewien ciag macierzy Ay = A, A1, Ay, ..., z ktérych
wszystkie sg podobne do A (i macierze podobiefistw sg ortogonalne).

Rozklad ortogonalno-tréjkatny macierzy nieosobliwej jest okreslony jednoznacznie
z doktadnos$cig do zwrotéw kolumn macierzy ortogonalnej i wierszy macierzy
trojkatnej. Aby go znalezé mozna uzy¢ ortonormalizacji Grama-Schmidta,
obrotéw Givensa albo odbi¢ Householdera (stosujac rézne metody bedziemy mieli
macierze z kolumnami o réznych zwrotach, ale to jest nieistotne). Jesli macierz
Ax_1 jest osobliwa, to jej rozktad ortogonalno-tréjkatny jest niejednoznaczny, ale
okazuje sig, ze ta niejednoznaczno$é nie przeszkadza w dziataniu algorytmu.

WskazaliSmy zatem zwigzek okreslonego wyzej ciggu macierzy z metodga iteracji na
podprzestrzeniach. Poniewaz ciag macierzy Z, dazy do macierzy Z, ktorej
kolumny sg wektorami wlasnymi macierzy A, wiec cigg macierzy Ay dazy do
macierzy diagonalnej, ktérej wspélczynniki diagonalne sg oczywiscie wartoSciami
wlasnymi macierzy A. Algorytm

AOZA;
dlak=1,2,...

Znajdz macierz ortogonalng Qy i trojkatng goérng Ry, takie ze Ay 1 = QxRy;

Ax = R Qi

ktéry tworzy taki cigg macierzy, nazywa sie algorytmem QR. Po opracowaniu
pewnych szczegbloéw algorytm ten jest najefektywniejszym znanym algorytmem
wyznaczania pelnego rozwigzania algebraicznego zagadnienia wlasnego.
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Szczegbdly sa takie: jesli macierz A jest trojdiagonalna (a dowolng rzeczywistg
macierz symetryczng potrafimy do takiej postaci przeksztalci¢ i powinni§my to
zrobi¢ zawczasu), to wszystkie macierze Ay tez sg tréjdiagonalne. Wynika to stad,
ze jesli rozkladana macierz Ay jest macierzg tréjdiagonalng (czyli szczegdlnym
przypadkiem macierzy Hessenberga), to j-ta kolumna macierzy Qi (dla j < n) jest
kombinacjg liniowg wektoréw ey, ..., e (czyli macierz Qy tez jest macierza
Hessenberga) i obliczajac iloczyn Ay = Ry Qy dostaniemy znowu macierz
Hessenberga, a ze wzgledu na zachowanie symetrii przez kongruencje — macierz
trojdiagonalng.

Drugi szczegb! ma na celu zapewnienie i przyspieszenie zbieznosci. Do tego celu
stuzg przesuniecia, okreslone podobnie jak w metodzie potegowej. Zamiast
macierzy Ay rozktadamy na czynniki Qx_;Ry_; macierz Ay_; — pl,, a nastepnie
obliczamy Ay = Rx_1Qx 1 + ukln. Parametr yy przyjmujemy réwny

w przyblizeniu pewnej wartosci wiasnej macierzy Ay ;. Najprosciej jest przyjac
Mk = Gnn (Wwspblczynnik w prawym dolnym rogu macierzy Ay 7). Inna mozliwos¢
to zastosowanie tzw. przesunie¢ Wilkinsona — przyjmujemy parametr p, réwny

jednej z dwbch wartosci wiasnych bloku 2 x 2 w prawym dolnym rogu macierzy
Ay_1 (zagadnienie wlasne z macierza 2 x 2 mozemy rozwigzaé analitycznie).
Nalezy w tym miejscu odnotowaé, ze zastosowanie przesunieé nie tylko
przyspiesza, ale przede wszystkim zapewnia zbieznosé¢ ciggu macierzy Aq, Ay, ...
do macierzy diagonalnej (ktéra bez przesunie¢ moze nie mie¢ miejsca).

Ostatni szczegdl to zastosowanie deflacji, tj. zmniejszenia wymiaru zadania.
Wspétczynniki na kodiagonalach kolejnych macierzy Ay daza do zera. Jesli ktorys
z tych wspélczynnikéw jest tak matly, ze jego warto$¢ bezwzgledna jest na
poziomie skutkéw bledéw zaokragleri, to mozemy zastapi¢ go zerem. Wtedy
jednak otrzymujemy macierz blokowo-diagonalng i mozemy dalej stosowaé
algorytm do blokéw na diagonali, wprowadzajac dla tych blokéw indywidualne
przesuniecia. Z przeprowadzonych do$wiadczen wynika, ze aby przeksztalcié
macierz tréjdiagonalng do postaci diagonalnej (tj. znalezé macierz podobng do A,
ktorej wspdiczynniki pozadiagonalne sg na poziomie bledéw zaokraglen

w standardowych zmiennopozycyjnych reprezentacjach liczb, czyli sg pomijalnie
male), co jest rbwnowazne znalezieniu wszystkich wartosci wiasnych macierzy A,
zwykle wystarczy mniej niz 2n iteracji metody QR.
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Zadania 1 problemy wierszu na diagonali macierzy A9. Caltkowita liczba cykli o dlugosci d w grafie G
jest suma wspétczynnikéw diagonalnych macierzy A<

Na deser zastosujemy wiadomos$ci na temat algebraicznego zagadnienia wiasnego Suma wspétczynnikéw macierzy kwadratowej M nazywa sie §ladem macierzy M

do rozwigzania pewnego problemu kombinatorycznego. (oznacza si¢ jg symbolem tr M). Jak wiemy, jest ona réwna sumie wartosci

wtasnych macierzy M.

Graf skierowany jest to obiekt zlozony 3. Interesuje nas liczba cykli o dtugosci d, przy czym liczba d jest bardzo duza.

ze skoficzonego zbioru wierzchotkéw {vy,...,vn} Wynika stad problem: czy mozna obliczy¢ §lad macierzy A¢ nie obliczajac tej
i krawedzi, czyli uporzadkowanych par wierzchotkéw macierzy (mogloby to by¢ zbyt kosztowne).
(vi,v3). Moze by¢ wiele krawedzi wiazacych Odpowiedz w zasadzie jest prosta: jesli znamy wszystkie wartosci wtasne

te same wierzchotki, przyktad jest na rysunku obok. Aty ..., Ay, maciersy A, to

n

tr(A9d) = Z AL

i=1

Dla ustalonego grafu G mozemy utworzy¢

macierz polaczen A = [aylij, ktore]
wspélczynnik ay jest réwny liczbie krawedzi

wychodzacych z wierzchotka v; i wchodzacych do vj. Problem polega na ich znalezieniu, czego tez chcieliby§my uniknaé.

Dla grafu na rysunku 4. Niech w(x) = anx™+ an_1x™ "+ -+ + a;x + ao bedzie wielomianem
charakterystycznym macierzy A; mamy a, = (—1)". Na podstawie twierdzenia

020
A=l111 Cayleya-Hamiltona macierz w(A) jest zerowa. Dla dowolnego d > n spelnione jest
- 10 2 zatem réwnanie

A= (=D Nan AY T + o+ gAY L goAdT™).

1. Drogg w grafie G nazywamy ciagg krawedzi, z ktérych kazda nastepna ma poczatek 3 . . an ) . . .
w koficu poprzedniej. Zbadajmy, ile jest drég o dtugosci 2,3 (w ogélnosci d) Ale §lad (tj. przeksztalcenie K™™ — K, ktére macierzy przyporzadkowuje sume jej
ktérych poczatkiem jest Wierzché)lek Ve a koficem Wierzch(;le;k v ' wspblczynnikéw diagonalnych) jest funkcjonalem liniowym, skad wynika, ze

1L je

Kazda droga o dtugoéci 2 z wierzchotka v; do v; przechodzi przez pewien tr(AY) = (=) Nan g tr(AY ) + - + ap tr(AY™) 4+ aptr(AY™).
wierzchotek vy; liczba drog przechodzacych przez vy jest iloczynem liczby drog
z v; do vy i liczby drég z vy do v;. Catkowity liczbe drég o diugoéci 2 z v; do v Znajac wspoétczynniki ay, ..., a, 1 wielomianu charakterystycznego i slady
otrzymamy sumujac iloczyny po wszystkich k. Zauwazamy, ze otrzymaliSmy macierzy A,A?,...,A™ " (ktére mozemy obliczy¢ w ,zwykty” sposéb) mozemy
wyrazenie opisujace wspélczynnik w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy AZ. powyzszy wzOr stosowal rekurencyjnie do liczenia cykli w grafie.
Dla grafu na rysunku mamy Dla zobaczenia ,,jak to wyglada” znajdZ wspéiczynniki wielomianu

22 2 charakterystycznego macierzy A odpowiadajgcej grafowi na rysunku i oblicz

AZ— 1|2 3 3 podanym sposobem liczby cykli o dtugosci 3, 4, 5 w tym grafie.
222

Udowodnij (stosujac indukcje), ze liczby drég o dlugosci d miedzy wierzchotkami Uwaga: ‘:i: WSZyStkle,hCZby pOJanance Sl? podczas dz1alfan1a al.gor.ytmu opartego’ na
C . . . . a powyzszym pomysle sg catkowite, w zwigzku z czym nie nalezy implementowaé go
grafu sa odpowiednimi wspoélczynnikami macierzy A< 7 C e o .
. . . . o przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej, tylko catkowitej (dopuszczajacej
2. Cyklem klem-w grafie G nazywa si¢ droge zamknieta, t]. taka, ktérej koniec jest odpowiednio duze liczby). W tym sensie algorytm ten nie jest metoda
poczatkiem.
numeryczng.

Z rozwiazania poprzedniego problemu wynika, ze liczba cykli o diugosci d,

ktorych poczatkiem (i koricem) jest wierzchotek v;, jest wspélczynnikiem w i-tym



