
Algebra liniowa, I rok Informatyki, 2004/2005 (z poprawkami)

1. Struktury algebrai
zne. Póªgrupy, grupy, pier±
ienie, 
iaªa. Li
zby zespolone.2. Ma
ierze. Dziaªania i wªasno±
i. Równania liniowe.3. Przestrzenie liniowe. Podprzestrzenie, wymiar, baza. Przeksztaª
enia liniowe.4. Obraz i j¡dro przeksztaª
enia liniowego i ma
ierzy. Rz¡d ma
ierzy. Funk
jonaªyliniowe. Przestrze« sprz�»ona. Baza dualna.5. Ukªady równa« liniowy
h. Twierdzenie Krone
kera-Capellego. Metoda elimina
jiGaussa. Rozkªad ma
ierzy na 
zynniki trójk¡tne.6. Warstwy. Przestrze« ilorazowa. Ukªady wspóªrz�dny
h w przestrzeni liniowej.7. Normy wektorów i ma
ierzy. Nierówno±
i norm.8. Arytmetyka zmiennopozy
yjna. Numery
zne uwarunkowanie zada«.Numery
zna poprawno±¢ i stabilno±¢ algorytmów.9. Komputerowa implementa
ja metody elimina
ji Gaussa.10. Uwarunkowanie numery
zne ukªadów równa« liniowy
h z ma
ierz¡ nieosobliw¡.Analiza metody elimina
ji Gaussa.11. Wyzna
zniki. Wzory Cramera. Numery
zne obli
zanie wyzna
znika.12. Przeksztaª
enia a�ni
zne. Niezmienniki przeksztaª
e«. Ukªady wspóªrz�dny
h.

13. Formy dwuliniowe. Ma
ierz formy. Kongruen
je. Twierdzenie Sylvestra.Przestrzenie ortogonalne.14. Równania i zbiory II stopnia. A�ni
zna posta¢ kanoni
zna równania.15. Przestrzenie euklidesowe i unitarne. Izometrie. Rzuty prostopadªe.16. Bazy ortogonalne. Ortogonaliza
ja Grama-S
hmidta. Obj�to±¢ równolegªo±
ianu.17. Bazy ortonormalne. Ma
ierze ortogonalne.18. Pseudoodwrotno±¢ ma
ierzy. Rozkªad ortogonalno-trójk¡tny ma
ierzy.Odbi
ia Householdera. Obroty Givensa.19. Regularne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów. Algorytm równa«normalny
h. Aproksyma
ja ±redniokwadratowa. Zadania nieregularne.20. Zastosowanie rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego do rozwi¡zywania LZNK.21. Algebrai
zne zagadnienie wªasne. Podobie«stwa ma
ierzy. Twierdzenie Jordana.22. Widmo ma
ierzy. Twierdzenie S
hura.Izometry
zna posta¢ kanoni
zna równania tworu II stopnia.23. Struktura przeksztaª
e« liniowy
h. Norma druga ma
ierzy.Uwarunkowanie numery
zne warto±
i i podprzestrzeni wªasny
h.24. Metody rozwi¡zywania zadania wªasnego. Sprowadzanie ma
ierzy do posta
iHessenberga. Metoda pot�gowa. Algorytm QR.

Zasady zali
zania przedmiotuBlady atoli stra
h padª na wszystki
h, kiedykról, dla niespodzianego kaprysu, ogªaszaªzgadywanki. Z dawien dawna lubowaª si�w ni
h i jesz
ze wielkiego kan
lerza pod
zaskorona
ji zasko
zyª pytaniem, jak s¡dzi, 
zypa
ierz i ma
ierz ró»ni¡ si� 
zym± mi�dzysob¡, a je±li tak, to 
zym?Stanisªaw Lem: Cyberiada.Na zali
zenie przedmiotu skªadaj¡ si�:
• Pra
e domowe zadawane 
o tydzie«. Na ko«
u semestru li
zba otrzymany
hpunktów (1 zadanie to 1 punkt, mo»na te» otrzyma¢ uªamek) b�dzie podzielonaprzez li
zb� zada« zadany
h w danej grupie ¢wi
zeniowej, pomno»ona przez 40i dodana do li
zby punktów zdobyty
h na kolokwia
h.

• Dwa kolokwia w semestrze. Na ka»dym z ni
h mo»na dosta¢ maksymalnie 30punktów.

• Aby zali
zy¢ ¢wi
zenia, trzeba na nie 
hodzi¢ i zdoby¢ (z pra
 domowy
hi kolokwiów) 
o najmniej 50 punktów.

• Egzamin pisemny na ko«
u semestru.

• Osoby, u który
h wyst¡pi niezgodno±¢ mi�dzy o
en¡ z egzaminu pisemnegoi li
zb¡ punktów z ¢wi
ze«, albo niezgodno±¢ proponowanej o
eny ko«
owejz ambi
jami, zdaj¡ egzamin ustny.

• Osoby, które otrzymaªy 88 lub wi�
ej punktów z ¢wi
ze« maj¡ prawo do zdawaniatylko egzaminu ustnego.

W drugim semestrze ma by¢ lepiej. Zasady b�d¡ te same.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 22 listopada 2001.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Nie
h z = 1
2
(−

√
3, 1). Obli
z z2001.

2. Zbadaj, 
zy zbiór ma
ierzy zespolony
h 2× 2 o posta
i

[
a −b

b a

]

jest przestrzeni¡ liniow¡a) nad 
iaªem li
zb rze
zywisty
h,b) nad 
iaªem li
zb zespolony
h.W ka»dym przypadku, je±li odpowied¹ jest twierdz¡
a, wska» wymiar i baz�.

3. Znajd¹ rz¡d oraz baz� j¡dra i obrazu ma
ierzy





0 1 −2 1 0

2 1 1 3 1

2 2 −1 4 1

−2 0 −3 −2 −1





4. Wska» wymiar i baz� podprzestrzeni przestrzeni R[x]4, skªadaj¡
ej si�z wielomianów w speªniaj¡
y
h warunki w ′′′(1) = 0, w(4)(1) = 0 i w(5)(1) = 0.

5. Znajd¹ zbiór rozwi¡za« ukªadu równa«




1 1 1

1 −a 3

1 2 a2− 1








x1

x2

x3



 =




1

1

0



 ,

w zale»no±
i od parametru a.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 18 listopada 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Znajd¹ wszystkie li
zby zespolone z, które s¡ rozwi¡zaniami równania
z5+ z4+ z3+ z2+ z+ 1

(z3− 1)2
= 0.Przedstaw je w posta
i trygonometry
znej.

2. Obli
z ma
ierz



1

2

3

4





[
1 1 1 1

]





2 3

3 2

−2 3

−3 2





[
4 3 2 1

−2 1 4 −3

]




−3

4

−1

2





wykonuj¡
 jak najmniej mno»e« i dodawa« li
zb.

3. Wska» maksymalny liniowo niezale»ny podzbiór zbioru kolumn i maksymalnyliniowo niezale»ny podzbiór zbioru wierszy ma
ierzy





0 −2 −2 4 0

2 3 1 −2 −1

2 2 0 0 −1

−2 −5 −3 6 1




.

Jaki jest wymiar j¡dra i obrazu tej ma
ierzy?

4. Nie
h A =

[
(0, 1) (1, 0)

(1, 0) (0, 1)

].Obli
z ma
ierz A9− 3A5+ 5A, stosuj¡
 s
hemat Hornera.

5. Ma
ierz zespolona hermitowska A ∈ Cn,n speªnia warunek A = AH, a ma
ierzantyhermitowska B speªnia warunek B = −BH.Czy zbiory ma
ierzy hermitowski
h i antyhermitowski
h n× n s¡ przestrzeniamiliniowymia) nad 
iaªem li
zb zespolony
h C, b) nad 
iaªem li
zb rze
zywisty
h R,
) nad 
iaªem li
zb wymierny
h Q?W ka»dym przypadku, je±li odpowied¹ jest twierdz¡
a, okre±l wymiar przestrzeni.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 17 listopada 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Dana jest ma
ierz zespolona

A =

[
(−1/2, 0) (0,

√
3/2)

(0,
√
3/2) (−1/2, 0)

]
.

Obli
z ma
ierze A2003 oraz A−2003.Wskazówka: Obli
z najpierw A3.

2. Zbadaj, 
zy zbiór ma
ierzy zespolony
h 2× 2 o posta
i

A =

[
a −b

b a

]

z dziaªaniami dodawania i mno»enia ma
ierzy jest 
iaªem. Rozwi¡zuj¡
 zadanie,tam gdzie mo»na, powoªuj si� na odpowiednie wªasno±
i dziaªa« na ma
ierza
h.

3. Znajd¹ rz¡d i wymiary j¡dra i obrazu ma
ierzy





1 1 1 0

1 2 2 1

1 2 3 2

1 2 3 2

2 3 4 2




.

4. Zbadaj, 
zy ukªad wielomianów x2− x, x2+ x, x2− 1 jest baz¡ przestrzeni R[x]2(wielomianów rze
zywisty
h stopnia 
o najwy»ej 2). Odpowied¹ uzasadnij.

5. Nie
h V ozna
za przestrze« liniow¡ nad 
iaªem R, której elementami s¡ ma
ierzezespolone n× n. ZbiorySym = {A : AT = A }, ASym = {A : AT = −A },Herm = {A : AH = A }, AHerm = {A : AH = −A },s¡ podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V . Znajd¹ wymiary podprzestrzeniSym ∩Herm, Sym ∩ AHerm, ASym ∩Herm, ASym ∩AHerm.Czy przestrze« V jest sum¡ prost¡ ty
h 
ztere
h podprzestrzeni?Odpowied¹ uzasadnij.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 22 listopada 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Ma
ierz A = [aij]i,j nazywa si� ma
ierz¡ (2k+ 1)-diagonaln¡, je±li aij = 0 dla

|i− j| > k. W sz
zególno±
i dla k = 1 mówi si� o ma
ierzy trójdiagonalnej.Zbadaj, jakie jest najmniejsze k, takie »e ma
ierz C = AB jest (2k+ 1)-diagonalnadla dowolny
h ma
ierzy trójdiagonalny
h A,B ∈ Kn,n. W jaki sposób k zale»y od

n? Odpowied¹ uzasadnij.

2. Nie
h

A =




1 1 1

0 2 2

0 0 3



 .

Korzystaj¡
 ze s
hematu Hornera i inny
h posiadany
h wiadomo±
i znajd¹ ma
ierz

B = (A3− 6A2+ 11A− 4I3)
−1.

3. Znajd¹ rz¡d i baz� obrazu ma
ierzy

A =





4 0 2 1

3 −1 2 −1

2 −2 2 1

1 −3 2 −1

0 −4 2 1




.

Jaki jest wymiar j¡dra tej ma
ierzy? Odpowied¹ uzasadnij.

4. Zbadaj, 
zy podane ni»ej wektory,

x1 =




(1, 0)

(0, 1)

(1, 1)



 , x2 =




(1, 1)

(−1, 1)

(0, 2)



 ,

s¡ liniowo niezale»ne, a) nad 
iaªem R, b) nad 
iaªem C. Odpowiedzi uzasadnij.

5. Nie
h p0(x) = 1, p1(x) = x+ 1, p2(x) = x2+ x, p3(x) = x3+ x2.Ukªad wielomianów p0, p1, p2, p3 jest baz¡ przestrzeni R[x]3.Przedstaw wielomian w(x) = x3 jako kombina
j� liniow¡ elementów tej bazy.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 10 sty
znia 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Obli
z normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖∞ i ‖ · ‖F ma
ierzy

A =

[
(1, 0) (2, 1) (3, 4)

(0, 1) (5, 1) (1, 2)

]
.

2. Osza
uj wska¹nik uwarunkowania w normie ‖ · ‖∞ ma
ierzy A = [aij]i,j ∈ Rn,n,której wspóª
zynniki s¡ dane wzorem

aij =
1

4|i−j|
.3. Def. Ma
ierz Hessenberga jest to ma
ierz kwadratowa [aij]i,j, taka »e aij = 0 dla

i− j > 1.Obli
z koszt (w jednostka
h OPMS) rozwi¡zywania metod¡ elimina
ji Gaussaukªadu równa« liniowy
h Ax = b, z ma
ierz¡ Hessenberga n× n.

4. Skonstruuj i osza
uj zaburzenia wspóª
zynników a0, . . . , an wielomianu

a(x) = a0+ a1x+ · · · + anxn, równowa»ne bª�dom zaokr¡gle« wytworzonympod
zas obli
zania warto±
i wielomianu dla ustalonego x, ze s
hematu Hornera:

a(x) = (· · · (anx+ an−1)x+ · · · + a1)x+ a0.W obli
zeniu tym jest u»yta arytmetyka zmiennopozy
yjna o ustalonym bª�dziewzgl�dnym reprezenta
ji ν. Przyjmij zaªo»enie, »e w obli
zenia
h nie wyst¡piªnadmiar ani niedomiar.Czy na podstawie przeprowadzony
h ra
hunków mo»na powiedzie¢, »e algorytmten jest numery
znie poprawny?

5. Znajd¹ (metod¡ elimina
ji Gaussa) 
zynniki trójk¡tne ma
ierzy ukªadu równa«liniowy
h





1 2 3 4

−1 0 0 0

1 0 3 4

−1 0 −3 0









x1

x2

x3

x4




=





20

−4

14

−10




,

a nast�pnie, korzystaj¡
 ze znaleziony
h 
zynników, rozwi¡» ten ukªad. Sprawd¹wynik!

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 6 sty
znia 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Wiedz¡
, »e ‖A‖22 ≤ ‖A‖1 · ‖A‖∞ oraz ‖A‖2 ≤ ‖A‖F, osza
uj na podstawie ka»degoz ty
h wzorów norm� drug¡ ma
ierzy
A =




(1, 0) (1, 1) (0,−2)

(1,−1) (2, 0) (3,−4)

(0, 2) (3, 4) (5, 0)



 .

Które z ty
h dwó
h osza
owa« jest lepsze?

2. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« liniowy
h Ax = b, gdzie

A =





1 2 3 4

1 −2 3 −4

1 0 3 0

0 1 0 2




, b =





−1

3

1

−1




.

Sprawd¹ wynik. Napisz, 
zym jest zbiór rozwi¡za« tego ukªadu.

3. Nie
h V = R[x]3 i nie
h U = {w ∈ V : w(0) = 0, w(−1) = −w(1),
∫1

−1
w(x)dx = 0 }.Zbiór U jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V , a zatem istnieje przestrze«ilorazowa V/U. Jaki jest jej wymiar? Odpowied¹ uzasadnij.Wskazówka: Wybierz dowoln¡ baz� przestrzeni V , zapisz warunki naªo»one naelementy zbioru U w posta
i ukªadu równa« liniowy
h i zbadaj ten ukªad.

4. Dla ka»dej z ma
ierzy

A = [x, x(1− x), x2], B = [(1 − x)2, 2x(1− x), x2],sprawd¹, 
zy reprezentuje ona baz� przestrzeni R[x]2. Je±li odpowied¹ jesttwierdz¡
a, to znajd¹ ma
ierz odpowiedniej bazy dualnej.Wskazówka: Mo»esz przyj¡¢ za punkt wyj±
ia do konstruk
ji ma
ierz

Φ =




ϕ0

ϕ1

ϕ2



 , tak¡ »e Φw =




w(0)

w ′(0)
1
2
w ′′(0)



 dla ka»dego w ∈ R[x]2.

Ma
ierz ta reprezentuje baz� dualn¡ do bazy pot�gowej [1, x, x2].



5. Nie
h f : R[x]2→ R[x]2 b�dzie przeksztaª
eniem liniowym okre±lonym za pomo
¡wzoru

(
f(w)

)
(x) = w(1− x).Znajd¹ ma
ierze tego przeksztaª
eniaa) w bazie [1, x, x2],b) w bazie [(1− x)2, 2x(1 − x), x2],przy 
zym po znalezieniu jednej z ty
h ma
ierzy drug¡ wyzna
z na jej podstawiei na podstawie odpowiedniej ma
ierzy zmiany bazy. Sprawd¹ wynik.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 5 sty
znia 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Obli
z norm� p-t¡ indukowan¡ ma
ierzy
A =

[
1 2 3

−5 −4 0

]

dla p = 1 i p =∞. Dla ka»dego z ty
h przypadków wska» wektor x ∈ R3, taki »e

‖x‖p = 1 i ‖Ax‖p = ‖A‖p.Czy (w jednym i drugim przypadku) istniej¡ dwa wektory liniowo niezale»nespeªniaj¡
e ten warunek? Odpowied¹ uzasadnij.

2. Nie
h

A =




1 1 1

1 2 2

1 0 0



 , b =




0

−1

1



 .

Znajd¹ rozkªad trójk¡tno-trójk¡tny ma
ierzy A. Nast�pnie, przy u»y
iu tegorozkªadu znajd¹ zbiór rozwi¡za« ukªadu równa« liniowy
h Ax = b.Znajd¹ j¡dro i obraz ma
ierzy A.

3. Funk
jonaªy liniowe ϕ0, ϕ1, ϕ2, dane wzorami

ϕ0(w) = w(0), ϕ1(w) = w ′(0), ϕ2(w) =
1

2
w ′′(0),s¡ elementami bazy sprz�»onej z baz¡ pot�gow¡ [1, x, x2] przestrzeni V = R[x]2.Korzystaj¡
 z tej informa
ji znajd¹ baz� sprz�»on¡ z baz¡ [(1− x)2, 2x(1− x), x2]przestrzeni V .

4. Warstwy W1 i W2 przestrzeni liniowej V o wymiarze n maj¡ wymiaryodpowiednio k i l (w ogólno±
i ró»ne). Zbadaj, 
zy zbiór

W = { x + y : x ∈W1, y ∈W2 }jest warstw¡ przestrzeni V i je±li odpowied¹ jest twierdz¡
a, to znajd¹ (okre±lonyprzez li
zby l, m, n) zbiór wszystki
h li
zb, które mog¡ by¢ wymiarem tejwarstwy.



5. (W tym zadaniu nale»y rozwi¡za¢ tylko jeden, dowolnie wybrany wariant)a) Podprzestrze« liniowa X przestrzeni R[x]2 jest zbiorem miejs
 zerowy
hfunk
jonaªu ϕ danego wzorem

ϕ(w) = w(−1) +w(1).Znajd¹ dowoln¡ baz� podprzestrzeni X.b) Podprzestrze« liniowa X przestrzeni R3 jest zbiorem miejs
 zerowy
hfunk
jonaªu ϕ danego wzorem

ϕ(




x1

x2

x3



) = x1+ x3.

Znajd¹ dowoln¡ baz� podprzestrzeni X.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 10 sty
znia 2005.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«bardzo du»e zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 6 punktów.

1. Nie
h ‖ · ‖ ozna
za ustalon¡ norm� indukowan¡ w Kn,n.Wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy A ∈ Kn,n jest to li
zba 
ondA def
= ‖A‖‖A−1‖.Udowodnij, »e dla ka»dej ma
ierzy A ∈ Kn,n za
hodzi nierówno±¢ 
ondA ≥ 1.Dla normy indukowanej przez dowoln¡ p-t¡ norm� Höldera podaj (mo»liwienajprostsze) przykªady ma
ierzy B i C, dla który
h 
ondB = 1 oraz 
ondC > 1(nale»y obli
zy¢ te wska¹niki dla podany
h ma
ierzy).

2. Nie
h X = [x1,x2,x3,x4] oraz Y = [x1+ x2− 2x4,x2,x3,x4] b�d¡ bazami pewnejprzestrzeni liniowej nad R. Przeksztaª
eniu f : V → V w bazie X odpowiadama
ierz
A =





1 2 3 4

2 −4 6 −8

3 6 −9 −12

4 −8 −12 16




.

Obli
z ma
ierz B reprezentuj¡
¡ przeksztaª
enie f w bazie Y.

3. Nie
h
A =




2 −3 2 1

−4 9 −2 1

6 −3 14 13



 , b =




0

2

8



 .
Metod¡ elimina
ji Gaussa znajd¹ 
zynniki trójk¡tne L, R rozkªadu ma
ierzy Ai podaj jej rz¡d. Nast�pnie korzystaj¡
 z ty
h 
zynników znajd¹ zbiór rozwi¡za«ukªadu równa« liniowy
h Ax = b. Sprawd¹ wynik.

4. Nie
h V = R[x]4 i nie
h U = lin{x+ x3, x− x3, x3− 4x}.Znajd¹ dowoln¡ baz� przestrzeni ilorazowej V/U.Zbadaj, 
zy funk
ja f : V/U→ R,

f([a0+ a1x+ a2x
2+ a3x

3+ a4x
4])

def

= |a0+ a2| + |a2+ a4| + |a4+ a0|jest dobrze okre±lona i je±li tak, to 
zy jest norm¡.



5. Zbadaj, 
zy ukªad funk
jonaªów liniowy
h {ϕ1, ϕ2, ϕ3} okre±lony
h wzorami

ϕ1(f)

def

=

∫1

0

f(x)dx, ϕ2(f)

def

=

∫1

0

xf(x)dx, ϕ3(f)

def

=

∫1

0

x2f(x)dx

jest baz¡ przestrzeni sprz�»onej z R[x]2.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 18 sty
znia 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h T ozna
za przestrze« liniow¡ nad 
iaªem R, której baz¡ jest ukªad funk
ji

f1(x) = 
os x, f2(x) = sin x, f3(x) = 
os 2x, f4(x) = sin 2x.Przeksztaª
enia F1 i F2 : T → T s¡ okre±lone wzorami
(
F1(g)

)
(x) = g ′(x),

(
F2(g)

)
(x) =

∫
g(x)dx.

a) Skonstruuj ma
ierze przeksztaª
e« F1 i F2 w bazie f1, . . . , f4.Podaj rz¡d ka»dej z ty
h ma
ierzy.Udowodnij tez�, »e F1 = F−1
2 , lub jej zaprze
zenie.Wskazówka:

∫ sin xdx = − 
os x+ a,∫ 
os xdx = sin x+ b

} (nale»y przyj¡¢ a = b = 0).

b) Wska» j¡dro i obraz przeksztaª
enia F = F1+ F2.
) Wska» wszystkie podprzestrzenie przestrzeni T , w który
h przeksztaª
enia

F1 i F2 s¡ zwi¡zane zale»no±
i¡ F1 = cF2 dla pewny
h staªy
h c.Czy przestrze« T jest sum¡ prost¡ ty
h podprzestrzeni?d) Wiedz¡
, »e ka»dy funk
jonaª liniowy ϕ w przestrzeni T mo»na przedstawi¢w posta
i

ϕ(g) =

5∑

k=0

w(xk)g(xk); xk =
2kπ

6
, k = 0, . . . , 5

dla pewnej funk
ji w ∈ T , znajd¹ funk
je w1, . . . , w4, które odpowiadaj¡elementom ϕ1, . . . , ϕ4 bazy dualnej do f1, . . . , f4.



2. Nie
h

A =





0 0 0 −2 1

1 6 0 −1 1

2 4 −8 1 −1

−4 0 0 2 1




, b =





−2

6

−1

−2




.

a) Znajd¹ ma
ierze P, L, R, Q, takie »e PAQT = LR, przy 
zym P i Q s¡ma
ierzami permuta
ji, ma
ierz L jest trójk¡tna dolna z jedynkami nadiagonali, a ma
ierz R jest trójk¡tna górna. Zastosuj w tym 
elu elimina
j�Gaussa z peªnym wyborem elementu gªównego, wykonywanym tak, abyotrzymana ma
ierz L miaªa pod diagonal¡ wspóª
zynniki o jak najmniejszy
hwarto±
ia
h bezwzgl�dny
h.b) Wska» j¡dro i obraz ma
ierzy A, a nast�pnie znajd¹ zbiór rozwi¡za« ukªadurówna« liniowy
h Ax = b.
) Czy istnieje wektor c ∈ R4, taki »e ukªad równa« Ax = c jest sprze
zny?Odpowied¹ uzasadnij w opar
iu o stosowne twierdzenie.

3. Nie
h c = 
osα, s = sinα, gdzie α jest ustalon¡ li
zb¡ wymiern¡. Ozna
zmyma
ierze

A =




1 0 0

0 c −s

0 s c



 i B =




c s 0

s −c 0

0 0 1



 .

a) Czy grupa (z dziaªaniem mno»enia ma
ierzy) generowana przez ma
ierze A i Bjest abelowa? Czy jest to grupa sko«
zona? Odpowiedzi uzasadnij.b) Nie
h C = ABA. Obli
z wyzna
znik ma
ierzy C−1.
) Udowodnij, »e 
ond2C = 1.Wskazówka: mo»e w tym pomó
 obli
zenie ma
ierzy ATA.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1200 17 sty
znia 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h

A =





1 4 8 8

2 4 8 0

0 1 4 8

0 0 1 4




, b =





8

−8

10

6




.

a) Znajd¹ ma
ierze L, R, P, takie »e PA = LR oraz: L jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡doln¡ ze wspóª
zynnikami na diagonali równymi 1, ma
ierz R jest trójk¡tnagórna a P jest ma
ierz¡ permuta
ji dobran¡ tak, aby warto±
i bezwzgl�dnewspóª
zynników ma
ierzy L byªy nie wi�ksze ni» 1. Sprawd¹ wynik.b) Korzystaj¡
 z rozkªadu ma
ierzy A na 
zynniki znalezione w poprzednimpunk
ie rozwi¡» ukªad równa« liniowy
h Ax = b. Sprawd¹ wynik.
) Obli
z wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy L w normie ‖ · ‖1.

2. Nie
h V = lin{f1, f2, f3, f4}, gdzie f1(x) = ex, f2(x) = e−x, f3(x) = e2x, f4(x) = e−2x(przestrze« V jest 
zterowymiarowa).Przeksztaª
enie liniowe g : V → V jest okre±lone wzorem g(f) = f− f ′.a) Wyzna
z ma
ierz przeksztaª
enia g w bazie F = [f1, f2, f3, f4].Okre±l wymiar i znajd¹ dowoln¡ baz� obrazu przeksztaª
enia g.b) Znajd¹ baz� przestrzeni ilorazowej V/ kerg.
) Nie
h h1 = f1+ f2, h2 = f1− f2, h3 = f3+ f4, h4 = f3− f4.Znajd¹ ma
ierz przej±
ia od bazy F do H = [h1, h2, h3, h4] i za jej pomo
¡ma
ierz przeksztaª
enia g w bazie H.d) Czy ukªad funk
jonaªów ϕ0, . . . , ϕ3, taki
h »e dla ka»dego f ∈ V ϕ0(f) = f(0),

ϕ1(f) = f ′(0), ϕ2(f) = f ′′(0) i ϕ3(f) = f ′′′(0) rozpina przestrze« dualn¡ do V?Odpowied¹ uzasadnij.Wskazówka: (eax) ′ = aeax.



3. a) Ma
ierz (aij)i,j speªniaj¡
a warunek aij = 0 dla i > j+ 1 nazywa si� (górn¡)ma
ierz¡ Hessenberga. Przykªad takiej ma
ierzy jest w zadaniu 1.Obli
z koszt (w jednostka
h OPMS) rozwi¡zywania metod¡ elimina
ji Gaussaukªadu równa« liniowy
h Ax = b, w którym ma
ierz A jest nieosobliw¡ma
ierz¡ Hessenberga n× n.b) Nie
h A,B ∈ Kn,n i nie
h x ∈ Kn, ‖x‖p = 1 (symbol K ozna
za 
iaªo C lub R).Czy znaj¡
 norm� (indukowan¡ przez norm� p-t¡) i wska¹nik uwarunkowaniaka»dej z ma
ierzy A i B mo»na poda¢ jakie± wi�ksze ni» 0 dolne osza
owanienormy p-tej wektora ABx?Odpowied¹ uzasadnij.
) Czy algorytm obli
zania normy drugiej wektora x ∈ Rn:

s := 0;for i := 1 to n do

s := s+ xi ∗ xi;return sqrt(s);jest odporny na nadmiar zmiennopozy
yjny? Je±li nie, to jak nale»aªoby gozmieni¢?Je±li bª¡d wzgl�dny wyniku obli
zania pierwiastka kwadratowego w arytmety
ezmiennopozy
yjnej (funk
ja sqrt) jest nie wi�kszy ni» cν (gdzie c jestniewielk¡ staª¡, a ν = 2−t � bª�dem reprezenta
ji) to 
zy algorytm podanywy»ej jest numery
znie poprawny? Czy mo»na wykaza¢ numery
zn¡poprawno±¢ tego algorytmu ze staª¡ kumula
ji dany
h równ¡ 0?Odpowied¹ uzasadnij na podstawie przeprowadzonej analizy bª�dów zaokr¡gle«.

Egzamin poprawkowy z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 4 mar
a 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h

A =





2 1 0 0

4 2 1 0

0 4 2 1

0 0 4 2




, b =





1

3

−3

2




.

a) Znajd¹ ma
ierze L, R, P, takie »e PA = LR oraz: L jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡doln¡ ze wspóª
zynnikami na diagonali równymi 1, ma
ierz R jest trójk¡tnagórna a P jest ma
ierz¡ permuta
ji dobran¡ tak, aby warto±
i bezwzgl�dnewspóª
zynników ma
ierzy L byªy nie wi�ksze ni» 1. Sprawd¹ wynik.Wskazówka: Spróbuj zgadn¡¢ wªa±
iwe uporz¡dkowanie wierszy ma
ierzy Aprzed przyst¡pieniem do wyzna
zania ma
ierzy L i R.b) Korzystaj¡
 z rozkªadu ma
ierzy A na 
zynniki znalezione w poprzednimpunk
ie rozwi¡» ukªad równa« liniowy
h Ax = b. Sprawd¹ wynik.
) Obli
z wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy L w normie ‖ · ‖∞.

2. Nie
h V = R[x]2. Przeksztaª
enie liniowe g : V → V jest okre±lone wzorem

g(f) = 2f− xf ′.

a) Wyzna
z ma
ierz przeksztaª
enia g w bazie B = [(1− x)2, 2x(1 − x), x2].Okre±l wymiar i znajd¹ dowoln¡ baz� obrazu przeksztaª
enia g.b) Znajd¹ ma
ierz przej±
ia od bazy pot�gowej [1, x, x2] do bazy B i za jej pomo
¡ma
ierz przeksztaª
enia g w bazie pot�gowej.
) Znajd¹ baz� przestrzeni ilorazowej V/ kerg.d) Czy ukªad funk
jonaªów ϕ0, . . . , ϕ3, taki
h »e ϕ0(f) = f ′(0), ϕ1(f) = f ′(1),

ϕ2(f) = f ′′(0), ϕ3(f) = f ′′(1) dla ka»dego f ∈ V rozpina przestrze« dualn¡ do V?Odpowied¹ uzasadnij.



3. a) Ma
ierz (aij)i,j speªniaj¡
a warunek aij = 0 dla |i− j| > 1 nazywa si�ma
ierz¡ trójdiagonaln¡. Przykªad takiej ma
ierzy jest w zadaniu 1.Obli
z koszt (w jednostka
h OPMS) rozwi¡zywania metod¡ elimina
ji Gaussaz wyborem elementu gªównego w kolumnie ukªadu równa« liniowy
h Ax = b,w którym ma
ierz A jest nieosobliw¡ ma
ierz¡ trójdiagonaln¡ n× n. Czyw algorytmie bez wyboru elementu gªównego wykonuje si� tak¡ sam¡ li
zb�dziaªa« zmiennopozy
yjny
h (mno»e«, dziele«, dodawa« i odejmowa«)?b) Warto±¢ w wyra»enia a0x3+ a1x
2y+ a2xy

2+ a3y
3 jest obli
zana za pomo
¡algorytmu, który realizuje wzór ((a0x+ a1y)x+ a2y
2)x+ a3y

3 przy u»y
iumno»e« i dodawa« zmiennopozy
yjny
h.Skonstruuj zaburzenia dany
h a0, . . . , a3 równowa»ne wytworzonym bª�domzaokr¡gle«. Czy z posta
i ty
h zaburze« wynika, »e algorytm ten jestnumery
znie poprawny?
) Znajd¹ wyra»enia opisuj¡
e wska¹niki uwarunkowania zadania z poprzedniegopunktu dla dany
h a0, . . . , a3.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 16 sty
znia 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. a) Funk
jonaªy ϕ1 i ϕ2 okre±lone w przestrzeni R[x]3 (wielomianów rze
zywisty
hjednej zmiennej stopnia 
o najwy»ej 3) wzorami
ϕ1(w) = w(0) +w(1), ϕ2(w) = w ′(0) +w ′(1)rozpinaj¡ pewn¡ podprzestrze« X przestrzeni (R[x]3)

∗.Obli
z wymiar i skonstruuj lub wska» (z odpowiednim uzasadnieniem) dowoln¡baz� przestrzeni ilorazowej (R[x]3)
∗/X.b) Nie
h X b�dzie ustalon¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V z okre±lon¡norm¡ ‖ · ‖. Zbadaj (przeprowadzaj¡
 stosowny dowód), 
zy funk
ja f okre±lonawzorem

f([x]) = inf
y∈[x]

‖y‖jest norm¡ w przestrzeni ilorazowej V/X.

2. Nie
h
A =




1 2 0

2 8 8

0 8 32



 , b =




3

2

−24



 .

a) Rozwi¡» ukªad równa« liniowy
h Ax = b, dokonuj¡
 rozkªadu ma
ierzy A na
zynniki trójk¡tne za pomo
¡ elimina
ji Gaussa bez wyboru elementugªównego. Sprawd¹ wynik.b) Rozwi¡» ten sam ukªad równa« dokonuj¡
 peªnego wyboru (z przestawianiemwierszy i kolumn), tak aby minimalizowa¢ wspóª
zynniki otrzymanej ma
ierzytrójk¡tnej dolnej.
) Obli
z wska¹niki uwarunkowania w normie pierwszej ma
ierzy A orazznaleziony
h w punk
ie a) 
zynników trójk¡tny
h jej rozkªadu.

3. Nie
h f : C[x]3→ C[x]3 b�dzie przeksztaª
eniem liniowym, takim »e je±li z = f(w),to

z(1) = w(i), z(i) = w(−i), z(−1) = w(1), z(−i) = w(−1).



a) Znajd¹ ma
ierz przeksztaª
enia f w bazie sprz�»onej z baz¡ przestrzeni (C[x]3)
∗skªadaj¡
¡ si� z funk
jonaªów ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 okre±lony
h wzorami

ϕ0(w) = w(1), ϕ1(w) = w(i), ϕ2(w) = w(−1), ϕ3(w) = w(−i).

b) Znajd¹ ma
ierz przeksztaª
enia f w bazie pot�gowej.Uwaga: Je±li zastosowany sposób rozwi¡zania zadania wymaga obli
zeniaodwrotno±
i znalezionej w
ze±niej ma
ierzy np. A, to wynik mo»na przedstawi¢za pomo
¡ odpowiedniego wzoru z symbolem A−1.
) Czy istnieje li
zba n > 0, taka »e przeksztaª
enie fn = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

jestto»samo±
iowe? Odpowied¹ uzasadnij bez próby wyzna
zania n.

4. Li
zba x = a4− b4 ma by¢ obli
zona przy u»y
iu arytmetyki zmiennopozy
yjnej.a) Obli
z wska¹niki uwarunkowania tego zadania ze wzgl�du na dane a, b. Dlajaki
h dany
h to zadanie jest ¹le uwarunkowane?b) Zbadaj (poprzez skonstruowanie zaburze« odpowiadaj¡
y
h wytworzonymbª�dom zaokr¡gle« i osza
owanie staªy
h kumula
ji), 
zy poni»sze algorytmy s¡numery
znie poprawne.Algorytm I:

x :=
(
(a · a+ b · b) · (a+ b)

)
· (a− b);

Algorytm II:

a2 := a · a;

b2 := b · b;
x := (a2+ b2) · (a2− b2);

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1100 22 sty
znia 2005.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. a) Obli
z wska¹nik uwarunkowania zadania obli
zania li
zby x = a2− ab+ b2 zewzgl�du na dan¡ a. Dla jaki
h dany
h zadanie to jest ¹le uwarunkowane?b) Do rozwi¡zania zadania z punktu a) sªu»y nast�puj¡
y algorytm, realizowanyprzy u»y
iu arytmetyki zmiennopozy
yjnej o dokªadno±
i wzgl�dnej ν:

c := a− b;

x :=
1

2
(c · c+ (a · a+ b · b)).Znajd¹ wyra»enie, którego warto±¢ b�dzie otrzymanym wynikiem, przyzaªo»eniu, »e w »adnym z dziaªa« nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiar oraz »emno»enie przez 1

2

jest wykonywane dokªadnie.
) Na podstawie wyników z punktu b) zbadaj, 
zy istnieje osza
owanie bª�duwzgl�dnego wyniku obli
zonego przez algorytm podany w tym punk
ie,niezale»ne od dany
h a, b.

2. Ma
ierze X = [1, x, x2, x3] i Y = [1, 1+ x, 1+ x+ 1
2
x2, 1+ x+ 1

2
x2+ 1

6
x3]reprezentuj¡ bazy przestrzeni R[x]3.a) Wiedz¡
, »e ma
ierz Φ = [ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3]

T, której elementy s¡ funk
jonaªami:

ϕ0(w) = w(0), ϕ1(w) = w ′(0), ϕ2(w) =
1

2
w ′′(0), ϕ3(w) =

1

6
w ′′′(0),reprezentuje baz� sprz�»on¡ z X, znajd¹ ma
ierz Ψ bazy sprz�»onej z baz¡ Y.b) Przeksztaª
enie f : R[x]3→ R[x]3 jest okre±lone wzorem

(
f(w)

)
(x) = xw ′(x) −w(x).Znajd¹ ma
ierze tego przeksztaª
enia w baza
h X i Y.Czy istnieje przeksztaª
enie odwrotne do f? Odpowied¹ uzasadnij.
) Przeksztaª
enie g : R[x]3→ R[x]3 jest okre±lone wzorem

g(w) = w ′′.Nie
h V = kerg. Znajd¹ wymiar przestrzeni R[x]3/V i podaj jej dowoln¡baz� Z, oraz baz� sprz�»on¡ z Z.



3. a) Wspóª
zynniki ma
ierzy rze
zywistej n× n

A =





b1 c1 a1

a2 b2 c2. . . . . . . . .. . . . . . cn−1

an bn





s¡ podane w jednowymiarowy
h tabli
a
h a, b, 
, w taki sposób, »e a[i℄ = aiitd. Napisz 
zytelnie pro
edur� o mo»liwie niskim kosz
ie (w Pas
alu, sameinstruk
je), która przy zaªo»eniu, »e ma
ierz A jest diagonalnie dominuj¡
a,rozwi¡zuje ukªad równa« liniowy
h Ax = d (wspóª
zynniki wektora prawejstrony d s¡ dane w tabli
y d).Napisz, jak¡ rol� dla tej pro
edury odgrywa zaªo»enie, »e ma
ierz A jestdiagonalnie dominuj¡
a.b) Przyjmuj¡
, »e koszt jednego dzielenia li
zb jest równy 1OPMS, obli
z(dokªadnie) koszt wykonania pro
edury napisanej w punk
ie a) w zale»no±
iod n.
) Nie
h

A =





64 16 16

16 68 16

16 68 15

16 68




, b =





64

−52

−1

68




,

przy 
zym niezazna
zone wspóª
zynniki s¡ równe 0.Znajd¹ 
zynniki L, R rozkªadu trójk¡tno-trójk¡tnego rozkªadu ma
ierzy Ai u»yj i
h do rozwi¡zania ukªadu Ax = b. Sprawd¹ wynik.d) Obli
z wska¹nik uwarunkowania w normie ‖ · ‖1 ma
ierzy trójk¡tnej dolnej Lotrzymanej pod
zas rozwi¡zywania punktu 
).

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1600 21 mar
a 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Znajd¹ ma
ierz A i wektor b, takie »e f(p) = Ap + b, je±li przeksztaª
eniea�ni
zne f : R2→ R2 speªnia warunki
f(

[
0

0

]
) =

[
2

1

]
, f(

[
1

0

]
) =

[
1

0

]
, f(

[
−1

−2

]
) =

[
−1

−2

]
.

Czy przeksztaª
enie f jest podobie«stwem a�ni
znym? Odpowied¹ uzasadnij.

2. Sprawd¹, 
zy ma
ierz



1 0 1

0 4 −2

1 −2 1





jest dodatnio okre±lona, na dwa sposoby, a mianowi
iea) przez sprowadzenie do posta
i kanoni
znej,b) na podstawie kryterium Sylvestra.

3. Zapisz wielomian

p(x, y, z) = x2+ 3y2+ 12z2− 4xy+ 8xz− 12yz− 12x+ 18y− 35z+ 26w posta
i ma
ierzowej, a nast�pnie dokonaj zamiany zmienny
h x, y, z nazmienne x ′, y ′, z ′, takie »e




x

y

z



 =




1 2 0

0 1 2

0 0 1








x ′

y ′

z ′



 +




0

−1

1



 .

Czy zbiór miejs
 zerowy
h wielomianu p ma ±rodek symetrii? Odpowied¹uzasadnij.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1200 21 mar
a 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h x0,y0, . . . ,xk,yk ∈ R2 i nie
h para wektorów (xi,yi) b�dzie liniowoniezale»na dla ka»dego i ∈ {0, . . . , k}. Przypu±¢my, »e

x0 = akxk+ bkyk,

xi+1 = aixi+ biyi dla i ∈ {0, . . . , k− 1},

xi = cixi+1− diyi+1 dla i ∈ {0, . . . , k− 1},

xk = ckx0− dky0.Udowodnij, »e

k∏

i=0

bi =

k∏

i=0

di.

Wskazówka: Zastosuj wzory Cramera.

2. a) Nie
h

p0 =

[
1

2

]
,p1 =

[
0

0

]
,p2 =

[
−1

3

]
,q0 =




4

1

2



,q1 =




1

0

0



,q2 =




3

−1

3



.

Znajd¹ (je±li istnieje) przeksztaª
enie a�ni
zne f : R2→ R3, takie »e f(pi) = qidla i = 0, 1, 2.b) Udowodnij, »e je±li punkt pn jest kombina
j¡ a�ni
zn¡ punktów p0, . . . ,pn−1,to istnieje k ∈ {0, . . . , n− 1}, takie »e punkt pk jest kombina
j¡ a�ni
zn¡punktów p0, . . . ,pk−1,pk+1, . . . ,pn.Czy w takim przypadku ka»dy z punktów p0, . . . ,pn jest kombina
j¡ a�ni
zn¡pozostaªy
h? Odpowied¹ uzasadnij.

3. Nie
h

p(x, y, z) = 4x2+ 4xy+ 5y2+ 4yz+ z2− 1.Zapisz wielomian p w posta
i ma
ierzowej, a nast�pnie sprowad¹ równanie
p(x, y, z) = 0 do posta
i kanoni
znej i podaj nazw� zbioru rozwi¡za« tegorównania w R3.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1200 2 kwietnia 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. a) Zapisz równanie

x2+ 4y2+ 9z2+ 4xy+ 6xz+ 12yz+ 2x+ 4y+ 6z = 0w posta
i ma
ierzowej. Znajd¹ zbiór ±rodków symetrii jego zbioru rozwi¡za«.b) Zidenty�kuj (tj. podaj nazw�) zbioru rozwi¡za« tego równania.Czy jest to mo»liwe bez przeksztaª
enia równania do posta
i kanoni
znej?Odpowied¹ uzasadnij.

2. a) Ma
ierz A = AH = LR jest ilo
zynem ma
ierzy trójk¡tnej dolnej L z jedynkamina diagonali i ma
ierzy trójk¡tnej górnej R. Udowodnij (powoªuj¡
 si� natwierdzenie Sylvestra), »e ma
ierz A jest dodatnio okre±lona wtedy i tylko wtedy,gdy wszystkie wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy R s¡ dodatnimi li
zbamirze
zywistymi.b) Korzystaj¡
 z powy»szego stwierdzenia zbadaj, 
zy ma
ierz

A =




−1 1

2
−1
3

1
2

−1
3

1
4

−1
3

1
4

−1
5





jest ujemnie okre±lona.

3. Nie
h

p0 =

[
1

1

]
, p1 =

[
3

2

]
, p2 =

[
0

4

]
, p =

[
2

4

]
.

a) Znajd¹ wspóªrz�dne bary
entry
zne punktu p w ukªadzie okre±lonym przezpunkty p0, p1, p2.b) Znajd¹ reprezenta
j� przeksztaª
enia a�ni
znego f, takiego »e f(p0) = p1,

f(p1) = p2 i f(p2) = p0. Czy przeksztaª
enie to jest ró»nowarto±
iowe?Odpowied¹ uzasadnij.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1415 22 mar
a 2005.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. a) Forma kwadratowa Φ w przestrzeni R[x]2 jest zde�niowana wzorem

Φ(f) =

∫1

−1

f(x)f(−x)ρ(x)dx,

w którym ρ ozna
za pewn¡ ustalon¡ funk
j� 
i¡gª¡. Korzystaj¡
 z formuªypolaryza
yjnej znajd¹ wzór opisuj¡
y form� dwuliniow¡ ϕ, tak¡ »e dla ka»dego

f ∈ R[x]2 za
hodzi równo±¢ Φ(f) = ϕ(f, f).b) Przy zaªo»eniu, »e forma Φ jest okre±lona w sposób podany w punk
ie a)przy u»y
iu funk
ji ρ(x) = x, znajd¹ ma
ierz tej formy w bazie pot�gowej.Czy forma Φ jest okre±lona i je±li tak, to w jaki sposób? Odpowied¹ uzasadnij.

2. a) Podane ni»ej punkty




1

−2

4



 ,




0

1

−2



 ,




0

0

1



 ,




0

0

0



 ,




1

0

0



 ,




2

1

0



 ,




1

2

3



 ,




2

2

3





s¡ ozna
zone odpowiednio symbolami p0,p1,p2,p3,q0,q1,q2,q3.Znajd¹ ma
ierz A ∈ R3,3 i wektor t ∈ R3, takie »e przeksztaª
enie a�ni
zne fokre±lone wzorem f(p) = Ap + t przeksztaª
a punkt pi na qi dla i = 0, . . . , 3.b) Posªuguj¡
 si� metod¡ elimina
ji Gaussa obli
z wyzna
znik ma
ierzy A.Czy znaj¡
 warto±¢ tego wyzna
znika mo»na stwierdzi¢, 
zy przeksztaª
enie f jestró»nowarto±
iowe? Odpowied¹ uzasadnij.

3. Nie
h p(x, y, z) = x2+ 2y2+ z2− 2xy+ 2xz− 4yz+ 2x− 2y+ 2z.Zapisz równanie p(x, y, z) = 0 w posta
i ma
ierzowej.Nast�pnie znajd¹ posta¢ a�ni
zn¡ kanoni
zn¡ tego równania i podaj nazw�zbioru rozwi¡za« tego równania w przestrzeni R3.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1600 9 maja 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Podprzestrze« V ⊂ R3 jest zbiorem wektorów 


x

y

z



, który
h wspóªrz�dne

speªniaj¡ równanie 2x− 2y+ z = 0.

Nie
h x =




0

0

1



. Znajd¹ obraz wektora x

a) w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« V ,b) w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« prostopadª¡ do V ,
) w odbi
iu symetry
znym wzgl�dem podprzestrzeni V ,d) w odbi
iu symetry
znym wzgl�dem podprzestrzeni prostopadªej do V .

2. Znajd¹ baz� ortogonaln¡ w sensie ilo
zynu skalarnego

〈f, g〉 =

∫1

−1

f(x)g(x)dxprzestrzeni R[x]3, stosuj¡
 pro
edur� ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta i przyjmuj¡
za punkt wyj±
ia baz� {x3, x2, x, 1}, uporz¡dkowan¡ wªa±nie w ten sposób.

3. Metod¡ odbi¢ Householdera dokonaj rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego ma
ierzy

A =





1 −8

−1 0

−1 −15

−1 −27




,

przy 
zym ma
ierz ortogonaln¡, która jest 
zynnikiem w tym rozkªadzieprzedstaw tylko za pomo
¡ wektorów normalny
h hiperpªasz
zyzn odbi¢.Nast�pnie rozwi¡» liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu równa«

Ax = b, w którym b =





−21

−29

19

25





.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1200 9 maja 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Wzór

ϕ(f, g) =

2∑

k=−1

kf(k)g(k)

okre±la form� dwuliniow¡ ϕ w przestrzeni a) R[x]0, b) R[x]1, 
) R[x]2.Sprawd¹, dla ka»dej z ty
h przestrzeni, 
zy to jest ilo
zyn skalarny.Wskazówka: Do znalezienia odpowiedzi u»yj kryterium Sylvestra.

2. a) Metod¡ ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta znajd¹ ma
ierze Q i R, takie »e

QR = A =




1 3 6

2 3 4

1 3 4



 ,

a ponadto kolumny ma
ierzy Q s¡ do siebie prostopadªe (w sensie ilo
zynuskalarnego 〈x,y〉 = yTx), za± ma
ierz R jest trójk¡tna górna, o wspóª
zynnika
hdiagonalny
h równy
h 1. Sprawd¹ otrzymany wynik.b) Na podstawie której ma
ierzy, Q 
zy R, speªniaj¡
y
h warunki podanew punk
ie a), nie znaj¡
 ma
ierzy A i drugiego 
zynnika jej rozkªadu, mo»na byobli
zy¢ obj�to±¢ równolegªo±
ianu, którego kraw�dzie maj¡ kierunki i dªugo±
iwektorów � kolumn ma
ierzy A? W jaki sposób mo»na to zrobi¢?Odpowied¹ uzasadnij.

3. Przeksztaª¢ za pomo
¡ odbi¢ Householdera ukªad równa« liniowy
h Ax = b, gdzie
A =





1 0

1 −3

1 0

1 −3




, b =





10

0

0

0




,

w taki sposób, aby otrzyma¢ ukªad z ma
ierz¡ trójk¡tn¡, który ma to samorozwi¡zanie liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów.Zapisz wektory reprezentuj¡
e zastosowane odbi
ia. Nast�pnie rozwi¡» to zadaniei obli
z norm� residuum ukªadu dla znalezionego rozwi¡zania.

Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1200 7 maja 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Ilo
zyn skalarny w przestrzeni R3 dany jest wzorem 〈x,y〉 = yTx. Nie
h

v1 =




2

2

1



 , v2 =




0

1

−2



 , v3 =




1

−1

0



 .

a) Znajd¹ obraz wektora v1 w odbi
iu symetry
znym wzgl�dem podprzestrzenirozpi�tej przez wektory v2 i v3.b) Nie
h dla k > 3 vk ozna
za obraz wektora vk−3 w odbi
iu symetry
znymwzgl�dem podprzestrzeni rozpi�tej przez wektory vk−2 i vk−1. Obli
z obj�to±¢równolegªo±
ianu
{ t1v10+ t2v11+ t3v12 : t1, t2, t3 ∈ [0, 1] }.Podaj uzasadnienie u»ytego sposobu rozwi¡zania.

2. Nie
h V ozna
za przestrze« lin{x, x2, x3} z ilo
zynem skalarnym

〈f, g〉 =

∫1

0

f(x)g(x)dx.
a) Metod¡ ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta znajd¹ baz� ortogonaln¡ przestrzeni V .b) Znajd¹ obraz wielomianu x3 w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« lin{x, x2}.

3. Poni»sza tabela zawiera wyniki pomiarów warto±
i pewnej funk
ji:

x −2 −1 1 2

f(x) −7 5 2 14Znajd¹ wspóª
zynniki a0, a1 wielomianu w(x) = a0+ a1(x
2− 4), który najlepiej(w sensie najmniejszy
h kwadratów) pasuje do ty
h dany
h. Odpowiednie liniowezadanie najmniejszy
h kwadratów rozwi¡» metod¡ odbi¢ Householdera.Wskazówka: W utworzonym ukªadzie równa« za
howaj kolejno±¢ punktówpomiarowy
h.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 10 maja 2005.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania rozwi¡za«zasadni
ze zna
zenie b�dzie miaª staranny komentarz do wszystki
h wykonany
hra
hunków. Za ka»de zadanie mo»na dosta¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h

p0 =





−1

0

2

2




, p1 =





1

0

−2

2




, p2 =





1

−1

−1

1




, p3 =





−1

0

0

1




.

Obli
z obj�to±¢ 
zworo±
ianu p0p1p2p3, oraz sum� pól jego ±
ian, przy zaªo»eniu,»e ilo
zyn skalarny dany jest wzorem 〈x,y〉 = yTx.

2. Ilo
zyn skalarny w przestrzeni R[x]2 dany jest wzorem

〈f, g〉 =

∫1

0

f(x)g(x)dx.

Nie
h f0(x) = (1 − x)2, f1(x) = x(1− x), f2(x) = x2.a) Znajd¹ baz� ortogonaln¡, stosuj¡
 pro
edur� ortogonaliza
ji Grama-S
hmidtado bazy [f0, f1, f2].b) Znajd¹ obrazy wektora (wielomianu) f2 w rzu
ie prostopadªym napodprzestrze« lin{f0, f1} oraz w odbi
iu symetry
znym wzgl�dem tejpodprzestrzeni.Wskazówka: ∫1
0
xn(1− x)kdx = n!k!

(n+k+1)!

.

3. Przestrze« V jest sum¡ prost¡ swoi
h podprzestrzeni U i W. Udowodnij, »e je±lifunk
je ϕ : U×U→ K oraz ψ : W ×W → K s¡ ilo
zynami skalarnymiw odpowiedni
h podprzestrzenia
h, to funk
ja θ : V × V → K okre±lona wzorem
∀x1,x2∈U,y1,y2∈W θ(x1+ y1,x2+ y2) = ϕ(x1,x2) +ψ(y1,y2)jest ilo
zynem skalarnym w przestrzeni V .Czy zamiast zaªo»enia, »e V jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni U i W mo»naprzyj¡¢, »e przestrze« V jest sum¡ algebrai
zn¡ ty
h podprzestrzeni?Odpowied¹ uzasadnij.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 830 5 
zerw
a 2002.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Zbiór A ⊂ R4, który jest zbiorem wszystki
h kombina
ji a�ni
zny
h punktów

p0 =





1

2

3

4




, p1 =





2

3

2

3




, p2 =





3

4

1

2




, p3 =





3

5

5

7




,

jest podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡.a) Znajd¹ wymiar i baz� a�ni
zn¡ tej podprzestrzeni.b) Zbadaj, 
zy zbiór wszystki
h kombina
ji wypukªy
h punktów p0, p1, p2, p3jest sympleksem.Wskazówka: Mo»esz zbada¢, 
zy istnieje baza a�ni
zna zªo»ona z niektóry
hspo±ród podany
h punktów, taka »e wszystkie pozostaªe punkty s¡kombina
jami wypukªymi elementów tej bazy.Uzasadnij poprawno±¢ u»ytej metody rozwi¡zania.
) Przy zaªo»eniu, »e dªugo±¢ wektora swobodnego jest równa jego normie drugiej,

obli
z odlegªo±¢ punktu q =





0

0

0

0





od podprzestrzeni A.

2. W przestrzeni V = lin{1, x, x2, 1
x3

} przyjmujemy ilo
zyn skalarny okre±lony wzorem

〈f, g〉 =

∫2

1

f(x)g(x)dx.

a) Znajd¹ baz� ortogonaln¡ podprzestrzeni U = lin{1, 1
x3

} ⊂ V .b) Wyzna
z obraz p funk
ji f : f(x) = x2 w rzu
ie prostopadªym napodprzestrze« U.
) Obli
z k¡t niezorientowany mi�dzy wektorami (funk
jami) f i p z poprzedniegopunktu.



3. Nie
h

w(x, y, z) = 12y2+ 15z2+ 24xy− 12xz− 36yz+ 9.a) Znajd¹ ma
ierz A, wektor b i li
zb� c, takie »e w(x, y, z) = vTAv + 2bTv + c,gdzie v = [x, y, z]T.Zapisz równanie w(x, y, z) = 0 w ma
ierzowej posta
i jednorodnej.

b) Wiedz¡
, »e jedn¡ z podprzestrzeni wªasny
h ma
ierzy A jest lin{




1

2

−2



},

znajd¹ pozostaªe podprzestrzenie wªasne i wszystkie warto±
i wªasnema
ierzy A.
) Znajd¹ kanoni
zn¡ posta¢ izometry
zn¡ równania w(x, y, z) = 0.Podaj nazw� powierz
hni, która jest zbiorem rozwi¡za« tego równania.Podaj posta¢ kanoni
zn¡ równania w(x, y, z) = 0, przy zaªo»eniu, »e dowolnekongruen
je (nie tylko izometry
zne) s¡ dopusz
zalne w przej±
iu do tej posta
i.d) Sprawd¹, 
zy forma kwadratowa Φ(v) = vTAv jest okre±lona (dodatnio,nieujemnie, niedodatnio lub ujemnie) i opisz, 
zym jest zbiór wektorówizotropowy
h tej formy.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 900 26 maja 2003.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. a) Nie
h

p0 =

[
1

1

]
, p1 =

[
2

1

]
, p2 =

[
1

2

]
.

Przypu±¢my, »e punkt q1 ma w ukªadzie odniesienia punktów p0,p1,p2wspóªrz�dne bary
entry
zne 1, 1, −1, a punkt q2 ma wspóªrz�dnebary
entry
zne −1, 0, 2.Przy zaªo»eniu, »e ilo
zyn skalarny jest okre±lony wzorem 〈x,y〉 = yTx obli
zdªugo±¢ od
inka q1q2.b) Przypu±¢my, »e punkty p0, . . . ,pn ∈ Rn s¡ w poªo»eniu ogólnym.Udowodnij, »e przeksztaª
enie a�ni
zne f : Rn→ Rn jest izometri¡(w sensie metryki okre±lonej przez norm� drug¡) wtedy i tylko wtedy, gdy dlaka»dego i, j ∈ {0, . . . , n} za
hodzi równo±¢ ‖f(pi) − f(pj)‖2 = ‖pi− pj‖2.Mo»esz przyj¡¢ zaªo»enie uprasz
zaj¡
e (w ogólno±
i zb�dne), »e wektory

v1 = p1− p0, . . . ,vn = pn− p0 s¡ parami prostopadªe.

2. a) Baza przestrzeni rze
zywistej V skªada si� z wektorów x, y, z. O formiekwadratowej Φ w tej przestrzeni wiadomo, »e Φ(x) = Φ(y) = Φ(z) = 1,

Φ(x + y) = Φ(y + z) = 4, Φ(x + z) = 2.Zbadaj, 
zy forma ta jest dodatnio okre±lona.b) Znajd¹ zbiór wszystki
h wektorów izotropowy
h formy kwadratowej w R3,której ma
ierz (w bazie e1,e2,e3) jest równa




1 1 1

1 1 1

1 1 0







3. Rozpatrujemy przestrze« V = R[x]3 z ilo
zynem skalarnym

〈f, g〉 =

∫1

−1

f(x)g(x)dx.

a) Wiedz¡
, »e wielomiany 1, x, x2− 1
3

s¡ parami prostopadªe obli
z wspóª
zynnikifunk
ji f, która jest obrazem funk
ji x3 w rzu
ie prostopadªym napodprzestrze« R[x]2 przestrzeni V .b) Obli
z odlegªo±¢ funk
ji x3 od podprzestrzeni R[x]2.
) Obli
z miar� k¡ta mi�dzy funk
j¡ x3 i jej obrazem w rzu
ie rozpatrywanymw punk
ie a).Czy miara k¡ta mi�dzy dowolnym wektorem x i jego obrazem w rzu
ieprostopadªym na dowoln¡ podprzestrze« mo»e by¢ wi�ksza ni» π
2

? Odpowied¹uzasadnij.

4. Nie
h w(x, y, z) = 5x2+ 36y2+ 29z2− 24yz− 5.a) Zapisz równanie w(x, y, z) = 0 w posta
i ma
ierzowej i w jednorodnej posta
ima
ierzowej.b) Znajd¹ wszystkie warto±
i wªasne i wektory wªasne ma
ierzy formykwadratowej wyst�puj¡
ej w ma
ierzowym zapisie powy»szego równania.
) Korzystaj¡
 z wyników otrzymany
h w punk
ie poprzednim sprowad¹ torównanie do posta
i izometry
znej kanoni
znej i napisz, 
zym jest zbiór jegorozwi¡za« w R3.

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1430 28 maja 2004.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h

p0 =




9

3

2



 , p1 =




1

1

0



 , p2 =




9

−3

8



 , p3 =




2

5

10



 .

a) Obli
z obj�to±¢ 
zworo±
ianu, którego wierz
hoªkami s¡ punkty p0, p1, p2, p3.b) Obli
z odlegªo±¢ punktu p0 od pªasz
zyzny, w której le»¡ punkty p1, p2, p3 (tj.odlegªo±¢ punktu p0 od poªo»onego najbli»ej niego punktu tej pªasz
zyzny).
) Obli
z odlegªo±¢ punktu p0 od prostej, na której le»¡ punkty p1, p2.

2. Nie
h
A =





5 0 −1 0

0 5 0 −1

1 0 3 0

0 1 0 3




.

a) Znajd¹ wszystkie warto±
i wªasne tej ma
ierzy oraz i
h krotno±
i algebrai
znei geometry
zne.b) Znajd¹ podprzestrzenie wªasne ma
ierzy A (tj. wyzna
z dowolne bazy ty
hpodprzestrzeni).

3. Nie
h1

ϕ(f, g) =

∫3

−1

xf(x)g(x)dx.

a) W przestrzeni R[x]1 forma dwuliniowa ϕ jest ilo
zynem skalarnym. Obli
z
osinus k¡ta mi�dzy wektorami 1 i x w sensie tego ilo
zynu.b) Zbadaj, 
zy w przestrzeni R[x]2 forma ϕ jest ilo
zynem skalarnym.1W zadaniu przedstawionym na egzaminie 28 maja 2004 górna grani
a 
aªkowania byªa równa 2,przez 
o pierwszy punkt zadania zawieraª nieprawdziwe stwierdzenie (jakie?).



4. Nie
h

w(x, y, z) = 5x2− 6xy+ 5y2+ z2− 4.a) Przedstaw równanie w(x, y, z) = 0 w posta
i ma
ierzowej, a nast�pnie sprowad¹je do posta
i izometry
znej kanoni
znej i podaj nazw� zbioru rozwi¡za«.b) Obli
z wska¹nik uwarunkowania w normie drugiej ma
ierzy wyst�puj¡
ejw ma
ierzowej posta
i równania w(x, y, z) = 0.
) Osza
uj (z góry) wska¹nik uwarunkowania w normie drugiej tej ma
ierzy napodstawie twierdzenia Gerszgorina. Speªnienie jakiego warunku przez ma
ierzumo»liwia sza
owanie wska¹nika uwarunkowania na podstawie tegotwierdzenia?

Egzamin z algebry liniowej, I rok Inf.(�
i±le tajne przed godz. 1400 30 maja 2005.)

Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Pod
zas o
eniania nie mniejwa»ne ni» ra
hunki b�d¡ poprawne uzasadnienia wszystki
h odpowiedzi(z powoªaniem si� na wªa±
iwe twierdzenia).Za ka»dy podpunkt mo»na otrzyma¢ od 0 do 10 punktów.

1. Nie
h

A =





−1 4
3

1 1

1 0

1 −3




, b =





−1
3

2

−1

−2




.

a) Metod¡ odbi¢ Householdera dokonaj rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnegoma
ierzy A, przedstawiaj¡
 
zynnik ortogonalny za pomo
¡ wektorównormalny
h hiperpªasz
zyzn kolejny
h odbi¢.b) Rozwi¡» liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu Ax = b zapomo
¡ wyników z punktu a), a nast�pnie obli
z norm� drug¡ wektoraresiduum.
) Napisz ukªad równa« normalny
h dla liniowego zadania najmniejszy
hkwadratów zwi¡zanego z ukªadem równa« Ax = b.Wyja±nij (tj. sformuªuj odpowiednie twierdzenie) zwi¡zek ukªadu równa«normalny
h z liniowym zadaniem najmniejszy
h kwadratów w ogólnymprzypadku.

2. a) Punkty p0, . . . ,pk w n-wymiarowej przestrzeni a�ni
znej euklidesowej s¡w poªo»eniu ogólnym. Podaj (z uzasadnieniem) sposób obli
zenia odlegªo±
ipunktu q tej przestrzeni od podprzestrzeni, której baz¡ jest zbiór punktów

p0, . . . ,pk.b) Podaj wzory umo»liwiaj¡
e obli
zanie wspóª
zynników dowolnego wektora yw przestrzeni liniowej euklidesowej V w bazie X = [x1, . . . ,xn] (przy zaªo»eniu,»e baza sprz�»ona z X nie jest znana), je±li baza X jest

• dowolna,

• ortogonalna,

• ortonormalna.
) Udowodnij, »e je±li zbiór wektorów izotropowy
h formy kwadratowej Φ jestpodprzestrzeni¡ liniow¡, to forma ta jest nieujemnie lub niedodatnio okre±lona.Wskazówka. Powoªaj si� na twierdzenie Sylvestra.



3. Nie
h

A =





0 1 0 0 0

2 1 0 0 0

0 0 5 0 3

0 0 0 2 0

0 0 −2 0 0




.

a) Narysuj koªa Gerszgorina ma
ierzy A.b) Znajd¹ wszystkie warto±
i wªasne ma
ierzy A i zbadaj i
h krotno±
ialgebrai
zne i geometry
zne.
) Znajd¹ baz� przestrzeni wªasnej ma
ierzy A, przynale»nej do warto±
i wªasnejo najmniejszej warto±
i bezwzgl�dnej.d) Podaj z uzasadnieniem odpowiedzi na pytania:

• Czy ma
ierz A jest podobna do ma
ierzy diagonalnej?

• Czy istnieje baza ortogonalna (w sensie ilo
zynu skalarnego 〈x,y〉 def

= yTx)przestrzeni R5 zªo»ona z wektorów wªasny
h ma
ierzy A?

• Czy istnieje taki ilo
zyn skalarny w R5, »e istnieje baza ortogonalnaprzestrzeni R5 w sensie tego ilo
zynu zªo»ona z wektorów wªasny
h ma
ierzy A?



1.1

Dziaªania
Def. Funk
j� f : X1× · · · × Xn→ X nazywamy dziaªaniem n-argumentowym.

Def. Dziaªaniem wewn�trznym n-argumentowym w zbiorze X nazywamy dowoln¡funk
j�

f : X× · · · × X︸ ︷︷ ︸
n

→ X.

Zbiory X1, . . . , Xn, X w de�ni
ji dziaªania mog¡ by¢ ró»ne, ale nie musz¡.Tak wi�
 dziaªanie wewn�trzne jest to sz
zególny przypadek dziaªania w sensie tejogólniejszej de�ni
ji, dla X1 = · · · = Xn = X. Sªowo �dziaªanie� bywa te» stosowane(niezbyt ±
i±le) na okre±lenie funk
ji nie obj�ty
h tymi de�ni
jami.

Przykªad: Dzielenie li
zb nie jest dziaªaniem w zbiorze li
zb 
aªkowity
hdodatni
h, Z+, bo nie dla ka»dej pary taki
h li
zb istnieje li
zba 
aªkowitadodatnia, która jest i
h ilorazem. Dlatego poprawniej byªoby mówi¢ o �opera
ji�odwrotnej do mno»enia.Dzielenie nie jest te» dziaªaniem wewn�trznym w zbiorze li
zb wymierny
h Q, bonie mo»emy dzieli¢ przez 0. Jest to jednak dziaªanie Q × Q \ {0}→ Q.

Nota
ja: Mo»na pisa¢ f(x1, . . . , xn), a · b, a
b

, sin x, √x itd.Sposób zapisu jest kwesti¡ wygody.

Równo±
i i równania

Wyra»eniem nazywamy dowolny symbol obiektu (elementu ustalonego zbioru albozmiennej) lub poprawny (tj. zgodny z de�ni
jami dziaªa«) opis obiektu za pomo
¡inny
h wyra»e« i dziaªa« na ni
h. Je±li w wyra»eniu nie wyst�puj¡ zmienne, tomamy jednozna
znie okre±lon¡ warto±¢ wyra»enia, 
zyli element odpowiedniegozbioru. W prze
iwnym razie wyra»enie opisuje nam pewn¡ funk
j� �podstawiaj¡
 w miejs
e wszystki
h zmienny
h konkretne obiekty (argumenty)otrzymamy wyra»enie, które opisuje jeden konkretny obiekt (b�d¡
y warto±
i¡funk
ji). Z ka»d¡ zmienn¡ jest zwi¡zany zbiór (jeden ze zbiorów X1, . . . , Xn),którego elementy wolno podstawia¢ w jej miejs
e.

Dwa wyra»enia mog¡ opisywa¢ ten sam obiekt lub ró»ne obiekty. Zdanie�wyra»enie1 = wyra»enie2� ozna
za stwierdzenie, »e warto±
i¡ obu wyra»e« jestten sam obiekt. Takie zdanie nazywamy równo±
i¡ wyra»e«.

1.2

Uwaga: Nie nale»y miesza¢ symbolu równo±
i, �=�, z symbolem równo±
iprzybli»onej, �≈�, który ozna
za, »e warto±
i wyra»e« ró»ni¡ si� dostate
znie maªo(
okolwiek to zna
zy). Pierwszy symbol nale»y do algebry, a drugi do analizy.Do algebry nale»y natomiast symbol nierówno±
i � 6=�.

Je±li wyra»enia zawieraj¡ zmienne, to i
h równo±¢ jest stwierdzeniem, »eniezale»nie od tego, jakie obiekty podstawimy w miejs
e zmienny
h (mo»na te»mówi¢ � jakie warto±
i nadamy zmiennym�), oba wyra»enia b�d¡ opisywa¢ ten samobiekt. Równo±
i¡ tego typu jest np. zdanie
(a+ b)2 = a2+ 2ab+ b2 dla a, b ∈ R.Je±li natomiast mamy za zadanie znalezienie obiektów, które podstawionew miejs
e zmienny
h dadz¡ nam zdanie prawdziwe (np. �znajd¹ wszystkieli
zby x, takie »e x2+ 1 = 0�), to mówimy o równaniu. Zbiór rozwi¡za« równania(
zyli obiektów, które podstawiwszy otrzymamy zdanie prawdziwe stwierdzaj¡
erówno±¢ otrzymany
h wyra»e«) mo»e by¢ pusty i wtedy mówimy, »e jest onosprze
zne (
okolwiek podstawimy w miejs
e zmienny
h, zdanie stwierdzaj¡
erówno±¢ wyra»e« b�dzie faªszywe), ale uwaga: sprze
zno±¢ równania zale»y odzbioru, w którym szukamy rozwi¡za«. Zbiór li
zb dodatni
h x speªniaj¡
y
hrównanie x+ 1 = 0 jest pusty, ale w zbiorze li
zb 
aªkowity
h rozwi¡zanie istnieje.

Struktury algebrai
zne

Def. Struktura algebrai
zna jest to pewien ukªad zbiorów X1, . . . , Xk, w który
h s¡okre±lone pewne dziaªania f1, . . . , fm (fj : Xj1 × · · · × Xjl → Xjl+1) oraz wyró»nionepewne elementy ty
h zbiorów.

W sz
zególno±
i struktura algebrai
zna mo»e by¢ jednym zbiorem X, w którym s¡okre±lone pewne dziaªania f1, . . . , fm i wyró»nione pewne elementy x1, . . . , xk ∈ X.

Konkretn¡ klas� struktur algebrai
zny
h (np. grupy, 
iaªa) de�niuje si� podaj¡
odpowiednie aksjomaty opisuj¡
e warunki speªnione przez dziaªania.Na podstawie aksjomatów mo»na dowodzi¢ twierdzenia orzekaj¡
e o ka»dej takiejstrukturze.Maj¡
 konkretny ukªad zbiorów z dziaªaniami mo»emy sprawdzi¢, 
zy s¡speªnione aksjomaty (i w sz
zególno±
i, 
zy istniej¡ opisane przez nie elementywyró»nione). Je±li to si� uda, to mo»emy do tego zbioru z dziaªaniami stosowa¢wszystkie twierdzenia, które pasuj¡.



1.3

Grupy
Def. Grup¡ nazywamy niepusty zbiór X, w którym jest okre±lone dziaªaniedwuargumentowe �⋄� i element wyró»niony e, takie »e

G.1: Dziaªanie �⋄� jest ª¡
zne, tj.

∀x,y,z∈X (x ⋄ y) ⋄ z = x ⋄ (y ⋄ z)Mo»emy wi�
 pisa¢ x ⋄ y ⋄ z, 
o pozostaje jednozna
zne.

G.2: Element e jest neutralnym elementem dziaªania �⋄�:

∀x∈X e ⋄ x = x ⋄ e = x.

G.3: Dla ka»dego x ∈ X istnieje element prawostronnie odwrotny (albo prze
iwny):

∀x∈X ∃y∈X x ⋄ y = e.

Je±li dodatkowo speªniony jest warunek

G.4: ∀x,y∈X x ⋄ y = y ⋄ x, 
zyli dziaªanie �⋄� jest przemienne,to grupa (X, ⋄, e) nazywa si� grup¡ abelow¡.

Twierdzenie: Element prawostronnie odwrotny x ′ dowolnego elementu x w grupiejest tylko jeden. Element ten jest tak»e elementem lewostronnie odwrotnymelementu x.Dowód: Nie
h x ∈ X. Na mo
y G.3 istniej¡ y, z ∈ X, takie »e x ⋄ y = y ⋄ z = e.Wtedy

z=

↑
G.2

e ⋄ z=

↑
G.3

(x ⋄ y) ⋄ z=

↑
G.1

x ⋄ (y ⋄ z)=

↑
G.3

x ⋄ e=

↑
G.2

x. 2

Mo»emy wi�
 mówi¢ o elemen
ie odwrotnym do x, bez pre
yzowania strony.

Twierdzenie (prawostronne prawo skre±le«): Je±li zbiór X z dziaªaniem �⋄� jestgrup¡, to

∀x,y,z∈X (x ⋄ z = y ⋄ z)⇒ (x = y).

1.4

Dowód: Zaªó»my, »e x ⋄ z = y ⋄ z. Ozna
zmy element odwrotny do z symbolem z ′.Wtedy

x=

↑
G.2

x ⋄ e=

↑
G.3

x ⋄ (z ⋄ z ′)=

↑
G.1

(x ⋄ z) ⋄ z ′ =
↑zaªo»enie

(y ⋄ z) ⋄ z ′ =
↑
G.1

y ⋄ (z ⋄ z ′)=

↑
G.3

y ⋄ e=

↑
G.2

y. 2

�atwo jest te» dowie±¢ lewostronnego prawa skre±le«,
∀x,y,z∈X (x ⋄ y = x ⋄ z)⇒ (y = z),ale tym
zasem si� powstrzymamy.

Uwaga: Dla tej samej klasy struktur algebrai
zny
h mo»na przyjmowa¢ ró»neukªady aksjomatów. Na przykªad mogliby±my sformuªowa¢ G.3 w bardziejsymetry
zny sposób:
G.3 ′: ∀x∈X ∃y∈X x ⋄ y = y ⋄ x = e.Wszystko zale»y od tego, kto to robi i w jakim 
elu (mo»na d¡»y¢ do symetrii,albo poszukiwa¢ najsªabszy
h warunków, z który
h wynika 
aªa reszta).

O dziaªaniu w grupie naj
z�±
iej my±limy jak o mno»eniu (mówimy wtedy:grupa multiplikatywna) i piszemy a · b lub ab zamiast a ⋄ b. Element odwrotnydo x ozna
zamy wtedy symbolem x−1, 
o pasuje do nota
ji pot�gowej:

x · · · x︸ ︷︷ ︸
n

ozn.
= xn (w sz
zególno±
i x0 = e.)

Mo»emy te» uzna¢ dziaªanie za dodawanie (wtedy jest grupa addytywna �piszemy a+ b). Element prze
iwny (
zyli odwrotny w poprzedniej terminologii)do x ozna
zamy symbolem −x. Mamy wtedy te» nota
j� mno»enia elementu przezli
zb� 
aªkowit¡

x+ · · · + x︸ ︷︷ ︸
n

ozn.
= n · x (w sz
zególno±
i 0 · x = e.)

Przykªady grup:

• Zbiór li
zb 
aªkowity
h Z, z dziaªaniem �+� (dodawaniem) i elementemneutralnym 0.

• Zbiór ró»ny
h od 0 li
zb rze
zywisty
h, R\{0}, z dziaªaniem � ·� (mno»eniem)i elementem neutralnym 1.
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• Zbiór obrotów pªasz
zyzny wokóª ustalonego punktu, o wielokrotno±
i ustalonegok¡ta α. Dziaªaniem jest zªo»enie obrotów, a elementem neutralnym obrót o k¡t 0.

• Zbiór permuta
ji; permuta
j¡ zbioru n-elementowego nazywamy dowoln¡ funk
j�ró»nowarto±
iow¡, której dziedzin¡ i zbiorem warto±
i jest zbiór {1, 2, . . . , n}.Dziaªaniem w tej grupie jest zªo»enie funk
ji, a elementem neutralnym jestfunk
ja identy
zno±
iowa. Grup� t� ozna
zamy symbolem Sn.

Póªgrupy
Def. Póªgrup¡ nazywamy zbiór X, w którym jest okre±lone dziaªaniedwuargumentowe �⋄�, które jest ª¡
zne (zoba
z aksjomat G.1).

Przykªady póªgrup:

• Ka»da grupa jest póªgrup¡.

• Zbiór li
zb naturalny
h, N = {0, 1, 2, . . .} z dziaªaniem mno»enia.

• Zbiór napisów, 
zyli sko«
zony
h 
i¡gów symboli ustalonego alfabetu

V = {a1, . . . , an}. Póªgrup� otrzymamy przyjmuj¡
 za dziaªanie konkatena
j�, tj.poª¡
zenie dwó
h napisów w jeden. W póªgrupie tej mamy element neutralny �napis pusty.
Pier±
ienie

Def. Pier±
ieniem nazywamy zbiór X, w którym s¡ okre±lone dwa dziaªania:dodawanie (�+�) i mno»enie (� ·�), speªniaj¡
e nast�puj¡
e warunki:

P.1: Zbiór X z dziaªaniem dodawania jest grup¡ abelow¡ (jej element neutralnyozna
zamy symbolem �0�, 
zyli zero).

P.2: Zbiór X z dziaªaniem mno»enia jest póªgrup¡.Element neutralny tej póªgrupy, je±li istnieje, nazywamy jedynk¡ i ozna
zamysymbolem �1�. Mamy wtedy pier±
ie« z jedynk¡.

P.3: Mno»enie jest rozdzielne wzgl�dem dodawania:

∀a,b,c∈X (a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac.

Twierdzenie: Je±li (X,+, ·, 0) jest pier±
ieniem, to ∀a∈X a · 0 = 0 = 0 · a.Dowód: a · 0+ 0 = a · 0 = a · (0+ 0) = a · 0+ a · 0.

1.6

Na podstawie lewostronnego prawa skre±le« 0 = a · 0.Dowód, »e 0 · a = 0 jest podobny. 2

Przykªady pier±
ieni:

• Zbiór li
zb 
aªkowity
h Z, ze �zwykªym� dodawaniem i mno»eniem, orazelementami wyró»nionymi � li
zbami 0 i 1.

• Zbiór R[x] wielomianów jednej zmiennej (ozna
zonej symbolem x). Elementneutralny dodawania to wielomian zerowy.

Ciaªa
Def. Ciaªem nazywamy zbiór X z dwoma dziaªaniami (dodawaniem i mno»eniem),taki »e

C.1: Zbiór X z dziaªaniem dodawania jest grup¡ abelow¡ (element neutralny � 0),

C.2: Zbiór X\{0} z dziaªaniem mno»enia jest grup¡ (element neutralny � 1),

C.3: Mno»enie jest rozdzielne wzgl�dem dodawania (zoba
z aksjomat P.3).

Jak wida¢, ka»de 
iaªo ma 
o najmniej dwa elementy, 0 i 1, i jest pier±
ieniemz jedynk¡ (uwaga: w pier±
ieniu jest mo»liwe 0 = 1; w 
iele jest to wyklu
zone).Je±li grupa multiplikatywna 
iaªa jest abelowa, to mamy 
iaªo przemienne,a w prze
iwnym razie 
iaªo nieprzemienne (w tym wykªadzie nie b�dzie o ni
hmowy).
Przykªady 
iaª:

• Zbiór li
zb wymierny
h Q, rze
zywisty
h R, albo zespolony
h C.

• Zbiór funk
ji wymierny
h; maj¡ one posta¢ f(x) =
w1(x)

w2(x)

, gdzie w1 i w2 towielomiany zmiennej x.

Podstruktury

Def. Nie
h (X, ⋄, e) b�dzie grup¡. Zbiór A ⊂ X, taki »e e ∈ A oraz (A, ⋄, e) jestgrup¡, nazywamy podgrup¡ grupy X.

Twierdzenie: Warunek a, b ∈ A⇒ ab−1 ∈ A (stosujemy nota
j� multiplikatywn¡)jest warunkiem konie
znym i dostate
znym tego, aby niepusty zbiór A ⊂ X byªpodgrup¡ grupy X.
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Dowód: Sprawdzamy aksjomat G.2:

a ∈ A⇒ aa−1 = e ∈ A.Sprawdzamy G.3:

a ∈ A⇒ e, a ∈ A⇒ ea−1 = a−1 ∈ A.Pozostaje sprawdzi¢, 
zy zbiór A jest zamkni�ty ze wzgl�du na dziaªanie grupy X,poniewa» dziaªanie to po ob
i�
iu do zbioru A pozostaje o
zywi±
ie ª¡
zne. Zatem,

a, b ∈ A⇒ a, b, b−1 ∈ A⇒ a(b−1)−1 = ab ∈ A 2

Poj�
ia podpier±
ienia i pod
iaªa de�niuje si� analogi
znie � jest to odpowiedniopodzbiór ustalonego pier±
ienia lub 
iaªa, który jest pier±
ieniem lub 
iaªemz tymi samymi dziaªaniami i elementami wyró»nionymi. Na przykªad, 
iaªo li
zbwymierny
h Q jest pod
iaªem 
iaªa li
zb rze
zywisty
h R.

Li
zby zespolone

Def. Li
zb¡ zespolon¡ nazywamy par� uporz¡dkowan¡ (a, b) li
zb rze
zywisty
h.Li
zba a nazywa si� 
z�±
i¡ rze
zywist¡, a li
zba b � 
z�±
i¡ urojon¡ li
zbyzespolonej z = (a, b).Ozna
zamy je symbolami a = Re z, b = Im z.Zbiór li
zb zespolony
h ozna
zamy liter¡ C.

Def. Dodawanie i mno»enie li
zb zespolony
h okre±la si� wedªug wzorów

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1+ a2, b1+ b2),

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2− b1b2, a1b2+ b1a2).

Twierdzenie: Zbiór C z okre±lonymi wy»ej dziaªaniami jest 
iaªem.Element neutralny dodawania to (0, 0), a mno»enia (1, 0).Szki
 dowodu: 1. Nale»y sprawdzi¢, »e (C,+, (0, 0)) jest grup¡ abelow¡, napodstawie wªasno±
i dodawania li
zb rze
zywisty
h,2. Nale»y sprawdzi¢, »e (C\{(0, 0)}, ·, (1, 0)) jest grup¡ abelow¡; w sz
zególno±
i
(a, b)−1 =

( a

a2+ b2
,

−b

a2+ b2

)
.3. Dowód ko«
zy sprawdzenie, »e mno»enie jest rozdzielne wzgl�dem dodawania.Ra
hunki � na ¢wi
zenia
h.

1.8

Formalnie nale»aªoby 
iaªo li
zb zespolony
h ozna
za¢ symbolem

(C,+, ·, (0, 0), (1, 0)), ale w skró
ie pisze si� po prostu C. Ta sama uwaga doty
zy
iaª li
zb wymierny
h i rze
zywisty
h, Q i R, a tak»e inny
h.

Li
zbie rze
zywistej a przyporz¡dkujemy li
zb� zespolon¡ (a, 0). Mo»emysprawdzi¢, »e zbiór li
zb zespolony
h o 
z�±
i urojonej równej 0 zawiera zeroi jedynk� (tj. li
zby (0, 0) i (1, 0)), oraz jest zamkni�ty ze wzgl�du na dodawaniei mno»enie, oraz opera
je prze
iwne (tj. odejmowanie i dzielenie, z wyj¡tkiemdzielenia przez (0, 0)).Mo»emy te» sprawdzi¢, »e dodawanie i mno»enie zespolone li
zb o zerowej 
z�±
iurojonej zgadza si� z dodawaniem i mno»eniem li
zb rze
zywisty
h.Uto»samiwszy w ten sposób li
zby rze
zywiste z pewnymi li
zbami zespolonymimo»emy powiedzie¢, »e 
iaªo li
zb rze
zywisty
h jest pod
iaªem 
iaªa li
zbzespolony
h. Dlatego mo»emy (i b�dziemy) pisa¢ a zamiast (a, 0),i w sz
zególno±
i 0 zamiast (0, 0) i 1 zamiast (1, 0).

Def. Li
zb� i = (0, 1) nazywamy jednostk¡ urojon¡.

Za
hodzi równo±¢ i2 = (−1, 0) = −1. Korzystaj¡
 z tego symbolu mo»emyzapisywa¢ li
zby zespolone w posta
i a+ bi zamiast (a, b).

Uwaga: Wªa±nie w tym napisie uto»samili±my li
zb� rze
zywist¡ a z (a, 0),

b z (b, 0); symbol �+� ozna
za dodawanie zespolone !

Def. Warto±
i¡ bezwzgl�dn¡ li
zby zespolonej z = (a, b) nazywamy li
zb�rze
zywist¡ √
a2+ b2. Jest ona zawsze nieujemna, ozna
za si� j¡ symbolem |z|.

Na wykªadzie analizy s¡ de�niowane funk
je trygonometry
zne sin x, 
os xi funk
ja wykªadni
za ex (tu symbol e ozna
za li
zb� rze
zywist¡∑∞
k=0

1
k!

= 2,71828 . . .). Dowodzi si�, »e

1. Dla dowolny
h li
zb c, s ∈ R, taki
h »e c2+ s2 = 1 istnieje li
zba ϕ ∈ R, taka »e

s = sinϕ, c = 
osϕ.2. Dla dowolnej li
zby ϕ ∈ R za
hodzi równo±¢ li
zb zespolony
h:

eiϕ = (
osϕ, sinϕ).

W zwi¡zku z tym dowoln¡ li
zb� zespolon¡ mo»na przedstawi¢ w posta
i

z = |z| · (
osϕ, sinϕ) = |z| · eiϕ.
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Li
zb� ϕ, która wyst�puje w powy»szym przedstawieniu, nazywamyargumentem li
zby zespolonej z i ozna
zamy symbolem arg z.

Uwaga: Równo±¢ z = |z| · eiarg z jest uogólnieniem równo±
i x = |x| · sgn x dladowolnej li
zby rze
zywistej x. Czynnik eiarg z peªni rol� znaku li
zby zespolonej.

Jest o
zywiste, »e je±li li
zba ϕ jest argumentem pewnej li
zby zespolonej z, tojest nim równie» ka»da li
zba równa ϕ+ 2kπ dla k ∈ Z. Tylko jeden argumentli
zby z jest elementem przedziaªu [0, 2π). Nazwiemy go argumentem gªównymli
zby zespolonej z i ozna
zymy symbolem Arg z.

6

-
0

�
�

�
�

�
�3

(a, b)

Im z

Re zϕ

Interpreta
ja geometry
zna:Uto»samiamy zbiór li
zb zespolony
hz pªasz
zyzn¡, w której jest okre±lonykartezja«ski ukªad wspóªrz�dny
h. Warto±¢bezwzgl�dna li
zby z = (a, b) jest odlegªo±
i¡odpowiedniego punktu od po
z¡tkuukªadu (tj. punktu, 
zyli li
zby 0). Argumentli
zby z jest miar¡ k¡ta na
hylenia od
inka

0z wzgl�dem osi rze
zywistej (poziomej).Argument li
zby 0 jest nieokre±lony.

Je±li li
zby z1 i z2 przedstawimy w posta
itrygonometry
znej, z1 = |z1| · (c1, s1) i z2 = |z2| · (c2, s2), to mo»emy obli
zy¢

z1z2 = |z1| · |z2| · (c1c2− s1s2, c1s2+ s1c2) = |z| · (c, s).Rozpoznajemy wy»ej wyra»enia opisuj¡
e 
osinus i sinus sumy k¡tów i wy
i¡gamywniosek, »e:1. Warto±¢ bezwzgl�dna ilo
zynu li
zb zespolony
h jest ilo
zynem i
h warto±
ibezwzgl�dny
h.2. Argument ilo
zynu jest sum¡ argumentów mno»ony
h li
zb.

Prost¡ konsekwen
j¡ tego spostrze»enia jest poni»szy wzór.

Wzór de Moivre'a: je±li z = |z| · (
osϕ, sinϕ), to

zn = |z|n · (
osnϕ, sinnϕ).

Def. Sprz�»eniem nazywamy przyporz¡dkowanie li
zbie (a, b) li
zby (a,−b).Li
zb� zespolon¡ sprz�»on¡ z z ozna
zamy symbolem z.
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Mo»emy zauwa»y¢, »e1. z = z,2. Re z = (z+ z)/2, Im z = (z− z)/(2i),3. z · z = |z|2, z−1 =
1

z
=

z

|z|2

,

4. |z| = |z|, arg z = −arg z = arg 1
z

,5. je±li symbol �⋄� ozna
za dowolne z 
ztere
h dziaªa« arytmety
zny
h(dodawanie, odejmowanie, mno»enie lub dzielenie), to z1 ⋄ z2 = z1 ⋄ z2.Wynika st¡d, »e je±li f(z1, . . . , zn) jest dowolnym wyra»eniem wymiernym,w którym opró
z z1, . . . , zn nie wyst�puj¡ »adne inne li
zby zespolone, to

f(z1, . . . , zn) = f(z1, . . . , zn).

Wielomiany

Def. Wielomianem zmiennej x nazywamy wyra»enie, w którym opró
z symbolu xpojawiaj¡ si� dowolne staªe i dziaªania okre±lone w przyj�tej strukturzealgebrai
znej.Je±li rozpatrujemy 
iaªo, to mo»emy mno»y¢ i dodawa¢, a zatem ka»dy wielomian(nad 
iaªem � o inny
h nie mówimy) mo»emy przedstawi¢ w posta
i

w(x) = a0+ a1x+ · · · + anxn (=

n∑

k=0

akx
k),

dla pewnego n ∈ N. Je±li an 6= 0, to li
zba n nazywa si� stopniem wielomianu w(umawiamy si�, »e stopie« wielomianu zerowego, w(x) = 0, jest równy −∞).Li
zby a0, . . . , an to wspóª
zynniki wielomianu w.

Jednym z podstawowy
h history
zny
h zada« algebry jest rozwi¡zywanie równa«,tj. znajdowanie li
zb x (pierwiastków wielomianu), taki
h »e w(x) = 0.

Twierdzenie zasadni
ze algebry (Gauss, 1799): Ciaªo li
zb zespolony
h jestalgebrai
znie domkni�te, tj. ka»dy wielomian stopnia wi�kszego ni» 0o wspóª
zynnika
h zespolony
h ma pierwiastek zespolony.Dowód pomijamy. Nie mo»na go przeprowadzi¢ na grun
ie samej algebry, bogdyby mo»na byªo, to ten sam dowód mo»na by zastosowa¢ do dowolnego 
iaªa,a nie wszystkie 
iaªa s¡ algebrai
znie domkni�te.

Konsekwen
j¡ zasadni
zego twierdzenia algebry jest istnienie rozkªadu wielomianustopnia n o wspóª
zynnika
h zespolony
h a0, . . . , an na 
zynniki pierwszego
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stopnia:

n∑

k=0

akx
k = an(x− x1) · · · (x− xn).

Zbiór li
zb zespolony
h x1, . . . , xn � pierwiastków wielomianu � jest okre±lonyprzez wspóª
zynniki a0, . . . , an jednozna
znie.

Na przykªad, pierwiastkami wielomianu w(x) = xn− 1 s¡ li
zby

xk = (
os 2πk
n
, sin 2πk

n
) dla k = 0, . . . , n− 1, 
o ªatwo jest uzasadni¢ na podstawiewzoru de Moivre'a. Li
zby te nazywamy pierwiastkami stopnia n z jedynki.W ogólnym przypadku znalezienie pierwiastków wielomianu jest trudne.

Zadania i problemy na ¢wi
zenia i do domu

1. Udowodnij, »e z zaªo»enia, »e w zbiorze X istnieje element prawostronnieneutralny e i element lewostronnie neutralny e ′ dziaªania dwuargumentowego �⋄�wynika, »e e = e ′ i jest tylko jeden element neutralny tego dziaªania.2. Zbadaj, 
zy zbiór li
zb 
aªkowity
h Z z dziaªaniem �⋄� okre±lonym wzorem

a ⋄ b = a+ ab+ b jest grup¡.3. Zbadaj, 
zy zbiór li
zb wymierny
h Q, z dziaªaniem �⋄� okre±lonym wzoremtakim jak w poprzednim zadaniu, jest grup¡.4. Udowodnij, »e zbiór Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, dla n > 1 z dziaªaniami dodawaniai mno»enia modulo n jest pier±
ieniem z jedynk¡.Dla jaki
h n pier±
ie« ten jest 
iaªem?5. Udowodnij, »e zbiór li
zb rze
zywisty
h o posta
i a+ b
√
2, gdzie a, b ∈ Q,jest pod
iaªem 
iaªa R. Skorzystaj w dowodzie z twierdzenia opisuj¡
ego warunekkonie
zny i dostate
zny tego, aby podzbiór grupy byª podgrup¡.6. Czy mo»na koszulk� (tzw. T-shirt) zaªo»y¢ jedno
ze±nie tyª na przód, prawa r�kaw lewym r�kawie a lewa w prawym, tak, aby wewn�trzna strona byªa nazewn¡trz? (zakªadamy, »e talia nie mie±
i si� w dekol
ie). Nale»y znale¹¢ ±
isªeuzasadnienie odpowiedzi.7. Def. Nie
h i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j. Transpozy
j¡ nazywamy tak¡ permuta
j� Tijzbioru n-elementowego, »e Tij(i) = j, Tij(j) = i oraz Tij(k) = k dla k /∈ {i, j}.Def. Nieporz¡dkiem permuta
ji σ nazywamy par� li
zb i, j, tak¡ »e i < ji σ(i) > σ(j).Udowodnij, »e li
zba nieporz¡dków permuta
ji σ jest parzysta wtedy i tylkowtedy, gdy li
zba nieporz¡dków permuta
ji Tij ◦ σ jest nieparzysta.
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8. Def. Zbiór generatorów grupy jest to taki podzbiór grupy, »e ka»dy element grupymo»na przedstawi¢ w posta
i wyra»enia, w którym wyst�puj¡ tylko elementy tegozbioru (generatory) i i
h elementów odwrotny
h.Rozwa»my dwa zbiory generatorów grupy Sn.Pierwszy to {T12, T23, . . . , Tn−1,n}, a drugi to {T12, T13, . . . , T1n}.Ile transpozy
ji z pierwszego zbioru wystar
zy zªo»y¢, aby przedstawi¢ dowoln¡permuta
j�? A ile transpozy
ji z drugiego zbioru?9. Obli
z li
zb� z = (1,−2)7 wykonuj¡
 jak najmniej mno»e«.

�
�

�
�

�
�

������������

������������������

α β γ

10. Figura geometry
zna na rysunku obokjest skonstruowana w opar
iu o trzykwadraty. Udowodnij, »e suma k¡tów
α, β i γ jest k¡tem prostym.

11. Napisz wzór wyra»aj¡
y sin 4α wzale»no±
i od sinα i 
osα.12. Udowodnij, »e zbiórwielomianów trygonometry
zny
h, tj.funk
ji o posta
i
f(x) = a0+

∑n

k=1ak 
oskx+ bk sinkx,

ak, bk ∈ R, z dziaªaniami dodawaniai mno»enia funk
ji, jest pier±
ieniem.13. Wska» wszystkie pierwiastki (zespolone)wielomianu x6+ x5+ x4+ x3+ x2+ x.14. Wyprowad¹ wzory, pozwalaj¡
e obli
zy¢
z�±¢ rze
zywist¡ i urojon¡ pierwiastkakwadratowego z li
zby zespolonej, zapomo
¡ dziaªa« arytmety
zny
h nali
zba
h rze
zywisty
h i pierwiastkakwadratowego z li
zby rze
zywistej.

� -A

?

6
B

?

6

x

15. Geometry
zne wyprowadzenie wzorówopisuj¡
y
h rozwi¡zanie równania algebrai
znegodrugiego stopnia x2+ ax = b(wg. Wykªadów z historii matematyki M. Kordosa):Rozwa»my kwadrat podzielony na kwadratyi prostok¡ty jak na rysunku. Mamy

A2 = x2+ 2Bx+ B2, 
zyli x2+ 2Bx = A2− B2. Je±liprzyjmiemy a = 2B oraz b = A2− B2, to dostaniemyrównanie wyj±
iowe. Aby obli
zy¢ x wystar
zy znale¹¢
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li
zby A i B. O
zywi±
ie B = a
2

, za± A2 = b+ B2,
zyli A =
√
b+ B2.Opisany sposób rozwi¡zywania jest arabski.�redniowie
zni Arabowie nie znali li
zb ujemny
h(ani tym bardziej zespolony
h), wi�
 nie wiedzieli, »emo»na wzi¡¢ te» A = −

√
b+ B2.16. Geometry
zne rozwi¡zanie równania trze
iegostopnia x3+ ax = b (Tartaglia, 1535, op. 
it.):Sze±
ian o boku A dzielimy na sze±
ian o boku B,sze±
ian o boku x, takim »e A = B+ x i trzyprostopadªo±
iany o boka
h A, B, x. Zatem

A3 = x3+ 3ABx+ B3, sk¡d x3+ 3ABx = A3− B3.Równanie rozwi¡»emy, je±li znajdziemy takie li
zby Ai B, »e 3AB = a i A3− B3 = b.Ozna
zamy p = A3, q = B3 i st¡d pq = a3

27

, p− q = b.Podstawiaj¡
 p = b+ q do pierwszego równaniadostajemy równanie kwadratowe q2+ bq = a3

27

i dalejka»dy umie.17. Udowodnij, »e podana ni»ej pro
edura dla dowolnejli
zby naturalnej b obli
za z = ab. Dziaªanie div todzielenie 
aªkowite z odrzu
eniem reszty.

x := a; e := b; z := 1;repeatif nieparzyste(e) then z := z ∗ x
e := e div 2;if e = 0 then goto 1;

x := x2;until false;1:Okre±l li
zb� mno»e« wykonywan¡ przez t� pro
edur�(podnoszenie do kwadratu to te» jedno mno»enie).
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Ma
ierze
Def. Ma
ierz¡ li
zbow¡ o wymiara
h m× n nazywamy ukªad li
zb aij dla

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Li
zby te nazywamy wspóª
zynnikami ma
ierzy.

Cz�sto ma
ierz przedstawia si� w posta
i prostok¡tnej tabeli:





a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... ...

am1 am2 . . . amn




,

w zwi¡zku z 
zym li
zba m jest li
zb¡ wierszy, a n jest li
zb¡ kolumn ma
ierzy.

Krótszy zapis, którego b�dziemy u»ywali gdy sk¡din¡d znamy wymiary ma
ierzy,to [aij]i,j (po nawiasie pierwsza litera okre±la indeks wiersza, a druga � kolumny).Ma
ierze b�dziemy te» ozna
za¢ du»ymi literami, np. A, B.

Ma
ierze mo»na tworzy¢ nie tylko z li
zb, ale tak»e z funk
ji, zbiorów i inny
hobiektów. B�dziemy wykonywa¢ na wspóª
zynnika
h ma
ierzy dziaªania �dodawanie, odejmowanie, mno»enie (
zasem tak»e dzielenie), a zatem zaªo»ymy 
onajmniej, »e wspóª
zynniki nale»¡ do pewnego pier±
ienia lub 
iaªa. Na razierozpatrujemy tylko ma
ierze li
zbowe.

Je±li 
iaªo, do którego nale»¡ wspóª
zynniki, ozna
zymy liter¡ K, to zbiórwszystki
h ma
ierzy o wymiara
h m× n ozna
zymy symbolem Km,n.

Je±li n = 1, 
zyli ma
ierz ma tylko jedn¡ kolumn�, to b�dziemy j¡ nazywa¢ma
ierz¡ kolumnow¡, albo wektorem (poj�
ie wektora pó¹niej uogólnimy).Zbiór wszystki
h ma
ierzy kolumnowy
h o m wiersza
h ozna
zymy symbolem Km.Wektory b�d¡ te» symbolizowane przez maªe tªuste litery, np. a, b.

Dla m = 1 mamy ma
ierz wierszow¡.

Je±li m = n = 1, 
zyli ma
ierz ma tylko 1 wspóª
zynnik, to uto»samiamy j¡ z tymwspóª
zynnikiem. Zatem, K1,1 = K1 = K.

Def. Transpozy
ja ma
ierzy jest to przeksztaª
enie Km,n→ Kn,m, które ma
ierzy
A = [aij]i,j przyporz¡dkowuje ma
ierz AT = [aij]j,i. Ma
ierz AT nazywa si�ma
ierz¡ transponowan¡ do A.

2.2

Na przykªad




a11 a12

a21 a22

a31 a32





T

=

[
a11 a21 a31

a12 a22 a32

]
.

Def. Sprz�»enie hermitowskie jest przeksztaª
eniem Cm,n→ Cn,m, które ma
ierzy

A = [aij]i,j przyporz¡dkowuje ma
ierz AH = [aij]j,i.

O
zywiste s¡ to»samo±
i (AT)T = A, (AH)H = A.Je±li zbiory Q i R traktujemy jak podzbiory C, 
zyli zbiory Qm,n i Rm,n jakpodzbiory Cm,n, to sprz�»enie hermitowskie w ty
h podzbiora
h jest identy
znez transpozy
j¡.

Dziaªania dwuargumentowe w Km,n: dodawanie i odejmowanie ma
ierzy, s¡okre±lone wzorami
[aij]i,j+ [bij]i,j

def
= [aij+ bij]i,j,

[aij]i,j− [bij]i,j

def
= [aij− bij]i,j.Zbiór Km,n z dziaªaniem dodawania jest grup¡ abelow¡, której elementemneutralnym jest ma
ierz zerowa 0 = [0]i,j.Element prze
iwny do A = [aij]i,j to ma
ierz −A = [−aij]i,j.Ponadto, mamy (A± B)T = AT ± BT, (A± B)H = AH± BH.

Opera
ja mno»enia ma
ierzy A = [aij]i,j ∈ Km,n i B = [bij]i,j ∈ Kn,l jest okre±lonaw nast�puj¡
y sposób: Ilo
zynem ma
ierzy A i B jest ma
ierz C = [cij]i,j ∈ Km,l,której wspóª
zynniki s¡ równe

cij = ai1b1j+ · · · + ainbnj =
n∑

k=1

aikbkj.

W przyswojeniu sobie tego wzoru mo»e pomó
 taki s
hemat:

B

↓
A → C




b1j...

bnj







 ai1 . . . ain









......

. . . cij . . ....




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Wªasno±
i algebrai
zne mno»enia ma
ierzy

1. Je±li m = n = l, a zatem rozpatrujemy ma
ierze kwadratowe, to mno»eniema
ierzy jest dziaªaniem dwuargumentowym wewn�trznym w zbiorze Kn,n.W ogólno±
i jest to dziaªanie nieprzemienne, np.

[
1 2

3 0

]
·
[
1 0

0 2

]
=

[
1 4

3 0

]
,

[
1 0

0 2

]
·
[
1 2

3 0

]
=

[
1 2

6 0

]
.

2. Mno»enie ma
ierzy jest ª¡
zne.Dowód: Dodawanie wspóª
zynników jest ª¡
zne i przemienne, mno»eniewspóª
zynników jest ª¡
zne i rozdzielne wzgl�dem dodawania. Mo»emy zatemprzyj¡¢ A = [aij]i,j ∈ Km,n, B = [bij]i,j ∈ Kn,l i C = [cij]i,j ∈ Kl,s i obli
zy¢

(AB)C = [dij]i,j ∈ Km,s : dij =

l∑

k=1

( n∑

t=1

ait · btk
)
· ckj =

l∑

k=1

n∑

t=1

ait · btk · ckj,

A(BC) = [eij]i,j ∈ Km,s : eij =

n∑

t=1

ait ·
( l∑

k=1

btk · ckj
)

=

n∑

t=1

l∑

k=1

ait · btk · ckj.Poniewa» dij = eij dla ka»dego i, j, wi�
 (AB)C = A(BC). Zauwa»my, »ew dowodzie nie trzeba zakªada¢, »e mno»enie wspóª
zynników jest przemienne. 2Uwaga: Wyra»enie ABC, dla ustalony
h ma
ierzy A, B i C, opisuje ten sam wynikniezale»nie od kolejno±
i wykonywania dziaªa«. W ka»dym przypadku inne s¡wyniki po±rednie i mo»e by¢ ogromna ró»ni
a w ilo±
i dziaªa«, które trzebawykona¢. Na przykªad, je±li A ∈ Rn, B ∈ R1,n i C ∈ Rn, to obli
zanie (AB)Cwymaga wykonania 2n2 mno»e«, pod
zas gdy obli
zaj¡
 A(BC) wykonamy tylko

2n mno»e«.
3. Nie
h In ozna
za ma
ierz jednostkow¡ n× n; In = [δij]i,j.U»yty w tym okre±leniu symbol Krone
kera δij ozna
za 0 dla i 6= j i 1 je±li i = j.Ma
ierz In jest prawostronnie neutralnym argumentem mno»enia, tj. dla dowolnejma
ierzy A ∈ Km,n za
hodzi równo±¢ AIn = A.Podobnie, ma
ierz Im jest argumentem lewostronnie neutralnym, tj. ImA = A.�adna inna ma
ierz w Kn,n ani w Km,m nie ma tej wªasno±
i (ale istniej¡ ma
ierze

A oraz B i C inne ni» jednostkowe, takie »e AB = A i CA = A).Zbiór ma
ierzy kwadratowy
h, Kn,n, z dziaªaniem mno»enia, jest póªgrup¡, którejelementem neutralnym jest ma
ierz jednostkowa In.

4. Mno»enie ma
ierzy jest rozdzielne wzgl�dem dodawania, tj.
(A+ B)C = AC+ BC, A(B+ C) = AB+AC.

2.4

Powy»sze wªasno±
i dziaªa« na ma
ierza
h ozna
zaj¡, »e zbiór ma
ierzykwadratowy
h Kn,n z dziaªaniami dodawania i mno»enia jest pier±
ieniem. Jegoelementy wyró»nione to ma
ierz zerowa (zero) i ma
ierz jednostkowa (jedynka).

5. Transpozy
ja i sprz�»enie hermitowskie ilo
zynu ma
ierzy wyra»aj¡ si� wzorami

(AB)T = BTAT, (AB)H = BHAH,Trzeba przy tym zaªo»y¢ przemienno±¢ mno»enia wspóª
zynników ma
ierzy.Aby to uzasadni¢, zamiast wykonywa¢ ra
hunki, �odbijemy� s
hemat mno»eniama
ierzy wzgl�dem diagonali wyniku, tj. linii uko±nej, na której le»¡wspóª
zynniki cii.

AT

↓
BT → CT




ai1...
ain







b1j . . . bnj









@
@

@
@

@
@

@
@

@

c11

...

. . . . . . cij . . ....




Aby doko«
zy¢ dowód drugiego wzoru wystar
zy przypomnie¢, »e je±li

f(x1, . . . , xn) jest dowolnym wyra»eniem wymiernym, w którym opró
z zmienny
h

x1, . . . , xn nie wyst�puj¡ »adne inne li
zby zespolone, to

f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

6. Je±li argumenty s¡ ma
ierzami 1× 1, to dodawanie i mno»enie ma
ierzy jestzgodne z dodawaniem i mno»eniem odpowiadaj¡
y
h im li
zb, 
o usprawiedliwiauto»samienie K1,1 = K1 = K.Transpozy
ja ma
ierzy 1× 1 jest przeksztaª
eniem identy
zno±
iowym,a sprz�»enie hermitowskie jest spr�»eniem zespolonym.

Def. Mno»enie ma
ierzy przez li
zb� jest dziaªaniem K × Km,n→ Km,n,okre±lonym wzorem

a · [aij]i,j def= [a · aij]i,j.

Je±li 
iaªo K jest przemienne, to 
zynniki, tj. li
zb� a i ma
ierz A mo»emy pisa¢w dowolnej kolejno±
i, a wi�
 aA = Aa. Ponadto prawdziwe s¡ równo±
i:

(a+ b)A = aA+ bA, a(A+ B) = aA+ aB,

(a · b) ·A = a · (b ·A),

(aA)T = aAT, (aA)H = aAH.
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Podziaª blokowy ma
ierzy

W wielu sytua
ja
h wygodnie jest wyró»ni¢ w ma
ierzy bloki, 
zyli ma
ierze,które powstaj¡ przez odrzu
enie pewnej li
zby po
z¡tkowy
h i ko«
owy
h wierszyi kolumn.
Ma
ierz blokowa jest to ma
ierz, której wspóª
zynnikami s¡ ma
ierze (bloki),takie »e

• w ka»dym wierszu wszystkie bloki maj¡ tyle samo wierszy,

• w ka»dej kolumnie wszystkie bloki maj¡ tyle samo kolumn.B�dziemy pisa¢ A = [Aij]i,j. Na przykªad




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34



 =

[
A11 A12

A21 A22

]
, A11 =

[
a11 a12

a21 a22

] itd.

Wszystkie bloki w sz
zególno±
i mog¡, ale nie musz¡, mie¢ te same wymiary.�Zwykªe� ma
ierze to ma
ierze blokowe z wszystkimi blokami 1× 1.

Dowoln¡ ma
ierz A mo»emy przedstawi¢ w posta
i blokowo-kolumnowej,

A =




A1...

Am



, albo blokowo-wierszowej, A = [A1, . . . , An].

Je±li ma
ierze A i B o taki
h samy
h wymiara
h podzielimy w identy
zny sposóbna bloki, to mo»emy napisa¢ wzór na dodawanie ma
ierzy w posta
i blokowej:

[Aij]i,j+ [Bij]i,j = [Aij+ Bij]i,j.Poni»szy wzór opisuj¡
y mno»enie ma
ierzy obowi¡zuje wtedy, gdy wymiaryodpowiedni
h bloków umo»liwiaj¡ i
h mno»enie:

[Aij]i,j · [Bij]i,j = [Cij]i,j, Cij =

p∑

k=1

Aik · Bkj.

Li
zba p jest li
zb¡ bloków w wierszu ma
ierzy A i w kolumnie B. Nietrudno jestudowodni¢, »e powy»szy wzór jest równowa»ny podanemu w
ze±niej wzorowi na�pojedyn
zy� wspóª
zynnik ilo
zynu ma
ierzy.

Mo»emy na nowo zinterpretowa¢ �zwykªe� mno»enie ma
ierzy. Ma
ierz Aprzedstawimy jako blokowo-kolumnow¡ (z blokami o jednym wierszu), a ma
ierz B

2.6

jako blokowo-wierszow¡ (z blokami o jednej kolumnie). Wtedy
B

↓
A → C

[
Bj

]



 Ai









......

. . . cij . . ....





cij = AiBj.

Sz
zególne klasy ma
ierzy

Def. Ma
ierz trójk¡tna górna jest to ma
ierz [aij]i,j speªniaj¡
a warunek aij = 0dla i > j.
Def. Ma
ierz trójk¡tna dolna jest to ma
ierz [aij]i,j, której wspóª
zynniki speªniaj¡warunek aij = 0 dla i < j.

Def. Ma
ierz diagonalna jest to ma
ierz [aij]i,j, której wspóª
zynniki aij dla i 6= js¡ równe 0.Ma
ierz diagonalna jest wi�
 zarówno ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡, jak i doln¡.B�dziemy j¡ ozna
za¢ symbolem diag(a11, . . . , akk) albo diag(a1, . . . , ak),gdzie k = min(m,n).

�atwo jest dowie±¢ (na ¢wi
zenia
h), »e suma i ilo
zyn dwó
h ma
ierzytrójk¡tny
h górny
h jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡. Takie samo stwierdzeniedoty
zy ma
ierzy trójk¡tny
h dolny
h, a tak»e ma
ierzy diagonalny
h.

Przyjmijmy ozna
zenia e1, . . . ,en dla wektorów (ma
ierzy kolumnowy
h), taki
h»e ek = [0, . . . , 0, 1

↑pozy
ja k
, 0, . . . , 0]T.

Ma
ierz diagonaln¡ mo»emy przedstawi¢ w posta
i blokowo-wierszowej,diag(a1, . . . , an) = [a1e1, . . . , anen], albo blokowo-kolumnowej,

diag(a1, . . . , am) =




a1e

T
1...

ameTm



.

W sz
zególno±
i wektory e1, . . . ,en s¡ kolumnami ma
ierzy jednostkowej In.

Def. Ma
ierz permuta
ji jest to ma
ierz kwadratowa n× n, która w ka»dymwierszu, a tak»e w ka»dej kolumnie, ma jeden wspóª
zynnik równy 1,
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a pozostaªe 0. Nazwa bierze si� st¡d, »e je±li pomno»ymy przez tak¡ ma
ierzwektor, np.




0 1 0

1 0 0

0 0 1








x1

x2

x3



 =




x2

x1

x3





to otrzymamy wektor, który ma te same wspóª
zynniki, ustawione w innejkolejno±
i.
Ma
ierz Pσ, tak¡ »e dla dowolnej ma
ierzy x = [x1, . . . , xn]

T mamy

Pσx = [xσ(1), . . . , xσ(n)]
T, nazywamy ma
ierz¡ permuta
ji σ.

Ma
ierz Pσ mo»emy przedstawi¢ w posta
i blokowo-kolumnowej: Pσ =




eTσ(1)...

eTσ(n)



.

Dla dowolnej permuta
ji σ istnieje permuta
ja σ ′, taka »e Pσ = [eσ′(1), . . . ,eσ′(n)];sprawdzenie, »e σ ′ = σ−1 jest ªatwym ¢wi
zeniem. W konsekwen
ji, dla dowolnejpermuta
ji σ mamy Pσ−1 = PTσ.

Def. Ma
ierz nieosobliwa jest to ma
ierz kwadratowa A ∈ Kn,n, dla której istniejema
ierz odwrotna, A−1, taka »e AA−1 = In.Ma
ierz kwadratowa, która nie ma odwrotno±
i nazywa si� ma
ierz¡ osobliw¡.

Zbiór ma
ierzy nieosobliwy
h z dziaªaniem mno»enia speªnia podane napoprzednim wykªadzie aksjomaty grupy, a zatem jest grup¡ (nieabelow¡).Zauwa»my, »e dla dowolnej ma
ierzy nieosobliwej A mamy A−1A = In.Warunki, które zapewniaj¡ nieosobliwo±¢ ma
ierzy b�d¡ podane pó¹niej,a tym
zasem mo»emy wskaza¢ dwie klasy ma
ierzy nieosobliwy
h: ma
ierzediagonalne, który
h wspóª
zynniki na diagonali s¡ ró»ne od 0 i ma
ierzepermuta
ji. Obie te klasy ma
ierzy stanowi¡ podgrupy grupy ma
ierzynieosobliwy
h n× n.

Def. Ma
ierz symetry
zna jest to ma
ierz speªniaj¡
a warunek AT = A.Ma
ierz hermitowska jest to ma
ierz speªniaj¡
a warunek AH = A.

Obie te klasy ma
ierzy s¡ zamkni�te ze wzgl�du na dodawanie, ale nie ze wzgl�duna mno»enie.
Def. Ma
ierz antysymetry
zna jest to ma
ierz speªniaj¡
a warunek AT = −A.

2.8

Odnotujmy jesz
ze trzy ªatwe do udowodnienia wzory (zakªadamy, »e wyst�puj¡
ew ni
h ma
ierze s¡ nieosobliwe):

(A · B)−1 = B−1 ·A−1,

(A−1)T = (AT)−1,

(A−1)H = (AH)−1.Zamiast pisa¢ (A−1)T lub (A−1)H, 
zasem w skró
ie pisze si� A−T albo A−H.

Ukªad równa« liniowy
h

Def. Algebrai
znym równaniem liniowym nazywamy równanie o posta
i

a1x1+ a2x2+ · · · + anxn = b,w którym dane s¡ li
zby (elementy ustalonego 
iaªa K) a1, . . . , an i b.Symbole x1, . . . , xn nazywamy niewiadomymi.Rozwi¡zaniem równania jest dowolny 
i¡g li
zb x1, . . . , xn, który speªnia torównanie.
Def. Ukªadem równa« liniowy
h nazywamy pewien zbiór równa« liniowy
h,w który
h wyst�puj¡ te same niewiadome.Zbiorem rozwi¡za« ukªadu równa« jest 
z�±¢ wspólna zbiorów rozwi¡za«posz
zególny
h równa«.Ukªad jest sprze
zny, je±li nie ma rozwi¡zania, albo niesprze
zny, je±li zbiór jegorozwi¡za« jest niepusty.Ukªad niesprze
zny jest nieokre±lony je±li ma wi�
ej ni» jedno rozwi¡zaniei okre±lony, je±li ma tylko jedno.

Ukªad równa« liniowy
h mo»emy przedstawi¢ w posta
i






a11x1+ a12x2+ · · · + a1nxn = b1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1+ am2x2+ · · · + amnxn = bm.Je±li ozna
zymy ma
ierz wspóª
zynników

A =




a11 . . . a1n... ...

am1 . . . amn



 ,
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oraz wektor prawej strony i wektor niewiadomy
h

b =




b1...

bm



 , x =




x1...

xn



 ,

to ukªad równa« liniowy
h mo»emy przedstawi¢ w posta
i ma
ierzowej:

Ax = b.

Zanim udowodnimy ogólne twierdzenia doty
z¡
e rozwi¡za« ukªadów równa«liniowy
h, b�dziemy takie ukªady rozwi¡zywali �na pie
hot��. Zauwa»my, »e je±lima
ierz A jest kwadratowa n× n i nieosobliwa, to mno»¡
 stronami równanie

Ax = b przez A−1 otrzymujemy A−1b = A−1Ax = Inx = x. To przeksztaª
enie
z�sto stosuje si� w ra
hunka
h symboli
zny
h (i w dowoda
h twierdze«),ale prakty
zne metody numery
zne rozwi¡zywania ukªadów równa« nie polegaj¡na wyzna
zaniu odwrotno±
i ma
ierzy A.

Zadania i problemy na ¢wi
zenia i do domu

1. Udowodnij, »e je±li P1 i P2 s¡ ma
ierzami permuta
ji σ1 i σ2, to ma
ierz P1P2 jestma
ierz¡ permuta
ji σ1 ◦ σ2.2. Udowodnij, »e je±li P jest ma
ierz¡ permuta
ji, to P−1 = PT.3. Udowodnij, »e odwrotno±¢ kwadratowej ma
ierzy trójk¡tnej górnej (je±li istnieje)jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ i podaj warunek konie
zny i dostate
zny istnieniaodwrotno±
i.Zrób to samo zadanie po zmienieniu sªów �górnej� i �górn¡� na �dolnej� i �doln¡�.4. Def. �ladem ma
ierzy kwadratowej A nazywamy li
zb�, która jest sum¡wspóª
zynników na diagonali tej ma
ierzy. �lad ma
ierzy ozna
zamy symbolemtrA.Nie
h A,B ∈ Km,n. Udowodnij, »e tr(ATB) = tr(BAT).5. Zbadaj, jaki skutek ma pomno»enie dowolnej ma
ierzy A przez ma
ierzdiagonaln¡, a tak»e przez ma
ierz permuta
ji.Wskazówka: Je±li ma
ierz diagonalna lub ma
ierz permuta
ji jest 
zynnikiemz lewej strony, to przedstaw ma
ierz A w posta
i blokowo-kolumnowej.W prze
iwnym razie przedstaw j¡ w posta
i blokowo-wierszowej.6. Udowodnij, »e zbiór ma
ierzy rze
zywisty
h 2× 2, o posta
i [
a −b

b a

],z dziaªaniami dodawania i mno»enia, jest 
iaªem.
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Def. Homomor�zmem struktur algebrai
zny
h X1 i X2 nazywamy funk
j� ϕ, którejdziedzin¡ jest zbiór elementów struktury X1, której warto±
i s¡ elementamistruktury X2 i która dla ka»dego dziaªania f okre±lonego w X1 speªnia warunek
ϕ(f(a1, . . . , ak)) = g(ϕ(a1), . . . , ϕ(a1)), gdzie g ozna
za dziaªanie w X2odpowiadaj¡
e dziaªaniu f w X1.Na przykªad homomor�zm pier±
ieni X1 i X2 ozna
za speªnienie warunków
∀a,b∈X1 ϕ(a+ b) = ϕ(a) +ϕ(b), ϕ(a · b) = ϕ(a) ·ϕ(b).Def. Izomor�zm struktur algebrai
zny
h X1 i X2 jest to bijek
ja (odwzorowanieró»nowarto±
iowe i �na�), która jest homomor�zmem.Wska» inne 
iaªo izomor�
zne z 
iaªem ma
ierzy 2× 2 o podanej wy»ej strukturze.Wska» jakie± jego pod
iaªa.7. Obli
z ma
ierz A2− 5A− 2I2, gdzie A =

[
1 2

3 4

].U»yj w tym 
elu s
hematu Hornera: (A− 5I2)A− 2I2.8. Znajd¹ zbiory rozwi¡za« ukªadów równa« liniowy
h




1 0 2

0 −2 3

0 0 4








x1

x2

x3



 =




7

5

12



 ,





1 0 0

2 1 0

2 0 0

1 −1 0








x1

x2

x3



 =





1

0

2

−1




.

9. Rozwi¡» ukªad równa«
[

(−1, 1) (0, 2)

(0, 0) (2, 1)

][
z1

z2

]
=

[
(−5,−1)

(−1, 2)

]
,

10. Udowodnij, »e dowoln¡ ma
ierz kwadratow¡ A mo»na jednozna
znie przedstawi¢w posta
i sumy ma
ierzy symetry
znej i antysymetry
znej (uwaga: zakªadamy, »ewspóª
zynniki ma
ierzy s¡ elementami pewnego 
iaªa, które nie mo»e mie¢ tzw.
harakterystyki równej 2, 
zyli nie mo»e w tym 
iele by¢ 1+ 1 = 0;
harakterystyka 
iaª li
zbowy
h Q, R i C jest równa 0).Przedstaw ma
ierz AT za pomo
¡ ty
h ma
ierzy.11. Def. Ma
ierz kwadratowa A nazywa si� ma
ierz¡ sto
hasty
zn¡, je±li jejwspóª
zynniki s¡ nieujemne i suma wspóª
zynników w ka»dym wierszu jestrówna 1. Wyka», »e je±li ma
ierze A = [aij]i,j i B = [bij]i,j ∈ Kn,n s¡ sto
hasty
zne,to i
h ilo
zyn te».Wskazówka: Zbadaj, 
zym jest wektor Az, je±li ma
ierz A jest sto
hasty
zna,a z = [1, . . . , 1]T.Czy zbiór ma
ierzy sto
hasty
zny
h n× n z dziaªaniem mno»enia jest grup¡?
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12. Nie
h A b�dzie ma
ierz¡ nieosobliw¡ n× n. Wzór Shermana-Morrisonastwierdza, »e je±li B = A+ uvT dla u,v ∈ Rn i ma
ierz B jest nieosobliwa, to

B−1 = A−1− aA−1uvTA−1,dla pewnego a. Znajd¹ a.Rozwi¡zanie: Je±li wzór jest prawdziwy, to

In =(A+ uvT)(A−1− aA−1uvTA−1) = In+
(
(1− a)In− auvTA−1

)
uvTA−1

i równanie to powinno da¢ si� rozwi¡za¢ ze wzgl�du na a. Mo»emy przyj¡¢, »e

u 6= 0 i v 6= 0, bo w prze
iwnym razie A = B i wzór jest o
zywi±
ie prawdziwy.Je±li wzór jest prawdziwy, to wyra»enie

(
(1− a)In− auvTA−1

)
uvTA−1 = u

(
(1− a) − avTA−1u

)
vTA−1 (*)musi by¢ ma
ierz¡ zerow¡ w Rn,n. Warto±
iami wyra»e« uTu i vTv s¡ li
zbydodatnie. Mo»emy zatem pomno»y¢ wyra»enie (*) z lewej strony przez 1

uTu
uTi z prawej strony przez A 1

vTv
v. Po uprosz
zeniu otrzymamy wyra»enie, któregowarto±
i¡ musi by¢ li
zba 0:

(1− a) − avTA−1u = 0.St¡d ªatwo wynika, »e a = 1/(1+ vTA−1u).Wzór S.-M. opisuje odwrotno±¢ ma
ierzy B, je±li vTA−1u 6= −1.13. Obli
z ma
ierz B i na podstawie wzoru Shermana-Morrisona ma
ierz B−1, je±li

B = A+ uvT, A =

[
1 1

0 1

]
, u =

[
1

1

]
, v =

[
1

2

]
.

14. Udowodnij podany ni»ej wzór Shermana-Morrisona-Woodbury'ego: je±li

U,V ∈ Rn,m i ma
ierze A ∈ Kn,n oraz (Im+ VTA−1U) ∈ Rm,m s¡ nieosobliwe, to
(A+UVT)−1 = A−1−A−1U(Im+ VTA−1U)−1VTA−1.
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Przestrzenie liniowe

Okre±lenie przestrzeni liniowej

Def. Ustalmy dowolne 
iaªo K; jego elementy b�dziemy nazywa¢ skalarami.Wektorami nazywamy obiekty, które mo»emy dodawa¢ (
hodzio dwuargumentowe dziaªanie wewn�trzne w ustalonym zbiorze wektorów, którejest okre±lone w sposób zale»ny od ty
h obiektów) i mno»y¢ przez skalary.

Def. Zbiór V wektorów nazywamy przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem K, je±li speªniaon nast�puj¡
e warunki:

S.1: Zbiór V z dziaªaniem dodawania wektorów jest grup¡ abelow¡. Elementneutralny tej grupy nazywamy wektorem zerowym i ozna
zamy symbolem 0.

S.2: Zbiór V jest zamkni�ty ze wzgl�du na mno»enie wektorów przez skalary.

S.3: Dziaªanie mno»enia skalarów i wektorów jest rozdzielne wzgl�dem dodawaniawektorów, a tak»e dodawania skalarów:

∀a∈K, x,y∈V a · (x + y) = a · x + a · y,
∀a,b∈K, x∈V (a+ b) · x = a · x + b · x.

S.4: Za
hodzi ª¡
zno±¢ mno»enia skalarów i wektorów:

∀a,b∈K, x∈V (ab) · x = a · (b · x),

S.5: ∀x∈V 1 · x = x.Formalnie przestrze« liniowa jest pi¡tk¡ speªniaj¡
y
h powy»sze aksjomatyelementów, (V,K,+, ·,0), którymi s¡ zbiór wektorów V , 
iaªo skalarów K,dziaªanie dodawania wektorów �+�, dziaªanie mno»enia skalara i wektora � ·�i wektor zerowy 0.Mówi¡
 o elemen
ie ustalonej przestrzeni liniowej mamy na my±li wektor (elementzbioru V).
Przykªady:

• Dowolne 
iaªo K jest przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem K, a tak»e nad dowolnymswoim pod
iaªem (uwaga: dla ka»dego pod
iaªa otrzymujemy inn¡ przestrze«liniow¡!).

• Zbiór ma
ierzy li
zbowy
h o ustalony
h wymiara
h, Km,n, z dziaªaniamidodawania i mno»enia przez li
zb� okre±lonymi w poprzednim wykªadzie.W sz
zególno±
i zbiór ma
ierzy kolumnowy
h Km jest przestrzeni¡ liniow¡,o na tyle wa»nym zna
zeniu, »e przez sªowo �wektor� bywa rozumiany domy±lnieelement tej przestrzeni.

3.2
• Zbiór przesuni�¢ pªasz
zyzny (wektorem jest opera
ja przesuni�
ia w danymkierunku na okre±lon¡ odlegªo±¢, a dodawaniem wektorów jest opera
ja zªo»eniataki
h przeksztaª
e«).

• Zbiór wszystki
h równa« liniowy
h wi¡»¡
y
h okre±lone niewiadome.
• Zbiór funk
ji rze
zywisty
h okre±lony
h w ustalonej dziedzinie, z dziaªaniamiokre±lonymi w �naturalny� sposób.

• Zbiór R[x]n wielomianów stopnia nie wi�kszego ni» ustalone n z dziaªaniami j.w.(uwaga: zbiór wielomianów ustalonego stopnia n ∈ N nie jest przestrzeni¡liniow¡).
Def. Podzbiór X przestrzeni liniowej V nazywamy podprzestrzeni¡ liniow¡, je±lijest on przestrzeni¡ liniow¡ (nad tym samym 
iaªem, z dziaªaniami otrzymanymiz ob
i�
ia dziaªa« w przestrzeni V).

W dowolnej przestrzeni liniowej V mo»emy naty
hmiast wskaza¢ dwiepodprzestrzenie: podprzestrze« zerow¡, której jedynym elementem jest wektorzerowy, i podprzestrze« niewªa±
iw¡, 
zyli 
aª¡ przestrze« V .

Def. Kombina
j¡ liniow¡ wektorów x1, . . . ,xk ∈ V o wspóª
zynnika
h

a1, . . . , ak ∈ K nazywamy wektor a1x1+ · · · + akxk.

Def. Przestrzeni¡ rozpi�t¡ przez zbiór wektorów {x1, . . . ,xk} nazywamy zbiórwszystki
h kombina
ji liniowy
h ty
h wektorów.Ozna
zamy j¡ symbolem lin{x1, . . . ,xk} albo span{x1, . . . ,xk}.

�atwo jest sprawdzi¢, »e przestrze« rozpi�ta przez dowolny zbiór wektoróww ustalonej przestrzeni V jest jej podprzestrzeni¡ liniow¡. Jest te» o
zywiste, »eje±li X = lin{x1, . . . ,xk} i Y = lin{x1, . . . ,xk,xk+1}, to zbiór X jest podprzestrzeni¡(nie wiadomo, 
zy wªa±
iw¡) przestrzeni Y.

Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Def. Ustalony ukªad wektorów x1, . . . ,xk jest liniowo niezale»ny, je±li z równo±
i

a1x1+ · · · + akxk = 0 wynika a1 = · · · = ak = 0.Je±li istniej¡ skalary a1, . . . , ak, nie wszystkie równe 0, takie »e

a1x1+ · · · + akxk = 0, to ukªad {x1, . . . ,xk} jest liniowo zale»ny.

Przykªad: Ukªad wektorów x1 =

[
1

−2

] i x2 =

[
−2

4

] w przestrzeni R2 jestliniowo zale»ny, bo np. 2x1+ 1x2 = 0.
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Ukªad wektorów y1 =

[
1

0

] i y2 =

[
1

2

] jest liniowo niezale»ny, bo

a1y1+ a2y2 =

[
a1+ a2

2a2

], i dalej, z równo±
i a1y1+ a2y2 = 0 wynika

a1+ a2 = 0, 2a2 = 0, 
zyli a1 = a2 = 0.

Uwaga: W de�ni
ji wyst�puje sªowo �ukªad�, które mo»na by zast¡pi¢ sªowem�zbiór�. Jednak nie zakªadamy, »e posz
zególne wektory s¡ parami ró»ne,a ponadto b�dziemy potrzebowa¢ i
h uporz¡dkowania (aby wi¡za¢ wektoryz odpowiednimi wspóª
zynnikami kombina
ji liniowy
h). Jest o
zywiste, »e je±liw danym ukªadzie pewien wektor xi wyst�puje wi�
ej ni» raz, to ukªad ten jestliniowo zale»ny.

Stwierdzenie: Dowolny podzbiór zbioru liniowo niezale»nego jest liniowo niezale»ny(w sz
zególno±
i zbiór pusty jest liniowo niezale»nym zbiorem wektorów).Dowolny zbiór, który zawiera zbiór liniowo zale»ny, jest liniowo zale»ny.W sz
zególno±
i dowolny zbiór, który zawiera wektor zerowy, jest liniowo zale»ny.

Def. Ukªad wektorów w przestrzeni V , który speªnia nast�puj¡
e warunki:1. jest liniowo niezale»ny,2. rozszerzenie go o dowolny wektor daje w wyniku ukªad liniowo zale»ny,nazywa si� baz¡ przestrzeni V.

Twierdzenie: Je±li ukªad wektorów x1, . . . ,xn jest baz¡ przestrzeni V , to ka»dywektor y ∈ V mo»na jednozna
znie przedstawi¢ w posta
i kombina
ji liniowej

y = a1x1+ · · · + anxn.Dowód: Ukªad wektorów x1, . . . ,xn,y jest liniowo zale»ny, a zatem istniej¡ skalary

b1, . . . , bn, c ∈ K, nie wszystkie równe 0, takie »e

b1x1+ · · · + bnxn+ cy = 0.Z liniowej niezale»no±
i wektorów x1, . . . ,xn wynika, »e c 6= 0. Mno»¡
 powy»sz¡równo±¢ przez c−1 i stosuj¡
 prawo skre±le« otrzymujemy

y =
−b1

c
x1+ · · · + −bn

c
xn.Gdyby istniaªy dwie ró»ne kombina
je liniowe elementów bazy równe y, np.

y = a1x1+ · · · + anxn = a ′
1x1+ · · · + a ′

nxn,

3.4

to otrzymaliby±my równo±¢

(a1− a ′
1)x1+ · · · + (an− a ′

n)xn = 0.Warunek ai 6= a ′
i jest dla ka»dego i sprze
zny z liniow¡ niezale»no±
i¡ bazy. 2

Twierdzenie o istnieniu bazy: Dowolny liniowo niezale»ny ukªad wektoróww przestrzeni V mo»na rozszerzy¢ tak, aby otrzyma¢ baz� tej przestrzeni.W sz
zególno±
i, ka»da przestrze« liniowa ma baz�.

Dowód tego twierdzenia opiera si� na pewniku wyboru, pod posta
i¡lematu Kuratowskiego-Zorna. Pominiemy go, ograni
zaj¡
 si� do stwierdzenia, »eu»y
ie tego pewnika w dowodzie umo»liwia wykazanie istnienia pewnego obiektu(w naszym przypadku bazy), ale nie daje »adnej efektywnej metody znalezieniatego obiektu. Na przykªad nie umiemy wskaza¢ »adnej bazy przestrzeni R nad
iaªem Q. Dowody oparte na pewniku wyboru nosz¡ miano niekonstruktywny
h.Dla wielu przestrzeni liniowy
h umiemy jednak wskaza¢ bazy. Jak si� przekonamy,umiej�tno±¢ ta umo»liwia sprowadzenie do dziaªa« na li
zba
h (skalara
h) wielura
hunków na wektora
h (które mog¡ by¢ bardzo �dziwnymi� obiektami) i i
hzbiora
h.
Przykªady baz:

• Ukªad wektorów (ma
ierzy) e1, . . . ,en jest baz¡ przestrzeni Kn.

• Ukªad wektorów (
i¡gów niesko«
zony
h) e1,e2, . . ., taki
h »e k-ty wyraz 
i¡gu ekjest równy 1, a wszystkie pozostaªe � 0 jest baz¡ przestrzeni K∞ (którejelementami s¡ niesko«
zone 
i¡gi elementów 
iaªa K, z który
h 
o najwy»ejsko«
zenie wiele jest ró»ny
h od 0).

• Ukªad wektorów (wielomianów) 1, x, x2, . . . , xn jest baz¡ przestrzeni R[x]nwielomianów jednej zmiennej stopnia 
o najwy»ej n (jest to tak zwanabaza pot�gowa).

• Ukªad wektorów (równa«) x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0, 0 = 1 jest baz¡ przestrzenirówna« liniowy
h z niewiadomymi x1, . . . , xn.

Twierdzenie Steinitza o wymianie: Nie
h X = lin{x1, . . . ,xn}, przy 
zym ukªadwektorów x1, . . . xn jest liniowo niezale»ny. Nie
h X ⊂ Y = lin{y1, . . . ,ym}.Wów
zas n ≤ m i n spo±ród elementów zbioru {y1, . . . ,ym} mo»na zast¡pi¢ przezwektory x1, . . . ,xn, otrzymuj¡
 zbiór wektorów, który rozpina t� sam¡przestrze« Y.Dowód: Twierdzenie jest o
zywi±
ie prawdziwe dla n = 0. Przyjmiemy zaªo»enieinduk
yjne, »e twierdzenie jest prawdziwe dla n− 1 (gdzie n > 0). Mamy wi�
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n− 1 ≤ m, a przy odpowiednim uporz¡dkowaniu wektorów y1, . . . ,ym jest

xn ∈ Y = lin{x1, . . . ,xn−1,yn, . . . ,ym} ⊃ lin{x1, . . . ,xn,yn+1, . . . ,ym}.Wektor xn jest kombina
j¡ liniow¡ wektorów x1, . . . ,xn−1,yn, . . . ,ym, ale nie jeston kombina
j¡ liniow¡ wektorów x1, . . . ,xn−1 (bo zbiór {x1, . . . ,xn} jest liniowoniezale»ny). Musi wi�
 by¢ n ≤ m, a ponadto istniej¡ skalary a1, . . . , am, takie »e

xn = a1x1+ · · · + an−1xn−1+ anyn+ · · · + amym,przy 
zym ak 6= 0 dla pewnego k ∈ {n, . . . ,m}. Przyjmijmy bez straty ogólno±
i,»e an 6= 0. Wtedy

yn =
−a1

an
x1+ · · · + −an−1

an
xn−1+

1

an
xn+

−an+1

an
yn+1+ · · · + −am

an
ym.Dla dowolnego wektora z ∈ Y, istniej¡ skalary b1, . . . , bm, takie »e

z = b1x1+ · · · + bn−1xn−1+ bnyn+ · · · + bmym.Podstawiaj¡
 w miejs
e yn otrzymane w
ze±niej wyra»enie, otrzymujemy

z =
(
b1−

bna1

an

)
x1+ · · · +

(
bn−1−

bnan−1

an

)
xn−1+

bn

an
xn+

(
bn+1−

bnan+1

an

)
yn+1+ · · · +

(
bm−

bnam

an

)
ym,a zatem z ∈ lin{x1, . . . ,xn,yn+1, . . . ,ym}, 
zyli Y ⊂ lin{x1, . . . ,xn,yn+1, . . . ,ym}. 2

Wniosek: Je±li n-elementowy ukªad wektorów jest baz¡ przestrzeni V , to ka»dabaza tej przestrzeni skªada si� z n wektorów.Dowód: Nie
h {x1, . . . ,xn} i {y1, . . . ,ym} b�d¡ dwiema bazami przestrzeni V .Na podstawie twierdzenia Steinitza, n ≤ m, ale tak»e m ≤ n, 
zyli n = m. 2

Mo»na udowodni¢ mo
niejsze twierdzenie: wszystkie bazy dowolnej przestrzeniliniowej V s¡ równoli
zne (a zatem doty
zy to tak»e przestrzeni, które maj¡ bazyzªo»one z niesko«
zenie wielu wektorów).

Def. Wymiarem przestrzeni liniowej V nazywamy li
zb� elementów jej bazy(ogólniej � mo
 zbioru elementów bazy).Wymiar przestrzeni V ozna
zamy symbolem dimV (z angielskiego dimension �wymiar).
Wnioskiem z twierdzenia o istnieniu bazy i twierdzenia o równoli
zno±
iwszystki
h baz danej przestrzeni jestStwierdzenie: Je±li przestrze« X jest podprzestrzeni¡ przestrzeni Y, todimX ≤ dimY, przy 
zym je±li wymiary s¡ sko«
zone i równe, to X = Y.

3.6

Suma algebrai
zna podprzestrzeni liniowy
h

Def. Nie
h Y i Z b�d¡ podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni liniowej X.Sum¡ algebrai
zn¡ podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbiór
Y + Z

def

= { y + z : y ∈ Y, z ∈ Z }.Prze
i�
iem (albo 
z�±
i¡ wspóln¡) podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbiór

Y ∩ Z = { x : x ∈ Y, x ∈ Z }.Je±li prze
i�
ie podprzestrzeni Y i Z ma tylko jeden element � wektor zerowy,to sum� algebrai
zn¡ ty
h podprzestrzeni nazywamy sum¡ prost¡ i ozna
zamysymbolem Y ⊕ Z.

�atwo jest udowodni¢, »e zarówno prze
i�
ie jak i suma algebrai
zna (w tymprosta) podprzestrzeni przestrzeni liniowej jest podprzestrzeni¡ liniow¡.Za
hodz¡ nast�puj¡
e, o
zywiste lub ªatwe do udowodnienia rela
je:

0 ≤ dim(Y ∩ Z) ≤ min(dimY,dimZ),max(dimY,dimZ) ≤ dim(Y + Z) ≤ min(dimX,dimY + dimZ),dimY + dimZ = dim(Y + Z) + dim(Y ∩ Z),a st¡d w sz
zególno±
i dim(Y ⊕ Z) = dimY + dimZ (bo dim{0} = 0).

Poj�
ia sumy algebrai
znej i sumy prostej mo»emy uogólni¢ na przypadekwi�kszej li
zby skªadników. Sum¡ algebrai
zn¡ s podprzestrzeni Y1, . . . , Ysprzestrzeni X jest zbiór

{ y1+ · · · + ys : ∀j yj ∈ Yj } = Y1+ · · · + Ys ozn.
=

s∑

j=1

Yj.

Je±li Y1, . . . , Ys s¡ podprzestrzeniami przestrzeni X, takimi »e

X = { y1+ · · · + ys : yj ∈ Yj }, oraz

Yi ∩
( ∑

j∈{1,...,s}

j6=i

Yj

)
= {0} dla i = 1, . . . , s,

to suma algebrai
zna ty
h podprzestrzeni jest sum¡ prost¡. W zapisiesymboli
znym

X = Y1⊕ · · · ⊕ Ys =

s⊕

j=1

Yj.
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Wtedy przedstawienie dowolnego wektora x ∈ X w posta
i sumy y1+ · · · + yswektorów taki
h »e ∀j∈{1,...,s} yj ∈ Yj jest jednozna
zne.Istotnie, dla s = 2, bior¡
 x = y1+ y2 = y ′
1+ y ′

2, otrzymujemy y1− y ′
1 = y ′

2− y2,ale y1− y ′
1 ∈ Y1, y ′

2− y2 ∈ Y2, a jedynym elementem prze
i�
ia przestrzeni Y1 i Y2jest 0. Zatem, y1 = y ′
1, y2 = y ′

2. Przez induk
j� przenosi si� to na przypadekdowolnego s. 2

Def. Wektory y1 ∈ Y1, . . . ,ys ∈ Ys, przypisane jednozna
znie wektorowi

x ∈ X =
⊕s

j=1Yj, nazywamy skªadowymi wektora x wzgl�dem wskazanegorozkªadu przestrzeni X na sum� prost¡.

Przykªad. Przestrze« R[x]n wielomianów rze
zywisty
h jednej zmiennej stopnia 
onajwy»ej n mo»emy przedstawi¢ w posta
i sumy prostej podprzestrzeniwielomianów parzysty
h i nieparzysty
h. Dla n parzystego

R[x]n = lin{1, x, x2, x3, x4, . . . , xn} = lin{1, x2, x4 . . . , xn} ⊕ lin{x, x3, . . . , xn−1}.Na przykªad wielomian 1− 2x− 3x2+ 4x5+ x6 jest sum¡ 1− 3x2+ x6 (skªadowaparzysta) i −2x+ 4x5 (skªadowa nieparzysta).

W sz
zególno±
i, je±li ukªad wektorów x1, . . . ,xn jest baz¡ przestrzeni X, toprzestrze« t� mo»emy przedstawi¢ jako sum� prost¡ podprzestrzenijednowymiarowy
h:

X = lin{x1} ⊕ · · · ⊕ lin{xn},a zatem mo»emy przedstawi¢ dowolny wektor z ∈ X w posta
i kombina
ji liniowej:

z = a1x1+ · · · + anxn.W ten sposób (prawie) dowiedli±my ponownie, »e wspóª
zynniki a1, . . . , an ∈ Ktej kombina
ji s¡ okre±lone jednozna
znie.

Przeksztaª
enia liniowe

Def. Nie
h V1 i V2 b�d¡ przestrzeniami liniowymi nad 
iaªem K. Funk
ja
f : V1→ V2 jest przeksztaª
eniem liniowym, je±li speªnia warunek

∀x1,x2∈V1∀a1,a2∈K f(a1x1+ a2x2) = a1f(x1) + a2f(x2).

�atwy dowód induk
yjny uzasadnia stwierdzenie, »e przeksztaª
enie linioweza
howuje dowolne kombina
je liniowe. Wynikaj¡ st¡d nast�puj¡
e wªasno±
itaki
h przeksztaª
e«:

3.8
• Obrazem wektora zerowego 01 ∈ V1 jest wektor zerowy 02 ∈ V2.

• Je±li ukªad wektorów y1, . . . ,yk ∈ V1 jest liniowo zale»ny, to ukªad
f(y1), . . . , f(yk) ∈ V2 jest liniowo zale»ny.Je±li wi�
 ukªad wektorów f(y1), . . . , f(yk) jest liniowo niezale»ny, to ukªad
y1, . . . ,yk te» jest liniowo niezale»ny.

• Je±li okre±limy sum� przeksztaª
e« f1 i f2 ustalonej przestrzeni V1 w V2 wzorem

∀z∈V1 (f1+ f2)(z) = f1(z) + f2(z)oraz ilo
zyn przeksztaª
enia f i li
zby a wzorem
∀z∈V1 (a · f)(z) = a · f(z),to mo»emy ªatwo przekona¢ si�, »ezbiór przeksztaª
e« liniowy
h ustalony
h przestrzeni liniowy
h nad 
iaªem Kz okre±lonymi wy»ej dziaªaniami jest przestrzeni¡ liniow¡ nad K.Przestrze« t� ozna
zymy symbolem L(V1;V2). Jej wektorem zerowym jestprzeksztaª
enie zerowe, które ka»demu wektorowi z ∈ V1 przyporz¡dkowujewektor 02 ∈ V2.

• Je±li funk
je f : V1→ V2 i g : V2→ V3 s¡ przeksztaª
eniami liniowymi, toprzeksztaª
enie zªo»one g ◦ f : V1→ V3 jest przeksztaª
eniem liniowym. Ogólnie,zªo»enie dowolnego sko«
zonego 
i¡gu przeksztaª
e« liniowy
h jestprzeksztaª
eniem liniowym.

Def. Izomor�zmem przestrzeni liniowy
h V1 i V2 (nad tym samym 
iaªem K)nazywamy przeksztaª
enie liniowe f : V1→ V2, które jest bijek
j¡.

Izomor�zm f przestrzeni liniowy
h ma przeksztaª
enie odwrotne, f−1 : V2→ V1,które te» jest izomor�zmem. O przestrzenia
h V1 i V2 mówimy wtedy, »e s¡izomor�
zne. Z de�ni
ji izomor�zmu wynika, »e

• Izomor�zm za
howuje liniow¡ zale»no±¢ albo liniow¡ niezale»no±¢ dowolnegoukªadu wektorów. W sz
zególno±
i izomor�zm przeksztaª
a baz� przestrzeni V1 nabaz� przestrzeni V2, a wi�
 za
howuje wymiar przestrzeni.

• Warunek istnienia izomor�zmu mi�dzy przestrzeniami okre±la rela
j�, która jestzwrotna (ka»da przestrze« jest izomor�
zna ze sob¡),symetry
zna (je±li V1 jest izomor�
zna z V2, to V2 jest izomor�
zna z V1)i prze
hodnia (je±li V1 jest izomor�
zna z V2, a V2 z V3, to V1 jest izomor�
znaz V3). Jest to wi�
 rela
ja równowa»no±
i; klasa przestrzeni liniowy
h nadustalonym 
iaªem dzieli si� na klasy przestrzeni izomor�
zny
h.

Wspóln¡ 
e
h¡ przestrzeni izomor�
zny
h jest i
h wymiar; dowolna przestrze« Vo wymiarze n nad 
iaªem K jest wi�
 izomor�
zna z przestrzeni¡ Kn.
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Maj¡
 ustalon¡ baz� x1, . . . ,xn przestrzeni V mo»emy okre±li¢ izomor�zm, którywektorowi z = c1x1+ · · · + cnxn przyporz¡dkowuje wektor (ma
ierz kolumnow¡)

f(z) = [c1, . . . , cn]
T. Izomor�zm odwrotny jest to przyporz¡dkowanie ukªadowiwspóª
zynników c1, . . . , cn wektora z, który jest kombina
j¡ liniow¡ wektorówbazy z tymi wspóª
zynnikami. Na dalszy
h wykªada
h b�dzie podany bardziejsystematy
zny sposób konstruowania ty
h izomor�zmów.

Wiemy, »e je±li A ∈ Km,n oraz x ∈ Kn, to Ax ∈ Km. Na podstawie znany
hwªasno±
i mno»enia ma
ierzy mo»emy stwierdzi¢, »e przeksztaª
enie przestrzeni

Kn w Km, polegaj¡
e na mno»eniu ustalonej ma
ierzy i wektora, jest liniowe.Ma
ierz li
zbow¡ m× n mo»emy wi�
 uto»sami¢ z przeksztaª
eniem Kn→ Km.

Ustalmy baz� x1, . . . ,xn przestrzeni V1 i baz� y1, . . . ,ym przestrzeni V2.Obrazem wektora xj w dowolnym przeksztaª
eniu liniowym f jest pewnakombina
ja liniowa a1jy1+ · · · + amjym wektorów bazy przestrzeni V2.Przypu±¢my teraz, »e z = c1x1+ · · · + cnxn. Wtedy

f(z) =

n∑

j=1

cjf(xj) =

n∑

j=1

cj

( m∑

i=1

aijyi

)
=

m∑

i=1

( n∑

j=1

aijcj

)
yi.

Wspóª
zynnikami w bazie y1, . . . ,ym obrazu wektora z w przeksztaª
eniu f s¡wi�
 li
zby di =
∑n

j=1aijcj. Mo»emy je obli
zy¢ wykonuj¡
 mno»enie ma
ierzy




a11 . . . . . . a1n... ...

am1 . . . . . . amn









c1......

cn




=




d1...

dm



 .

Z tego spostrze»enia wnioskujemy, »e maj¡
 dowolne przeksztaª
enie liniowe

f : V1→ V2, dla ustalony
h baz przestrzeni V1 o wymiarze n i V2 o wymiarze mmo»emy wskaza¢ jednozna
znie okre±lon¡ ma
ierz [aij]i,j ∈ Km,n, którareprezentuje to przeksztaª
enie (tj. pozwala obli
zy¢ wspóª
zynniki wektora f(z)na podstawie wspóª
zynników wektora z, za pomo
¡ mno»enia ma
ierzy).

Z drugiej strony, dowolnej ma
ierzy [aij]i,j ∈ Km,n odpowiada przeksztaª
enieliniowe, które �przeksztaª
a wspóª
zynniki w baza
h� w opisany sposób. Dlategoprzestrze« przeksztaª
e« liniowy
h przestrzeni n-wymiarowej V1 w przestrze« V2o wymiarze m jest izomor�
zna z przestrzeni¡ ma
ierzy Km,n. Wymiar tejprzestrzeni (a wi�
 tak»e przestrzeni L(V1;V2)) jest równy mn.

Dzi�ki istnieniu tego izomor�zmu (a wªa±
iwie 
aªej klasy izomor�zmów, poniewa»mo»emy dowolnie wybiera¢ bazy), badanie przeksztaª
e« liniowy
h mo»emysprowadzi¢ do badania wªasno±
i ma
ierzy. Co te» u
zynimy niebawem.

3.10

Zadania i problemy na ¢wi
zenia i do domu

1. Udowodnij, »e je±li V jest przestrzeni¡ liniow¡, to ∀x∈V 0 · x = 0.2. Wska» wymiar i dowoln¡ baz� przestrzeni Km,n.3. Wska» baz� przestrzeni C[x1, x2]2 (zbioru wielomianów zespolony
h dwó
hzmienny
h stopnia 
o najwy»ej 2) nad 
iaªem C.4. Wska» baz� przestrzeni C[x1, x2]2 nad 
iaªem R.5. Znajd¹ wymiar przestrzeni równa« algebrai
zny
h n zmienny
h m-tego stopnianad 
iaªem C (na przykªad dla m = n = 2 to s¡ równania o posta
i

ax2+ bxy+ cy2+ dx+ ey+ f = 0, ze wspóª
zynnikami zespolonymi a, . . . , f).Wska» baz� tej przestrzeni.6. Czy podane ni»ej zbiory ma
ierzy n× n s¡ podprzestrzeniami liniowymiprzestrzeni Kn,n?a) Zbiór ma
ierzy permuta
ji.b) Zbiór ma
ierzy trójk¡tny
h.
) Zbiór ma
ierzy trójk¡tny
h górny
h.d) Zbiór ma
ierzy sto
hasty
zny
h (który
h suma wspóª
zynników w ka»dymwierszu jest równa 1).e) Zbiór ma
ierzy nieosobliwy
h.f) Zbiór ma
ierzy osobliwy
h.g) Zbiór ma
ierzy hermitowski
h (zbadaj osobno przypadki gdy K = R i K = C).h) Zbiór ma
ierzy antysymetry
zny
h.i) Zbiór ma
ierzy diagonalnie dominuj¡
y
h (taki
h, »e dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n}za
hodzi nierówno±¢ |aii| >
∑
j∈{1,...,n}\{i} |aij|).W ka»dym przypadku podaj uzasadnienie i je±li odpowied¹ jest twierdz¡
a, towska» wymiar i baz�.7. Udowodnij, »e zbiór R+ (zbiór li
zb rze
zywisty
h dodatni
h) z dziaªaniemdodawania �+ ′� okre±lonym wzorem x+ ′ y = xy (rozwa»ane dodawanie jest�zwykªym� mno»eniem li
zb rze
zywisty
h) i dziaªaniem mno»enia przez li
zb�rze
zywist¡ a � · ′� okre±lonym wzorem a · ′ x = xa, jest rze
zywist¡ przestrzeni¡liniow¡. Znajd¹ wektor zerowy, wymiar i baz� tej przestrzeni.Czy zbiór Q+ z dziaªaniami okre±lonymi za pomo
¡ ty
h samy
h wzorów jestprzestrzeni¡ liniow¡?8. Zbadaj, 
zy zbiór Q[

√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q } (z dziaªaniem dodawaniawektorów to»samym z dodawaniem li
zb) jest przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem Q.Je±li tak, to znajd¹ jak¡± baz� i wymiar tej przestrzeni.
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9. Które z podany
h ni»ej podzbiorów przestrzeni R3 s¡ podprzestrzeniamiliniowymi?

{ (x, y, z) : x+ y− z = a } dla ustalonego a ∈ R,

{ (x, y, z) : xn = 0 } dla ustalonego n ∈ N,

{ (x, y, z) : x2+ y2 > s } dla ustalonego s ∈ Q,

{ (x, y, z) : (x+ y)n = szn } dla ustalonego n ∈ N, s ∈ Q,

{ (x, y, z) : xy = 0 }.

10. Def. Trójk¡tn¡ rodzin¡ wielomianów nazywamy ukªad wielomianów w0, . . . , wn,taki
h »e dla ka»dego k stopie« wielomianu wk jest równy k.Udowodnij, »e dowolna trójk¡tna rodzina wielomianów w0, . . . , wno wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h jest baz¡ przestrzeni R[x]n.11. Udowodnij podane na stronie 3.6 rela
je mi�dzy wymiarami podprzestrzeni Y,

Z,Y + Z i Y ∩ Z przestrzeni X.12. Nie
h przestrzenie X, Y i Z b�d¡ podprzestrzeniami przestrzeni V i nie
hdimX = 3, dimY = 4, dimZ = 2 i dimV = 7. Jakie mog¡ by¢ wymiary przestrzeni

(Y + Z) ∩ X i (X ∩ Y) + Z?13. Udowodnij, »e dwie przestrzenie, V1 i V2 nad 
iaªem K s¡ izomor�
zne wtedyi tylko wtedy, gdy dimV1 = dimV2.14. Zbadaj, 
zy ukªad wektorów




1√
2

0



 ,





√
2/2

0

1



 ,




0

−1

1





jest liniowo zale»nya) nad 
iaªem R,b) nad 
iaªem Q.15. Znajd¹ ma
ierz przeksztaª
enia liniowego d : R[x]3→ R[x]3, okre±lonego wzorem

d(w) = w ′, odpowiadaj¡
¡ bazie pot�gowej 1, x, x2, x3 (w tej bazie reprezentujemyzarówno argument przeksztaª
enia d, jak i wynik).16. Udowodnij, »e je±li przeksztaª
enia liniowe f : V1→ V2 i g : V2→ V3 s¡reprezentowane w baza
h x1, . . . ,xn przestrzeni V1, y1, . . . ,ym przestrzeni V2i z1, . . . ,zk przestrzeni V3 odpowiednio przez ma
ierze A i B, to ma
ierz¡ zªo»enia
g ◦ f : V1→ V3 ty
h przeksztaª
e« w baza
h x1, . . . ,xn i z1, . . . ,zk jest ma
ierz BA.17. Znajd¹ ma
ierze przeksztaª
e« dn : R[x]3→ R[x]3, okre±lony
h wzorem
dn(w) = dndxnw dla n = 1, 2, 3, . . ., w bazie pot�gowej 1, x, x2, x3.Skorzystaj w tym 
elu z rozwi¡za« poprzedni
h dwó
h zada«.
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Obraz i j¡dro przeksztaª
enia liniowego i ma
ierzy

Równowa»ne ukªady równa« liniowy
h

Def. Dwa ukªady równa« liniowy
h o ty
h samy
h niewiadomy
h s¡ równowa»ne,je±li ka»de równanie z pierwszego ukªadu równa« jest kombina
j¡ liniow¡ równa«drugiego ukªadu i na odwrót.

Twierdzenie: Zbiory rozwi¡za« ukªadów równowa»ny
h s¡ identy
zne.Dowód: Rozwa»my dwa ukªady równa« liniowy
h:

ai1x1+ · · · + ainxn = bi, i = 1, . . . ,m,oraz

ci1x1+ · · · + cinxn = di, i = 1, . . . , l.Wystar
zy dowie±¢, »e je±li ukªady te s¡ równowa»ne, to ka»de rozwi¡zaniepierwszego ukªadu jest tak»e rozwi¡zaniem drugiego.Je±li ukªady s¡ równowa»ne, to i-te równanie drugiego ukªadu jest kombina
j¡liniow¡ równa« pierwszego ukªadu o pewny
h wspóª
zynnika
h si1, . . . , sim.Zatem, i-te równanie drugiego ukªadu mo»na przedstawi¢ w posta
i

m∑

k=1

sik(ak1x1+ · · · + aknxn) =

m∑

k=1

sikbk,

przy 
zym cij =
∑m

k=1 sikakj oraz di =
∑m

k=1 sikbk. Podstawiaj¡
 dowolnerozwi¡zanie x1, . . . , xn pierwszego ukªadu otrzymujemy równo±¢∑m

k=1 sikbk =
∑m

k=1 sikbk, z której wynika, »e jest to tak»e rozwi¡zanie i-tego(
zyli ka»dego, bo i mo»e by¢ dowolne) równania drugiego ukªadu. 2

Uwaga: Ukªady mo»emy przedstawi¢ w posta
i ma
ierzowej, Ax = b i Cx = d,gdzie A = [aij]i,j ∈ Km,n, b ∈ Km, C = [cij]i,j ∈ Kl,n i d ∈ Kl. Drugi ukªadotrzymamy z pierwszego przez pomno»enie jego stron z lewej strony przez ma
ierz
S = [sij]i,j ∈ Kl,m. Mamy wi�
 C = SA, d = Sb.Rozwi¡zania ukªadu równa« liniowy
h s¡ rozwi¡zaniami dowolnego ukªadu, którymo»emy otrzyma¢ mno»¡
 strony przez ma
ierz, ale taki ukªad mo»e mie¢ wi�
ejrozwi¡za«. Na przykªad, mno»¡
 strony przez ma
ierz zerow¡ otrzymamy ukªad,którego rozwi¡zaniem jest ka»dy wektor x ∈ Kn.

Ukªad równa« liniowy
h Ax = b mo»emy przedstawi¢ w posta
i
a1x1+ · · · + anxn = b,

4.2

gdzie wektory a1, . . . ,an ∈ Km s¡ kolumnami ma
ierzy A. Odpowiada toprzedstawieniu ma
ierzy A w posta
i blokowo-wierszowej. Interpreta
j�rozwi¡zania x1, . . . , xn jako wspóª
zynników kombina
ji liniowej kolumnma
ierzy A, która to kombina
ja jest równa wektorowi prawej strony, b�dziemyeksploatowa¢ dalej. Tym
zasem mo»emy zauwa»y¢, »e jednorodny ukªad równa«,który otrzymamy bior¡
 b = 0, ma rozwi¡zanie ró»ne od 0 wtedy i tylko wtedy,gdy wektory a1, . . . ,an s¡ liniowo zale»ne. Jest tak zawsze dla n > m.

Rz¡d ma
ierzy

Def. Rz¡d kolumnowy ma
ierzy A ∈ Km,n jest to wymiar rozpi�tej przez kolumnytej ma
ierzy podprzestrzeni przestrzeni Km.Rz¡d wierszowy ma
ierzy A jest to wymiar podprzestrzeni przestrzeni K1,nrozpi�tej przez wiersze ma
ierzy A.Ina
zej mówi¡
, rz¡d kolumnowy ma
ierzy A jest maksymaln¡ li
zb¡ niezale»ny
hliniowo kolumn tej ma
ierzy, a rz¡d wierszowy ma
ierzy jest maksymaln¡ li
zb¡jej niezale»ny
h liniowo wierszy.

Twierdzenie: Rz¡d kolumnowy dowolnej ma
ierzy jest równy jej rz�dowiwierszowemu.Dowód: Ozna
zmy rz¡d kolumnowy ma
ierzy A ∈ Km,n liter¡ k, a jej rz¡dwierszowy liter¡ w. Symbolem A1 ozna
zymy ma
ierz m× k, której kolumny s¡liniowo niezale»nymi kolumnami ma
ierzy A. Rz¡d wierszowy ma
ierzy A1ozna
zymy w1; jest jasne, »e rz¡d kolumnowy ma
ierzy A1 jest równy k, a w1 ≤ w.Nie
h A2 ozna
za ma
ierz w1× k, otrzyman¡ z A1 przez wybranie

w1 niezale»ny
h liniowo wierszy.Przypu±¢my, »e k > w1. Wtedy ukªad równa« A2x = 0 ma rozwi¡zanie x 6= 0 (bokolumny ma
ierzy A2 s¡ wektorami w Kw1 , wi�
 gdy jest i
h wi�
ej ni» w1, to s¡liniowo zale»ne). Ale poniewa» wektor x jest tak»e rozwi¡zaniem ukªadu A1x = 0(oba ukªady równa« s¡ równowa»ne), wi�
 to ozna
za liniow¡ zale»no±¢ kolumnma
ierzy A1. Otrzymana sprze
zno±¢ dowodzi, »e k ≤ w1.Mamy zatem k ≤ w. Aby dowie±¢, »e równie» w ≤ k wystar
zy rozwa»y¢ma
ierz AT. Jej rz¡d kolumnowy jest równy w, a wierszowy � k. 2

Def. Rz�dem ma
ierzy A nazywamy li
zb�, która jest jej rz�dem kolumnowymi jedno
ze±nie wierszowym. B�dziemy ozna
za¢ go symbolem rankAMa
ierz A ∈ Km,n, której kolumny s¡ liniowo niezale»ne (tj. rankA = n)nazywamy ma
ierz¡ kolumnowo regularn¡.Ma
ierz A ∈ Km,n, której wiersze s¡ liniowo niezale»ne (tj. rankA = m)nazywamy ma
ierz¡ wierszowo regularn¡.
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Ma
ierze kolumnowo regularne i wierszowo regularne b�dziemy okre±la¢ wspólnymmianem ma
ierzy peªnego rz�du, a pozostaªe to ma
ierze niepeªnego rz�du.

Jest o
zywiste, »e rankAT = rankA. �atwo jest równie» pokaza¢ (zostawiam to na¢wi
zenia), »e dla ma
ierzy A ∈ Cm,n jest rankAH = rankA.

Obraz i j¡dro ma
ierzy

Def. Obrazem ma
ierzy A ∈ Km,n jest przestrze« rozpi�ta przez kolumny tejma
ierzy. Jej wymiar jest równy rz�dowi ma
ierzy A. Do ozna
zenia tejprzestrzeni u»yjemy symbolu imA. (ang. image � obraz)J¡drem (albo przestrzeni¡ zerow¡) ma
ierzy A ∈ Km,n nazywamy zbiór wektorów

{ x ∈ Kn : Ax = 0 }. Zbiór ten jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Kn;b�dziemy go ozna
za¢ symbolem kerA (ang. kernel � j¡dro).

Maj¡
 dowoln¡ ma
ierz A mo»emy ªatwo znale¹¢ baz� jej obrazu; wystar
zywybra¢ liniowo niezale»ne kolumny. Nie
o trudniejsze jest znalezienie bazy j¡dra;w tym 
elu zauwa»my, »e wymiar j¡dra nie zmieni si�, je±li poprzestawiamykolumny.Mo»emy tak poprzestawia¢ kolumny, aby pierwsze r = rankA kolumn otrzymanejma
ierzy Â byªo niezale»ne liniowo. Ma
ierz Â przedstawimy w posta
i blokowej,

[A1, A2], z blokiem A1 peªnego rz�du o wymiara
h m× r i blokiem A2, któregokolumny s¡ kombina
jami liniowymi kolumn bloku A1. Wobe
 tego istniejema
ierz B ∈ Kr,n−r (utworzona ze wspóª
zynników ty
h kombina
ji), taka »e

A2 = A1B. Nie
h x̂ ∈ Kn. Wektor ten mo»emy przedstawi¢ w posta
i blokowej,

x̂ =

[
x1

x2

], dla x1 ∈ Kr, x2 ∈ Kn−r. Wektor x̂ jest elementem przestrzeni ker Âwtedy, gdy

Âx̂ =
[
A1 A1B

] [
x1

x2

]
= A1(x1+ Bx2) = 0.

Ma
ierz A1 jest kolumnowo regularna, z 
zego naty
hmiast wynika, »e jej j¡drojest podprzestrzeni¡ zerow¡. Wobe
 tego musi by¢ x1+ Bx2 = 0, a zatem
x1 = −Bx2. Mamy st¡d

ker Â =
{ [

−B

In−r

]
x2 : x2 ∈ Kn−r

}
.

Poniewa» wektor x2 ∈ Kn−r mo»na wybra¢ dowolnie, wi�
 baz� przestrzeni ker Âotrzymamy bior¡
 np. wektory e1, . . . ,en−r ∈ Kn−r. Wtedy otrzymamy baz�
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zªo»on¡ z wektorów

x̂1 =

[
−b1

e1

]
, . . . , x̂n−r =

[
−bn−r

en−r

]
,

gdzie bi jest i-t¡ kolumn¡ ma
ierzy B. Baz� przestrzeni kerA otrzymamyprzestawiaj¡
 odpowiednio wspóª
zynniki wektorów x̂i. Wymiar tej przestrzeni,jak si� przekonali±my, jest równy n− r = n− rankA. Naty
hmiast wynika st¡d

Stwierdzenie: Dla dowolnej ma
ierzy A ∈ Km,n za
hodzi równo±¢
n = dimkerA+ dim imA.

Twierdzenie: Dla dowolnej ma
ierzy A ∈ Cm,n za
hodz¡ równo±
i

Cm = imA⊕ kerAH, Cn = imAH⊕ kerA(dla A ∈ Rm,n lub A ∈ Qm,n sprz�»enie hermitowskie ma
ierzy zast�pujemy przeztranspozy
j�).Dowód: Wystar
zy udowodni¢ pierwsz¡ z ty
h równo±
i. Obie przestrzenie, imAi kerAH, s¡ podprzestrzeniami przestrzeni Cm. Je±li y ∈ imA, to istnieje wektor

x ∈ Cn, taki »e y = Ax. Je±li równo
ze±nie y ∈ kerAH, 
zyli AHy = 0, to

yHy = xHAHy = 0, ale y = [y1, . . . , ym]T (dla pewny
h li
zb zespolony
h

y1, . . . , ym), a zatem yHy =
∑m

k=1 |yk|
2 = 0 wtedy i tylko wtedy gdy

y1 = · · · = ym = 0, 
zyli y = 0. Tak wi�
 imA ∩ kerAH = {0}, 
zyli sumaalgebrai
zna ty
h przestrzeni jest sum¡ prost¡. Wymiar tej sumy jest wi�
 równydim(imA⊕ kerAH) = dim imA+ dimkerAH = rankA+ (m− rankAH) = m,
o ko«
zy dowód, bo je±li wymiar podprzestrzeni jest sko«
zony i równywymiarowi przestrzeni, to ta podprzestrze« jest niewªa±
iwa. 2
Uwaga: Twierdzenie to doty
zy ma
ierzy o wspóª
zynnika
h zespolony
h,rze
zywisty
h lub wymierny
h, ale nie mo»na go uogólni¢ na przypadekwspóª
zynników nale»¡
y
h do dowolnego 
iaªa. Istotnie, w dowodzieskorzystali±my z poj�
ia warto±
i bezwzgl�dnej i uporz¡dkowania li
zbrze
zywisty
h przez rela
j� �≤�.

Interpreta
ja ilo
zynu ma
ierzy

Nie
h A = [a1, . . . ,an] ∈ Km,n i B = [bij]i,j ∈ Kn,l. Mamy

AB =

[
n∑

k=1

akbk1, . . . ,

n∑

k=1

akbkl

]
.
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Kolumny ilo
zynu s¡ wi�
 kombina
jami liniowymi kolumn ma
ierzy A, a zatemim(AB) ⊂ imA, sk¡d wynikarank(AB) = dim im(AB) ≤ rankA.Podobnie, wiersze ilo
zynu ma
ierzy s¡ kombina
jami wierszy drugiego 
zynnika(ma
ierzy B); mo»emy st¡d wywnioskowa¢, »e im(AB)T ⊂ imBT, a st¡drank(AB) ≤ rankB. Ostate
znie, rank(AB) ≤ min(rankA, rankB).

Przykªad: Rz¡d obu ma
ierzy,

A =

[
1 1 1 1

1 1 −1 −1

] i B =





1 1

−1 −1

1 −1

−1 1




,

jest równy 2. I
h ilo
zyn jest ma
ierz¡ zerow¡ 2× 2, a zatem jego rz¡d jestrówny 0. Z drugiej strony, rz¡d ilo
zynu kwadratowy
h ma
ierzy n× n peªnegorz�du jest równy n.

Dla dowolnego wektora x ∈ Kl mamy (AB)x = A(Bx), jako »e mno»enie ma
ierzyjest ª¡
zne. Poniewa» ABx ∈ Km, wi�
 ma
ierz C = AB opisuje przeksztaª
enieliniowe, które jest zªo»eniem przeksztaª
enia Kl→ Kn reprezentowanego przezma
ierz B i przeksztaª
enia Kn→ Km reprezentowanego przez A.Stwierdzenie, »e rz¡d ilo
zynu ma
ierzy jest nie wi�kszy ni» rz¡d któregokolwiek
zynnika mo»emy te» uzasadni¢ geometry
znie, zauwa»aj¡
, »e obraz dowolnejpodprzestrzeni X ∈ Kn w przeksztaª
eniu liniowym Kn→ Km jest podprzestrzeni¡

Y ∈ Km, której wymiar nie mo»e by¢ wi�kszy ni» dimX.

Ma
ierze nieosobliwe

Dowolna ma
ierz A ∈ Kn,n okre±la przeksztaª
enie przestrzeni Kn w Kn.Poka»emy, »e ma
ierz jest nieosobliwa (
zyli istnieje jej odwrotno±¢) wtedy i tylkowtedy, gdy jest peªnego rz�du. Istotnie, kolumny a1, . . . ,an ma
ierzy peªnegorz�du s¡ liniowo niezale»ne i jest i
h n, 
zyli rozpi�ta przez nie podprzestrze«imA przestrzeni Kn jest niewªa±
iwa. Kolumny ma
ierzy A stanowi¡ baz�przestrzeni Kn, a wi�
 dowolny wektor y ∈ Kn mo»na przedstawi¢ w posta
i
y = x1a1+ · · · + xnan, przy 
zym ukªad wspóª
zynników x1, . . . , xn speªniaj¡
y
ht� równo±¢ jest tylko jeden. Istnieje zatem przeksztaª
enie odwrotne do A, któredowolnemu wektorowi y ∈ Kn przyporz¡dkowuje wektor x = [x1, . . . , xn]

T ∈ Kn.Przeksztaª
enie to jest o
zywi±
ie liniowe, a wi�
 istnieje ma
ierz B ∈ Kn,n, którareprezentuje to przeksztaª
enie. Ilo
zyn BA ty
h ma
ierzy reprezentuje zªo»enie
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obu ty
h przeksztaª
e«; przeksztaª
enie to jest przeksztaª
eniem to»samo±
iowymprzestrzeni Kn i jego ma
ierz jest jednostkowa.Z drugiej strony, je±li kolumny ma
ierzy A s¡ liniowo zale»ne, to reprezentowaneprzez ni¡ przeksztaª
enie nie jest ró»nowarto±
iowe. Gdyby istniaªa odwrotno±¢ma
ierzy A, to reprezentowaªaby przeksztaª
enie odwrotne, które nie istnieje. 2

Funk
jonaªy liniowe i przestrze« sprz�»ona

Def. Funk
jonaªem liniowym w przestrzeni liniowej V nad 
iaªem K nazywamyka»de przeksztaª
enie liniowe V → K(przypominam, »e zbiór K jest przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem K).

Def. Zbiór wszystki
h funk
jonaªów liniowy
h w ustalonej przestrzeni V nad
iaªem K (z odpowiednio okre±lonymi dziaªaniami) jest przestrzeni¡ liniow¡ nad

K. Przestrze« t� nazywamy przestrzeni¡ sprz�»on¡ (albo dualn¡) z V i ozna
zamysymbolem V∗ (który jest równowa»ny ozna
zeniu L(V ; K), ale krótszy).

Def. Funk
jonaª zerowy jest to funk
jonaª, który ka»demu wektorowi x ∈ Vprzyporz¡dkowuje 0. Funk
jonaª ten jest wektorem zerowym przestrzeni V∗.

Wymiary przestrzeni V i V∗ s¡ równe (
o wynika z w
ze±niejszy
h ustale« natemat wymiaru przestrzeni L(V1;V2)). Zauwa»my, »e zarówno elementyprzestrzeni V∗ s¡ funk
jonaªami liniowymi w przestrzeni V , jak i odwrotnie �dowolny element x przestrzeni V okre±la pewien funk
jonaª liniowy xw przestrzeni V∗, za pomo
¡ wzoru

∀ϕ∈V∗ x(ϕ) = ϕ(x).Przestrze« L(V∗; K) = V∗∗ funk
jonaªów liniowy
h na V∗ mo»emy wi�
 uto»sami¢z przestrzeni¡ V (na jednym z dalszy
h wykªadów wró
imy do tego). Ce
ha paryprzestrzeni V i V∗, która pozwala na �symetry
zne� i
h traktowanie, nazywa si�dualno±
i¡.
Def. Nie
h ukªad wektorów x1, . . . ,xn b�dzie baz¡ przestrzeni V . Ukªad wektorów

ϕ1, . . . , ϕn ∈ V∗ nazywamy baz¡ dualn¡ do x1, . . . ,xn je±li speªnione s¡ równania

ϕi(xj) = δij(δij, przypominam, to symbol Krone
kera, 1 dla i = j i 0 w prze
iwnym razie).

Naty
hmiast zauwa»amy, »e wybór bazy przestrzeni V okre±la baz� dualn¡jednozna
znie.
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Ponadto, je±li ukªad ϕ1, . . . , ϕn ∈ V∗ jest baz¡ dualn¡ bazy x1, . . . ,xn przestrzeni

V , to baza x1, . . . ,xn jest dualna wzgl�dem bazy ϕ1, . . . , ϕn.

Przykªady1. Przestrze« sprz�»ona z Kn to K1,n. Baza sprz�»ona z baz¡ e1, . . . ,en to ukªadwektorów (ma
ierzy wierszowy
h) eT1, . . . ,e
T
n.2. Elementy przestrzeni sprz�»onej z R[x]n (przestrzeni¡ wielomianów rze
zywisty
hstopnia 
o najwy»ej n; wymiar tej przestrzeni jest równy n+ 1) s¡ funk
jamiprzyporz¡dkowuj¡
ymi dowolnemu wielomianowi stopnia 
o najwy»ej n pewn¡li
zb� rze
zywist¡.Znajdziemy baz� sprz�»on¡ z baz¡ pot�gow¡, której elementami s¡ wektory(wielomiany) 1, x, x2, . . . , xn. �atwo jest przekona¢ si�, »e je±li przyjmiemyfunk
jonaª ϕ0 okre±lony wzorem ϕ0(w) = w(0), oraz funk
jonaªy ϕ1, . . . , ϕn,takie »e ϕk(w) = 1

k!
dk

dxk
w(x)|x=0, to otrzymamy baz� dualn¡.Nie
h x0, . . . , xn b�d¡ ustalonymi, parami ró»nymi li
zbami. Ukªad funk
jonaªów

ψ0, . . . , ψn, okre±lony
h wzorami ψi(w) = w(xi) jest baz¡ przestrzeni sprz�»onejz R[x]n. �atwo jest znale¹¢ dualn¡ do niej baz� przestrzeni wielomianów.Jej elementami s¡ wielomiany w0, . . . , wn, takie »e

wj(x) =
∏

k=0,...,n

k6=j

x− xk

xj− xk
.

Istotnie, wszystkie te funk
je s¡ wielomianami stopnia n, oraz wj(xi) = δij.

Obraz i j¡dro przeksztaª
enia liniowego

Rozszerzymy poj�
ie ma
ierzy, dopusz
zaj¡
, aby jej elementami byªy wektoryi funk
jonaªy (
zyli te» wektory, z przestrzeni sprz�»onej). W zasadzie jest touogólnienie w
ze±niejszy
h rozwa»a« na temat ma
ierzy blokowy
h. Dodawanietaki
h ma
ierzy polega na dodaniu odpowiedni
h wektorów (albo funk
jonaªów).Mno»enie takiej ma
ierzy przez skalar, a tak»e przez ma
ierz, którejwspóª
zynnikami s¡ skalary, jest okre±lone za pomo
¡ ty
h samy
h wzorów 
omno»enie ma
ierzy li
zbowy
h (tylko, »e symbole mno»enia i dodawaniawspóª
zynników maj¡ inne zna
zenie).

Ma
ierz, której wspóª
zynniki s¡ funk
jonaªami mo»emy pomno»y¢ przez ma
ierz,której wspóª
zynniki s¡ wektorami, przy 
zym �mno»enie� funk
jonaªu ϕi wektora x polega na obli
zeniu skalara � warto±
i wyra»enia ϕ(x).
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Uwaga: to mno»enie nie jest przemienne, tj. ilo
zyn xϕ, w którym taka kolejno±¢
zynników wynika z kolejno±
i mno»ony
h ma
ierzy, opisuje pewneprzeksztaª
enie liniowe; mo»emy je �pomno»y¢� z prawej strony przez wektor y(wspóª
zynnik kolejnej ma
ierzy, je±li taka wyst�puje w rozpatrywanymwyra»eniu) i otrzyma¢ wektor xϕ(y) (ilo
zyn wektora x i li
zby ϕ(y)), który jestobrazem wektora y w tym przeksztaª
eniu liniowym.

�atwo jest sprawdzi¢, »e wymienione dziaªania na ma
ierza
h, który
hwspóª
zynnikami s¡ wektorami i funk
jonaªami, maj¡ podobne wªasno±
ialgebrai
zne jak dodawanie i mno»enie ma
ierzy li
zbowy
h (w tym ª¡
zno±¢,rozdzielno±¢), mo»emy zatem w podobny sposób przeksztaª
a¢ wzory z takimima
ierzami.
Nie
h V1 i V2 b�d¡ ustalonymi przestrzeniami liniowymi nad 
iaªem K,o wymiara
h odpowiednio n i m. Przestrze« V1 jest wi�
 izomor�
zna z Kn,a V2 jest izomor�
zna z Km. Ustalmy baz� x1, . . . ,xn przestrzeni V1 i ustawmy jejelementy w ma
ierz wierszow¡ X = [x1, . . . ,xn]. Podobnie, z elementów ϕ1, . . . , ϕn

bazy dualnej ustawimy ma
ierz kolumnow¡ Φ =




ϕ1...

ϕn



.

Podobnie, bior¡
 elementy y1, . . . ,ym bazy przestrzeni V2 i elementy jej bazy

dualnej ψ1, . . . , ψm, okre±limy ma
ierze Y = [y1, . . . ,ym] i Ψ =




ψ1...

ψm



.

Mo»emy teraz zapisa¢ formalnie wiele opera
ji, o który
h doty
h
zas mogli±mytylko gestykulowa¢. We¹my dowolny wektor z ∈ V1. Wyra»enie

Φz =




ϕ1(z)...

ϕn(z)





jest wektorem w przestrzeni Kn (tj. li
zbow¡ ma
ierz¡ kolumnow¡), którejwspóª
zynniki odpowiadaj¡ przedstawieniu wektora z w bazie x1, . . . ,xn. Istotnie,

ϕi(c1x1+ · · · + cnxn) = c1ϕi(x1) + · · · + cnϕi(xn) = ci.Podobnie, maj¡
 dowolny wektor c = [c1, . . . , cn]
T ∈ Kn mo»emy wyrazi¢kombina
j� liniow¡ wektorów bazy x1, . . . ,xn o wspóª
zynnika
h c1, . . . , cnw posta
i ilo
zynu ma
ierzy Xc.

Ma
ierze X i Φ s¡ swoimi odwrotno±
iami, w tym sensie, »e ilo
zyn XΦreprezentuje przeksztaª
enie to»samo±
iowe przestrzeni V1; dla dowolnego wektora

z ∈ V1 wyra»enie XΦz jest równe z.
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Podobnie, ilo
zyn ΦX jest przeksztaª
eniem to»samo±
iowym przestrzeni Kn.Dla dowolnego wektora (ma
ierzy kolumnowej) c ∈ Kn za
hodzi równo±¢

ΦXc = c, a zatem mo»emy stwierdzi¢, »e ilo
zyn ΦX jest ma
ierz¡ jednostkow¡ In(która reprezentuje to»samo±
iowe przeksztaª
enie przestrzeni Kn). Mo»emy wi�
napisa¢ Φ = X−1, albo X = Φ−1, rozumiej¡
 to w ten sposób, »e je±li np. ma
ierz Xjest przeksztaª
eniem liniowym Kn→ V1, to Φ opisuje przeksztaª
enie odwrotne.

Tak wi�
 mno»enie przez opisane wy»ej ma
ierze, które uto»samimy z bazamiodpowiedni
h przestrzeni, okre±la izomor�zmy przestrzeni V1 z Kn i V2 z Km.We¹my teraz dowoln¡ ma
ierz A ∈ Km,n. Okre±la ona pewne przeksztaª
enieliniowe przestrzeni Kn w Km (polega ono na pomno»eniu ma
ierzy Ai przeksztaª
anego wektora c ∈ Kn). Wyra»enie YAΦ opisuje pewneprzeksztaª
enie liniowe g przestrzeni V1 w V2. Je±li obli
zamy obraz w tymprzeksztaª
eniu wektora z ∈ V1, to Φz jest ma
ierz¡ wspóª
zynników wektora zw bazie x1, . . . ,xn, za± AΦz jest ma
ierz¡ wspóª
zynników wektora g(z) w bazie

y1, . . . ,ym. Wresz
ie, g(z) = YAΦz.

Z w
ze±niejszy
h rozwa»a« wynika, »e je±li ustalimy bazy x1, . . . ,xn i y1, . . . ,ym,to ka»demu przeksztaª
eniu liniowemu g : V1→ V2 odpowiada jednozna
znieokre±lona ma
ierz A ∈ Km,n. Wybieraj¡
 bazy przestrzeni V1 i V2 ustalili±my wi�
izomor�zm przestrzeni przeksztaª
e«, L(V1;V2) i przestrzeni ma
ierzy, Km,n.

Def. J¡drem przeksztaª
enia liniowego g : V1→ V2 nazywamy zbiór

{ x ∈ V1 : g(x) = 0 }.Jest ono podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V1, ozna
zamy je symbolem kerg.Obrazem przeksztaª
enia g jest zbiór { y ∈ V2 : ∃x∈V1 y = g(x) }.Jest to podprzestrze« liniowa przestrzeni V2, któr¡ ozna
zamy symbolem img.

Mo»emy teraz poszukiwa¢ obrazu i j¡dra dowolnego przeksztaª
enia liniowego

g : V1→ V2. Jest jasne, »e wymiary obrazu i j¡dra przeksztaª
enia g s¡ takie samejak wymiary obrazu i j¡dra ma
ierzy A, reprezentuj¡
ej to przeksztaª
eniew jaki
hkolwiek baza
h X i Y. Maj¡
 te bazy i ma
ierz A, mo»emy wyzna
zy¢baz� przestrzeni imA (przez wybranie niezale»ny
h liniowo kolumn, ozna
zmy jesymbolami ai1 , . . . ,air , li
zba r jest rz�dem ma
ierzy A) i mamyimg = lin{Yai1 } ⊕ · · · ⊕ lin{Yair }i podobnie, maj¡
 baz� przestrzeni kerA zªo»on¡ z wektorów c1, . . . ,cn−r (sposóbi
h znalezienia znamy, 
ho¢ nie do ko«
a; polega on na rozwi¡zaniu ukªadówrówna« liniowy
h, o 
zym b�dzie mowa pó¹niej), mamykerg = lin{Xc1} ⊕ · · · ⊕ lin{Xcn−r}.

4.10

Nie
h ukªad wektorów x1, . . . ,xn b�dzie baz¡ pewnej przestrzeni V nad K. Nie
hma
ierz X reprezentuje t� baz�, a ma
ierz Φ jej baz� dualn¡. Wtedy dowolneprzeksztaª
enie g : V → V mo»emy przedstawi¢ w posta
i g = XAΦ, gdzie A jestpewn¡ ma
ierz¡ kwadratow¡. Ma
ierz t� (ina
zej: ma
ierz przeksztaª
enia gw bazie x1, . . . ,xn) mo»emy przedstawi¢ w posta
i ΦgX.

Mo»emy równie» przyj¡¢ dwie bazy przestrzeni V , reprezentowane odpowiednioprzez ma
ierze X i Y. Bazy dualne b�d¡ reprezentowane odpowiednio przezma
ierze Φ i Ψ. Przypu±¢my, »e znamy wspóª
zynniki dowolnego wektora z ∈ Vw bazie X. Wspóª
zynniki tego wektora w bazie Y mo»emy obli
zy¢ przezpomno»enie wektora wspóª
zynników w bazie X przez ma
ierz zmiany bazy B.Wyra»a si� ona wzorem B = ΨX.

Zadania i problemy

1. Udowodnij, »e rz¡d ma
ierzy nie zmieni si� wskutek wykonania »adnejz wymieniony
h ni»ej opera
ji:
• pomno»enie kolumny albo wiersza przez dowolny skalar ró»ny od 0,

• dodanie do kolumny (albo wiersza) innej kolumny (albo wiersza) pomno»onej(pomno»onego) przez dowolny skalar,

• przestawienie kolumn (albo wierszy).2. Udowodnij, »e ma
ierze A i AH maj¡ ten sam rz¡d.3. Nie
h
A =





1

2

3

4




, B =

[
1 −1 1 −1

]
, C =





1

2

2

1




,

D =
[
0 −1 2 −3

]
, E =





1

−2

2

−1




.

Obli
z ma
ierz F = ABCDE.4. Zbadaj, jaki jest rz¡d ma
ierzy





1 2 3 4 5

0 −1 2 −3 4

1 1 5 1 9

1 0 7 −2 13




,





0 1 −2 3 −4

−1 0 2 −3 4

2 −2 0 3 −4

−3 3 −3 0 4

4 −4 4 −4 0




.
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5. Nie
h n ≥ 4 i nie
h wektory x,y ∈ Rn b�d¡ niezale»ne liniowo. Znajd¹ j¡droma
ierzy A = [x,x + y,x − y,y] (ma
ierz jest tu przedstawiona w posta
iblokowej, tak aby uwido
zni¢ kolumny).6. Znajd¹ j¡dro i obraz przeksztaª
enia liniowego f : R[x]n→ R[x]n okre±lonegowzorem f(w) = x2w ′′.7. Wyzna
z wspóª
zynniki ma
ierzy przeksztaª
enia f z poprzedniego zadania,w bazie pot�gowej 1, x, x2, . . . , xn.8. Nie
h n > 1 i nie
h przeksztaª
enie g : R[x]n→ R[x]n−2 b�dzie okre±lone wzorem

g(w) = w ′′, a przeksztaª
enie h : R[x]n−2→ R[x]n wzorem h(w) = x2w. Wyzna
zma
ierze ty
h przeksztaª
e« w baza
h pot�gowy
h przestrzeni R[x]n i R[x]n−2i obli
z ilo
zyn ty
h ma
ierzy (to jest alternatywny sposób rozwi¡zaniapoprzedniego zadania).9. Udowodnij, »e w przestrzeni R[x]n ka»dy funk
jonaª liniowy jest kombina
j¡liniow¡ warto±
i funk
ji w ustalony
h punkta
h.10. Nie
h V = R[x]2. Poniewa» dimV∗ = dimV = 3, wi�
 dowolny funk
jonaª liniowy

ϕ w przestrzeni V mo»na przedstawi¢ w posta
i ϕ(f) = a0f(x0)+a1f(x1)+a2f(x2),
zyli ϕ = a0ϕ0+ a1ϕ1+ a2ϕ2, gdzie ϕi(f) = f(xi). Znajd¹ wspóª
zynniki w bazie

ϕ0, ϕ1, ϕ2 funk
jonaªu ϕ(f) =
∫1
0
f(x)dx.11. Nie
h U b�dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V , przy 
zym

n = dimU < m = dimV . Dowolny funk
jonaª liniowy ϕ ∈ V∗ jest funk
jonaªemliniowym okre±lonym w podprzestrzeni U, 
zyli ϕ ∈ U∗, a zatem V∗ ⊂ U∗. Alewtedy m = dimV∗ ≤ n = dimU∗, a wi�
 mamy sprze
zno±¢. Wyja±nij, gdzie tujest bª¡d i na 
zym on polega.

�wi
zenia potwórkowe

1. Nie
h z = (1,
√
3). Obli
z z−12.2. Zbadaj, 
zy zbiór ma
ierzy zespolony
h 2× 2, o posta
i

[
a −b

b a

]

z dziaªaniem mno»enia ma
ierzy jest grup¡. Je±li tak, to 
zy jest to grupaabelowa?3. Obli
z ma
ierz




1 2 0

0 1 2

0 0 1





12

.
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4. Obli
z ma
ierz B = A3− 3A2+ 3A− I4, gdzie

A =





2 1 0 0

1 2 0 0

0 0 3 1

0 0 1 3




.

5. Znajd¹ zbiór rozwi¡za« ukªadu równa« liniowy
h



(1, 2) (2,−1) (3, 4) (5, 3)

(0, 1) (1, 0) (0, 5) (1, 5)

(1, 0) (0,−1) (4, 3) (4, 2)









z1

z2

z3

z4




=




(13, 11)

(5, 13)

(14, 2)



 .

6. Znajd¹ rz¡d oraz baz� j¡dra i obrazu ma
ierzy




1 −2 3 −5

−2 3 −4 6

3 −4 5 −7

−4 5 −6 8





7. Wska» wymiar i baz� podprzestrzeni przestrzeni R[x]4, skªadaj¡
ej si�z wielomianów w speªniaj¡
y
h warunki w(−1) = w(1) i w ′(0) = 0.8. Obli
z wspóª
zynniki funk
jonaªu ϕ w przestrzeni R[x]2, danego wzorem

ϕ(w) =

∫1

0

w(x)dx,
w bazie dualnej do bazy w0, w1, w2, gdzie w0(x) = x(x− a), w1(x) = x(x+ a),

w2(x) = x2− a2, a = 1√
3

.Zaproponuj inny (ni» z u»y
iem podanego wy»ej wzoru) sposób obli
zaniawarto±
i ϕ(w) dla ustalonego wielomianu w.
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Ukªady równa« liniowy
h

Ukªad m równa« liniowy
h z n niewiadomymi mo»emy zapisa¢ w 
ztere
hrównowa»ny
h posta
ia
h. Pierwsza z ni
h jest �peªna�:






a11x1+ a12x2+ · · · + a1nxn = b1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1+ am2x2+ · · · + amnxn = bm.Druga to posta¢ ma
ierzowa,

Ax = b,z ma
ierz¡ wspóª
zynników A = [aij]i,j ∈ Km,n, wektorem niewiadomym x ∈ Kni wektorem prawej strony b ∈ Km. Rozwi¡zanie ukªadu w tej posta
iinterpretujemy jak znalezienie wektora (lub zbioru wektorów) x, którego obrazemw przeksztaª
eniu A jest wektor b.Trze
ia posta¢ polega na przedstawieniu wektora b jako kombina
ji liniowejkolumn ma
ierzy A = [a1, . . . ,an] ze wspóª
zynnikami x1, . . . , xn:

a1x1+ · · · + anxn = b.Rozwi¡zanie ukªadu polega na znalezieniu ty
h wspóª
zynników.Wresz
ie, 
zwarta posta¢ wygl¡da nast�puj¡
o:






ϕ1(x) = b1,

· · · · · · · · · · · ·
ϕm(x) = bm.Funk
jonaª liniowy ϕi ∈ (Kn)∗ dla i ∈ {1, . . . ,m} jest tu okre±lony wzorem

ϕi([x1, . . . , xn]
T) = ai1x1+ · · · + ainxn.Ka»de równanie liniowe jest kombina
j¡ liniow¡ równa« x1 = 0, . . . , xn = 0 i 0 = 1.Pierwsze n z ni
h mo»emy zapisa¢ w posta
i eH1 x = 0, . . . ,eHnx = 0 (ma
ierze

eH1 , . . . ,e
H
n reprezentuj¡ elementy bazy dualnej do e1, . . . ,en), a ostatnie z ni
hw posta
i 0x = 1 (ma
ierz zerowa, 0 ∈ K1,n reprezentuje funk
jonaª zerowy, 
zyliwektor zerowy przestrzeni sprz�»onej). Tak wi�
 w i-tym równaniu wyst�pujefunk
jonaª ϕi = ai1e

H
1 + · · · + aineHn. Rozwi¡zanie ukªadu polega na znalezieniutakiego wektora x, dla którego funk
jonaªy te przyjmuj¡ podane warto±
i.

Na podstawie poznany
h doty
h
zas faktów mo»emy poda¢ warunek istnieniarozwi¡za« dowolnego ukªadu równa« liniowy
h oraz zbada¢, 
zym jest zbiórrozwi¡za«. Ma
ierz [A,b] = [a1, . . . ,an,b], otrzyman¡ przez doª¡
zenie wektora bjako dodatkowej kolumny do ma
ierzy wspóª
zynników nazwiemyma
ierz¡ uzupeªnion¡.

5.2

Twierdzenie Krone
kera-Capellego: Ukªad m równa« liniowy
hz n niewiadomymi, Ax = b, ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy rz¡dma
ierzy A jest równy rz�dowi ma
ierzy uzupeªnionej [A,b].Ponadto, je±li wektor x jest rozwi¡zaniem ukªadu Ax = b, a z ∈ kerA, to wektor
x+z te» jest rozwi¡zaniem. Ka»de rozwi¡zanie mo»na przedstawi¢ w posta
i sumydowolnego innego rozwi¡zania i pewnego wektora nale»¡
ego do j¡dra ma
ierzy A.

Dowód: Lewa strona ukªadu (przedstawiona w drugiej z wymieniony
h wy»ejposta
i), po podstawieniu dowolny
h li
zb x1, . . . , xn, reprezentuje pewn¡kombina
j� liniow¡ kolumn ma
ierzy A. Wektor prawej strony, równy takiejkombina
ji, musi zatem by¢ elementem przestrzeni rozpi�tej przez kolumnyma
ierzy A, tj. imA.Je±li rz¡d ma
ierzy uzupeªnionej jest wi�kszy ni» rz¡d ma
ierzy A, to b /∈ imA,a zatem wektor b nie jest kombina
j¡ liniow¡ kolumn ma
ierzy A.Spo±ród kolumn ma
ierzy A mo»na wybra¢ baz� przestrzeni imA.Wektor b ∈ imA ma w tej bazie jednozna
znie okre±lone wspóª
zynniki.Rozwi¡zanie ukªadu otrzymujemy wstawiaj¡
 do tego 
i¡gu wspóª
zynników zeraw miejs
a
h odpowiadaj¡
y
h kolumnom nie nale»¡
ym do bazy.Jesli wektor x jest rozwi¡zaniem, a z ∈ kerA, to A(x + z) = Ax +Az = b + 0 = b.Przypu±¢my, »e wektory x i x ′ s¡ rozwi¡zaniami.Wtedy 0 = b − b = Ax ′ −Ax = A(x ′ − x), a zatem x ′ − x ∈ kerA. 2

Znaj¡
 pewne rozwi¡zanie x ukªadu Ax = b, mo»emy przedstawi¢ zbiórwszystki
h rozwi¡za« w posta
i sumy algebrai
znej zbioru jednoelementowegoi podprzestrzeni:

{x} + kerA = { y : y = x + z, Az = 0 }.
O wektorze x (i ka»dym innym elemen
ie tego zbioru) mówimy, »e jest torozwi¡zanie sz
zególne ukªadu równa«.

Rozwi¡zanie ogólne ukªadu jest to wyra»enie o posta
i

x +

n−r∑

k=1

ckyk,

w którym wektor x jest dowolnym rozwi¡zaniem sz
zególnym ukªadu, a ukªadwektorów y1, . . . ,yn−r jest baz¡ przestrzeni kerA. Warto±¢ tego wyra»enia dladowolny
h li
zb c1, . . . , cn−r jest rozwi¡zaniem sz
zególnym, ka»demu rozwi¡zaniusz
zególnemu odpowiada inny ukªad li
zb c1, . . . , cn−r i nie ma »adny
h inny
hrozwi¡za«.
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Metoda rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h

W wyzna
zaniu zbioru rozwi¡za« mo»na wyró»ni¢ dwa 
ele: sprawdzenie, 
zyukªad jest niesprze
zny oraz znalezienie dowolnego rozwi¡zania sz
zególnegoi przestrzeni kerA. Ogólna metoda rozwi¡zywania ukªadu równa« polega natakim jego przeksztaª
aniu, aby otrzyma¢ ukªad równowa»ny (z dokªadno±
i¡ douporz¡dkowania niewiadomy
h), ªatwiejszy do rozwi¡zania. Celem jest otrzymanieukªadu dostate
znie prostego, aby ªatwo byªo wskaza¢ zbiór jego rozwi¡za«(a w sz
zególno±
i przekona¢ si�, 
zy jest on niepusty).

Przedstawiona ni»ej metoda rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h znana jestpod nazw¡ elimina
ji Gaussa, 
ho¢ byªa u»ywana zna
znie w
ze±niej ni» Gaussmógª si� ni¡ zajmowa¢ (pono¢ jedna z 
hi«ski
h ksi¡g z 
zasów dynastii Hanzawiera opis rozwi¡zywania ukªadów dwó
h i trze
h równa«).

Ukªad mo»emy reprezentowa¢ za pomo
¡ ma
ierzy A i wektora b, albo za pomo
¡ma
ierzy uzupeªnionej, [A,b], o wymiara
h m× n+ 1. Przeksztaª
aj¡
 ukªadb�dziemy wykonywa¢ nast�puj¡
e 
zynno±
i:

• zmian� kolejno±
i równa« ukªadu (odpowiada to przestawianiu wierszyma
ierzy [A,b]),

• zmian� kolejno±
i niewiadomy
h (odpowiada to przestawianiu kolumn ma
ierzy A;kolejno wykonane przestawienia trzeba zapami�ta¢, aby po obli
zeniuniewiadomy
h odpowiednio je uporz¡dkowa¢),

• dodanie do wiersza ma
ierzy [A,b] innego wiersza pomno»onego przez dowoln¡li
zb�.
Przeksztaª
enie ukªadu wymaga wykonania r = rankA ≤ min(m,n) kroków.Przed wykonaniem k-tego kroku mamy ma
ierz A(k−1) i wektor prawej strony

b(k−1), które przedstawiamy w posta
i





R(k−1) T (k−1)

0

a
(k−1)

kk a
(k−1)

k,k+1 . . . a
(k−1)

kn

a
(k−1)

k+1,k a
(k−1)

k+1,k+1 . . . a
(k−1)

k+1,n... ... ...

a
(k−1)

mk a
(k−1)

m,k+1 . . . a
(k−1)
mn




,





b
(k−1)

1

b
(k−1)

k

b
(k−1)

k+1...

b
(k−1)
m




.

Blok R(k−1) o wymiara
h k− 1× k− 1 jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡, a pod nimznajduje si� (zazna
zony symbolem 0) blok zªo»ony z samy
h zer. Przedpierwszym krokiem (k = 1) mamy ma
ierz A(0) = A z pustym blokiem R(0)i wektor b(0) = b (na po
z¡tku którego mamy pusty blok b
(0)

1 ).

5.4

Je±li wszystkie wspóª
zynniki ma
ierzy A(k−1) w wiersza
h k, . . . ,m s¡ równe 0, to
r = k − 1 i pra
a polegaj¡
a na przeksztaª
aniu ukªadu zostaªa zako«
zona.W prze
iwnym razie, je±li a(k−1)

kk = a
(k−1)

k+1,k = · · · = a
(k−1)

mk = 0, to musimy k-t¡kolumn� ma
ierzy A(k) zamieni¢ miejs
ami z inn¡ kolumn¡, która w k-tymwierszu lub ni»ej ma ró»ny od zera wspóª
zynnik (a zatem zmieniamy kolejno±¢niewiadomy
h).

Je±li po ewentualnym przestawieniu kolumn wspóª
zynnik na diagonali w k-tejkolumnie jest równy 0, to wyszukujemy w tej kolumnie poni»ej diagonaliwspóª
zynnik ró»ny od zera. Je±li znajdziemy go w wierszu j-tym, toprzestawiamy wiersze k i j i zamieniamy odpowiednie wspóªrz�dne wektora prawejstrony.
W ten sposób zapewnili±my, »e a(k−1)

kk 6= 0 (uwaga: powinienem ten wspóª
zynnikozna
zy¢ ina
zej, ale nadmierna li
zba ró»ny
h symboli mo»e by¢ gro¹niejsza ni»drobna nie±
isªo±¢). Mo»emy wi�
 wykona¢ nast�puj¡
e przeksztaª
enie:dla i = k+ 1, . . . ,m obli
zamy lik = a
(k−1)

ik /a
(k−1)

kk i przypisujemy

a
(k)

ij := a
(k−1)

ij − lika
(k−1)

kj dla j = 1, . . . , n (w sz
zególno±
i wynika st¡d a(k)

ij = 0dla j ≤ k, nie musimy tego obli
za¢) oraz b(k)

i := b
(k−1)

i − likb
(k−1)

k .W ten sposób w k-tej kolumnie pod diagonal¡ pojawiaj¡ si� zera, a przeksztaª
onama
ierz A(k) i wektor prawej strony b(k) reprezentuj¡ równowa»ny ukªad równa«liniowy
h.
Po wykonaniu r taki
h kroków otrzymamy ma
ierz uzupeªnion¡ [A(r),b(r)], którareprezentuje ukªad równa« liniowy
h równowa»ny ukªadowi wyj±
iowemu.Ma
ierz ta ma nast�puj¡
¡ posta¢ blokow¡:

[
R(r) T (r) b

(r)

1

0 0 b
(r)

2

]
.

Blok R(r) o wymiara
h r× r jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡. Poniewa» wszystkiewspóª
zynniki na diagonali tego bloku s¡ ró»ne od 0, wi�
 jest to ma
ierznieosobliwa.
Blok T (r) ma wymiary n− r× r i w ogólno±
i mo»e mie¢ dowolne wspóª
zynniki.Poni»ej bloków R(r) i T (r) mamy bloki z wszystkimi wspóª
zynnikami równymi 0.Bloki b

(r)

1 ∈ Kr i b
(r)

2 ∈ Km−r powstaj¡ z podziaªu przeksztaª
onego wektora prawejstrony. Otrzymany ukªad równa« mo»na przedstawi¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

{
R(r)x1+ T (r)x2 = b

(r)

1 ,

0x1+ 0x2 = b
(r)

2 .Przeprowadzimy dyskusj� mo»liwy
h rozwi¡za« ukªadu o tej sz
zególnej posta
i.
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Ukªad jest sprze
zny je±li b
(r)

2 6= 0. Przyjmijmy zatem, »e b
(r)

2 = 0. Je±li blok T (r)ma 0 kolumn (
zyli r = n), to ma
ierz wspóª
zynników ukªadu jest kolumnoworegularna i ukªad jest okre±lony, tj. ma jednozna
zne rozwi¡zanie. W prze
iwnymrazie mo»emy przyj¡¢ dowolny wektor x2 ∈ Kn−r, a nast�pnie obli
zy¢ wektor x1,który jest jedynym rozwi¡zaniem ukªadu R(r)x1 = b − T (r)x2. Rozwi¡zaniem
aªego ukªadu jest wektor x̂ =

[
x1

x2

]. Je±li nie przestawiali±my kolumnma
ierzy A, to jest to równie» rozwi¡zanie wyj±
iowego ukªadu równa«.W prze
iwnym razie trzeba odpowiednio poprzestawia¢ obli
zone niewiadome, tj.wspóª
zynniki wektora x̂.

Rozwi¡zanie ukªadu równa« z nieosobliw¡ ma
ierz¡ trójk¡tn¡ R(r) jest ªatwe.Mo»emy niezbyt ±
i±le powiedzie¢, »e niewiadoma xi nie wyst�puje w danymrównaniu, je±li jest w nim pomno»ona przez wspóª
zynnik równy 0. Rozpatruj¡
równania �od ko«
a� zauwa»amy, »e w ka»dym z ni
h wyst�puje tylko jednaniewiadoma nieobe
na w poprzedni
h równania
h. Sposób jej obli
zenia, opartyna tym spostrze»eniu, jest o
zywisty.

Rozkªad trójk¡tny ma
ierzy

Opisana wy»ej metoda rozwi¡zywania ukªadu m równa« liniowy
hz n niewiadomymi, Ax = b, skªada si� z dwó
h etapów. Etap pierwszy polega naprzeksztaª
eniu ukªadu w taki sposób, aby otrzyma¢ ukªad równowa»nyz ma
ierz¡ trójk¡tn¡. Dokonamy nowej interpreta
ji tego pro
esu.

Przypu±¢my, »e nie za
hodzi konie
zno±¢ przestawiania równa« (wierszy ma
ierzyuzupeªnionej [A,b]), ani niewiadomy
h (które odpowiada przestawianiu kolumnma
ierzy A). W kroku k dla i = k+ 1, . . . ,m obli
zamy li
zb� lik i do i-tegowiersza ma
ierzy ukªadu dodajemy wiersz k-ty pomno»ony przez −lik. Dziaªanieto jest równowa»ne obli
zeniu ma
ierzy [A(k),b(k)] = L−1
k [A(k−1),b(k−1)], gdzie

Lk =





1 . . .

1

lk+1,k 1... . . .

lm,k 1





, L−1
k =





1 . . .

1

−lk+1,k 1... . . .
−lm,k 1





(ma
ierze te maj¡ wymiary n× n; nie zazna
zone wspóª
zynniki s¡ równe 0).Ma
ierze te mo»emy przedstawi¢ w nast�puj¡
ej posta
i: Lk = Im+ lke
T
k oraz

L−1
k = Im− lke

T
k, gdzie lk = [0, . . . , 0, lk+1,k, . . . , lm,k]

T.
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Po wykonaniu r = rankA kroków otrzymujemy ma
ierz trójk¡tn¡ górn¡ R = A(r).Mo»emy napisa¢

R = L−1
r . . . L

−1
1 A = L−1A, 
zyli A = L1 . . . LrR = LR.Ma
ierz L jest ilo
zynem ma
ierzy trójk¡tny
h dolny
h, a zatem jest równie»ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡. Co wi�
ej, mo»emy si� przekona¢, »e dla i > k ≤ rwspóª
zynnik ma
ierzy L w i-tym wierszu i k-tej kolumnie jest równy lik.Wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy L s¡ równe 1, a pozostaªe s¡ równe 0.

Pro
edura przeksztaª
ania ukªadu doprowadziªa do znalezienia ma
ierzytrójk¡tnej dolnej L ∈ Km,m i trójk¡tnej górnej R ∈ Km,n, taki
h »e A = LR.Przedstawienie ma
ierzy A w posta
i ilo
zynu ty
h ma
ierzy nazywa si�rozkªadem trójk¡tno-trójk¡tnym (w skró
ie � rozkªadem trójk¡tnym). Zbadamy,
zego rozkªad otrzymamy, je±li w trak
ie przeksztaª
ania ukªadu przestawiamywiersze i kolumny.

Je±li przed wykonaniem k-tego kroku elimina
ji przestawiamy kolumnyo indeksa
h k i q(k) oraz wiersze k i p(k), to jest to równowa»ne pomno»eniuprzeksztaª
anej ma
ierzy z prawej strony przez ma
ierz transpozy
ji Tk,q(k) ∈ Kn,ni z lewej strony przez Tk,p(t) ∈ Km,m. Zatem, po wykonaniu 
aªego przeksztaª
eniaotrzymamy ma
ierz
R = L−1

r Tr,p(r) . . . L
−1
1 T1,p(1)AT1,q(1) . . . Tr,q(r) = UAQ−1.Ma
ierz Q−1 = T1,q(1) . . . Tr,q(r) jest ma
ierz¡ permuta
ji; poniewa» odwrotno±
i¡dowolnej transpozy
ji jest ta sama transpozy
ja, a ponadto ma
ierze transpozy
jis¡ symetry
zne, wi�
 Q = Tr,q(r) . . . T1,q(1) oraz Q−1 = QT.

Przekonamy si�, »e ma
ierz U mo»emy przedstawi¢ w posta
i

U = L−1
r Tr,p(r) . . . L

−1
1 T1,p(1) = L̂−1

r . . . L̂
−1
1 Tr,p(r) . . . T1,p(1) = L̂−1P.Nie
h l > k; we¹my ma
ierz transpozy
ji Tjl takiej »e k < j ≤ l. Przeksztaª
imywyra»enie

TjlL
−1
k Tjl = Tjl(Im− lke

T
k)Tjl = Im− Tjllke

T
kTjl.Mamy eTkTjl = eTk (transpozy
ja Tjl przestawia w ek wspóª
zynniki na pozy
ja
hwi�kszy
h od k, 
zyli zera), a ponadto istnieje wektor�lk = [0, . . . , 0,�lk+1,k, . . . ,�lm,k]T = Tjl[0, . . . , 0, lk+1,k, . . . , lm,k]

T (oba wektory, lk i �lk,maj¡ k po
z¡tkowy
h wspóª
zynników równy
h 0). St¡d wynika istnienie wektora

l̂k, takiego »e

Tr,p(r) . . . Tk+1,p(k+1)(Im− lke
T
k) = (Im− l̂ke

T
k)Tr,p(r) . . . Tk+1,p(k+1).
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Ma
ierz L̂−1
k = Im− l̂ke

T
k jest wi�
 ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡, która poza diagonal¡i k-t¡ kolumn¡ ma wszystkie wspóª
zynniki równe 0. Zatem, ma
ierz

L−1 = L̂−1
r . . . L̂

−1
1 jest trójk¡tna dolna. Mamy wi�


R = L−1PAQ−1, 
zyli PAQ−1 = LR.Ma
ierze P i Q s¡ ma
ierzami permuta
ji. W wyniku elimina
ji otrzymali±mywi�
 
zynniki L i R rozkªadu trójk¡tnego ma
ierzy powstaªej z A przezprzestawienie wierszy i kolumn.

Twierdzenie: Dla dowolnej ma
ierzy A ∈ Km,n rz�du r istniej¡ ma
ierzepermuta
ji P ∈ Km,m i Q ∈ Kn,n, oraz ma
ierz trójk¡tna dolna L ∈ Km,m i ma
ierztrójk¡tna górna R ∈ Km,n, takie »e

PAQ−1 = LRprzy 
zym wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy L s¡ równe 1 i w kolumna
h

r+ 1, . . . , n tej ma
ierzy wszystkie inne wspóª
zynniki s¡ równe 0.Dla ustalony
h ma
ierzy P i Q rozkªad ten (o ile istnieje) jest jednozna
zny.Dowód: Istnienie opisany
h w twierdzeniu ma
ierzy wynika z wykonalno±
ipro
edury elimina
ji i z ra
hunków przeprowadzony
h przed 
hwil¡. Pozostaªozatem udowodnienie jednozna
zno±
i rozkªadu, je±li ma
ierze P i Q s¡ ustalone.Ozna
zmy Â = PAQ−1. Ma
ierz t� przedstawimy w posta
i blokowej,

Â =

[
A11 A12

A21 A22

]
,

z blokiem A11 o wymiara
h r× r (r = rankA), A12 r× n− r, A21 m− r× ri A22 m− r× n− r. Je±li r = m lub r = n, to odpowiednie bloki b�d¡ puste. Blok

A11 jest ma
ierz¡ nieosobliw¡.Ma
ierze L i R równie» przedstawimy w posta
i

L =

[
L11 0

L21 L22

]
, R =

[
R11 R12

0 0

]
,

z blokami L11 i R11 nieosobliwymi o wymiara
h r× r. Mamy wtedy A11 = L11R11.Gdyby istniaªy równie» inne ma
ierze r× r, takie »e A11 = L̂11R̂11, to mieliby±myrówno±
i

L11R11 = L̂11R̂11, 
zyli L̂−1
11L11 = R̂11R

−1
11 ,przy 
zym ma
ierz L̂−1

11L11 jest trójk¡tna dolna, ma
ierz R̂11R−1
11 jest trójk¡tnagórna, a wi�
 obie te ma
ierze s¡ diagonalne. Poniewa» wszystkie wspóª
zynniki
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na diagonali ma
ierzy L̂−1
11 i L11 s¡ równe 1, wi�
 ilo
zyn ty
h ma
ierzy jestma
ierz¡ jednostkow¡ r× r. St¡d

L̂−1
11L11 = Ir = R̂11R

−1
11 , a zatem L̂11 = L11, R̂11 = R11.

Pozostaªe bloki ma
ierzy L i R znajdujemy tak: A21 = L21R11, 
zyli L21 = A21R
−1
11 .Z zaªo»e« twierdzenia wynika, »e L22 = Im−r. Musi te» by¢ R12 = L−1

11A21.Tak wi�
 wszystkie bloki ma
ierzy L i R s¡ okre±lone jednozna
znie. 2

Uwaga: Je±li ma
ierz A nie jest kwadratowa nieosobliwa, to ma
ierz P lub Qw rozkªadzie PAQ−1 = LR mo»e nie by¢ okre±lona jednozna
znie. Istotnie, je±li pozako«
zeniu elimina
ji zostan¡ wiersze lub kolumny z wszystkimiwspóª
zynnikami równymi 0, to mo»emy je przestawia¢ dowolnie.Je±li r < m, to blok L22 ma
ierzy L jest niepusty. Mo»emy zauwa»y¢, »e wybieraj¡
dowolne wspóª
zynniki w tym bloku zawsze b�dziemy mieli równo±¢ Â = LR.

Koszt metody elimina
ji Gaussa

Elimina
ja Gaussa jest u»yte
zn¡ i dzi�ki prosto
ie popularn¡ metod¡numery
zn¡ rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h. Sposób jejzaprogramowania b�dzie przedstawiony pó¹niej, a teraz zbadamy jej koszt.

Czas dziaªania dowolnej pro
edury jest propor
jonalny do li
zby wykonany
hdziaªa«. Poniewa» ró»ne komputery wykonuj¡ te dziaªania z ró»n¡ pr�dko±
i¡(i w
i¡» s¡ ulepszane), wi�
 bardziej obiektywny od mierzenia 
zasu obli
ze«sposób o
eniania jako±
i algorytmów polega na obli
zeniu lub osza
owaniu li
zbydziaªa«. Prawie nigdy nie li
zy si� wszystki
h dziaªa«, tylko wyró»nionedziaªania dominuj¡
e, to zna
zy takie, który
h wykonanie zawsze trwa dªu»ej ni»
zas wykonywania pozostaªy
h dziaªa« pomno»ony przez pewien 
zynnik staªy.

Wygodn¡ jednostk¡ do ty
h obli
ze« jest 1OPMS, tj. suma 
zasu jednegomno»enia i jednego dodawania lub odejmowania wspóª
zynników ma
ierzy (któres¡ naj
z�±
iej reprezentowane jako li
zby zmiennopozy
yjne). Taka para opera
jijest dziaªaniem dominuj¡
ym w wi�kszo±
i algorytmów numery
znej algebryliniowej. Obli
zymy koszt (w ty
h jednostka
h) wykonania rozkªadu ma
ierzymetod¡ elimina
ji Gaussa, bez przestawiania wierszy i kolumn (które nie wymagawykonywania dziaªa« zmiennopozy
yjny
h).

Uwaga: Nie obli
zamy tu 
aªego kosztu rozwi¡zywania ukªadu równa«, bo niezajmiemy si� przeksztaª
aniem wektora prawej strony (to na ¢wi
zenia
h).
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Zaªó»my, »e ma
ierz rze
zywista A ma wymiary m× n, a jej rz¡d jest równy r.Musimy zatem wykona¢ r kroków elimina
ji. Blok ma
ierzy A, któryprzetwarzamy w k-tym kroku ma wymiary s× t, gdzie s = m− k+ 1,

t = n− k+ 1. Przetwarzaj¡
 ten blok wykonujemy s− 1 dziele« (w 
elu obli
zeniawspóª
zynników lik = a
(k−1)

ik /a
(k−1)

kk ), a nast�pnie (s− 1)(t− 1) mno»e«i odejmowa« (pod
zas obli
zania a(k)

ij = a
(k−1)

ij − lik ∗ a(k−1)

kj dla i = k+ 1, . . . ,m,

j = k+ 1, . . . , n). Czas dzielenia przyjmiemy równy 1OPMS. Zatem na dziaªaniazmiennopozy
yjne zu»yjemy w k-tym kroku (s− 1)tOPMS, 
zyli

(n− k+ 1)(m− k)OPMS.

Koszt (sum� li
zb opera
ji zmiennopozy
yjny
h wykonany
h w posz
zególny
hkroka
h) znalezienia rozkªadu trójk¡tnego ma
ierzy obli
zamy tak:

r∑

k=1

(n− k+ 1)(m− k) =

r∑

k=1

((n + 1)m− (n+m+ 1)k+ k2) =

rm(n + 1) − (m+ n+ 1)

r∑

k=1

k+

r∑

k=1

k2.

Korzystaj¡
 z to»samo±
i

r∑

k=1

k =
1

2
r(r+ 1),

r∑

k=1

k2 =
1

6
r(r+ 1)(2r+ 1),

po uporz¡dkowaniu otrzymujemy

K(n,m, r) = r
(
m(n + 1) + (r+ 1)

(1
6
(2r+ 1) −

1

2
(m+ n+ 1)

))OPMS.W sz
zególnym przypadku, gdy rozkªadana ma
ierz jest kwadratowa i nieosobliwa(r = m = n), otrzymamy koszt

K(n) =
1

3
(n3− n)OPMS.

Bardzo 
z�sto w zadania
h prakty
zny
h wyst�puj¡ ukªady równa« z tzw.ma
ierzami rzadkimi, który
h wi�kszo±¢ wspóª
zynników jest równa 0. W takiejsytua
ji 
z�sto mo»na (i zawsze warto, a 
zasem konie
znie trzeba) zastosowa¢spe
jalny wariant elimina
ji, który nie wykonuje dziaªa« zb�dny
h, dzi�ki 
zemuzabiera zna
znie mniej 
zasu. Na przykªad, je±li ma
ierz jest trójdiagonalna(tj. aij = 0 dla |i− j| > 1), to mo»na przeprowadzi¢ elimina
j� kosztem rz�du
n dziaªa«.
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Konstruk
ja obrazu i j¡dra ma
ierzy

Nie
h ma
ierze L ∈ Km,m i R ∈ Km,n b�d¡ 
zynnikami rozkªadu trójk¡tnegoma
ierzy Â = PAQ−1. Znaj¡
 te 
zynniki oraz permuta
je P i Q mo»emy ªatwoznale¹¢ baz� obrazu i j¡dra ma
ierzy A.

Dziaªanie przeksztaª
enia opisanego przez ma
ierz Q−1 polega na takimprzestawieniu kolumn ma
ierzy A, »e pierwsze r = rankA kolumn ma
ierzy AQ−1jest liniowo niezale»ny
h. Kolumny te stanowi¡ baz� przestrzeni ma
ierzy imA.

Poniewa» ma
ierz L jest nieosobliwa, wi�
 j¡dro ma
ierzy Â = LR jest j¡dremma
ierzy R. Ma
ierz ta ma ostatnie m− r wierszy z samymi zerami, a wi�
 jejj¡dro jest równie» j¡drem ma
ierzy [R11, R12] otrzymanej po odrzu
eniu ty
hwierszy (bloki R11 i R12 s¡ te same, 
o w
ze±niej). J¡dro przestrzeni kerR skªadasi� z wektorów x̂ =

[
y

z

], taki
h »e
R11y + R12z = 0, 
zyli R11y = −R12z.Ma
ierz R11 jest nieosobliwa, a zatem dla ka»dego wektora z powy»szy ukªadrówna« ma jednozna
zne rozwi¡zanie. Podstawiaj¡
 zamiast z wektor ei ∈ Kn−rotrzymujemy po prawej stronie wektor równy i-tej kolumnie ma
ierzy R12pomno»onej przez −1. Rozwi¡zuj¡
 takie ukªady dla i = 1, . . . , n− r otrzymamy

n− r liniowo niezale»ny
h wektorów x̂1, . . . , x̂n−r, które stanowi¡ baz� przestrzenikerR. Maj¡
 t� baz�, mo»emy wskaza¢ baz� przestrzeni kerA; skªada si� onaz wektorów x1 = Q−1x̂1, . . . ,xn−r = Q−1x̂n−r. Istotnie,

Axi = P−1LRQxi = P−1LRQQ−1x̂i = P−1LRx̂i = 0.
Zadania i problemy

1. Udowodnij, »e

• ukªad równa« jest niesprze
zny wtedy i tylko wtedy, gdy równanie 0x = 1 nie jestkombina
j¡ liniow¡ równa« ukªadu,

• dwa niesprze
zne ukªady równa« liniowy
h s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy,gdy maj¡ ten sam zbiór rozwi¡za« (na wykªadzie byª dowód wynikania tylkow jedn¡ stron�).Wskazówka: Wybierz z ka»dego ukªadu maksymalny podukªad, który skªada si�z równa« liniowo niezale»ny
h, i udowodnij, »e te podukªady s¡ równowa»ne.Spróbuj u»y¢ w dowodzie poj�
ia przestrzeni sprz�»onej do Kn.
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2. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« Ax = b, gdzie

A =




0 1 2 3

1 2 3 4

1 1 1 1



 , b =




−3

−3

0



 .

Sprawd¹ wynik.3. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« Ax = b, gdzie

A =




(0, 0) (1, 0) (2, 1)

(1, 0) (0, 1) (−1, 2)

(1, 0) (0, 2) (−2, 4)



 , b =




(1, 1)

(0, 1)

(−1, 2)



 .

Sprawd¹ wynik.4. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A ∈ Km,n jest kolumnowo regularna, to pod
zasrozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h Ax = b nie trzeba przestawia¢ kolumn,a 
o najwy»ej tylko wiersze.5. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« liniowy
h Ax = b, gdzie

A =




1 1 1

1 a 1

1 1 a2



 , b =




1

−a

a2



 ,

w zale»no±
i od parametru a ∈ R. Sprawd¹ wynik.6. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A ∈ Kn,n jest nieosobliwa, to nast�puj¡
epost�powanie:

• Przyjmij ma
ierz M0 = [A, In] ∈ Kn,2n,

• Nie
h dla k > 0 ma
ierz Mk powstaje przez wykonanie jednej z nast�puj¡
y
hopera
ji: pomno»enie wiersza przez staª¡, przestawienie wierszy lub dodanie dowiersza innego wiersza pomno»onego przez dowoln¡ staª¡ (z taki
h opera
ji skªadasi� elimina
ja Gaussa bez przestawiania kolumn, ale dopusz
zamy dowolne takiedziaªania w dowolnej kolejno±
i),spowoduje, »e je±li w ma
ierzy Mk w miejs
u bloku A pojawi si� ma
ierzjednostkowa n× n, to w miejs
u bloku In pojawi si� ma
ierz A−1.7. Znajd¹ 
zynniki trójk¡tne ma
ierzy

A =




1 2 3

2 6 9

3 10 54



 .

Sprawd¹ wynik.
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8. Dokonaj rozkªadu ma
ierzy

A =




0 4 4

1 2 1

2 6 3





na 
zynniki trójk¡tne oraz odpowiednie ma
ierze permuta
ji. Sprawd¹ wynik.9. Obli
z koszt rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h Rx = b z nieosobliw¡ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ R.10. Def. Ma
ierz A = [aij]i,j ∈ Km,n nazywa si� ma
ierz¡ wst�gow¡, je±li istniej¡ staªe

k ≤ m oraz l ≤ n, takie »e je±li i− j > l lub j− i > k, to aij = 0(w ±wietle tej de�ni
ji ka»da ma
ierz jest wst�gowa, ale ni
 to).Li
zb� l nazwiemy doln¡ szeroko±
i¡ wst�gi, a k górn¡ szeroko±
i¡ wst�gima
ierzy A.Udowodnij, »e je±li ma
ierz wst�gowa A, której dolna szeroko±¢ wst�gi jest równa

l, a górna szeroko±¢ wst�gi jest równa k, jest ilo
zynem ma
ierzy trójk¡tnej dolnej

L = [lij]i,j ∈ Km,m i trójk¡tnej górnej górnej R = [rij]i,j ∈ Km,n, to ma
ierze te s¡wst�gowe, przy 
zym dolna szeroko±¢ wst�gi ma
ierzy L jest równa l, a górnaszeroko±¢ wst�gi ma
ierzy R jest równa k.11. Obli
z koszt znalezienia metod¡ elimina
ji Gaussa (bez przestawie«) 
zynnikówrozkªadu kwadratowej ma
ierzy wst�gowej.12. Napisz w Pas
alu lub C fragment programu, który obli
za ilo
zyn ma
ierzyhermitowskiej A ∈ Cn,n i wektora x ∈ Cn. Zakªadamy, »e ma
ierz A jestprze
howywana w tabli
y zmienny
h rze
zywisty
h a, n× n, w taki sposób, »e

a[i, j] = Reaij = Reaji dla i ≤ j oraz a[i, j] = Imaij = − Imaji dla i > j, natomiast
z�±
i rze
zywiste i urojone wspóª
zynników wektora x s¡ prze
howywanew osobny
h tabli
a
h li
zb rze
zywisty
h o dªugo±
i n.
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Podprzestrzenie, warstwy i przestrze« ilorazowa

Zasada abstrak
ji

Def. Nie
h ∼ ozna
za rela
j� dwuargumentow¡ w pewnym zbiorze X. Rela
j� t�nazywamy równowa»no±
i¡, je±li ma ona nast�puj¡
e wªasno±
i:

• zwrotno±¢, tj. ∀x∈Xx ∼ x,

• symetri�, tj. ∀x,y∈Xx ∼ y⇒ y ∼ x,

• prze
hodnio±¢, tj. ∀x,y,z∈Xx ∼ y oraz y ∼ z⇒ x ∼ z.

Twierdzenie (zasada abstrak
ji): Rela
ja równowa»no±
i dzieli zbiór X narozª¡
zne zbiory Xj, takie »e je±li x ∈ Xj to y ∈ Xj⇔ x ∼ y.Dowód jest prostym ¢wi
zeniem, wi�
 go na wykªadzie pominiemy.

Def. Nie
h X ozna
za zbiór, w którym jest okre±lona rela
ja równowa»no±
i ∼.Klas¡ abstrak
ji elementu x ∈ X nazywamy zbiór Xj wszystki
h elementów yzbioru X, taki
h »e x ∼ y.Dowolny element x klasy abstrak
ji Xj nazywamy reprezentantem tej klasy.

Przykªady:

• W zbiorze Z dla dowolnego n > 0 okre±lamy nast�puj¡
¡ rela
j� ∼:

x ∼ y⇔ (x− y) mod n = 0. Jest to rela
ja równowa»no±
i, która dzieli zbiór Z na

n klas abstrak
ji (jaki
h?).

• W zbiorze wielomianów zespolony
h stopnia 
o najwy»ej n okre±lamy rela
j� ∼warunkiem: w1 ∼ w2⇔ (w1(x) = 0⇔ w2(x) = 0).

Wiele ró»ny
h konstruk
ji w matematy
e (a zwªasz
za w algebrze) polega narozpatrywaniu klas abstrak
ji jako indywidualny
h obiektów. Przypomnijmy naprzykªad, »e aby formalnie zde�niowa¢ li
zby 
aªkowite, okre±la si� w zbiorze parli
zb naturalny
h nast�puj¡
¡ rela
j� �∼�: (a, b) ∼ (c, d)⇔ a+ d = b+ c (w tejde�ni
ji wyst�puje tylko dodawanie li
zb naturalny
h). Li
zby 
aªkowite to klasyabstrak
ji tej rela
ji. Podanie inny
h przykªadów to problem do zastanowienia.

Warstwy przestrzeni liniowej

Nie
h X b�dzie ustalon¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni liniowej V nad
iaªem K. Wprowadzimy nast�puj¡
¡ rela
j� w przestrzeni V :
x ∼ y⇔ x − y ∈ X.
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Mo»emy sprawdzi¢, »e jest to rela
ja równowa»no±
i. Istotnie, x − x = 0 ∈ X,a wi�
 rela
ja jest zwrotna. Je±li x − y = z ∈ X, to y − x = −z ∈ X, 
zyli rela
ja ∼jest symetry
zna. Wresz
ie, je±li x − y ∈ X oraz y − z ∈ X, to
x − z = (x − y) + (y − z) ∈ X, a zatem jest to równie» rela
ja prze
hodnia.

Def. Klasy abstrak
ji rela
ji ∼ okre±lonej wy»ej nazwiemy warstwamiprzestrzeni V równolegªymi do podprzestrzeni X. Klas� abstrak
ji wektora x ∈ Vozna
zymy symbolem [x] (trudno, b�dziemy stara¢ si� nie myli¢ tego symboluz zapisem ma
ierzy). W sz
zególno±
i warstwa zerowa, [0], jest zbiorem elementówpodprzestrzeni X.

Je±li podprzestrze« X jest podprzestrzeni¡ zerow¡, to wszystkie warstwy do niejrównolegªe s¡ zbiorami jednoelementowymi. Podobnie ªatwo jest sprawdzi¢, »eje±li podprzestrze« X jest niewªa±
iwa, tj. X = V , to jest tylko jedna warstwa �zbiór wszystki
h elementów przestrzeni V . Mi�dzy tymi przypadkami skrajnymimo»e by¢ wiele inny
h mo»liwo±
i.

Wszystkie warstwy przestrzeni V równolegªe do podprzestrzeni X s¡ równoli
zne.Aby tego dowie±¢, wystar
zy pokaza¢, »e ka»da warstwa jest równoli
znaz podprzestrzeni¡ X. Jest to ªatwe � je±li ustalimy dowolny wektor x ∈ [x], tomo»emy okre±li¢ przeksztaª
enie f : X→ [x] wzorem ∀z∈X f(z) = x + z i sprawdzi¢,»e jest to bijek
ja.

Maj¡
 wektor x ∈ V oraz baz� y1, . . . ,yl podprzestrzeni X, mo»emy warstw� [x]przedstawi¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

[x] = { y : y = x +

l∑

k=1

akyk, a1, . . . , al ∈ K }.
Mo»emy te» napisa¢ [x] = x + X (albo ±
i±lej [x] = {x} + X), rozumiej¡
, »e symbol�+� ozna
za tu sum� algebrai
zn¡.Wymiar warstwy równolegªej do podprzestrzeni X jest to li
zba dimX.

Mo»emy zauwa»y¢ nast�puj¡
y fakt: w takiej samej posta
i jak warstw� powy»ejprzedstawili±my rozwi¡zanie ogólne dowolnego niesprze
znego ukªadu równa«liniowy
h. Mamy st¡d wniosek, »e zbiór rozwi¡za« niesprze
znego ukªadu

m równa« liniowy
h z n niewiadomymi, Ax = b, jest warstw¡ równolegª¡ dopodprzestrzeni kerA ⊂ Kn.

Jest te» prawdziwe stwierdzenie odwrotne: ka»da warstwa przestrzeni Kn jestzbiorem rozwi¡za« pewnego ukªadu równa« liniowy
h. Teraz to udowodnimy.
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Def. Hiperpªasz
zyzn¡ w przestrzeni liniowej V o wymiarze n nazywamy jejdowoln¡ podprzestrze« liniow¡ o wymiarze n− 1.

Stwierdzenie: Ka»da hiperpªasz
zyzna w przestrzeni Kn jest zbiorem rozwi¡za«pewnego jednorodnego równania liniowego ϕ(x) = 0.Dowód: Nie
h z1, . . . ,zn−1 b�dzie baz¡ danej hiperpªasz
zyzny. Mo»na t� baz�rozszerzy¢ o 1 wektor, otrzymuj¡
 baz� z1, . . . ,zn przestrzeni Kn. Funk
jonaª,o którym mowa w stwierdzeniu, to element ϕn bazy ϕ1, . . . , ϕn dualnej do bazy

z1, . . . ,zn (funk
jonaª ten zale»y od zn, ale to nie szkodzi). 2

Twierdzenie: Dowolna podprzestrze« k-wymiarowa X przestrzeni n wymiarowej Vjest prze
i�
iem n− k lub wi�kszej li
zby hiperpªasz
zyzn.Dowód: Wystar
zy dowie±¢ tezy dla przestrzeni Kn. Podobnie jak w poprzednimstwierdzeniu, baz� z1, . . . ,zk podprzestrzeni X mo»emy rozszerzy¢ do bazy

z1, . . . ,zn przestrzeni Kn, a nast�pnie znale¹¢ baz� dualn¡ ϕ1, . . . , ϕn.Zbiorem rozwi¡za« równania ϕi(x) = 0 jest hiperpªasz
zyzna, któr¡ ozna
zymysymbolem πi. Zbiór rozwi¡za« ukªadu ϕk+1(x) = 0, . . . , ϕn(x) = 0 jest prze
i�
iemhiperpªasz
zyzn πk+1, . . . , πn. Zbiorem tym jest podprzestrze« X o wymiarze k,któr¡ w ten sposób przedstawili±my w posta
i prze
i�
ia n− k hiperpªasz
zyzn.Poka»emy, »e wymiar przestrzeni, która jest prze
i�
iem n− k hiperpªasz
zyzn,jest nie mniejszy ni» k. Przestrze« ta jest zbiorem rozwi¡za« pewnego ukªadu

n− k równa« (ka»de równanie okre±la jedn¡ z hiperpªasz
zyzn). Rz¡d ma
ierzywspóª
zynników tego ukªadu jest nie wi�kszy ni» n− k, a zatem wymiar jej j¡drajest nie mniejszy ni» n− (n − k) = k. 2

Twierdzenie: Dowolna warstwa k-wymiarowa przestrzeni Kn jest zbioremrozwi¡za« pewnego ukªadu równa« liniowy
h, który skªada si� 
o najmniej z n− krówna«.Dowód: Ustalmy dowoln¡ warstw� [x] ⊂ Kn równolegª¡ do podprzestrzeni

k-wymiarowej X. Na podstawie poprzedniego twierdzenia mo»emy skonstruowa¢ma
ierz A o wymiara
h n− k× n, której j¡drem jest podprzestrze« X (i nieumiemy skonstruowa¢ takiej ma
ierzy o mniejszej li
zbie wierszy).Je±li wektor y jest reprezentantem warstwy [x] (mo»na przyj¡¢ y = x), to ukªadrówna« liniowy
h, którego zbiorem rozwi¡za« jest warstwa [x] otrzymamy bior¡
ma
ierz wspóª
zynników A i wektor prawej strony b = Ay. 2

Przestrzenie ilorazowe

Nie
h X ozna
za ustalon¡ podprzestrze« liniow¡ przestrzeni V nad K. Zbiórelementów przestrzeni V jest sum¡ warstw równolegªy
h do X. Rozwa»my zbiór
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ty
h warstw. Mo»emy w nim okre±li¢ dodawanie warstw, wzorem
[x] + [y]

def

= [x + y],oraz mno»enie warstwy przez skalar a ∈ K, wzorem

a[x]

def

= [ax].Musimy jednak przekona¢ si�, »e powy»sze dziaªania s¡ dobrze okre±lone, 
oozna
za, »e wynik ka»dego z ty
h dziaªa« jest warstw¡ równolegª¡ do X i niezale»y od wyboru reprezentantów. To pierwsze jest o
zywiste: dla dowolnegowektora z ∈ V mo»emy skonstruowa¢ warstw� równolegª¡ do X, której z jestreprezentantem, a suma wektorów x + y i ilo
zyn ax s¡ wektorami.Dowód, »e wyniki dziaªa« nie zale»¡ od wyboru reprezentantów jest te» prosty.Nie
h x ′ ∈ [x], tj. x − x ′ = z ∈ X, oraz y ′ ∈ [y], 
zyli y − y ′ = w ∈ X.Je±li a ∈ [x + y], 
zyli (x + y) − a = b ∈ X, to
(x ′ + y ′) − a = (x − z) + (y − w) − a = b − z − w ∈ X,a zatem a ∈ [x ′ + y ′], 
o dowodzi, »e [x ′ + y ′] = [x + y].Dowód, »e je±li x ′ ∈ [x] to a[x ′] = a[x] pozostawiam na ¢wi
zenia.

Zbiór warstw przestrzeni V równolegªy
h do podprzestrzeni X ozna
zymysymbolem V/X. Zbiór ten z dziaªaniem dodawania warstw jest grup¡ abelow¡,której elementem neutralnym jest warstwa [0]. Mno»enie warstwy przez skalar jestrozdzielne wzgl�dem dodawania warstw, a tak»e dodawania skalarów:

∀a∈K, [x],[y]∈V/X a([x] + [y]) = a[x] + a[y],

∀a,b∈K, [x]∈V/X (a+ b)[x] = a[x] + b[x].Wresz
ie, prawdziwe s¡ warunki

∀a,b∈K, [x]∈V/X (ab)[x] = a(b[x]), ∀[x]∈V/X 1[x] = [x],a zatem zbiór V/X z dziaªaniem dodawania warstw i mno»enia warstw przez skalarjest przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem K. Przestrze« t� nazywamyprzestrzeni¡ ilorazow¡.

Podstawowe pytania, jakie nale»y zada¢ maj¡
 do 
zynienia z dowoln¡ przestrzeni¡liniow¡, to jaki jest jej wymiar i jak znale¹¢ jej baz� (je±li mo»na to zrobi¢).

Aby odpowiedzie¢ na te pytania, zaªó»my, »e dimX = k ≤ dimV = n i we¹mybaz� x1, . . . ,xk podprzestrzeni X. Doª¡
zaj¡
 do niej pewne wektory xk+1, . . . ,xn
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mo»emy otrzyma¢ baz� przestrzeni V . Udowodnimy, »e ukªad warstw

[xk+1], . . . , [xn] jest baz¡ przestrzeni ilorazowej V/X, której wymiar jest w zwi¡zkuz tym równy n− k.Przypu±¢my, »e ak+1[xk+1] + · · · + an[xn] = [0], a zatem istnieje wektor z ∈ X, taki»e ak+1xk+1+ · · · + anxn+ z = 0. Wektor z jest kombina
j¡ liniow¡ wektorów

x1, . . . ,xk, a zatem wyra»enie po lewej stronie powy»szej równo±
i mo»naprzedstawi¢ w posta
i a1x1+ · · · + anxn. Poniewa» ukªad wektorów x1, . . . ,xn jestbaz¡, wi�
 wszystkie wspóª
zynniki tej kombina
ji liniowej, w tym ak+1, . . . , an, s¡równe 0.Ukªad warstw [xk+1], . . . , [xn] jest wi�
 liniowo niezale»ny. Pozostaje dowie±¢, »ejest to maksymalny ukªad liniowo niezale»ny, tj. doª¡
zenie do niego dowolnejwarstwy [y] spowoduje powstanie ukªadu liniowo zale»nego. We¹my dowolnywektor y ∈ V , y /∈ X; istniej¡ li
zby b1, . . . , bn ∈ K, takie »e y = b1x1+ · · ·+ bnxni 
o najmniej jedna z li
zb bk+1, . . . , bn jest ró»na od 0. Rozwa»my równanie

ak+1[xk+1] + · · · + an[xn] − [y] = [0]. Je±li jest ono speªnione przez pewne li
zby

ak+1, . . . , an, to istnieje wektor z ∈ X, taki »e ak+1xk+1+ · · · + anxn− y + z = 0.Ale równanie to mo»emy przedstawi¢ w posta
i

(a1− b1)x1+ · · · + (an− bn)xn = 0 i speªniaj¡ je wspóª
zynniki ai = bidla i = 1, . . . , n. Co najmniej jedna z li
zb ak+1, . . . , an jest ró»na od 0, tak wi�
ukªad warstw [xk+1], . . . , [xn], [y] jest liniowo zale»ny. 2

Rozwa»my podprzestrzenie liniowe X i Y przestrzeni V , takie »e X ⊂ Y ⊂ V .Mo»emy okre±li¢ przestrzenie ilorazowe V/X i Y/X. Przestrze« Y/X jest zbioremwarstw przestrzeni V , równolegªy
h do X i zawarty
h w Y. Jest to wi�
 podzbiórprzestrzeni V/X, a poniewa» jest to przestrze« liniowa, jest ona wi�
podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V/X. Mo»emy zatem okre±li¢ przestrze«ilorazow¡ (V/X)/(Y/X). Zbadamy jej zwi¡zek z przestrzeni¡ V/Y.Przede wszystkim, ªatwo jest sprawdzi¢, »e dimV/Y = dim(V/X)/(Y/X), a wi�
przestrzenie te s¡ izomor�
zne. Elementami przestrzeni V/Y s¡ warstwyprzestrzeni V równolegªe do Y. Elementami przestrzeni (V/X)/(Y/X) s¡ warstwyprzestrzeni V/X, równolegªe do podprzestrzeni Y/X, która jest zbiorem warstwprzestrzeni Y równolegªy
h do X. Poniewa» przestrze« Y jest sum¡(teoriomnogo±
iow¡) swoi
h warstw równolegªy
h do X, wi�
 ka»dy element
[x] = x + Y (tu suma algebrai
zna) przestrzeni V/Y jest równie» sum¡(teoriomnogo±
iow¡) pewny
h warstw przestrzeni V równolegªy
h do X (
zylielementów przestrzeni V/X).

6.6
0

X

YPrzykªad. Rozwa»my przestrze« trójwymiarow¡ V ,jej podprzestrze« dwuwymiarow¡ Y (ªatwo j¡ sobiewyobrazi¢ jako pªasz
zyzn� zawieraj¡
¡ punkt przyj�tyza wektor 0) i jednowymiarow¡ podprzestrze« Xzawart¡ w Y (wyobra»amy j¡ sobie jako prost¡w pªasz
zy¹nie Y, prze
hodz¡
¡ przez 0).

Przestrze« Y/X jest zbiorem prosty
h równolegªy
h do X, które le»¡w pªasz
zy¹nie Y. Przestrze« V/X jest zbiorem wszystki
h prosty
hw przestrzeni V równolegªy
h do X. Przestrze« V/Y jest zbiorem pªasz
zyznrównolegªy
h do Y. Ka»d¡ tak¡ pªasz
zyzn� mo»na przedstawi¢ w posta
i sumypoªo»ony
h w niej prosty
h równolegªy
h do X. Tak wi�
 elementy przestrzeni

V/Y s¡ pªasz
zyznami (które mo»emy interpretowa¢ jako zbiory punktów),a elementy przestrzeni (V/X)/(Y/X) to te same pªasz
zyzny, które interpretujemyjako zbiory prosty
h równolegªy
h do X.

Ukªady wspóªrz�dny
h w przestrzeni liniowej

Def. Ukªadem wspóªrz�dny
h w zbiorze X nazywamy dowoln¡ funk
j�ró»nowarto±
iow¡ f : X→ Kn. Przy ustalonym f przestrze« Kn nazywa si�przestrzeni¡ wspóªrz�dny
h zbioru X.

Znaj¡
 wspóªrz�dne dowolnego elementu a ∈ X w zasadzie mo»emy znale¹¢ tenelement; de�ni
ja nie wyklu
za jednak mo»liwo±
i, »e pewien wektor v ∈ Knnie jest warto±
i¡ funk
ji f dla »adnego a ∈ X, ani nie podpowiada sposobuznajdowania a = f−1(v). W przypadku n-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad
iaªem K sz
zególnie wygodne jest posªugiwanie si� ukªadem wspóªrz�dny
h,który jest izomor�zmem przestrzeni V i Kn.

Dowolny izomor�zm przestrzeni V i Kn mo»emy skonstruowa¢ bior¡
 pewn¡ baz�

x1, . . . ,xn przestrzeni X i przyjmuj¡
, »e je±li z = a1x1+ · · · + anxn, to

f(z) = [a1, . . . , an]
T. Li
zby a1, . . . , an nazywamy wspóªrz�dnymi wektora x

w bazie x1, . . . ,xn i mo»emy je otrzyma¢ obli
zaj¡
 wyra»enie 


ϕ1(z)...

ϕn(z)



, które

zapisujemy kró
ej Φz. Ma
ierz Φ reprezentuje baz� sprz�»on¡ z baz¡ x1, . . . ,xn,której elementy ustawimy w ma
ierz X.
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Podobnie, mo»emy ustali¢ inn¡ (albo i t� sam¡) baz� y1, . . . ,yn i jej baz�sprz�»on¡ ψ1, . . . , ψn i przedstawi¢ je w posta
i ma
ierzy Y i Ψ. Wtedy ma
ierz

C = (cij)i,j = ΦY, o wspóª
zynnika
h cij = ϕi(yj), jest ma
ierz¡ zmiany bazy(to ju» byªo, tu jest tylko powtórzenie). Ma
ierz ta opisujezmian� ukªadu wspóªrz�dny
h, tj. umo»liwia obli
zenie wspóªrz�dny
h dowolnegowektora z w ukªadzie, którego ukªadem odniesienia jest baza x1, . . . ,xn, napodstawie wspóªrz�dny
h tego wektora w bazie y1, . . . ,yn.

Ma
ierze zmiany bazy maj¡ nast�puj¡
e wªasno±
i:

• S¡ jednozna
znie okre±lone przez odpowiednie bazy.

• Je±li A jest ma
ierz¡ przej±
ia od bazy x1, . . . ,xn do y1, . . . ,yn, a B jest ma
ierz¡przej±
ia od y1, . . . ,yn do z1, . . . ,zn, to ma
ierz przej±
ia od x1, . . . ,xn do

z1, . . . ,zn jest równa BA.

• S¡ nieosobliwe; maj¡
 dane dowolne bazy x1, . . . ,xn i y1, . . . ,yn mo»emy znale¹¢ma
ierz A przej±
ia od pierwszej z ni
h do drugiej, a tak»e od drugiej dopierwszej, 
zyli A−1.

• Ma
ierz¡ przej±
ia od bazy x1, . . . xn do x1, . . . xn jest ma
ierz jednostkowa In.

• Dowolna ma
ierz nieosobliwa jest ma
ierz¡ zmiany bazy. Mianowi
ie, ma
ierz Ajest ma
ierz¡ przej±
ia od bazy x1, . . . xn do bazy, której elementami s¡wspóª
zynniki ma
ierzy Y = [x1, . . . ,xn]A
−1.Udowodnimy to. Ozna
zmy wspóª
zynniki ma
ierzy Y symbolami y1, . . . ,yn. S¡to wektory liniowo niezale»ne, bo YA = X = [x1, . . . ,xn], a wi�
 mo»emy otrzyma¢baz� wyj±
iow¡ wybieraj¡
 odpowiednie kombina
je liniowe wektorów y1, . . . ,yn,zatem wektory te rozpinaj¡ przestrze« V . Dowolnemu wektorowi a ∈ Knodpowiada wektor x = Xa ∈ V . Podstawiaj¡
 X = YA mamy x = YAa = Yb, gdzie

b = Aa ∈ Kn jest wektorem wspóªrz�dny
h wektora x w bazie y1, . . . ,yn.

Dowolny funk
jonaª liniowy ξ mo»emy reprezentowa¢ za pomo
¡ pewnegowektora g ∈ Kn w ten sposób, »e je±li a ∈ Kn jest wektorem wspóªrz�dny
hwektora z ∈ V w bazie x1, . . . ,xn, to ξ(z) = gHa.

Uwaga: Je±li K = C, to we wzora
h powy»ej i poni»ej wyst�puje sprz�»eniehermitowskie, a w inny
h przypadka
h zwykªa transpozy
ja ma
ierzy. Powódsi�gania po li
zby sprz�»one ze wspóª
zynnikami zespolonymi wyja±ni si� najednym z dalszy
h wykªadów (byªo go wida¢ w dowodzie twierdzenia na str. 4.4).

Zbadajmy, jak przy zmianie bazy zmienia si� baza sprz�»ona. Nie
h C ozna
zama
ierz przej±
ia od bazy y1, . . . ,yn do x1, . . . ,xn. Nie
h teraz b ∈ Kn b�dziewektorem wspóªrz�dny
h wektora x w bazie y1, . . . ,yn. Mamy zatem a = Cb,
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zyli b = C−1a. Ten sam funk
jonaª ξ w bazie sprz�»onej z baz¡ y1, . . . ,yn jestreprezentowany przez wektor h = CHg; istotnie, hHb = gHCC−1a.

Je±li wi�
 dokonujemy zmiany bazy przestrzeni V i ma
ierz¡ zmiany bazy jest
C−1, to baza sprz�»ona podlega zmianie opisanej za pomo
¡ ma
ierzy C.W zwi¡zku z tym elementy przestrzeni V∗, 
zyli funk
jonaªy liniowe na V okre±lasi� mianem wektorów kowariantny
h (bardziej po polsku: wspóªzmienni
zy
h),a elementy przestrzeni V (
zyli �zwykªe� wektory) nosz¡ mianowektorów kontrawariantny
h (prze
iwzmienni
zy
h). Poniewa» role przestrzeni Vi V∗ mo»na zamieni¢, wi�
 ta terminologia ma 
harakter umowny.

Z powy»szy
h uwag na temat przestrzeni V i V∗ wynika, »e 
ho¢ s¡ to przestrzenieizomor�
zne (bo maj¡ ten sam wymiar), nie istnieje »aden �naturalny�izomor�zm, który byªby niezmienni
zy wzgl�dem wyboru baz. Istotnie, gdyby±myuto»samili elementy pewnej bazy x1, . . . ,xn przestrzeni V z elementami ϕ1, . . . , ϕnbazy sprz�»onej, to uto»samienie to nie doty
zy inny
h baz sprz�»ony
h ze sob¡;zauwa»my, »e w Kn na ogóª AHx 6= A−1x.

Przestrze« V∗∗, tj. przestrze« funk
jonaªów okre±lony
h w przestrzeni V∗ jestjednak ªatwo uto»sami¢ w rozpatrywanym sensie z przestrzeni¡ V . Wystar
zywzi¡¢ dowoln¡ baz� x1, . . . ,xn przestrzeni V , baz� z ni¡ sprz�»on¡ ϕ1, . . . , ϕnprzestrzeni V∗ i baz� f1, . . . , fn przestrzeni V∗∗ sprz�»on¡ z t¡ ostatni¡ baz¡.Uto»samiamy funk
jonaª fi z wektorem xi i sprawdzamy, »e dowolna zmiana bazyprzestrzeni V i odpowiadaj¡
a jej zmiana bazy przestrzeni V∗∗ s¡ opisane zapomo
¡ tej samej ma
ierzy.

Transforma
je ma
ierzy przeksztaª
e« liniowy
h

We¹my teraz dwie bazy x1, . . . ,xn i y1, . . . ,yn przestrzeni V , i
h bazy sprz�»one

ϕ1, . . . , ϕn i ψ1, . . . , ψn, a tak»e dwie bazy u1, . . . ,um i v1 . . . ,vm przestrzeni Wi bazy z nimi sprz�»one ω1, . . . ,ωm i γ1, . . . , γm. Bazy te b�dziemy reprezentowaliprzez ma
ierze odpowiednio X, Y, Φ, Ψ, oraz U, V , Ω i Γ . Interpretuj¡
 tema
ierze jako przeksztaª
enia, otrzymujemy zale»no±
i Φ = X−1, Ψ = Y−1,

U = Ω−1 i V = Γ−1. Dodatkowo ozna
zmy ma
ierz C = ΦY, która jest ma
ierz¡przej±
ia od bazy y1, . . . ,yn do x1, . . . ,xn i ma
ierz D = ΩV , która jest ma
ierz¡przej±
ia od bazy v1, . . . ,vm do u1, . . . ,um.

Nie
h A ozna
za ma
ierz pewnego przeksztaª
enia liniowego f : V →W w baza
h

x1, . . . ,xn i u1, . . . ,um. Ma
ierz B tego przeksztaª
enia w baza
h y1, . . . ,yni v1 . . . ,vm jest równa D−1AC. Istotnie, je±li wspóª
zynniki wektora b ∈ Kn s¡
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wspóªrz�dnymi wektora x w bazie y1, . . . ,yn, to wspóª
zynniki wektora Cb s¡wspóªrz�dnymi wektora x w bazie x1, . . . ,xn, wspóª
zynniki wektora ACb ∈ Kms¡ wspóªrz�dnymi wektora f(x) w bazie u1, . . . ,um i wresz
ie wektor

Bb = D−1ACb ∈ Km skªada si� ze wspóª
zynników f(x) w bazie v1, . . . ,vm.

Je±li ma
ierz A reprezentuje przeksztaª
enie liniowe f : V →W w baza
h

x1, . . . ,xn i u1, . . . ,um, to reprezentuje ona równie» pewne przeksztaª
enieprzestrzeni W∗ w V∗ w baza
h ω1, . . . ,ωm i ϕ1, . . . , ϕn. Przeksztaª
enie tonazwiemy przeksztaª
eniem sprz�»onym z f i ozna
zymy symbolem f∗.Przeksztaª
enie to b�dziemy zapisywa¢ nie
o innym wzorem ni» f; maj¡
 wektor

a ∈ Kn wspóªrz�dny
h wektora x ∈ V w bazie x1, . . . ,xn, mo»emy obli
zy¢ wektor

b ∈ Km wspóªrz�dny
h wektora f(x) ze wzoru b = Aa. Przypu±¢my, »e danyfunk
jonaª β ∈W∗ mo»emy przedstawi¢ w posta
i β = c1ω1+ · · · + cmωm (
zyliwspóª
zynniki ma
ierzy cH = [c1, . . . , cm] ∈ K1,m s¡ wspóªrz�dnymi funk
jonaªu βw bazie ω1, . . . ,ωm). Wtedy ma
ierz dH = [d1, . . . , dn] ∈ K1,n wspóªrz�dny
hfunk
jonaªu f∗(β) otrzymamy ze wzoru dH = cHA. Równowa»nie mo»emy pisa¢

d = AHc.
Przypomnijmy, »e ju» rozpatrywali±my przeksztaª
enia sprz�»one (str. 4.4);dowolnemu przeksztaª
eniu liniowemu f : Kn→ Km odpowiada pewna ma
ierz

A ∈ Km,n. Ma
ierz AH ∈ Kn,m reprezentuje przeksztaª
enie f∗ : Km→ Knsprz�»one z f, przy 
zym przestrze« sprz�»ona z Kn to Kn, a sprz�»ona z Km to

Km. Je±li wektor y ∈ Kn uznamy za funk
jonaª, to jego warto±¢ dla wektora

x ∈ Kn jest równa yHx.

Podobnie, jak w przypadku przeksztaª
enia f, znajdziemy ma
ierz reprezentuj¡
¡przeksztaª
enie f∗ w baza
h γ1, . . . , γm i ψ1, . . . , ψn. Poniewa» to s¡ bazysprz�»one z bazami v1, . . . ,vm i y1, . . . ,yn, a ma
ierz¡ przeksztaª
enia f w ty
hbaza
h jest B = D−1AC, wi�
 jest to równie» poszukiwana ma
ierzprzeksztaª
enia f∗. Je±li 
h
emy reprezentowa¢ funk
jonaªy za pomo
¡ ma
ierzykolumnowy
h, to ma
ierz przeksztaª
enia f∗ jest równa BH = CHAHD−H.

W sz
zególnym przypadku we¹my V = W i ui = xi, vi = yi, ωi = ϕi oraz γi = ψidla i = 1, . . . , n. Ma
ierz przej±
ia od bazy y1, . . . ,yn do x1, . . . ,xn ozna
zymyliter¡ C. Je±li ma
ierz A reprezentuje przeksztaª
enie f w bazie x1, . . . ,xn (tj.zarówno argument przeksztaª
enia jak i jego obraz reprezentujemy za pomo
¡wspóª
zynników w tej samej bazie), to ma
ierz¡ przeksztaª
enia f w bazie
y1, . . . ,yn jest ma
ierz B = C−1AC, a je±li 
h
emy funk
jonaªy reprezentowa¢ zapomo
¡ ma
ierzy kolumnowy
h, to ma
ierz¡ przeksztaª
enia f∗ jest ma
ierz
BH = CHAHC−H.
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Je±li dla ustalony
h dwó
h ma
ierzy, A i B, istnieje ma
ierz C, taka »e
B = C−1AC, to ma
ierze te opisuj¡ to samo przeksztaª
enie liniowe w dwó
hró»ny
h baza
h. Ma
ierze o takiej wªasno±
i nazywamy ma
ierzami podobnymi.

Zadania i problemy1. Udowodnij, »e dziaªanie na li
zba
h 
aªkowity
h, tj. klasa
h abstrak
ji opisanejw wykªadzie rela
ji równowa»no±
i w zbiorze par li
zb naturalny
h, zde�niowanewzorem

[(a, b)] ⋄ [(c, d)]

def

= [(a+ c, b+ d)]nie zale»y od wyboru reprezentantów (to dziaªanie jest dodawaniem li
zb
aªkowity
h).Okre±l mno»enie li
zb 
aªkowity
h przez znalezienie wzoru, który umo»liwiaznalezienie reprezentanta wyniku na podstawie dany
h reprezentantówargumentów. Udowodnij, »e to dziaªanie nie zale»y od wyboru reprezentantów.2. U»yj zasady abstrak
ji w zbiorze par li
zb 
aªkowity
h do zde�niowania li
zbwymierny
h. Okre±l dodawanie i mno»enie ty
h li
zb za pomo
¡ odpowiedni
hdziaªa« na reprezentanta
h.3. Wska» wszystkie klasy abstrak
ji okre±lone przez rela
j� ∼ w zbiorze C[x]n,zde�niowan¡ wzorem w1 ∼ w2⇔ (w1(x) = 0⇔ w2(x) = 0). Czy te klasyabstrak
ji s¡ równoli
zne?4. Rela
ja �∼� w zbiorze R[x]n jest zde�niowana warunkiem

w1 ∼ w2⇔ (w1(x) = 0⇔ w2(x) = 0), natomiast rela
ja �∼ ′ � warunkiem

w1 ∼ ′ w2⇔ (w1 = aw2(x) dla pewnego a 6= 0). Czy rela
je te s¡ identy
zne?5. Pier±
ie« wielomianów rze
zywisty
h jednej zmiennej, R[x], zawiera podpier±
ie«wielomianów podzielny
h przez wielomian x2+ 1. Wprowadzimy w R[x] rela
j�równowa»no±
i �∼�, speªnion¡ przez dwa wielomiany, a i b, je±li wielomian a− bjest podzielny przez x2+ 1.Zbiór klas abstrak
ji takiej rela
ji jest tzw. pier±
ieniem ilorazowym. Dowoln¡klas� abstrak
ji mo»na reprezentowa¢ za pomo
¡ reszty z dzielenia przez x2+ 1dowolnego wielomianu nale»¡
ego do tej klasy. Reszta jest wielomianem stopnia
o najwy»ej 1, a wi�
 ten pier±
ie« ilorazowy mo»na uto»sami¢ ze zbiorem(pier±
ieniem) wielomianów, w którym mno»enie odbywa si� modulo x2+ 1.Dodawanie klas abstrak
ji jest równowa»ne dodawaniu reprezentantów ty
h klas(
zyli jest realizowane przez �zwykªe� dodawanie wielomianów).a) Udowodnij, »e reprezentantem stopnia 
o najwy»ej 1 klasy abstrak
jiwielomianu w(x) = a0+ a1x+ a2x
2+ · · · + anxn jest wielomian

p(x) = (a0− a2+ a4− · · · ) + (a1− a3+ a5− · · · )x.
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b) Sprawd¹, »e ((a1+ b1x) + (a2+ b2x)) mod (x2+ 1) = (a1+ a2) + (b1+ b2)xoraz ((a1+ b1x)(a1+ b2x)) mod (x2+ 1) = (a1a2− b1b2) + (a1b2+ b1a2)x.Je±li zamiast x napiszesz i, to otrzymasz wzory de�niuj¡
e mno»enie li
zbzespolony
h. Jest to wi�
 inny sposób i
h okre±lenia. Zwró¢ uwag�, »e tenpier±
ie« ilorazowy jest 
iaªem.6. Udowodnij, »e je±li x ′ ∈ [x] to a[x ′] = a[x].7. Udowodnij, »e je±li ma
ierze A i B s¡ podobne, to maj¡ ten sam rz¡d.8. Jaki jest rz¡d ma
ierzy przeksztaª
enia przeksztaª
enia f : R[x]2→ R[x]2, danegowzorem f(w) = aw ′′x2+ bw ′x+w, w zale»no±
i od parametrów a i b?9. Zbadaj, 
zy je±li ma
ierze A i B s¡ podobne, oraz ma
ierz A jest hermitowska (tj.

AH = A) i ma
ierz C podobie«stwa ma
ierzy A i B (taka, »e B = C−1AC) jesthermitowska, to ma
ierz B jest hermitowska.10. Nie
h f ozna
za przeksztaª
enie przestrzeni R[x]2, okre±lone wzorem

f(w) = w ′′ +w ′ +w.Znajd¹ ma
ierz tego przeksztaª
enia w bazie pot�gowej 1, x, x2.Znajd¹ ma
ierz C przej±
ia do bazy Newtona, 1, x− 1, (x− 1)(x− 2).Obli
z ma
ierz B przeksztaª
enia f w tej bazie Newtona.
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Normy wektorów

Poj�
ie normy wektora

Def. Nie
h V ozna
za przestrze« liniow¡ nad 
iaªem K, które jest jednym z 
iaªli
zbowy
h, Q, R lub C. Norm¡ w tej przestrzeni nazywamy dowoln¡ funk
j�

‖ · ‖ : V → R, o nast�puj¡
y
h wªasno±
ia
h:

N.1: ∀x∈V ‖x‖ ≥ 0, oraz ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.Norma jest wi�
 funk
j¡ nieujemn¡, a jedynym jej miejs
em zerowym jestwektor 0.

N.2: ∀a∈K,x∈V ‖ax‖ = |a|‖x‖.Wªasno±¢ ta bywa nazywana póªliniowo±
i¡, przy 
zym �póª� zwi¡zane jestz ignorowaniem znaku li
zby a.

N.3: ∀x,y∈V ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.Powy»sza nierówno±¢ nazywa si� nierówno±
i¡ trójk¡ta.

Def. Norm¡ wektora x nazywamy li
zb� ‖x‖.

Def. Przestrze« unormowana jest to przestrze« liniowa V , w której jest okre±lonaustalona norma ‖ · ‖.

Warto podkre±li¢, »e w przestrzeni, której wymiar jest wi�kszy od 0, mo»naokre±li¢ niesko«
zenie wiele ró»ny
h norm. Wybieraj¡
 ró»ne normy w tej samejprzestrzeni liniowej otrzymamy za ka»dym razem inn¡ przestrze« unormowan¡.

Stwierdzenie: Je±li funk
ja ‖ · ‖a : V → R jest norm¡, a przeksztaª
enie liniowe

f : V → V jest ró»nowarto±
iowe, to funk
ja ‖ · ‖b : V → R, okre±lona wzorem

‖x‖b = ‖f(x)‖a, te» jest norm¡.Dowód polega na sprawdzeniu, »e funk
ja ‖ · ‖b ma wszystkie podane wy»ejwªasno±
i normy. Maj¡
 pewn¡ norm� w przestrzeni mo»emy wi�
 de�niowa¢ innenormy. Trzeba tylko umie¢ okre±li¢ 
ho¢ jedn¡ norm�.

Powód, dla którego wprowadza si� normy, jest nast�puj¡
y: maj¡
 dwie li
zby(np. rze
zywiste) x i y, mo»emy zmierzy¢ odlegªo±¢ ty
h li
zb, albo bª¡d, z jakim
x przybli»a y, obli
zaj¡
 |x− y|. Maj¡
 dwa wektory w dowolnej przestrzeniliniowej V , 
h
ieliby±my mó
 zrobi¢ to samo, tj. wyrazi¢ bª¡d, z jakim wektor xprzybli»a wektor y, za pomo
¡ jednej li
zby. W tym 
elu potrzebna jestmetryka, tj. funk
ja, która opisuje odlegªo±¢ dowolny
h dwó
h wektorów

7.2

w przestrzeni V . Jednym z najprostszy
h sposobów okre±lenia metrykiw przestrzeni liniowej jest wªa±nie u»y
ie normy; za odlegªo±¢ wektorów x i yprzyjmujemy li
zb� równ¡ ‖x − y‖.

Normy Höldera

Jeden z naj
z�±
iej stosowany
h sposobów okre±lenia normy w przestrzeni Knpolega na u»y
iu wzoru (dla x = [x1, . . . , xn]
T)

‖x‖ =
( n∑

i=1

|xi|
p
)1/p

,

w którym wyst�puje ustalona li
zba rze
zywista p ≥ 1. �atwo jest udowodni¢, »etak okre±lona funk
ja ma dwie spo±ród trze
h podany
h wy»ej wªasno±
i, tj. jestdodatnia dla x 6= 0 i póªliniowa. Dowód, »e funk
ja ta speªnia nierówno±¢trójk¡ta, tj. »e

( n∑

i=1

|xi+ yi|
p
)1/p

≤
( n∑

i=1

|xi|
p
)1/p

+
( n∑

i=1

|yi|
p
)1/p

dla dowolny
h li
zb x1, . . . , xn i y1, . . . , yn ∈ K, jest zna
znie trudniejszyi pominiemy go (dalej zbadamy tylko pewne przypadki sz
zególnie ªatwe).Powy»sza nierówno±¢ nosi nazw� nierówno±
i Minkowskiego, a normyprzestrzeni Kn okre±lone w opisany tu sposób s¡ nazywane normami Höldera.Norm� p-t¡ ozna
za si� symbolem ‖ · ‖p.

Przypadki sz
zególne norm Höldera, 
z�sto spotykane w prakty
zny
h ra
hunka
h,odpowiadaj¡ p = 1 i p = 2. Mamy te» przypadek grani
zny, dla p→∞. Te trzysz
zególne normy mo»na obli
za¢ na podstawie ªatwy
h do udowodnienia wzorów

‖x‖1 =

n∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2 =
√

xHx, ‖x‖∞ = max

i∈{1,...,n}
|xi|.

Norma druga, ‖ · ‖2, bywa okre±lana mianem normy euklidesowej. O normie ‖ · ‖∞
z�sto mówi si� �norma maksimum�.

Mo»emy okre±li¢ norm� w dowolnej przestrzeni n-wymiarowej V , ustalaj¡
 w niejukªad wspóªrz�dny
h (
zyli izomor�zm V → Kn), a nast�pnie przyjmuj¡
 zanorm� wektora y ∈ V wybran¡ norm� Höldera jego wektora wspóªrz�dny
h.
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Wspomnijmy w tym miejs
u o norma
h Höldera w przestrzenia
h funk
ji; dlarze
zywistej lub zespolonej funk
ji f o dziedzinie A mo»na napisa¢

‖f‖p =
(∫

A

|f(x)|pdx)1/p.

Je±li 
aªka wyst�puj¡
a w tym wzorze istnieje i jest sko«
zona, to wyra»enie poprawej stronie wzoru okre±la norm� funk
ji f. Zdanie to sugeruje, »e nie ka»dafunk
ja ma norm�. Dlatego rozpatruje si� przestrzenie liniowe zªo»onez wszystki
h ty
h funk
ji (o dziedzinie A), który
h norma jest okre±lona (tj. 
aªkaistnieje i jest sko«
zona), a zatem norma jest elementem okre±lenia przestrzeni.W powy»szym okre±leniu normy funk
ji jest pewna nie±
isªo±¢, wyja±nionaw pierwszym zadaniu po tym wykªadzie.

Def. Kul¡ jednostkow¡ nazywamy zbiór wszystki
h ty
h wektorów x, który
hnorma jest mniejsza lub równa 1.Sfera jednostkowa jest zbiorem wektorów x, taki
h »e ‖x‖ = 1.

Okre±lenie metryki w przestrzeni V , poprzez ustalenie normy, umo»liwiaokre±lenie oto
zenia dowolnego punktu (wektora) x; mo»e nim by¢ zbiór ty
hpunktów y, dla który
h li
zba ‖y − x‖ jest mniejsza ni» ustalone ε > 0. Maj¡
dowolny podzbiór X przestrzeni V mo»emy wyró»ni¢ wn�trze tego zbioru, 
zylizbiór ty
h elementów zbioru X, które nale»¡ do niego wraz z pewnym oto
zeniem,a tak»e brzeg zbioru X, 
zyli zbiór ty
h punktów, który
h wszystkie oto
zeniazawieraj¡ punkty nale»¡
e do X i do V\X.Mo»emy teraz powiedzie¢, »e sfera jednostkowa jest brzegiem kuli jednostkowej.

p = 1

0

1

1

x2

x1

p = 2

0

1

1

x2

x1

p =∞

0

1

1

x2

x1

Na rysunku s¡ przedstawione kule jednostkowe w przestrzeni R2 dla p = 1, p = 2i p =∞, 
zyli dla przypadków, z którymi b�dziemy si� styka¢ naj
z�±
iej.Zauwa»my, »e wszystkie te kule s¡ zbiorami wypukªymi i symetry
znymiwzgl�dem punktu 0. W ogólno±
i w przestrzeni liniowej V nad R mo»na wybra¢dowolny zbiór K, który ma te dwie wªasno±
i, a ponadto ma niepuste wn�trze
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i jest domkni�ty i ograni
zony (te wªasno±
i badamy przy u»y
iu dowolnejnormy), i okre±li¢ norm�, dla której zbiór K jest kul¡ jednostkow¡.

Udowodnimy nierówno±¢ Minkowskiego w sz
zególnym przypadku p = 2.W tym 
elu dowiedziemy najpierw nierówno±
i S
hwarza: je±li x,y ∈ Cn, to
|xHy| ≤ ‖x‖2‖y‖2.Nierówno±¢ ta jest o
zywista, je±li który± z wektorów jest równy 0; zaªó»myzatem, »e y 6= 0 i przyjmuj¡
 parametr zespolony t obli
zmy
‖x + yt‖22 = (x + yt)H(x + yt) = xHx + xHyt+ yHxt+ yHytt.Warto±
i¡ tego wyra»enia dla ka»dego t ∈ C jest nieujemna li
zba rze
zywista.Mo»emy ozna
zy¢ xHy = a = |a|eiϕ. Podstawiaj¡
 t = |t|eiψ otrzymujemy

0 ≤ ‖x‖22+ |a| |ei(ϕ+ψ) + e−i(ϕ+ψ)| |t| + ‖y‖22 |t|2.Przyjmuj¡
 kolejno ψ = −ϕ i ψ = π−ϕ otrzymujemy nierówno±
i

0 ≤ ‖x‖22+ 2|xHy| |t| + ‖y‖22 |t|2 oraz 0 ≤ ‖x‖22− 2|xHy| |t| + ‖y‖22 |t|2.Bior¡
 nast�pnie li
zb� rze
zywist¡ τ = |t| w pierwszym przypadku i τ = −|t|w drugim, otrzymujemy za ka»dym razem nierówno±¢

0 ≤ ‖x‖22+ 2|xHy|τ+ ‖y‖22τ2.Nierówno±¢ ta obowi¡zuje dla ka»dego τ ∈ R. Trójmian kwadratowy po prawejstronie nie mo»e mie¢ dwó
h ró»ny
h rze
zywisty
h miejs
 zerowy
h, a st¡dwyró»nik tego trójmianu (dla a+ 2bτ+ cτ2 jest to ∆ = b2− ac) nie mo»e by¢dodatni. Mamy zatem

|xHy|2− ‖x‖22‖y‖22 ≤ 0,sk¡d nierówno±¢ S
hwarza wynika naty
hmiast.Mo»emy napisa¢

‖x + y‖22 = (x + y)H(x + y) = ‖x‖22+ xHy + yHx + ‖y‖22 =

‖x‖22+ 2Re(xHy) + ‖y‖22,oraz (‖x‖2+ ‖y‖2)2 = ‖x‖22+ 2‖x‖2‖y‖2+ ‖y‖22.Na podstawie nierówno±
i S
hwarza 2Re(xHy) ≤ 2|xHy| ≤ 2‖x‖2‖y‖2, zatem

‖x + y‖22 ≤ (‖x‖2+ ‖y‖2)2 i dowód nierówno±
i Minkowskiego dla p = 2 na tymsi� ko«
zy. 2
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Uwaga 1: Nierówno±¢ S
hwarza jest ostra (tj. równo±¢ nie za
hodzi), je±li wektory

x i y s¡ niezale»ne liniowo. Nierówno±¢ Minkowskiego jest ostra wtedy, gdy nieistnieje li
zba nieujemna a, taka »e x = ay lub y = ax.Norma, dla której nierówno±¢ trójk¡ta jest ostra, je±li podstawi¢ do niej wektoryspeªniaj¡
e podany wy»ej warunek, nazywa si� norm¡ ostr¡. Wszystkie normyHöldera opró
z ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ s¡ ostre.

Uwaga 2: Dowolna norma Höldera wektora x ∈ Kn nie zmieni si�, je±lipoprzestawiamy jego wspóª
zynniki, ani je±li pozmieniamy i
h znaki.

Normy przeksztaª
e« liniowy
h

Nie
h f b�dzie przeksztaª
eniem liniowym przestrzeni unormowanej Xw przestrze« unormowan¡ Y. Mo»emy okre±li¢ norm� przeksztaª
enia f, wzorem

‖f‖ = sup

x∈X\{0}

‖f(x)‖Y
‖x‖X

.

Tak okre±lona funk
ja okre±la, �ile razy dªu»szy� od dowolnego wektora x mo»eby¢ jego obraz w przeksztaª
eniu f. Sprawdzenie, »e funk
ja ta w przestrzeniL(X;Y) ma wszystkie wªasno±
i normy, pozostawiam na ¢wi
zenia. Okre±lonaw ten sposób norma nazywa si� norm¡ indukowan¡ przez normy przestrzeni X i Y.

Mo»na zauwa»y¢, »e dla dowolny
h norm ‖ · ‖X i ‖ · ‖Y wyra»enie z prawej stronypowy»szego wzoru jest równesup

x∈X: ‖x‖X≤1
‖f(x)‖Y = sup

x∈X: ‖x‖X=1

‖f(x)‖Y.

Ch
¡
 znale¹¢ norm� danego przeksztaª
enia f mo»na bada¢ te wyra»enia, 
ho¢w ogólno±
i zadanie to nadal mo»e by¢ trudne. W przestrzenia
h sko«
zeniewymiarowy
h kule jednostkowe s¡ zbiorami zwartymi (zbiór sko«
zeniewymiarowy jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy jest domkni�ty i ograni
zony).Zamiast supremum mo»emy wtedy poszukiwa¢ maksimum.

Nie
h f : X→ Y i g : Y → Z b�d¡ przeksztaª
eniami liniowymi przestrzeniunormowany
h. Wtedy norma indukowana przez ‖ · ‖X i ‖ · ‖Z przeksztaª
eniazªo»onego f ◦ g, speªnia nierówno±¢

‖f ◦ g‖ ≤ ‖g‖‖f‖,w której wyst�puj¡ normy przeksztaª
e« f i g, indukowane odpowiednio przez
‖ · ‖X i ‖ · ‖Y oraz ‖ · ‖Y i ‖ · ‖Z.
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Wa»ny przypadek sz
zególny otrzymamy rozpatruj¡
 przeksztaª
enie f : X→ X,dla przestrzeni X, w której rozpatrujemy tylko jedn¡ norm�.

Normy indukowane ma
ierzy

Ma
ierz A ∈ Km,n interpretujemy jako przeksztaª
enie liniowe przestrzeni Knw Km. Wybrawszy normy w ty
h przestrzenia
h mo»emy okre±li¢ norm�indukowan¡ w przestrzeni Km,n. W prakty
e ograni
zymy si� do normindukowany
h przez norm� p-t¡ Höldera w jednej i drugiej przestrzeni.

Norm� ma
ierzy A, indukowan¡ przez normy p-te w przestrzenia
h Kn i Km,b�dziemy ozna
za¢ symbolem ‖A‖p (który wygl¡da tak samo jak symbol normy

p-tej ma
ierzy kolumnowej, ale ma ogólniejsze zna
zenie). Zauwa»my, »e ma
ierz

x ∈ Km,1 = Km opisuje przeksztaª
enie przestrzeni K1 w Km; przeksztaª
aj¡
dowolny element sfery jednostkowej w K1, tj. li
zb� a, tak¡ »e |a| = 1,otrzymujemy wektor ax, którego norma jest równa ‖x‖. Tak wi�
, je±li n = 1, toobie interpreta
je symbolu ‖x‖p, tj. norma p-ta wektora x ∈ Km i normaprzeksztaª
enia x : K1→ Km indukowana przez norm� p-t¡, s¡ ze sob¡ zgodne.

Interpretuj¡
 normy ma
ierzy jako normy przeksztaª
e« indukowane przez normywektorów, mo»emy uzasadni¢ nast�puj¡
¡ nierówno±¢:

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖,dla wszystki
h ma
ierzy, który
h ilo
zyn jest okre±lony. Dla pewnego wektora z,takiego »e ‖z‖ = 1, mamy bowiem

‖AB‖ = ‖(AB)z‖ = ‖A(Bz)‖ ≤ ‖A‖‖Bz‖ ≤ ‖A‖‖B‖.Ta wªasno±¢ norm ma
ierzy nazywa si� submultiplikatywno±
i¡.

Indukowana norma pierwsza i norma maksimum ma
ierzy A = [aij]i,j ∈ Km,n s¡sz
zególnie ªatwe do obli
zenia, na podstawie wzorów

‖A‖1 = max

j∈{1,...,n}

m∑

i=1

|aij|,

‖A‖∞ = max

i∈{1,...,m}

n∑

j=1

|aij|.

Udowodnimy drugi z ty
h wzorów, dowód pierwszego zostawiaj¡
 na ¢wi
zenia.We¹my wektor z = [z1, . . . , zn]
T, taki »e ‖z‖∞ ≤ 1. Zatem, dla j = 1, . . . , n mamy

|zj| ≤ 1. Wspóª
zynniki wektora Az = x = [x1, . . . , xm]T mo»na osza
owa¢
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nast�puj¡
o:

|xi| =
∣∣∣
n∑

j=1

aijzj

∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|aijzj| =

n∑

j=1

|aij| |zj| ≤
n∑

j=1

|aij|.

Poniewa» ‖x‖∞ = maxi∈{1,...,m} |xi|, wi�
 mamy górne osza
owanie normy,

‖A‖∞ ≤ maxi∈{1,...,m}

∑m

i=1 |aij|.Aby osza
owa¢ norm� ma
ierzy A z doªu, mo»emy obli
zy¢ norm� ustalonegowektora z. Nie
h i ozna
za numer wiersza, w którym suma warto±
ibezwzgl�dny
h wspóª
zynników ma
ierzy A jest najwi�ksza. Wspóª
zynnikiw tym wierszu s¡ li
zbami zespolonymi ai1 = |ai1|s1, . . . , ain = |ain|sn (je±lima
ierz A jest rze
zywista, to sj = ±1). Poniewa» sjsj = 1, wi�
 bior¡
 wektor

z = [s1, . . . , sn]
T i obli
zaj¡
 wspóª
zynnik xi wektora x = Az otrzymamy

xi =

n∑

j=1

|aij|,

a poniewa» ‖x‖ ≥ |xi|, wi�
 st¡d wynika nierówno±¢ ‖A‖∞ ≥ maxi∈{1,...,m}

∑m

j=1 |aij|.Z otrzymany
h dwó
h nierówno±
i wynika wzór, którego mieli±my dowie±¢. 2

Z podany
h dwó
h wzorów, z który
h jeden udowodnili±my wynika, »e

‖AT‖1 = ‖A‖∞, oraz ‖AT‖∞ = ‖A‖1, a ponadto mo»emy przepisa¢ te wzoryzamieniaj¡
 transpozy
j� na hermitowskie sprz�»enie.

Cz�sto stosuje si� norm� drug¡ wektorów. Indukowana przez ni¡ norma drugama
ierzy jest trudniejsza do obli
zenia i wzór, który j¡ opisuje, wyprowadzimy najednym z dalszy
h wykªadów, po zapoznaniu si� z potrzebnymi do tego poj�
iami.Tym
zasem mo»emy udowodni¢ (¢wi
zenia), »e

‖A‖2 = max

x∈Km,y∈Kn

‖x‖2=‖y‖2=1

|xHAy|.

Na podstawie tego wzoru ªatwo jest pokaza¢, »e

‖A‖2 = ‖AT‖2 = ‖AH‖2 = ‖A‖2.

Stwierdzenie: Je±li normy ‖ · ‖a i ‖ · ‖b w Kn speªniaj¡ warunek ∀x‖x‖b = ‖Bx‖a,dla ustalonej nieosobliwej ma
ierzy B, to normy w przestrzeni Kn,n, indukowaneprzez te dwie normy, s¡ zwi¡zane zale»no±
i¡ ‖A‖b = ‖BAB−1‖a.Dowód: Mamy

‖A‖b = max

‖y‖b=1
‖Ay‖b = max

‖y‖b=1
‖AB−1By‖b = max

‖x‖a=1
‖BAB−1x‖a = ‖BAB−1‖a.

2
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Nierówno±
i norm wektorów

Def. Dwie normy, ‖ · ‖a i ‖ · ‖b, okre±lone w tej samej przestrzeni V , nazywamyrównowa»nymi, je±li istniej¡ li
zby dodatnie c1 i c2, takie »e dla ka»dego x ∈ Vspeªnione s¡ nierówno±
i

c1‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ c2‖x‖a.

Wszystkie normy w przestrzeni o sko«
zonym wymiarze s¡ równowa»ne, zatemkwestia polega na znalezieniu odpowiedni
h li
zb c1 i c2. Je±li je znamy, towykonuj¡
 ra
hunki maj¡
e na 
elu osza
owanie normy ‖ · ‖a pewnego wektora xmo»emy posªu»y¢ si� osza
owaniami ‖x‖b, je±li tylko umiemy je znale¹¢.

Najwa»niejsze w prakty
e normy w przestrzeni Kn speªniaj¡ nast�puj¡
enierówno±
i (dowody na ¢wi
zenia
h):
‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞,
‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤

√
n‖x‖∞,

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n‖x‖2.

Nierówno±
i norm ma
ierzy

Rozwa»my p-t¡ norm� wektorow¡ i norm� ma
ierzy przez ni¡ indukowan¡.Je±li ma
ierz A ∈ Km,n przedstawimy w posta
i blokowo-wierszowej,

A = [A1, . . . , Ar], w której bloki A1, . . . , Ar mog¡ mie¢ ró»n¡ li
zb� kolumn, to dla

j = 1, . . . , r mamy ‖Aj‖p ≤ ‖A‖p.

Dowód: Dowolny wektor w Kn mo»emy przedstawi¢ w posta
i z =




z1...

zr



. Wtedy

‖Aj‖p = max

zj : ‖zj‖p=1
‖Ajzj‖p ≤ max

z: ‖z‖p=1

∥∥∥
r∑

j=1

Ajzj

∥∥∥ = ‖A‖p. 2

Podobnie, je±li ma
ierz A przedstawimy w posta
i blokowo-kolumnowej,

A =




A1...

Aq



, to ‖Ai‖p ≤ ‖A‖p dla i = 1, . . . , q. �atwy dowód tego faktu

pozostawiam na ¢wi
zenia. Tym
zasem zauwa»my, »e st¡d i z poprzedniegostwierdzenia wynika, »e dla dowolnego podziaªu blokowego ma
ierzy A = [Aij]i,j,nierówno±¢ ‖Aij‖p ≤ ‖A‖p za
hodzi dla ka»dego bloku Aij.



7.9

W wielu zastosowania
h naturalne jest poszukiwanie warto±
i normy ma
ierzy,indukowanej przez norm� drug¡ w Kn. Poniewa» norma druga ma
ierzy nie jestbardzo ªatwa do obli
zenia, wi�
 zamiast niej bywa stosowana norma Frobeniusa,okre±lona wzorem

‖A‖F =

√√√√
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij|2.

Zwró¢my uwag�, »e (poza przypadkiem m = 1 lub n = 1) norma ta nie jestnorm¡ indukowan¡ przez »adne normy wektorowe. Aby tego dowie±¢, rozwa»myma
ierz jednostkow¡, In. Reprezentuje ona przeksztaª
enie to»samo±
ioweprzestrzeni Kn, o
zywiste jest wi�
, »e ka»da norma indukowana tej ma
ierzy jestrówna 1. Tym
zasem ‖In‖F =
√
n

Norma Frobeniusa i norma druga ma
ierzy (tj. norma w Km,n indukowana przeznorm� drug¡ w Kn) s¡ równowa»ne i za
hodz¡ nast�puj¡
e nierówno±
i:

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√min{m,n} ‖A‖2.

Dowód: Przedstawmy ma
ierz A w posta
i blokowo-kolumnowej: A =




a1...

am



.

We¹my z ∈ Kn, takie »e ‖z‖2 = 1 i ‖A‖2 = ‖Az‖2. Wtedy (na podstawienierówno±
i S
hwarza)

‖A‖22 = ‖Az‖22 =

m∑

i=1

|aiz|2 ≤
m∑

i=1

‖ai‖22 = ‖A‖2F.Na podstawie w
ze±niejszy
h stwierdze« doty
z¡
y
h podziaªu blokowegoma
ierzy mamy

‖A‖2F =

m∑

j=1

‖aj‖22 ≤ m‖A‖22,

a tak»e ‖A‖2F = ‖AT‖2F ≤ n‖AT‖22 = n‖A‖22, 
o ko«
zy dowód. 2

Dla wygody okre±la si� warto±¢ bezwzgl�dn¡ ma
ierzy A = [aij]i,j, jako ma
ierzma
ierz |A|

def

= [|aij|]i,j.

W zbiora
h Qm,n i Rm,n (ale nie w Cm,n) istnieje rela
ja �nie wi�kszy ni»�(ozn. symbolem �≤�), która jest zwrotna, antysymetry
zna i prze
hodnia, 
zylijest 
z�±
iowym porz¡dkiem:

[aij]i,j ≤ [bij]i,j

def⇔ ∀i,j aij ≤ bij.
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Na przykªad, dla dowolnej ma
ierzy A za
hodzi rela
ja A ≤ |A|.Mo»emy te» rozpatrywa¢ rela
je �mniejszy ni»� (<), �nie mniejszy ni»� (≥)i �wi�kszy ni»� (>), który
h de�ni
je ªatwo jest zgadn¡¢.

Opró
z sza
owania jednej normy danej ma
ierzy przez inn¡, stosuje si�osza
owania normy ma
ierzy przez norm� innej ma
ierzy. Norma w przestrzeni

Km,n nazywa si� monotoni
zn¡, je±li z nierówno±
i |A| ≤ |B| wynika ‖A‖ ≤ ‖B‖.Nie wszystkie normy s¡ monotoni
zne; na przykªad nie jest monotoni
zna normadruga ma
ierzy.

Bez dowodu podam nast�puj¡
e zwi¡zki mi�dzy normami ma
ierzy (niektórez ni
h s¡ o
zywiste, inne mniej):
‖A‖F = ‖AT‖F = ‖AH‖F = ‖A‖F,
‖
∣∣A

∣∣‖1 = ‖A‖1, ‖
∣∣A

∣∣‖∞ = ‖A‖∞, ‖
∣∣A

∣∣‖F = ‖A‖F,
‖A‖2 ≤ ‖

∣∣A
∣∣‖2, (nie zawsze za
hodzi równo±¢),

‖AHA‖2 = ‖A‖22 ≤ ‖A‖1‖A‖∞,

Zadania i problemy1. Def. Seminorm¡ (albo póªnorm¡) nazywamy funk
j� ‖ · ‖ ′ : V → K, która speªniawszystkie warunki okre±laj¡
e norm�, z wyj¡tkiem tego, »e jedynym jej miejs
emzerowym jest wektor 0.Udowodnij, »e zbiór wektorów, który
h seminorma jest równa 0, jestpodprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni V .Udowodnij, »e je±li wszystkie wektory x, takie »e ‖x‖ ′ = 0 nale»¡ dopodprzestrzeni X przestrzeni V , to wzór ‖[x]‖ = ‖x‖ ′ okre±la norm� w przestrzeniilorazowej V/X.Uzupeªnienie informa
ji na temat norm w przestrzenia
h funk
ji: istniej¡funk
je f ró»ne od 0, takie »e ∫
A

|f(x)|pdx = 0; na przykªad funk
ja f mo»eprzyjmowa¢ warto±
i ró»ne od 0 tylko w sko«
zonej li
zbie punktów. Dlatego wzórpodany na wykªadzie okre±la funk
j� nie speªniaj¡
¡ warunku dodatnio±
i, 
zyliseminorm�. Norm� otrzymamy, je±li uto»samimy ka»de dwie funk
je, który
h
aªka ró»ni
y podniesionej do pot�gi p jest równa 0. Dlatego np. okre±lenie�przestrze« funk
ji 
aªkowalny
h w pot�dze p� w rze
zywisto±
i ozna
zaunormowan¡ przestrze« ilorazow¡ (o 
zym 
z�sto przy ró»ny
h okazja
h si� niewspomina, bo wszys
y wiedz¡).2. Jaka jest ±redni
a kuli jednostkowej?
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3. Udowodnij, »e je±li X i Y s¡ podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V , w który
hs¡ okre±lone normy odpowiednio ‖ · ‖X i ‖ · ‖Y, oraz V = X⊕ Y (to jest rozkªadwektora v na skªadowe wzgl�dem rozkªadu przestrzeni V na sum� prost¡podprzestrzeni X i Y; rozkªad taki jest, przypominam, jednozna
zny), to wzory

‖v‖a = ‖x‖X+ ‖y‖Y i ‖v‖b = max(‖x‖X, ‖y‖Y), gdzie v = x + y, x ∈ X, y ∈ Y,okre±laj¡ normy w przestrzeni V .4.⋆ Udowodnij, »e przy zaªo»enia
h taki
h jak w poprzednim zadaniu wzór

‖v‖ = (‖x‖pX+ ‖y‖pY)1/p dla p ≥ 1 okre±la norm� w przestrzeni V .5. Sprawd¹, »e norma indukowana w przestrzeni L(X;Y) rze
zywi±
ie speªniawszystkie warunki potrzebne do tego, aby by¢ norm¡.6. Udowodnij wzór umo»liwiaj¡
y obli
zenie normy pierwszej ma
ierzy A ∈ Km,n.7. Udowodnij, »e norma p-ta ma
ierzy A ∈ Km,n jest nie mniejsza ni» norma ka»dejma
ierzy, która powstaje z A przez odrzu
enie pewny
h wierszy.8. Czy norma ma
ierzy okre±lona wzorem ‖[aij]i,j‖ = maxi,j |aij| jestsubmultiplikatywna? Czy jest ona norm¡ indukowan¡ przez jak¡± norm�wektorow¡? Wskazówka: Spróbuj znale¹¢ kontrprzykªad.9. Obli
z normy ‖A‖1, ‖A‖∞ i ‖A‖F ma
ierzy

A =

[
(1, 1) (2,−1) (3, 0)

(0, 2) (3,−2) (2, 1)

]
.

10. Udowodnij podane na wykªadzie zwi¡zki mi�dzy normami ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 i ‖ · ‖∞w przestrzeni Kn.11. Nie
h u ∈ Km, v ∈ Kn. Udowodnij, »e

‖uvH‖p = ‖u‖p‖v‖q,gdzie p = 1 i q =∞, albo p = q = 2 lub p =∞, q = 1.Wskazówka: Osza
uj z góry i z doªu norm� p-t¡ wektora uvHz dla z ∈ Kn,

‖z‖p = 1.Powy»sza nierówno±¢ jest prawdziwa dla dowolny
h li
zb p i q, taki
h »e

1/p+ 1/q = 1 oraz p ≥ 1, q ≥ 1. Do jej dowodu mo»na zastosowa¢ nast�puj¡
¡nierówno±¢ Höldera:

|yHz| ≤ ‖y‖q‖z‖p.Sz
zególnym przypadkiem tej nierówno±
i, dla p = q = 2, jest udowodniona nawykªadzie nierówno±¢ S
hwarza.12. Udowodnij, »e indukowana norma druga ma
ierzy A ∈ Km,n wyra»a si� wzorem
‖A‖2 = max

x∈Km,y∈Kn

‖x‖2=‖y‖2=1

|xHAy|.
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13. Znajd¹ wzór umo»liwiaj¡
y obli
zenie dowolnej normy indukowanej przez p-t¡norm� Höldera ma
ierzy diagonalnej n× n i podaj dowód jego poprawno±
i.
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Arytmetyka zmiennopozy
yjna

Reprezenta
je li
zb

Ze wzgl�dów te
hni
zny
h najwygodniejsza i naj
z�±
iej stosowanaw komputera
h jest reprezenta
ja li
zb zªo»ona z bitów. Ka»dy z ni
h ma warto±¢

0 lub 1 i mo»e by¢ interpretowany jako 
yfra w ukªadzie o podstawie 2, albo mie¢spe
jalne zna
zenie (np. okre±la¢ znak li
zby). Je±li mamy 
i¡g bitów o ustalonejdªugo±
i d, to mo»e on przyjmowa¢ jedn¡ z 2d warto±
i, a zatem najwy»ej tyleró»ny
h elementów mo»e mie¢ zbiór obiektów (li
zb) reprezentowany
h przez takie
i¡gi. Istniej¡ reprezenta
je li
zb o nieustalonej z góry li
zbie bitów, a zatemo nieograni
zonym (a wªa±
iwie o ograni
zonym przez ilo±¢ dost�pnejw komputerze pami�
i) zbiorze reprezentowalny
h obiektów. W tym wykªadziezajmiemy si� jednak dwoma najwa»niejszymi prakty
znie sposobamireprezentowania li
zb przez 
i¡gi bitów o ustalonej dªugo±
i.

Reprezenta
ja staªopozy
yjna (ang. �xed point) jest to reprezenta
ja li
zbyzªo»ona z d bitów. Ka»dy bit, który jest 
yfr¡ dwójkow¡ w tej reprezenta
ji, maustalony mno»nik. Ci¡g bitów bd−1 . . . b1b0 jest interpretowany jako li
zbastaªopozy
yjna

x =

d−1∑

k=0

bk2
k.

Dla ka»dego 
i¡gu bitów wyra»enie po prawej stronie jest li
zb¡ 
aªkowit¡,

0 ≤ x < 2d. Czasem, w spe
jalny
h zastosowania
h, taki 
i¡g bitów reprezentujeli
zb�

x =

d−1∑

k=0

bk2
k−b,

która jest wielokrotno±
i¡ li
zby 2−b; dla b > 0 mo»emy w ten sposóbreprezentowa¢ pewne uªamki. Angielska nazwa tej reprezenta
ji po
hodzi st¡d, »emo»emy sobie wyobrazi¢ kropk� (anglosasi pisz¡ kropk� tam, gdzie polskatrady
ja nakazuje pisa¢ prze
inek) mi�dzy bitami bb i bb−1; oddziela ona 
z�±¢
aªkowit¡ li
zby od 
z�±
i uªamkowej.

Li
zby staªopozy
yjne ze znakiem mog¡ by¢ reprezentowane na dwa sposoby:pierwszy z ni
h polega na zarezerwowaniu bitu bd−1 do reprezentowania znaku;li
zba reprezentowana przez 
i¡g bitów bd−1 . . . b1b0 jest równa
x = (−1)bd−1

d−2∑

k=0

bk2
k.
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W ten sposób mamy dwie reprezenta
je zera. Inny sposób to tzw.kod uzupeªnieniowy do dwó
h. Reprezentowana li
zba wyra»a si� wzorem
x = −bd−12

d−1+

d−2∑

k=0

bk2
k.

W ten sposób mo»emy reprezentowa¢ li
zby 
aªkowite z zakresu od −2d−1 do
2d−1− 1 i ka»da z ni
h ma tylko jedn¡ reprezenta
j�. Sposób ten jestwygodniejszy, m.in. dlatego, »e opera
je na bita
h pod
zas dodawaniai odejmowania s¡ identy
zne jak w przypadku, gdy te same 
i¡gi bitów s¡interpretowane jako li
zby bez znaku.

Sposób reprezentowania li
zb ze znakiem mo»na uogólni¢ w 
elu otrzymaniareprezenta
ji staªopozy
yjnej uªamków; zauwa»my, »e dodawanie i odejmowanietaki
h uªamków mo»e by¢ wykonywane przez te same rozkazy pro
esora, 
ododawanie i odejmowanie li
zb 
aªkowity
h; inne musz¡ by¢ tylko rozkazymno»enia i dzielenia. Z uwagi na niebezpie
ze«stwo wyst¡pienia nadmiaru lubniedomiaru, 
zyli otrzymania li
zby, której nie mo»na reprezentowa¢ w ogóle, alboktórej nie mo»na reprezentowa¢ dostate
znie dokªadnie, reprezenta
jastaªopozy
yjna uªamków jest stosowana bardzo rzadko.

Reprezenta
ja zmiennopozy
yjna (ang. �oating point) polega na tym, »e pewnebity reprezenta
ji s¡ mno»one przez nieustalon¡ z góry pot�g� dwójki.Reprezenta
ja taka skªada si� z trze
h 
z�±
i: bitu znaku, d bitów 
e
hy oraz

t bitów mantysy. W po
z¡tka
h rozwoju informatyki prawie ka»dy komputer byªwyposa»ony w inn¡ reprezenta
j� li
zb, ale na sz
z�±
ie to ju» min�ªo i obe
niepowsze
hnie (z nieli
znymi wyj¡tkami) jest stosowany standard IEEE-754.

W podstawowej reprezenta
ji li
zby w tym standardzie najstarszy bit jest bitemznaku, a po nim wyst�puje 
e
ha c i mantysa m:

s c mMantysa jest li
zb¡ rze
zywist¡; je±li reprezentuje j¡ 
i¡g bitów bt−1bt−2 . . . b1b0,to m =
∑t−1

k=0bk2
k−t, a zatem zawsze 0 ≤ m < 1. Ce
ha jest li
zb¡ 
aªkowit¡ (bezznaku), która wpªywa na sposób interpreta
ji 
aªego 
i¡gu bitów. Li
zbareprezentowana przez taki 
i¡g, w zale»no±
i od 
e
hy, jest równa

x = (−1)s 2c−b (1+m) dla 0 < c < 2d− 1,

x = (−1)s 21−bm dla c = 0,

x = (−1)s∞ dla c = 2d− 1, m = 0,

x = NaN (�nie-li
zba�) dla c = 2d− 1, m 6= 0.
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Ce
h¡ 
harakterysty
zn¡ tej reprezenta
ji z u»y
iem pierwszego wzoru jest tzw.normaliza
ja. Maj¡
 dowoln¡ li
zb� rze
zywist¡ x, przedstawion¡ w ukªadziedwójkowym, dobieramy 
e
h� c (
zyli równowa»nie 
zynnik 2c−b) tak, »e 
zynnik

(1+m) w wyra»eniu opisuj¡
ym x jest li
zb¡ z przedziaªu [1, 2). Je±li otrzymanaw ten sposób 
e
ha jest za du»a (wi�ksza lub równa 2d− 1), to mamynadmiar zmiennopozy
yjny (ang. �oating point over�ow), 
zyli niewykonalnezadanie reprezentowania li
zby o za du»ej warto±
i bezwzgl�dnej.

Bardziej skomplikowana sytua
ja zdarza si� w przypadku, gdy 
e
ha jest za maªa(tj. gdy nale»aªoby przyj¡¢ c ≤ 0). Wtedy korzystamy z drugiego wzoru,w którym wyst�puje 
zynnik m (przypominam, »e m ∈ [0, 1)). W takimprzypadku mamy do 
zynienia z niedomiarem zmiennopozy
yjnym, 
zylireprezentowaniem li
zby x za pomo
¡ mantysy o mniejszej li
zbie bitówzna
z¡
y
h (zna
z¡
e s¡ tylko bity mantysy od pozy
ji najmniej zna
z¡
ej, donajbardziej zna
z¡
ej pozy
ji, na której jest jedynka). Najdokªadniejsz¡reprezenta
j¡ li
zb o bardzo maªej warto±
i bezwzgl�dnej (mniejszej ni» 2−b−t)jest 0. Niedomiar wi¡»e si� z utrat¡ dokªadno±
i reprezenta
ji, o 
zym za 
hwil�.

Je±li 
e
ha c jest równa 2d− 1, to 
i¡g bitów interpretujemy jako niesko«
zono±¢(ze znakiem), albo nie-li
zb� (NaN). Sposób i
h przetwarzania (w razie u»y
ia i
hjako argumentów opera
ji arytmety
zny
h) zale»y od pro
esora (który mo»eumo»liwia¢ okre±lenie sposobu dziaªania w takim przypadku). Obiekty takienaj
z�±
iej przydaj¡ si� w sytua
ja
h wyj¡tkowy
h. Na przykªad pro
esoryw komputera
h klasy PC generuj¡ NaN w razie bª�du, np. próby obli
zeniapierwiastka z li
zby ujemnej lub logarytmu li
zby niedodatniej. Warto±¢ mantysyumo»liwia identy�ka
j� powodu powstania nie-li
zby.

Zastosowanie normaliza
ji ma dwa skutki. Po pierwsze, ka»da li
zba z wyj¡tkiemzera ma tylko jedn¡ reprezenta
j� (dwie reprezenta
je zera maj¡ ró»ne bityznaku). Dzi�ki temu ªatwo jest porównywa¢ li
zby reprezentowane w taki sposób.Nie
h z(x) ozna
za li
zb� 
aªkowit¡ bez znaku, reprezentowan¡ przez ten sam 
i¡gbitów, 
o li
zba zmiennopozy
yjna x. Najbardziej zna
z¡
y bit tej li
zby jestbitem znaku, a po nim kolejno s¡ bity 
e
hy i mantysy. Zaªó»my, »e bit znakuw reprezenta
ja
h pewny
h li
zb x i y jest równy 0. �atwo jest przekona¢ si�, »ewynik i
h porównania jest identy
zny z wynikiem porównania li
zb 
aªkowity
h
z(x) i z(y). Ponadto li
zba 
aªkowita z(+∞) jest wi�ksza ni» z(x), a tak»e
z(+NaN) > z(+∞).

Drugi skutek normaliza
ji to optymalne wykorzystanie bitów mantysy douzyskania jak najmniejszego bª�du wzgl�dnego reprezenta
ji dowolnej li
zby.

8.4

Poniewa» ka»dy 
i¡g bitów okre±la inn¡ li
zb�, wi�
 wi�
ej ró»ny
h li
zbrze
zywisty
h ma dokªadne reprezenta
je, dzi�ki 
zemu bª¡d reprezenta
jidowolnej li
zby rze
zywistej jest mniejszy. We¹my x 6= 0. Istnieje li
zba f ∈ [0, 1),reprezentowana przez niesko«
zony 
i¡g 
yfr dwójkowy
h (bitów), taka »e
x = (−1)s 2c−b (1+ f). Reprezenta
ja zmiennopozy
yjnard(x) = (−1)s 2c−b (1+m) ma 
e
h� i mantys� m dobrane tak, aby warto±¢bezwzgl�dna ró»ni
y x− rd(x) byªa jak najmniejsza. Poniewa» mantysa jestwielokrotno±
i¡ li
zby 2−t, wi�
 wybieraj¡
 odpowiednio kierunek zaokr¡glaniamo»emy zapewni¢, »e |f−m| ≤ 2−t−1. Bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji li
zby xmo»emy zatem osza
owa¢ nast�puj¡
o:

∣∣∣
x− rd(x)

x

∣∣∣ =
∣∣∣
(−1)s 2c−b (1+ f) − (−1)s 2c−b (1+m)

(−1)s 2c−b (1+ f)

∣∣∣ ≤ 2c−b2−t−1

2c−b
= 2−t−1.Wybieraj¡
 mniej starannie kierunek zaokr¡glania mamy |x− rd(x)|/|x| ≤ 2−t.Natomiast w przypadku niedomiaru li
zba x = (−1)s 21−b f, gdzie 0 ≤ f < 1, jestprzybli»ana za pomo
¡ rd(x) = (−1)s 21−bm (z odpowiednio dobran¡ mantys¡ m)i mamy osza
owanie bª�du za pomo
¡ uªamka

∣∣∣
x− rd(x)

x

∣∣∣ =
∣∣∣
f−m

f

∣∣∣,który dla x→ 0 d¡»y do 1. Tak wi�
 skutkiem niedomiaru jest wzrost bª�duwzgl�dnego reprezenta
ji nawet do 100%. Utrata dokªadno±
i jest stopniowa:maksymalny bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji li
zb niewiele mniejszy
h ni» 2−b jestniewiele wi�kszy od 2−t.

W standardzie IEEE-754 s¡ okre±lone reprezenta
je pojedyn
zej i podwójnejpre
yzji (poza standardem istnieje te» nieo�
jalny i rzadko spotykany formato po
zwórnej pre
yzji). Ponadto s¡ okre±lone reprezenta
je rozszerzonej pre
yzji.W reprezenta
ji rozszerzonej standard okre±la minimalne li
zby bitów 
e
hyi mantysy. Mantysa jest reprezentowana za pomo
¡ t+ 1 bitów btbt−1 . . . b1b0,i jest równa m =
∑t

k=0bk2
k−t (zawsze jest wi�
 m ∈ [0, 2)); dla c < 2d− 1 li
zbazmiennopozy
yjna rozszerzonej pre
yzji jest równa x = (−1)s2c−bm. Je±li

c = 2d− 1, to 
aªy 
i¡g bitów reprezentuje ±∞ lub NaN. Reprezenta
jarozszerzona nie narzu
a posta
i znormalizowanej, ale wyniki dziaªa«arytmety
zny
h, je±li nie ma niedomiaru, s¡ poddawane normaliza
ji.

Reprezenta
je rozszerzonej pre
yzji nie zawsze s¡ dost�pne. Pro
esory w PC-ta
hobsªuguj¡ reprezenta
j� rozszerzonej pre
yzji podwójnej. Odbywa si� to tak, »erejestry jednostki zmiennopozy
yjnej prze
howuj¡ li
zby w forma
ie rozszerzonejpre
yzji i wszystkie obli
zenia s¡ wykonywane w tej reprezenta
ji. Konwersjami�dzy pojedyn
z¡ lub podwójn¡ pre
yzj¡ i rozszerzon¡ pre
yzj¡ odbywa si�pod
zas przesyªania dany
h mi�dzy rejestrami i pami�
i¡ opera
yjn¡.
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Reprezenta
je li
zb pojedyn
zej, podwójnej i podwójnej rozszerzonej pre
yzji nakomputera
h klasy PC w j�zyku C s¡ dost�pne pod nazwami float, doublei long double, a w Turbo Pas
alu � single, double i extended. Typ realw Turbo Pas
alu jest niestandardowy i dlatego nie nale»y go u»ywa¢w programa
h wymieniaj¡
y
h dane w posta
i binarnej z innymi programami(a najlepiej w
ale).

W tabeli ni»ej s¡ przedstawione li
zby bitów i inne parametry reprezenta
jistandardowy
h. Litera B ozna
za 
aªkowit¡ li
zb� bitów, litera d � li
zb� bitów
e
hy, t � li
zb� bitów mantysy. Litera b ozna
za staª¡ odejmowan¡ od 
e
hy wewzorze opisuj¡
ym reprezentowan¡ li
zb�. Staªe M = 22
d−b−2(2− 2t) i S = 21−b tonajwi�ksza i najmniejsza li
zba dodatnia, które mo»na reprezentowa¢ w posta
iznormalizowanej, bez nadmiaru i niedomiaru. Bª¡d wzgl�dny tej reprezenta
ji nieprzewy»sza ν = 2−t. Li
zba µ = 21−b−t jest najmniejsz¡ li
zb¡ dodatni¡, która mareprezenta
j� ró»n¡ od zera. Li
zby M, S, ν i µ s¡ podane w przybli»eniu (tylkorz¡d wielko±
i).

B d t b M S ν µpojedyn
za 32 8 23 127 1038 10−38 10−7 10−45pojed. rozszerzona 44 11 31 1023 10308 10−308 10−10 10−317podwójna 64 11 52 1023 10308 10−308 10−15 10−323podw. rozszerzona 80 15 63 16383 104932 10−4932 10−19 10−4951

Dziaªania arytmety
zne

Wyniki dziaªa« arytmety
zny
h na li
zba
h staªopozy
yjny
h s¡ identy
znez �prawdziwymi� wynikami dziaªa« na li
zba
h 
aªkowity
h, pod warunkiem, »ewynik daje si� w ten sposób reprezentowa¢, 
zyli w sz
zególno±
i nie wyst¡pinadmiar. Je±li ozna
zymy M = 2d, gdzie d jest li
zb¡ bitów li
zby staªopozy
yjnejbez znaku, to dodawanie, odejmowanie i mno»enie s¡ wykonywane modulo M,a wi�
 pro
esor realizuje dziaªania algebrai
zne pier±
ienia ZM. Czasem mo»na tobezpo±rednio wykorzysta¢ prakty
znie (np. w generatora
h li
zb pseudolosowy
h).W pewny
h systema
h wyst¡pienie nadmiaru jest jednak wykrywane i powodujeprzerwanie dziaªania programu. W okoli
a
h tego wykªadu li
zby staªopozy
yjnemaj¡ zna
zenie pomo
ni
ze; b�d¡ one stosowane naj
z�±
iej jako indeksy tabli
,w który
h prze
howujemy li
zby zmiennopozy
yjne reprezentuj¡
e elementy 
iaªli
zbowy
h Q, R lub C.

Dziaªania na li
zba
h zmiennopozy
yjny
h polegaj¡ na wyzna
zeniu li
zbyzmiennopozy
yjnej mo»liwie maªo ró»ni¡
ej si� od wyniku �prawdziwego�
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dziaªania. Je±li nie wyst¡pi nadmiar ani niedomiar, to bª¡d wzgl�dny takiejreprezenta
ji nie przewy»sza ν = 2−t i wtedy mo»emy napisa¢�(a ⋄ b) = (a ⋄ b)(1 + ε),gdzie �⋄� ozna
za dodawanie, odejmowanie, mno»enie lub dzielenie, za± ε ozna
zabª¡d wzgl�dny reprezenta
ji wyniku. Zatem |ε| ≤ 2−t. Je±li natomiast wyst¡piniedomiar, to�(a ⋄ b) = (a ⋄ b) + δ,gdzie |δ| ≤ µ = 21−b−t. Zwró¢my uwag�, »e w obu przypadka
h znak bª�duwzgl�dnego ε i bezwzgl�dnego δ mo»e by¢ dowolny.

Dziaªania arytmetyki zmiennopozy
yjnej nie maj¡ wªasno±
i dziaªa«algebrai
zny
h w 
iaªa
h Q ani R. Z punktu widzenia algebry nie s¡ to dziaªania,poniewa» zbiór li
zb zmiennopozy
yjny
h o ustalonej pre
yzji nie jest zamkni�tyze wzgl�du na »adne z ty
h dziaªa«, nie s¡ te» speªnione prawa ª¡
zno±
idodawania i mno»enia, ani prawo rozdzielno±
i mno»enia wzgl�dem dodawania.

Opró
z formatów li
zb zmiennopozy
yjny
h standard IEEE-754 okre±lapodstawowe wymagania, jakie musz¡ by¢ speªnione przez implementa
j� dziaªa«w pro
esora
h. Mi�dzy innymi okre±lone s¡ tryby zaokr¡glania wyników dziaªa«(domy±lnie � do najbli»szej li
zby o dokªadnej reprezenta
ji, a je±li jeste±mydokªadnie �w poªowie�, to tak, aby najmniej zna
z¡
y bit mantysy byª równy 0).S¡ te» okre±lone sytua
je wyj¡tkowe (takie jak nadmiar) i ±rodki umo»liwiaj¡
ei
h obsªug�. Gorzej bywa ze sposobem uwzgl�dnienia tego standardu w prakty
e.Na przykªad w raporta
h j�zyków programowania nie ma zwykle opisu, jak mo»napro
edur� obsªugi bª�du �podª¡
zy¢� do systemu przerwa« komputera i dlategoobsªuga wyj¡tków jest zwykle nieprzeno±n¡ 
z�±
i¡ programów, które maj¡ dziaªa¢w ró»ny
h systema
h opera
yjny
h.

Równie» ¹le jest z bª�dami zaokr¡gle«; tzw. optymaliza
ja jest pro
esemprzeksztaª
ania programu przez kompilator w 
elu otrzymania jak najszyb
iejdziaªaj¡
ego kodu maszynowego. Istniej¡ kompilatory, który
h twór
y niepami�tali o tym, »e dziaªania zmiennopozy
yjne nie maj¡ taki
h wªasno±
i jakdziaªania algebrai
zne na li
zba
h rze
zywisty
h (
hodzi o ª¡
zno±¢i rozdzielno±¢). Kompilatory te przeksztaª
aj¡ wyra»enia np. w taki sposób:

a ∗ c+ b ∗ c → (a+ b) ∗ c,albo 
o gorsza (a+ c) − (b+ c) → a− b,
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o prowadzi do zmiany wyniku. Takie post�powanie ma dwa skutki: po pierwszeodbiera sens dobrze wykonanej pra
y twór
ów standardu, który miaª zapewni¢(i teorety
znie zapewnia) binarn¡ przeno±no±¢ programów wykonuj¡
y
hobli
zenia numery
zne (
zyli gwaran
j�, »e dwa ró»ne pro
esory wykonuj¡
eprogramy o tym samym kodzie ¹ródªowym, obli
z¡ dla ty
h samy
h dany
hidenty
zne wyniki), a po drugie niwe
z¡ wysiªki osób opra
owuj¡
y
h algorytmyoparte na wzora
h spe
jalnie zaprojektowany
h w 
elu zmniejszenia skutkówbª�dów zaokr¡gle« (zoba
z np. algorytm Kahana przedstawiony w ostatnim¢wi
zeniu).
Podsumowuj¡
, osoby które b�d¡ projektowa¢ j�zyki programowaniai kompilatory uprasza si� o dokªadniejsze zapoznanie ze standardem i nie robienietakiej �optymaliza
ji� (ale to nie ozna
za rezygna
ji z optymaliza
ji w ogóle).

Poj�
ie uwarunkowania zada« numery
zny
h

Wydawa¢ by si� mogªo, »e bª�dy opisany
h wy»ej reprezenta
jizmiennopozy
yjny
h s¡ tak maªe, »e dokªadno±¢ rozwi¡za« zada« (
zyli wynikówobli
ze« numery
zny
h) jest zawsze wystar
zaj¡
a. To jest mylne wra»enie.Wyniki zale»¡ od dany
h, które reprezentujemy w przybli»eniu. Ju» samo toozna
za, »e zamiast otrzyma¢ rozwi¡zanie oryginalnego zadania, mo»emy tylkorozwi¡za¢ inne zadanie, powstaªe przez ob
i¡»enie dany
h bª�dami. W wieluprzypadka
h dane do obli
ze« numery
zny
h s¡ otrzymane w wyniku pomiarów�zy
zny
h. Bª�dy taki
h dany
h mog¡ by¢ zna
znie wi�ksze (niektóre wielko±
i�zy
zne umiemy zmierzy¢ z dokªadno±
i¡ 
o najwy»ej do kilku pro
ent). Dlategopodstawow¡ kwesti¡ w obli
zenia
h numery
zny
h jest sprawdzenie, jak bardzoobli
zone wyniki mog¡ si� ró»ni¢ od wyników zadania wyj±
iowego.

Przypu±¢my, »e zadanie polega na obli
zeniu warto±
i pewnej funk
ji f : Rn→ Rm.Dane x1, . . . , xn to argumenty funk
ji f, za± wynik (warto±¢ funk
ji) jest 
i¡giemli
zb y1, . . . , ym. Zarówno dane, jak i wyniki b�dziemy reprezentowa¢ w posta
izmiennopozy
yjnej, która (w razie niewyst¡pienia nadmiaru ani niedomiaru)gwarantuje, »e bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji jest mniejszy ni» ν = 2−t. Dlategozajmiemy si� wpªywem bª�dów wzgl�dny
h dany
h na wzgl�dn¡ zmian� wyniku.

Ozna
zmy x = [x1, . . . , xn]
T i y = [y1, . . . , ym]T. Ka»da z li
zb xi jestreprezentowana za pomo
¡ li
zby zmiennopozy
yjnej �xi, takiej »e xi− �xi = εixi,gdzie |εi| < ν. Zamiast wektora dany
h x mamy wi�
 wektor �x = x + δ, gdzie

δ = [δ1, . . . , δn]
T i |δi| < ν|xi| dla i = 1, . . . , n. Rozwa»my p-t¡ norm� Höldera
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w przestrzeni Rn. Jest ona monotoni
zna, sk¡d wynika, »e

‖δ‖p = ‖[ε1x1, . . . , εnxn]T‖p ≤ ‖[νx1, . . . , νxn]T‖p = ν‖x‖p.Bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji �x wektora x mo»emy s
harakteryzowa¢ za pomo
¡jednej li
zby, ‖x − �x‖p/‖x‖p. Na podstawie osza
owania dokonanego przed 
hwil¡wiemy, »e bª¡d ten jest nie wi�kszy ni» ν. O
zywi±
ie, z nierówno±
i
‖x − �x‖p ≤ ‖x‖pν nie wynika, »e bª¡d ka»dego wspóª
zynnika wektora x przezodpowiedni wspóª
zynnik wektora �x jest maªy (w rze
zywisto±
i bª¡d wzgl�dnywspóª
zynników o maªej warto±
i bezwzgl�dnej mo»e by¢ dowolnie du»y).

Mo»emy teraz okre±li¢ jedno z najwa»niejszy
h poj�¢ zwi¡zany
h z zadaniaminumery
znymi.Def. Wska¹nik uwarunkowania zadania obli
zenia wektora y = f(x) jest to li
zba
ondy x = sup�x: ‖�x−x‖≤E

(‖y − �y‖
‖y‖

/‖�x − x‖
‖x‖

)
,gdzie y = f(x), �y = f(�x), za± li
zba E jest górnym osza
owaniem bª�du dany
h.

Symbol �
ond� po
hodzi od angielskiego terminu 
ondition number. O
zywi±
ie,wska¹nik uwarunkowania zale»y od przyj�tej normy. Zadania, który
h wska¹nikuwarunkowania jest maªy to zadania dobrze uwarunkowane, za± zadania o du»ymwska¹niku uwarunkowania s¡ ¹le uwarunkowane.

Wska¹nik uwarunkowania jest 
zynnikiem, z jakim bª¡d reprezenta
ji dany
hmo»e przenie±¢ si� na bª¡d otrzymanego wyniku. Znaj¡
 wska¹nik uwarunkowaniakonkretnego zadania i bª¡d wzgl�dny dany
h (wynikaj¡
y z pomiaru orazprzybli»onej reprezenta
ji) mo»emy osza
owa¢ nieunikniony (dla »adnej metodyrozwi¡zywania zadania) bª¡d wzgl�dny wyniku. Je±li wi�
 mamy np. zadanie tak¹le uwarunkowane, »e 
ondx > 2t, to bª¡d wyniku mo»e przekro
zy¢ 100%,a zatem numery
zne rozwi¡zywanie tego zadania przy u»y
iu arytmetykizmiennopozy
yjnej z mantys¡ o dªugo±
i t nie ma sensu. Gdyby wynik byª jedn¡li
zb¡, to nawet nie poznaliby±my jej znaku.

Wska¹niki uwarunkowania rozwa»a si� dla podzbiorów dany
h i wyników, mo»nanp. okre±la¢ je dla indywidualny
h skªadow
h xi. De�ni
ja wska¹nikauwarunkowania nie pozwala na ªatwe obli
zanie go, ale w pewny
h przypadka
hmo»na sobie poradzi¢. Przypu±¢my, »e mamy obli
zy¢ li
zb� y = f(x) dla x ∈ R,przy 
zym funk
ja f ma 
i¡gª¡ po
hodn¡ w oto
zeniu punktu x. Wtedy mo»emyprzyj¡¢
ondyx ≈ ∣∣∣

dfdx ∣∣∣ ·
∣∣∣
x

y

∣∣∣.
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Podkre±l� jesz
ze raz, »e poj�
ie uwarunkowania zadania nie ma ni
 wspólnegoz metodami (algorytmami) jego rozwi¡zywania. Dobry algorytm mo»e da¢ wynik,którego bª¡d ma osza
owanie niewiele wi�ksze od osza
owania wynikaj¡
egoz uwarunkowania zadania. Zªy algorytm mo»e wytworzy¢ bª¡d du»o wi�kszy.

Zbadajmy uwarunkowanie zada« obli
zania sumy, ró»ni
y, ilo
zynu i ilorazu li
zbrze
zywisty
h. Je±li wi�
 y = a± x, to


ondyx ≈ ∣∣∣

dydx ∣∣∣ ·
∣∣∣
x

y

∣∣∣ =
∣∣∣
x

a± x
∣∣∣.

Je±li wi�
 dodajemy li
zby o prze
iwny
h znaka
h lub odejmujemy li
zby o tymsamym znaku, to wska¹nik uwarunkowania zadania i zwi¡zane z nim bª�dy mog¡by¢ dowolnie du»e. Zjawisko to nazywa si� znoszeniem si� skªadników.

Podobnie mo»emy obli
zy¢ dla y = ax i z = a/x


ondyx ≈ ∣∣∣
ax

ax

∣∣∣ = 1 oraz 
ondzx ≈ ∣∣∣
a

x2
ax · x

∣∣∣ = 1,a zatem mno»enie i dzielenie zawsze s¡ zadaniami dobrze uwarunkowanymi.

Zbadajmy bardziej ambitny przykªad: zadanie obli
zania pierwiastków trójmianukwadratowego x2− 2px+ q, przy zaªo»eniu, »e ∆ = p2− q > 0. Mamy

x1,2 = p±
√
∆. Obli
zmy


ondx1,2 p ≈
∣∣∣
−x1,2√
∆

p

x1,2

∣∣∣ =
∣∣∣
p√
∆

∣∣∣, oraz


ondx1,2 q ≈
∣∣∣
∓1
2
√
∆

q

p±
√
∆

∣∣∣ =
∣∣∣
p∓

√
∆

2
√
∆

∣∣∣.

Je±li p 6= 0, to dla q→ p2 oba wska¹niki rosn¡ nieograni
zenie (
zyli zadanie mo»eby¢ dowolnie ¹le uwarunkowane), ale je±li q ≤ 0, to 
ondx1,2 p ≤ 1 i 
ondx1,2 q ≤ 1,a zatem zadania obli
zenia obu pierwiastków s¡ bardzo dobrze uwarunkowane.

Numery
zna poprawno±¢ i numery
zna stabilno±¢algorytmów

Maj¡
 zadanie numery
znego obli
zenia warto±
i pewnej funk
ji f(x) nie mo»emyspodziewa¢ si�, »e otrzymany bª¡d b�dzie mniejszy ni» osza
owanie wynikaj¡
ez uwarunkowania zadania i dokªadno±
i arytmetyki zmiennopozy
yjnej, w którejreprezentujemy dane. Dokªadniej, bª¡d mo»e by¢ mniejszy, ale nie mamymo»liwo±
i sprawdzenia tego bez u»y
ia dokªadniejszej arytmetyki. Opró
z
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zmiany wyniku spowodowanej zaburzeniem dany
h, dodatkowe bª�dy wnosi u»ytyalgorytm.
Poj�
ie numery
znej poprawno±
i algorytmu opiera si� na pomy±le, aby skutkity
h bª�dów interpretowa¢ jako dodatkowe zaburzenie dany
h i wyniku.Algorytm A jest numery
znie poprawny wtedy, gdy dla ka»dego wektora dany
h xw rozwa»anej klasie zada« istniej¡ dane �x, niewiele ró»ni¡
e si� od x, takie »ewynik �y obli
zenia warto±
i funk
ji f(x) algorytmem A (tj. �y = A(x)) niewieleró»ni si� od wektora f(�x). Dokªadniej, algorytm A jest numery
znie poprawnyw klasie zada« D, je±li istniej¡ (mo»liwie maªe) staªe Kd i Kw, takie »e przyrealiza
ji algorytmu za pomo
¡ arytmetyki zmiennopozy
yjnej o bª�dziereprezenta
ji ν, dla ka»dego wektora dany
h x ∈ D istnieje �x ∈ D, taki »e

‖x − �x‖ ≤ Kd‖x‖ν oraz ‖f(�x) −A(x)‖ ≤ Kw‖f(�x)‖ν.Staªe Kd i Kw nazywaj¡ si� staªymi kumula
ji; nie mog¡ one zale»e¢ od dany
h,ale mog¡ zale»e¢ od rozmiaru zadania, na przykªad od li
zby wspóª
zynnikówwektora dany
h. Z dwó
h algorytmów numery
znie poprawny
h lepszy (zewzgl�du na bª�dy) jest ten, który ma staªe kumula
ji mniejsze.

Trzeba podkre±li¢, »e nie ka»dy algorytm jest numery
znie poprawny. Przy tymistniej¡ zadania, dla który
h algorytmy numery
znie poprawne nie s¡ znane (i niewiadomo, 
zy istniej¡).

Nie ka»dy algorytm jest numery
znie poprawny i nie dla ka»dego zadania znanyjest taki algorytm. Wªasno±¢ sªabsza to tzw. numery
zna stabilno±¢. Algorytm,który ma t� wªasno±¢, wytwarza bª�dy zaokr¡gle«, które nie s¡ wprawdzierównowa»ne zaburzeniom dany
h, ale i
h osza
owanie jest propor
jonalne dobª�du ν = 2−t reprezenta
ji li
zb. Tak wi�
 rozwi¡zuj¡
 zadanie za pomo
¡ tegosamego algorytmu zaimplementowanego przy u»y
iu arytmetyki o mantysie

2t-bitowej otrzymamy wynik z bª�dem, którego osza
owanie jest 2−t razymniejsze. Nie ka»dy algorytm jest numery
znie stabilny.

Rozwi¡zuj¡
 zadania z pewnej klasy D za pomo
¡ algorytmu numery
zniestabilnego otrzymujemy zamiast y = f(x) wynik �y, którego bª¡d ma osza
owaniepropor
jonalne do wska¹nika uwarunkowania zadania. Ka»dy algorytmnumery
znie poprawny jest wi�
 numery
znie stabilny. Numery
znie stabilne s¡te» algorytmy, które obli
zaj¡ wiele wyników (np. li
zby x1, . . . , xn speªniaj¡
edany ukªad równa« liniowy
h, rozpatrywane osobno), je±li ze wzgl�du na ka»dywynik algorytm jest numery
znie poprawny (ale dla ka»dego wyniku zaburzenedany
h, równowa»ne skutkom bª�dów zaokr¡gle«, jest inne).
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Zadania i problemy1. Je±li wynik dziaªania zmiennopozy
yjnego ma dokªadn¡ reprezenta
j�, to niepodlega zaokr¡gleniu. Na przykªad je±li oba argumenty dodawania, odejmowaniai mno»enia s¡ li
zbami 
aªkowitymi, to wynik te». Jaka jest najwi�kszanieparzysta li
zba 
aªkowita, której reprezenta
ja zmiennopozy
yjna jestdokªadna? Jak du»e li
zby 
aªkowite mog¡ by¢ argumentami wymieniony
h trze
hdziaªa«, aby bª�du nie byªo? Czy mo»na wskaza¢ inne argumenty o sz
zególny
hwarto±
ia
h, dla który
h zaokr¡glenie nie zmienia wyniku?2. Rozwa»my tabli
� li
zb zmiennopozy
yjny
h pojedyn
zej albo podwójnej pre
yzji.Udowodnij, »e je±li dokonamy nast�puj¡
ego przeksztaª
enia bitów ka»dej takiejli
zby:je±li s = 0, to s := 1, a w prze
iwnym razie zaneguj wszystkie bity,i posortujemy tabli
� otrzymany
h 
i¡gów bitów wedªug warto±
ireprezentowany
h przez nie li
zb staªopozy
yjny
h bez znaku, a nast�pniedokonamy przeksztaª
enia odwrotnego, to wynik takiego sortowania jest taki jakwynik sortowania li
zb zmiennopozy
yjny
h w tej tabli
y.Co si� dzieje, je±li sortujemy w ten sposób tabli
�, która zawiera nie-li
zbyi niesko«
zono±
i?Czy tak¡ metod� sortowania mo»na zastosowa¢ do tabli
y li
zb rozszerzonejpre
yzji?3. Udowodnij, »e algorytm obli
zania li
zby x = aTb dla a,b ∈ Rn, programem

x := 0;for i := 1 to n do x := x+ a[i] ∗ b[i]jest numery
znie poprawny. Zaproponuj sposób okre±lenia zaburze«równowa»ny
h bª�dom zaokr¡gle« i znajd¹ staªe kumula
ji.4. Nie
h a,b,c ∈ Rn. Wyka», »e dla n > 2 algorytm obli
zania wektora x = abTcoparty na wzorze (abT)c nie jest numery
znie poprawny, w prze
iwie«stwie do

a(bTc).5. Li
zb� x = a2− b2, gdzie a, b ∈ R mo»na obli
zy¢ dwiema metodami:

A1(a, b) = a ∗ a− b ∗ b, albo A2(a, b) = (a− b) ∗ (a+ b). Czy to s¡ algorytmynumery
znie poprawne? Który z ni
h jest lepszy? (zwró¢ uwag� na skutki bª�dówzaokr¡gle« i mo»liwo±¢ wyst¡pienia nadmiaru albo niedomiaru).6. Zaprojektuj algorytm obli
zania rozwi¡za« równania x2− 2px+ q = 0, w którymje±li q < 0, to nie wyst�puje znoszenie si� skªadników. Zbadaj, 
zy ten algorytmjest numery
znie poprawny.7. Wyka», »e rozwi¡zuj¡
 ukªad dwó
h równa« liniowy
h z dwiema niewiadomymiprzy u»y
iu wyzna
zników mo»na skonstruowa¢ zaburzenia dany
h równowa»nebª�dowi ka»dej z niewiadomy
h z osobna, ale na ogóª nie ma taki
h zaburze«
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wspóª
zynników ukªadu, aby wektor x = [x1, x2]
T byª obli
zony z bª�demrównowa»nym tym zaburzeniom.8. Algorytmy dodawania, odejmowania i mno»enia li
zb zespolony
h oparte nawzora
h de�niuj¡
y
h te dziaªania daj¡ wynik ob
i¡»ony maªym bª�dem(o
zywi±
ie, je±li ten wynik daje si� reprezentowa¢):�(z1± z2) = (z1± z2)(1 + ε), |ε| ≤ 2−t,�(z1 · z2) = (z1 · z2)(1+ δ), |δ| ≤ (1+

√
2)2−t

(bª�dy ε i δ s¡ li
zbami zespolonymi). Algorytm dzielenia powinien by¢ spe
jalniezaprojektowany, aby byª odporny na nadmiar i niedomiar. Iloraz

z1/z2 = (a1, b1)/(a2, b2) obli
za si� tak:
z1/z2 =

(a1+ b1p

a2+ b2p
,
b1− a1p

a2+ b2p

)
, gdzie p =

b2

a2

je±li |a2| ≥ |b2|, albo

z1/z2 =
(a1q+ b1

a2q+ b2
,
b1q− a1

a2q+ b2

)
, gdzie q =

a2

b2

je±li |a2| < |b2|.Wtedy�(z1/z2) = (z1/z2)(1 + γ), |γ| ≤ (4+
√
2)2−t+O(2−2t).9. Zaproponuj sposób obli
zania warto±
i bezwzgl�dnej li
zby zespolonej z = (a, b),odporny na nadmiar i niedomiar.10. Nast�puj¡
y algorytm Kahana sªu»y do obli
zania sumy wielu li
zbz dokªadno±
i¡ lepsz¡ ni» algorytm zwy
zajnie dodaj¡
y kolejne skªadniki:

s := x[1];
c := 0;for i := 2 to n do begin

y := x[i] − c;

t := s+ y;

c := (t− s) − y;

s := tendDziaªanie algorytmu polega na obli
zaniu poprawki y, która reprezentujesumary
zny bª¡d popeªniony pod
zas obli
zania sumy 
z�±
iowej. Para zmienny
h

s i c symuluje zmienn¡ o dwa razy dªu»szej mantysie, w której obli
zana jestsuma. Próba przeksztaª
enia tego kodu oparta na zaªo»eniu, »e dziaªaniazmiennopozy
yjne s¡ ª¡
zne, doprowadza do otrzymania �zwykªego� algorytmusumowania, a prze
ie» algorytmy takie jak powy»ej s¡ u»ywane wtedy, gdymetody �zwykªe� s¡ za maªo dokªadne. Niestety, istniej¡ kompilatory, które 
o±takiego robi¡.
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Implementa
ja komputerowa elimina
ji Gaussa

Rozwi¡zuj¡
 ukªad równa« liniowy
h metod¡ elimina
ji Gaussa przy u»y
iukomputera prze
howujemy wspóª
zynniki równa« w tabli
y (uwaga: trzebarozró»nia¢ ma
ierz wspóª
zynników ukªadu, 
zyli obiekt matematy
zny, odtabli
y, 
zyli struktury dany
h, w której prze
howujemy te wspóª
zynniki).Elementom tabli
y przypisujemy odpowiednie wspóª
zynniki kolejnootrzymywany
h ma
ierzy, nisz
z¡
 i
h poprzedni¡ zawarto±¢. Zauwa»my, »e niemusimy wpisywa¢ zer w miejs
e wspóª
zynników a(k−1)

ik ; wystar
zy tylko pami�ta¢,»e zawarto±¢ odpowiedni
h miejs
 w tabli
y nie reprezentuje wspóª
zynnikówprzeksztaª
onej ma
ierzy. Miejs
a te mo»emy wi�
 wykorzysta¢ do prze
howaniali
zb lik, 
zyli wspóª
zynników ma
ierzy trójk¡tnej dolnej L.

Rozwi¡zywanie ukªadu równa« metod¡ elimina
ji Gaussa polega na znalezieniuma
ierzy trójk¡tny
h L, R i ma
ierzy permuta
ji P, Q, taki
h »e PAQ−1 = LR. Doreprezentowania ma
ierzy P i Q u»yjemy dwó
h tabli
 jednowymiarowy
h, P i Q,o dªugo±
i min(m,n). Je±li przyjmiemy, »e w tabli
y a o wymiara
h m× n+ 1prze
howujemy po
z¡tkowo wspóª
zynniki ma
ierzy uzupeªnionej [A,b], toalgorytm przeksztaª
ania ukªadu mo»emy zapisa¢ w taki sposób:for k := 1 to min(m,n) do begin

P[k] := k; Q[k] := k;if a[k, k] = 0 then beginif a[j, k] = 0 dla j ∈ {k+ 1, . . . ,m} then beginif a[i, j] = 0 dla i ∈ {k, . . . ,m}, j ∈ {k+ 1, . . . , n}then zako«
z pro
edur�, r = k− 1else beginwe¹ j, takie »e a[i, j] 6= 0 dla pewnego i ∈ {k, . . . ,m};przestaw kolumny j i k w tabli
y a; Q[k] := jendend;if a[k, k] = 0 then beginwe¹ j, takie »e a[j, k] 6= 0;przestaw wiersze j i k tabli
y a; P[k] := jendend;for j := k+ 1 to m do begin

ljk := a[j, k]/a[k, k]; a[j, k] := ljk;for i := k+ 1 to n+ 1 do

a[j, i] := a[j, i] − ljk ∗ a[k, i]endend;

r = min(m,n)
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Przestawiaj¡
 w kroku k-tym wiersz k-ty z wierszem j-tym, zmiennej P[k]przypisujemy warto±¢ j; w przypadku, gdy nie wykonujemy przestawienia wierszy,przypisujemy P[k] := k.Podobnie, przestawiaj¡
 kolumny j i k, przypisujemy Q[k] := j, a je±li kolumn nieprzestawiamy, to w zmiennej Q[k] zapami�tamy li
zb� k. Zawarto±¢ tabli
y Qumo»liwia odtworzenie permuta
ji kolumn tabli
y; zauwa»my, »e reprezentuje onarównie» permuta
j� odwrotn¡. Je±li po rozwi¡zaniu ukªadu w tabli
y x mamywarto±
i niewiadomy
h, które trzeba poprzestawia¢ tak, aby otrzyma¢ rozwi¡zanieukªadu wyj±
iowego, to wystar
zy wykona¢ pro
edur�

for k := r downto 1 doprzestaw ( x[k], x[Q[k]] );

Przykªad. Przypu±¢my, »e mamy ukªad równa«, którego ma
ierz A ∈ K4,5 ma rz¡drówny 2. Po przeksztaª
eniu ukªadu równa« w opisany sposób, zawarto±¢tabli
y a wygl¡da nast�puj¡
o:




r11 r12 t13 t14 t15 c1

l21 r22 t23 t24 t25 c2

l31 l32 0 0 0 c3

l41 l42 0 0 0 c4




.

Li
zby rij i tij s¡ wspóª
zynnikami bloków

R(2) =

[
r11 r12

0 r22

] i T (2) =

[
t13 t14 t15

t23 t24 t25

]

ma
ierzy trójk¡tnej górnej R ∈ K4,5 otrzymanej w wyniku rozkªadu (zoba
zozna
zenia w rozdziale 5), li
zby lij s¡ wspóª
zynnikami ma
ierzy

L =





1 0 0 0

l21 1 0 0

l31 l32 1 0

l41 l42 0 1





za± bloki

b
(2)

1 =

[
c1

c2

] i b
(2)

2 =

[
c3

c4

]

s¡ 
z�±
iami przeksztaª
onego wektora prawej strony. Rozwa»any ukªad równa«jest o
zywi±
ie niesprze
zny wtedy, gdy c3 = c4 = 0, 
zyli b
(2)

2 = 0.

Je±li ukªad jest niesprze
zny, to mo»emy wyzna
zy¢ reprezenta
j� jego zbiorurozwi¡za«. Na reprezenta
j� t� skªada si� dowolne rozwi¡zanie sz
zególne i baza
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j¡dra ma
ierzy ukªadu. Najªatwiejsze do obli
zenia rozwi¡zanie sz
zególneotrzymamy bior¡
 xr+1 = · · · = xn = 0 i obli
zaj¡
 niewiadome x1, . . . , xr zapomo
¡ nast�puj¡
ej pro
edury (uwaga: jest ona napisana przy zaªo»eniu, »ew zmiennej a[k, n + 1] prze
howujemy wspóª
zynnik ck przeksztaª
onego wektoraprawej strony):
for k := r downto 1 do begin

s := a[k, n + 1];for j := k+ 1 to r do s := s− a[k, j] ∗ x[j];

x[k] := s/a[k, k]end
Po wykonaniu tego obli
zenia trzeba jesz
ze poprzestawia¢ niewiadome x1, . . . , xn,na podstawie zawarto±
i tabli
y Q, zgodnie z w
ze±niej podanym opisem.Wektory y1, . . . ,yn−r bazy j¡dra mo»emy znale¹¢ rozwi¡zuj¡
 ukªad jednorodny.Aby obli
zy¢ wspóª
zynniki y1i, . . . , yni wektora yi, mo»emy przyj¡¢, »ewspóª
zynniki yki dla k = r+ 1, . . . , n s¡ równe 0 z wyj¡tkiem wspóª
zynnika

yr+i,i = 1. Pozostaªe wspóª
zynniki y1i, . . . , yri obli
zamy tak:

for k := r downto 1 do begin

s := −a[k, r+ i];for j := k+ 1 to r do s := s− a[k, j] ∗ y[j, i];

y[k, i] := s/a[k, k]end
Po obli
zeniu przestawiamy wspóª
zynniki y1i, . . . , yni (za pomo
¡ tabli
y Q), abyustawi¢ je we wªa±
iwej kolejno±
i. Warto porówna¢ t� pro
edur� z opisanym nastr. 4.3 sposobem wyzna
zania bazy przestrzeni kerA.

W prakty
e 
z�sto trzeba rozwi¡za¢ wiele ukªadów równa«, które maj¡ t� sam¡ma
ierz wspóª
zynników A i ró»ne wektory prawej strony. Co wi�
ej, kolejnywektor prawej strony mo»e zale»e¢ od rozwi¡zania poprzedniego ukªadu. Dlategowarto jest zrealizowa¢ znajdowanie rozkªadu ma
ierzy A i przetwarzanie wektoraprawej strony ukªadu jako osobne pro
edury, zwªasz
za, »e koszt rozkªadaniama
ierzy na 
zynniki trójk¡tne jest zna
znie wi�kszy od kosztu rozwi¡zywaniaukªadów równa« liniowy
h z ma
ierzami trójk¡tnymi.

Dodatkowe uwagi o przeksztaª
aniu ukªadu równa«

Mo»na zauwa»y¢, »e aby przeksztaª
i¢ ukªad równa« w opisany tu sposób,mogliby±my najpierw poprzestawia¢ wiersze i kolumny ma
ierzy, a pó¹niej tylko

9.4

obli
za¢ wspóª
zynniki ljk i odejmowa¢ wiersze pomno»one przez te wspóª
zynnikiod wierszy poni»ej. Trzeba by byªo tylko zna¢ odpowiednie permuta
je wierszyi kolumn. Mo»na zada¢ pytanie, kiedy przestawianie wierszy i kolumn jest zb�dne.

Stwierdzenie: Warunkiem konie
znym i dostate
znym wykonalno±
iprzeksztaª
enia ukªadu bez przestawiania wierszy i kolumn jest, aby dla
k = 1, . . . , r ma
ierz kwadratowa Ak, która powstaje z ma
ierzy A przezodrzu
enie ostatni
h n− k kolumn i ostatni
h m− k wierszy byªa nieosobliwa.Dowód: Ma
ierz [a11] jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy a11 6= 0 i tylkow takim przypadku mo»na wykona¢ pierwszy krok pro
edury. Przyjmijmyzaªo»enie induk
yjne, »e mo»liwe jest wykonanie k− 1 kroków (k − 1 < r), daj¡
enieosobliw¡ ma
ierz trójk¡tn¡ górn¡ R(k−1) w miejs
u bloku Ak−1.Udowodnimy, »e ma
ierz trójk¡tna R(k) jest równie» nieosobliwa. W tym 
eluzauwa»my, »e k-ty wiersz tej ma
ierzy jest kombina
j¡ liniow¡ wierszy ma
ierzy

Ak, przy 
zym k-ty wspóª
zynnik tej kombina
ji jest równy 1. Poniewa» ma
ierz

Ak jest nieosobliwa, wi�
 jej wiersze s¡ liniowo niezale»ne; »adna i
h kombina
jaliniowa, której pewien wspóª
zynnik jest ró»ny od 0, nie jest wektorem zerowym.Zatem ostatni wiersz ma
ierzy R(k) zawiera 
o najmniej jeden wspóª
zynnik ró»nyod 0; jest to wspóª
zynnik rkk, poniewa» ma
ierz ta jest trójk¡tna górna.Pozostaªe wspóª
zynniki diagonalne ma
ierzy R(k) le»¡ na diagonali ma
ierzy

R(k−1), a zatem s¡ ró»ne od zera na mo
y zaªo»enia induk
yjnego. 2

Na ogóª do±¢ trudno jest przekona¢ si�, 
zy dana ma
ierz jest nieosobliwa, bezwykonania ra
hunków 
o najmniej tak samo kosztowny
h jak opisana pro
edura.Istniej¡ jednak wa»ne w prakty
e klasy ma
ierzy, które s¡ nieosobliwe,i przynale»no±¢ danej ma
ierzy do takiej klasy jest ªatwa do zbadania.

Def. Nie
h K ozna
za 
iaªo li
zbowe, Q, R lub C. Ma
ierz [aij]i,j ∈ Km,n jestwierszowo diagonalnie dominuj¡
a, je±li jej wspóª
zynniki speªniaj¡ warunek

|aii| >
∑

j=1,...,min(m,n)

j6=i

|aij| dla i = 1, . . . ,min(m,n).

Sªowami: warto±¢ bezwzgl�dna ka»dego wspóª
zynnika na diagonali jest wi�kszani» suma warto±
i bezwzgl�dny
h pozostaªy
h wspóª
zynników w tym samymwierszu.Ma
ierz A jest kolumnowo diagonalnie dominuj¡
a, je±li ma
ierz AT jestwierszowo diagonalnie dominuj¡
a.

Twierdzenie: Ma
ierz kwadratowa wierszowo (a tak»e kolumnowo) diagonalniedominuj¡
a jest nieosobliwa.
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Dowód: Wystar
zy przeprowadzi¢ dowód dla ma
ierzy wierszowo diagonalniedominuj¡
ej. We¹my dowolny wektor x = [x1, . . . , xn]
T i wybierzmy dowolne k,takie »e |xk| ≥ |xi| dla i = 1, . . . , n. Nie
h y = Ax = [y1, . . . , yn]

T. Mamy

|yk| =
∣∣∣
n∑

i=1

akixi

∣∣∣ ≥ |akkxk| −
∑

i6=k
|akixi| ≥

(
|akk| −

∑

i6=k
|aki|

)
|xk|.

Wyra»enie w nawiasie jest dodatnie, a zatem je±li xk 6= 0, to yk 6= 0, 
zyli y 6= 0,
o dowodzi liniowej niezale»no±
i kolumn ma
ierzy A. 2

Opisana w tym wykªadnie pro
edura jest poprawna, je±li wszystkie jej opera
jearytmety
zne wykonujemy dokªadnie. W zasadzie w informaty
e dysponujemydwiema mo»liwo±
iami wykonywania dokªadny
h ra
hunków. Pierwsza z ni
h toarytmetyka wymierna; je±li wszystkie wspóª
zynniki ukªadu s¡ li
zbamiwymiernymi (albo wymiernymi zespolonymi), to mo»emy ka»dy z ni
hprzedstawi¢ w posta
i pary li
zb 
aªkowity
h � li
znika i mianownika,a nast�pnie obli
za¢ ka»dy wynik dziaªania arytmety
znego w takiej samejposta
i. Takie podej±
ie ma to do siebie, »e szybko otrzymujemy 
oraz wi�kszeli
zby, 
o mo»e by¢ bardzo niewygodne.Druga mo»liwo±¢ to ra
hunki symboli
zne, które jednak s¡ na tyle niewygodne,»e trudno sobie wyobrazi¢ prakty
zn¡ sytua
j�, w której i
h zastosowanie dorozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h (zwªasz
za du»y
h) byªoby sensowne.Ra
hunki symboli
zne daªyby nam niesªy
hanie skomplikowane wzory, do który
hpodstawiwszy wspóª
zynniki ukªadu w 
elu numery
znego obli
zenia wyniku(z bª�dami zaokr¡gle«) po dªugim 
zasie otrzymaliby±my wynik straszliwieniedokªadny.
W wi�kszo±
i prakty
zny
h zastosowa« u»ywa si� arytmetyki zmiennopozy
yjnej,w której wyniki dziaªa« s¡ ob
i¡»one bª�dami. Z tego powodu, wykonuj¡
obli
zenia numery
zne trzeba mie¢ ±wiadomo±¢, »e li
zby otrzymane jako wynikna ogóª nie s¡ wynikiem, a tylko jego przybli»eniem i trzeba wiedzie¢, jak bardzomo»e ono by¢ niedokªadne.

Istnienie bª�dów zaokr¡gle« ma jesz
ze jeden skutek: je±li to samo wyra»enieobli
zamy ró»nymi sposobami (np. obli
zamy sum� wielu skªadników w ró»nejkolejno±
i), to za ka»dym razem mo»emy otrzyma¢ wynik ob
i¡»ony innymbª�dem. Dlatego znaj¡
 jeden algorytm rozwi¡zywania pewnego zadania mo»emyposzukiwa¢ inny
h algorytmów, które daj¡ dokªadniejszy wynik. Wybieraj¡
algorytm do rozwi¡zania konkretnego zadania nale»y bra¢ pod uwag� jego koszt(
zasowy i pami�
iowy), wytworzone bª�dy, a tak»e prostot� algorytmu lubdost�pno±¢ odpowiedniej pro
edury np. w bibliote
e pro
edur.

9.6

Realiza
ja numery
zna pro
esu elimina
ji

Wykonanie w arytmety
e zmiennopozy
yjnej pro
edury elimina
ji mo»e si� niepowie±¢ z powodu nadmiaru lub niedomiaru (tj. przekro
zenia zakresureprezentowalny
h li
zb), jak i powa»nej utraty dokªadno±
i z powodu bª�dówzaokr¡gle«. Pierwszego niebezpie
ze«stwa mo»na unikn¡¢, natomiast drugiego �nie zawsze. Bª�dy zaokr¡gle« zawsze s¡; mo»emy tylko stara¢ si� zmniejszy¢ i
hskutki.
�rodkiem do osi¡gni�
ia obu 
elów jest odpowiedni wybór elementu gªównego.Polega on na takim przestawianiu kolumn i wierszy, aby li
zba a[k, k], przez któr¡dzielimy w kroku k-tym inne li
zby, miaªa jak najwi�ksz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡(a zatem przestawie« dokonujemy nie tylko wtedy, gdy a[k, k] = 0). Je±li jest tonajwi�ksza 
o do moduªu li
zba w wiersza
h k, . . . ,m i kolumna
h k, . . . , n, towarto±
i bezwzgl�dne li
zb lik b�d¡ mniejsze od 1. W rezulta
ie normy ma
ierzy

A(k) i wektorów b(k) mog¡ rosn¡¢ w sposób ograni
zony. To samo doty
zypoziomu bª�dów zaokr¡gle« w tym pro
esie.

Podstawow¡ trudno±¢ sprawia rozpoznanie, 
zy k = r = rankA, 
zy te» jesz
ze

k < r. Bª�dy zaokr¡gle« powoduj¡ bowiem, »e elementy przeksztaª
anej ma
ierzy,które powinny by¢ zerami, s¡ ró»ne od zera. Szanse na poprawn¡ o
en�, 
zy k = rmalej¡ w kolejny
h kroka
h, a zatem s¡ najmniejsze je±li r jest bliskie min(m,n).Je±li jednak wiadomo, »e r = min(m,n) (i nie trzeba dowiadywa¢ si� tego badaj¡
wspóª
zynniki ob
i¡»one bª�dami), to pro
es elimina
ji 
z�sto mo»na stosowa¢z powodzeniem.

Przypu±¢my, »e po k kroka
h elimina
ji otrzymali±my ma
ierz

[A(k),b(k)] =

[
A

(k)

11 A
(k)

12 b
(k)

1

0 A
(k)

22 b
(k)

2

]
.

Mo»na przyj¡¢ rankA = k w sytua
ji gdy ‖A(k)

22 ‖ ≤ νK1‖A‖ oraz ‖b(k)

2 ‖ ≤ νK2‖b‖,dla niezbyt du»y
h li
zb K1 i K2. Mo»na udowodni¢, »e wtedy dla dowolnego

x2 ∈ Kn−k oraz x1 ∈ Kk speªniaj¡
ego ukªad równa« A11x1+A12x2 = b1, wektor

x = Q−1

[
x1

x2

] jest rozwi¡zaniem ukªadu

(A+ E)x = b, gdzie ‖E‖ ≤ νK‖A‖,i staªa K jest rz�du wielko±
i 3k+ K1+ K2. Zatem algorytm jest numery
zniepoprawny (istnieje maªe zaburzenie dany
h (ma
ierz E), takie »e otrzymujemydokªadne rozwi¡zanie zadania zaburzonego).
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Elimina
ja Gaussa-Jordana

Rozwa»my ukªad równa« liniowy
h Ax = b. Mo»na go rozwi¡za¢ za pomo
¡�zwykªej� elimina
ji Gaussa, a tak»e za pomo
¡ opisanej ni»ej metodyelimina
ji Gaussa-Jordana.

Przypu±¢my, »e równania i niewiadome s¡ tak uporz¡dkowane, »e przestawianiewierszy i kolumn jest zb�dne. Po wykonaniu k− 1 kroków elimina
ji mamyma
ierz A(k), która w górnym lewym rogu ma blok, który jest ma
ierz¡jednostkow¡ k− 1× k− 1. Krok k-ty jest taki: k-ty wiersz ma
ierzy A i k-tywspóª
zynnik wektora prawej strony (
zyli k-te równanie) mno»ymy przez

1/a
(k−1)

kk (przez odwrotno±¢ wspóª
zynnika na diagonali w k-tym wierszu ma
ierzyprzeksztaª
onej w poprzedni
h kroka
h). W ten sposób powstaje ma
ierz zewspóª
zynnikiem 1 na diagonali. Nast�pnie do ka»dego z pozostaªy
h równa«dodajemy k-te równanie pomno»one przez −a
(k−1)

jk � wspóª
zynnik tego równaniaw k-tej kolumnie. Otrzymujemy w ten sposób ukªad równowa»ny poprzedniemu,który w kolumna
h od pierwszej do k-tej poza diagonal¡ ma wspóª
zynniki równe

0, a na diagonali 1.

Ma
ierzowa interpreta
ja k-tego kroku elimina
ji Gaussa-Jordana jest taka:Ma
ierz A(k−1) i wektor b(k) mno»ymy (z lewej strony) najpierw przez ma
ierz

Dk = diag(1, . . . , 1, 1/a(k−1)

kk

↑
k

, 1, . . . , 1),

a nast�pnie przez ma
ierz

Mk =





1 −a
(k−1)

1,k. . . ...

1

−a
(k−1)

k+1,k 1... . . .

−a
(k−1)

m,k 1





,

Metod� elimina
ji Gaussa-Jordana mo»na równie» uzupeªni¢ o wybór elementugªównego.
Elimina
ja Gaussa-Jordana jest metod¡ dro»sz¡ ni» �zwykªa� elimina
ja Gaussa;ponadto stosuj¡
 j¡ nie otrzymamy rozkªadu ma
ierzy A na »adne u»yte
zne
zynniki, z który
h mo»na by wielokrotnie korzysta¢. Dodatkow¡ wad¡ tej metodys¡ jej gorsze wªasno±
i w ra
hunka
h przybli»ony
h (tak»e z wyborem elementugªównego). Dlatego w prakty
e stosuje si� j¡ rzadziej ni» elimina
j� Gaussa.

9.8

Zadania i problemy

1. Zmody�kuj pro
edur� rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h podan¡ nawykªadzie tak, aby dokonywaªa peªnego wyboru elementu gªównego.Czy doª¡
zenie peªnego wyboru elementu gªównego powoduje zwi�kszeniezªo»ono±
i obli
zeniowej elimina
ji Gaussa?2. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A jest wierszowo diagonalnie dominuj¡
a, to wszystkiema
ierze A(k) otrzymane pod
zas przeksztaª
ania ukªadu w opisany na wykªadziesposób s¡ wierszowo diagonalnie dominuj¡
e.3. Napisz w Pas
alu lub C pro
edur� rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h

Ax = b, którego ma
ierz A = (aij)i,j ∈ Rn,n jest nieosobliwa i trójdiagonalna,tj. aij = 0 dla |i− j| > 1. Przyjmij zaªo»enie, »e wspóª
zynniki ma
ierzy A s¡prze
howywane w trze
h tabli
a
h jednowymiarowy
h o dªugo±
i n i pro
edurawykonuje obli
zenia korzystaj¡
 tylko z ty
h tabli
 (i tabli
y wspóª
zynnikówwektora b).Wersja ªatwiejsza: przyjmij zaªo»enie, »e nie trzeba przestawia¢ wierszy pod
zasrozwi¡zywania ukªadu (np. je±li ma
ierz A jest diagonalnie dominuj¡
a).Wersja trudniejsza: przyjmij zaªo»enie, »e mo»e zaj±¢ potrzeba przestawianiawierszy. To zadanie mo»na rozwi¡za¢ równie» bez korzystania z dodatkowejpami�
i.4. Obli
z koszt (w jednostka
h OPMS) rozwi¡zywania ukªadu n równa« liniowy
hz n niewiadomymi, z nieosobliw¡ ma
ierz¡, za pomo
¡ elimina
ji Gaussa-Jordana.
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Ukªady nieosobliwe

Ukªad równa« Ax = b, w którym ma
ierz A ∈ Kn,n jest nieosobliwa, majednozna
zne rozwi¡zanie. Jest ono równe A−1b, ale zwykle nie t�dy droga, je±liukªad trzeba rozwi¡za¢ numery
znie. Nie znamy algorytmu numery
zniepoprawnego wyzna
zania odwrotno±
i ma
ierzy A (
ho¢ znamy algorytmnumery
znie poprawny wyzna
zania dowolnej jej kolumny, mianowi
ie elimina
j�Gaussa, 
o zbadamy dalej), a poza tym koszt takiego sposobu rozwi¡zywaniaukªadu jest du»y. Zanim zbadamy bª�dy zaokr¡gle« w elimina
ji Gaussa,zajmiemy si� zbadaniem wpªywu zaburzenia dany
h (ma
ierzy A i wektora b) narozwi¡zanie ukªadu.

Uwarunkowanie ukªadów nieosobliwy
h

Nie
h y = Ax, 
zyli x = A−1y. Zbadamy uwarunkowanie zadania obli
zaniawektora y na podstawie danego wektora x i ma
ierzy A. Zaªó»my, »e danereprezentujemy niedokªadnie, 
zyli zamiast ma
ierzy A i wektora x mamywspóª
zynniki pewnej ma
ierzy �A = A+ E i wektora �x = x + z. Ma
ierzzaburzenia E jest �maªa�, tj. ‖E‖ ≪ ‖A‖ i podobnie ‖z‖ ≪ ‖x‖ (uwaga: dlama
ierzy A i E u»ywamy normy indukowanej przez norm�, któr¡ stosujemy do�mierzenia� wektorów x, y i i
h zaburze«).

Wektor �y = �A�x jest równy�y = (A+ E)(x + z) = Ax +Az + Ex + Ez = y +Az + Ex + Ez.Zaburzenie dany
h wprowadziªo bª¡d, który jest równy Az + Ex + Ez. Ostatniskªadnik tego wyra»enia jest ilo
zynem zaburze« ma
ierzy A i wektora x.Poniewa» zaburzenia s¡ maªe (zgodnie z u
zynionym zaªo»eniem), wi�
 skªadnikten, jako wielko±¢ �maª¡ wy»szego rz�du�, pominiemy. Mamy

‖Az‖ ≤ ‖A‖‖z‖ = ‖A‖‖x‖‖z‖‖x‖ = ‖A‖‖A−1y‖‖z‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖z‖‖x‖‖y‖,oraz

‖Ex‖ ≤ ‖E‖‖x‖ =
‖E‖
‖A‖‖A‖‖x‖ =

‖E‖
‖A‖‖A‖‖A

−1y‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖ ‖E‖‖A‖‖y‖.St¡d otrzymujemy osza
owanie

‖�y − y‖
‖y‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖

(‖�x − x‖
‖x‖ +

‖�A−A‖
‖A‖

)
.

10.2

Widzimy, »e w zadaniu obli
zenia ilo
zynu ma
ierzy nieosobliwej A i wektora xzaburzenia wzgl�dne dany
h wej±
iowy
h przenosz¡ si� na wynik z mno»nikiem niewi�kszym ni» ‖A‖‖A−1‖. Jest to wi�
 wska¹nik uwarunkowania naszego zadania.

Zbadajmy jesz
ze, jak zaburzenia ma
ierzy A przenosz¡ si� na wektor x, który jestrozwi¡zaniem ukªadu równa« Ax = y. Mamy wi�
 równo±¢
(A+ E)(x + w) = y,Wektor w = �x − x jest zaburzeniem rozwi¡zania x, spowodowanym przez dodaniema
ierzy E do A. Poniewa» ma
ierz A jest nieosobliwa, wi�
 mo»emy napisa¢

Ax + Ex +A(In+A−1E)w = y, 
zyli Ex = −A(In+A−1E)wa nast�pnie, je±li ma
ierz A+ E jest nieosobliwa,
w = −(In+A−1E)−1A−1Ex.Je±li ‖A−1E‖ ≪ 1, to mamy (In+A−1E)−1 ≈ In−A−1E, sk¡d wynika

w ≈ −(In−A−1E)A−1Ex ≈ −A−1Ex,a st¡d
‖w‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖‖E‖ = ‖A‖‖A−1‖ ‖E‖‖A‖ .

Uwaga: Powy»sze obli
zenia opieraªy si� na niezbyt ±
i±le opisanym poj�
iu�wielko±
i maªej wy»szego rz�du�. Aby te ra
hunki sformalizowa¢, nale»ysprawdzi¢, »e rozpatrywane zadania s¡ 
i¡gªe, 
o wi�
ej wynik ka»dego z ni
h jestfunk
j¡ speªniaj¡
¡ (w pewnym oto
zeniu konkretnego punktu w zbiorze dany
h)warunek Lips
hitza. W osza
owania
h otrzymany
h po odrzu
eniu wielko±
imaªy
h wy»szego rz�du stosujemy �nierówno±
i w sensie 1�; aby otrzyma¢�prawdziw¡� nierówno±¢ �≤�, trzeba pomno»y¢ praw¡ stron� przez pewn¡ staª¡tro
h� wi�ksz¡ ni» 1.

Jak widzimy, wyra»enie ‖A‖‖A−1‖ jest osza
owaniem 
zynnika, z jakim mog¡przenie±¢ si� na wynik zaburzenia wzgl�dne wszystki
h dany
h w zadania
hmno»enia wektora przez ma
ierz A oraz A−1 (
zyli rozwi¡zywania ukªadu równa«z ma
ierz¡ A). Zatem uwarunkowanie obu ty
h zada«, tj. zadania obli
zeniawektora y = Ax na podstawie ma
ierzy A i wektora x, oraz zadania obli
zeniawektora x = A−1y na podstawie ma
ierzy A i wektora y, jest takie samo i zale»ytylko od ma
ierzy A. Dlatego wygodnie jest posªugiwa¢ si� okre±leniem wska¹nik
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uwarunkowania ma
ierzy A, które ozna
za wska¹nik uwarunkowania obu zada«rozpatrywany
h przed 
hwil¡. Ozna
zamy
ondA def

= ‖A‖‖A−1‖,przy 
zym je±li norma, w której obli
zamy wska¹nik uwarunkowania jestindukowana przez p-t¡ norm� Höldera, to ozna
zamy
ondpA def

= ‖A‖p‖A−1‖p.Uwaga: Inne zadania, dla który
h dane zawieraj¡ ma
ierz, np. zadanie obli
zaniawektorów wªasny
h ma
ierzy (b�dzie o nim mowa pod konie
 drugiego semestru)maj¡ inne wska¹niki uwarunkowania.

Poprawno±¢ i stabilno±¢ numery
zna algorytmów rozwi¡zywaniaukªadów równa« liniowy
h

Zbadamy (w niezbyt formalny sposób) podstawowe poj�
ia zwi¡zane z bª�damizaokr¡gle« pod
zas rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h. Pomo»e namw tym rysunek. Przedstawia on pewien wektor b, oraz wektor x = A−1b, 
zylirozwi¡zanie ukªadu równa« Ax = b.

a)

b

x = A−1b

b)

�b

�x = A−1�b


)

�x

Na rysunku a) jest pokazany zbiór wektorów �b, taki
h »e ‖�b − b‖2 ≤ ‖b‖2ν(li
zba ν okre±la maksymalny bª¡d reprezenta
ji wektora b; rysunek jestprzesadzony � wygl¡da mniej wi�
ej tak, jak gdyby byªy tylko 3 bity mantysy).Elipsa, której ±rodkiem jest wektor x, jest zbiorem obrazów wszystki
h wektorów,które mo»na otrzyma¢ zaburzaj¡
 wektor b na poziomie nie przekra
zaj¡
ym ν.Jak wida¢, zaburzenie wzgl�dne danej (wektora b) mo»e spowodowa¢ zna
zniewi�ksze zaburzenie wzgl�dne wyniku (wektora x).

Rysunek b) ilustruje dziaªanie algorytmu numery
znie poprawnego. Bª�dyzaokr¡gle« wytworzone pod
zas obli
ze« s¡ takie, »e mo»emy wskaza¢ wektor �b,
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bliski wektora b (dokªadniej, ‖�b − b‖ ≤ Kd‖b‖ν, przy 
zym staªa Kd nie zale»yod dany
h), »e wektor �x, który jest rozwi¡zaniem otrzymanym w wyniku obli
ze«w arytmety
e �, jest dokªadnym rozwi¡zaniem zadania, w którym dany wektor bjest zast¡piony przez �b. Do tego mo»e jesz
ze doj±¢ bª¡d reprezenta
ji wyniku(
zyli mo»emy otrzyma¢ jako rozwi¡zanie dowolny inny wektor z zazna
zonegokóªka), przy 
zym maksymalna wielko±¢ tego bª�du nie zale»y od zadania.

Na rysunku 
) mo»na obejrze¢ skutki zastosowania algorytmu numery
zniestabilnego, który nie jest numery
znie poprawny. Obli
zony wynik, tj. wektor �x,le»y w kuli, której ±rodkiem jest rozwi¡zanie dokªadne x. Promie« tej kuli jestw przybli»eniu równy ilo
zynowi li
zby ν, staªej kumula
ji (która jest zale»natylko od algorytmu) i wska¹nika uwarunkowania zadania. Gdyby±my mielialgorytm numery
znie poprawny o tej samej staªej kumula
ji, to zbiór rozwi¡za«mo»liwy
h do otrzymania z jego pomo
¡ byªby wpisany w t� kul�. Jak wida¢,w przypadku algorytmu numery
znie stabilnego mo»na dowolnie zmniejszy¢skutki bª�dów zaokr¡gle« (wybieraj¡
 dostate
znie dokªadn¡ arytmetyk�, tj.zmniejszaj¡
 bª¡d reprezenta
ji ν), ale nie mo»na wskaza¢ w pobli»u dany
hdokªadny
h b taki
h dany
h �b, którym odpowiada obli
zone rozwi¡zanie �x.

Zauwa»my, »e dla dowolnej ma
ierzy nieosobliwej A wska¹nik uwarunkowania
ondA ≥ 1. Ponadto je±li ma
ierze A i B s¡ nieosobliwe oraz C = AB, to
ondC ≤ 
ondA 
ondB. Metody rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h

Ax = b, takie jak elimina
ja Gaussa, polegaj¡ na rozªo»eniu ma
ierzy A na
zynniki, które maj¡ tak¡ posta¢, »e ukªad z tak¡ ma
ierz¡ jest sz
zególnie ªatwydo rozwi¡zania. Na przykªad, maj¡
 A = P−1LRQ, gdzie ma
ierze P−1 i Q s¡ma
ierzami permuta
ji, a L i R s¡ ma
ierzami trójk¡tnymi, rozwi¡zanie ukªaduotrzymujemy w drodze obli
ze« polegaj¡
y
h na rozwi¡zaniu kolejno ukªadów

P−1c = b, Ld = c, Re = d, i Qx = e.Wska¹niki uwarunkowania ma
ierzy permuta
ji P i Q s¡ równe 1, natomiastilo
zyn wska¹ników uwarunkowania ma
ierzy L i R nigdy nie jest mniejszy ni»
ondA. Je±li jest du»o wi�kszy, to mo»e to by¢ przy
zyn¡ zna
znej utratydokªadno±
i wyniku.

Analiza pro
esu elimina
ji Gaussa

Zbadamy skutki bª�dów zaokr¡gle« wytworzony
h (albo, jak kto woli,popeªniony
h) pod
zas dokonywania rozkªadu na 
zynniki trójk¡tne L i Rnieosobliwej ma
ierzy A ∈ Rn,n. Poniewa» skutki przestawiania wierszy i kolumnma
ierzy A w trak
ie elimina
ji s¡ równowa»ne odpowiedniemu i
h
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uporz¡dkowaniu przed przyst¡pieniem do elimina
ji, uznamy, »e elimina
j� mo»nawykona¢ bez przestawiania. Wtedy mamy A(0) = A i A(k) = L−1
k A

(k−1) dla

k = 1, . . . , n− 1 oraz L = L1 . . . Ln−1, R = A(n−1). Zamiast ty
h �dokªadny
h�ma
ierzy, w k-tym kroku otrzymamy ma
ierze �Lk i �A(k), który
h wspóª
zynniki s¡ob
i¡»one bª�dami zaokr¡gle«.

Zbadajmy najpierw skutki bª�dów zaokr¡gle« w pierwszym kroku elimina
ji.Zamiast wspóª
zynnika li1 = ai1/a11 ma
ierzy L, otrzymamy li
zb��li1 = �(ai1/a11) = (ai1/a11)(1+ αi1) = �ai1/a11,gdzie �ai1 = ai1(1+ αi1), |αi1| ≤ ν = 2−t.

Nast�pnie, zamiast wspóª
zynnika a(1)

ij = aij− li1a1j ma
ierzy A(1) obli
zymy�a(1)

ij = �(aij− �li1a1j) =
(
aij− �li1a1j(1+ βij)

)
(1+ γij) = aij− �li1a1j+ bij.Li
zba bij jest bª�dem (bezwzgl�dnym), który ob
i¡»a wspóª
zynnik a(1)

ij ma
ierzy

A(1), ale mo»emy go �do
zepi¢� tak»e do wspóª
zynnika aij ma
ierzy A.Przeksztaª
aj¡
 to wyra»enie (ewentualnie na ¢wi
zenia
h) mo»na otrzyma¢osza
owanie

|bij| ≤ (|aij| + 2|�a(1)

ij |)ν,sk¡d wynika, »e ma
ierz B0, taka »e skutki bª�dów zaokr¡gle« powoduj¡otrzymanie wyniku identy
znego z wynikiem pierwszego kroku elimina
ji(z dziaªaniami wykonywanymi dokªadnie) dla ma
ierzy A+ B0, speªnia warunek

|B0| ≤ (|A| + 2|M1|)ν,gdzie M1 ozna
za ma
ierz n× n otrzyman¡ przez wpisanie zer do pierwszegowiersza i kolumny ma
ierzy �A(1), a nierówno±¢ ma
ierzy ozna
za speªnienie tejnierówno±
i przez wspóª
zynniki na odpowiadaj¡
y
h sobie pozy
ja
h. Je±liu»yjemy monotoni
znej normy ‖ · ‖ (np. normy ‖ · ‖1 lub ‖ · ‖∞), to mo»emy st¡dnapisa¢

‖B0‖ ≤ (‖
∣∣A

∣∣‖ + 2‖
∣∣M1

∣∣‖)ν.W taki sam sposób mo»emy dla k = 1, . . . , n− 1 otrzyma¢ osza
owanie
‖Bk−1‖ ≤ (‖

∣∣M(k−1)

∣∣‖ + 2‖
∣∣Mk

∣∣‖)ν,przy 
zym M0 = A, a dla k > 0 ma
ierz Mk otrzymujemy z ma
ierzy �A(k) przezwypeªnienie zerami po
z¡tkowy
h k kolumn i wierszy.
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Caªy pro
es elimina
ji Gaussa z bª�dami zaokragle« mo»emy wi�
 zapisa¢w posta
i rekuren
yjny
h wzorów�A(0) = A,�A(k) = �L−1
k (�A(k−1) + Bk−1), k = 1, . . . , n− 1.W wyniku otrzymujemy ma
ierz trójk¡tn¡ górn¡ �R = �A(n−1). Je±li rozwiniemypowy»sze wzory rekuren
yjne, to dostaniemy�R = �A(n−1) = �L−1

n−1(

�A(n−2) + Bn−2) = �L−1
n−1(

�Ln−2(�A(n−3) + Bn−3) + Bn−2) = · · ·
= �L−1

n−1 . . .

�L−1
1

�A(0) + �L−1
n−1 . . .

�L−1
1 B0+ �L−1

n−1 . . .
�L−1

2 B1+ · · · + �L−1
n−1Bn−2.Mno»¡
 strony tej równo±
i przez ma
ierz trójk¡tn¡ doln¡ �L = �L1 . . . �Ln−1,otrzymamy�L�R = A+ B0+ �L1B1+ �L1�L2B2+ · · · + �L1 . . . �Ln−2Bn−2 = A+ E.Zauwa»my, »e w po
z¡tkowy
h k wiersza
h ma
ierzy Bk wszystkie wspóª
zynnikis¡ równe 0, za± kolumny o numera
h k+ 1, . . . , n ma
ierzy �L1 . . . �Lk s¡ kolumnamima
ierzy jednostkowej. Dlatego za
hodz¡ równo±
i�L1 . . . �LkBk = Bk,z który
h wynika, »e ma
ierz E, której dodanie do A jest równowa»ne skutkombª�dów zaokr¡gle« pod
zas dokonywania rozkªadu, jest równa

E = B0+ · · · + Bn−2,a st¡d mamy osza
owanie

‖E‖ ≤
n−2∑

k=0

‖Bk‖ ≤
(
‖
∣∣A

∣∣‖ + 3

n−1∑

k=1

‖
∣∣Mk

∣∣‖
)
ν.

Przyjmuj¡
 ozna
zenie

Fn(A) =
‖
∣∣A

∣∣‖ + 3
∑n−1

k=1 ‖
∣∣Mk

∣∣‖
‖A‖mo»emy napisa¢ to osza
owanie w posta
i

‖E‖
‖A‖ ≤ Fn(A)ν.

Je±li li
zba Fn(A) jest maªa, to bª�dy zaokr¡gle« wytworzone pod
zaswykonywania rozkªadu trójk¡tnego metod¡ elimina
ji Gaussa s¡ równowa»ne
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niewielkiemu zaburzeniu ma
ierzy A. Dla konkretnej ma
ierzy A li
zb� Fn(A)mo»emy znale¹¢ wykonuj¡
 dodatkowe obli
zenie pod
zas elimina
ji, otrzymuj¡
w ten sposób osza
owanie bª�du a posteriori. Przygl¡daj¡
 si� wyra»eniu na

Fn(A) zauwa»amy, »e jest ono tym wi�ksze, im wi�ksze wspóª
zynniki ma
ierzy�A(k) otrzymamy pod
zas obli
ze« (natomiast wspóª
zynniki ma
ierzy �L nie s¡istotne w tym osza
owaniu).

Mamy st¡d wniosek prakty
zny: aby zmniejszy¢ skutki bª�dów zaokr¡gle«,powinni±my tak przestawi¢ wiersze lub kolumny (przed lub w trak
ie elimina
ji),aby wspóª
zynniki otrzymany
h �po drodze� ma
ierzy miaªy jak najmniejszewarto±
i bezwzgl�dne. Niekontrolowany wzrost warto±
i bezwzgl�dny
hwspóª
zynników mo»e nast¡pi¢, je±li li
zby �lij, tj. wspóª
zynniki ma
ierzy �L b�d¡du»e. Wybór elementu gªównego, tj. takie przestawianie równa«, aby na diagonaliznalazª si� najwi�kszy wspóª
zynnik w kolumnie, zapewnia, »e wszystkie tewspóª
zynniki b�d¡ nie wi�ksze ni» 1, 
o ograni
za wzrost wspóª
zynnikówma
ierzy �A(k).
Je±li dokonujemy wyboru elementu gªównego w kolumnie, to speªniona jestnierówno±¢ ‖

∣∣Mk

∣∣‖∞ ≤ 2‖
∣∣Mk−1

∣∣‖∞, a ponadto ‖A‖∞ = ‖
∣∣A

∣∣‖∞, sk¡d wynika

Fn(A) ≤ 3 · 2n− 5, przy 
zym to osza
owanie jest bardzo pesymisty
znew wi�kszo±
i zada« prakty
zny
h. W ka»dym razie algorytm wyzna
zaniarozkªadu trójk¡tnego ma
ierzy nieosobliwej metod¡ elimina
ji Gaussa z wyboremelementu gªównego jest numery
znie poprawny.

Wa»n¡ klas¡ ma
ierzy, dla który
h mo»na bezpie
znie stosowa¢ algorytmelimina
ji Gaussa bez wyboru elementu gªównego, jest zbiór ma
ierzy diagonalniedominuj¡
y
h. Pod
zas elimina
ji (w arytmety
e dokªadnej) otrzymane ma
ierze

A(k) s¡ równie» diagonalnie dominuj¡
e. Je±li bª�dy zaokr¡gle« (zale»ne oddokªadno±
i arytmetyki) s¡ na tyle maªe, »e otrzymane ma
ierze �A(k) s¡ równie»diagonalnie dominuj¡
e, to algorytm jest numery
znie poprawny, z osza
owaniem

F(A) ≤ 3n (w normie ‖ · ‖∞).

Itera
yjne poprawianie rozwi¡zania

Def. Wektor r = Ax − b nazywamy residuum ukªadu równa« liniowy
h Ax = b,dla ustalonego wektora x.

Wektor x jest rozwi¡zaniem ukªadu wtedy, gdy odpowiadaj¡
e mu residuum jestwektorem zerowym. Je±li rozwi¡zujemy ukªad równa« liniowy
h numery
znie(
zyli z bª�dami zaokr¡gle«), to otrzymamy w wyniku pewien wektor �x, który nie
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jest rozwi¡zaniem, a tylko pewnym jego przybli»eniem. Mo»emy przekona¢ si�,jaki jest bª¡d tego przybli»enia, obli
zaj¡
 residuum, a nast�pnie jego norm�.

Nie
h wektor x b�dzie przybli»eniem rozwi¡zania dokªadnego x0. Na podstawiede�ni
ji residuum, mamy

x − x0 = A−1r.Je±li umiemy osza
owa¢ norm� ma
ierzy A−1, to znaj¡
 residuum mo»emyosza
owa¢ bª¡d rozwi¡zania:

‖x − x0‖ ≤ ‖A−1‖‖r‖.

Je±li ten bª¡d jest (dla konkretny
h 
elów) zbyt du»y, to mo»na znale¹¢dokªadniejsze przybli»enie rozwi¡zania. Metoda jest nast�puj¡
a:1. Dokonujemy rozkªadu ma
ierzy A (albo PAQ−1 � dalej pomin� skutkiprzestawiania) na 
zynniki trójk¡tne �L i �R (
zynniki te s¡ ob
i¡»one bª�damizaokr¡gle«). Krok ten wymaga wykonania O(n3) dziaªa«.2. Rozwi¡zujemy ukªady równa« �Ly = b i �Rx = y. Wykonujemy przy tym O(n2)dziaªa« i otrzymujemy wektor x, który wskutek bª�dów zaokr¡gle« jest tylkoprzybli»eniem rozwi¡zania.3. Obli
zamy wektor residuum r = Ax − b (wykonuj¡
 O(n2) dziaªa«). Je±li bª¡drozwi¡zania, który mo»emy o
eni¢ na podstawie residuum, jest zbyt du»y, torozwi¡zujemy ukªad równa« Az = r (mo»emy to zrobi¢ kosztem O(n2) dziaªa«korzystaj¡
 ze znaleziony
h w
ze±niej ma
ierzy �L i �R), a nast�pnie obli
zamykolejne przybli»enie rozwi¡zania, x1 = x − z. Mo»emy ponownie zbada¢ jegodokªadno±¢ i ewentualnie powtórzy¢ ten krok algorytmu.

Opisany wy»ej algorytm zawiera pewien delikatny element. Otó» obli
zaj¡
wektor residuum, podobnie jak wszystko inne, popeªniamy bª�dy zaokr¡gle«,które mog¡ sprawi¢, »e obli
zona nast�pnie poprawka nie doprowadzi dozmniejszenia bª�du rozwi¡zania. Aby temu zapobie
, nale»y zapewni¢ obli
zenieresiduum z mo»liwie maªym bª�dem. Najpro±
iej jest u»y¢ w tym krokudokªadniejszej arytmetyki, tj. podwójnej lub rozszerzonej pre
yzji, je±li pozostaªeobli
zenia realizujemy w arytmety
e pojedyn
zej pre
yzji.
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Zadania i problemy

1. Obli
z wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy

A =




1 2 3

0 1 2

0 0 1





w normie ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ .2. Nie
h A = (aij)i,j ∈ Rn,n b�dzie ma
ierz¡ diagonalnie dominuj¡
¡, tak¡ »e

0 < m ≤ |aii| −
∑
j6=i |aij| ≤M. Znajd¹ górne osza
owanie normy ‖A−1‖∞w zale»no±
i od li
zb m i M.Wskazówka: Wybierz wektor b ∈ Rn, taki »e ‖b‖∞ = 1, a nast�pnie znajd¹osza
owania wspóª
zynników wektora x speªniaj¡
ego ukªad równa« Ax = b.3. Osza
uj wska¹nik uwarunkowania w normie ‖ · ‖∞ i ‖ · ‖1 ma
ierzy trójdiagonalnej

A ∈ Rn,n, której wszystkie wspóª
zynniki na diagonali s¡ równe 4, a nakodiagonala
h (tj. w miejs
a
h s¡siaduj¡
y
h w ka»dym wierszu zewspóª
zynnikiem na diagonali) 1.4. Obli
z li
zb� Fn(A) (okre±lon¡ w analizie bª�dów zaokr¡gle« elimina
ji Gaussa)dla ma
ierzy A ∈ Rn,n o posta
i

A =





1 1

−1 1 1

−1 −1 1 1... . . . . . . ...

−1 . . . . . . −1 1




,

przy zaªo»eniu, »e dokonujemy wyboru elementu gªównego w kolumnie.Wspóª
zynniki nad diagonal¡, z wyj¡tkiem ostatniej kolumny, s¡ równe 0.5. Wyprowad¹ wzór

|bij| ≤ (|aij| + 2|a
(1)

ij |)ν,u»yty w analizie bª�dów zaokr¡gle« w elimina
ji Gaussa.Wskazówka: Napisz wyra»enie�a(1)

ij =
(
aij− �li1a1j(1+ β)

)
(1+ γ) = aij− �li1a1j+ bij,a nast�pnie obli
z�a(1)

ij

(1+ γ)
= aij− �li1a1j(1+ β) = �aij− bij+ �li1aijβ
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i dalej

bij = �a(1)

ij

γ

1+ γ
+ �li1a1jβ = �a(1)

ij

γ

1+ γ
+ (aij+ bij− �a(1)

ij )β,

sk¡d po odrzu
eniu wielko±
i maªy
h wy»szego rz�du wyniknie
bij ≈

(
aijβ+ �a(1)

ij (γ− β)
)
(1+ β).
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Wyzna
zniki

Def. Wyzna
znikiem stopnia n nazywamy funk
j� detn : Kn,n→ K, tak¡ »e

• je±li okre±limy funk
j� f : Kn→ K wzorem f(x) = detn[a1, . . . ,an−1,x], to dladowolny
h ustalony
h wektorów a1, . . . ,an−1 ∈ Kn funk
ja ta jest funk
jonaªemliniowym,

• je±li ma
ierz A ′ otrzymamy przez przestawienie dwó
h s¡siedni
h kolumnma
ierzy A, to detnA ′ = −detnA,

• detn In = 1.
Def. Wyzna
znikiem ma
ierzy A ∈ Kn,n nazywamy skalar (li
zb�) detnA.

Dalej zamiast detn na ogóª b�dziemy pisa¢ det. Maj¡
 de�ni
j� sformuªowan¡przez podanie pewny
h warunków musimy upewni¢ si�, 
zy de�niowany obiektjest dobrze okre±lony, a zatem 
zy istnieje funk
ja maj¡
a wymienione wªasno±
ii 
zy jest tylko jedna taka funk
ja. To pierwsze mo»emy sprawdzi¢ je±li zgadniemydowolny wzór, który okre±la funk
j� speªniaj¡
¡ te warunki. To drugie jestprawd¡, je±li naªo»one warunki (nie wystar
zy, je±li odgadni�ty wzór) umo»liwiaj¡jednozna
zne obli
zenie warto±
i takiej funk
ji dla ustalonej ma
ierzy.

�atwo jest zauwa»y¢, »e z podany
h warunków wynikaj¡ nast�puj¡
e wªasno±
ifunk
ji det: zamiana miejs
ami dowolny
h dwó
h kolumn ma
ierzy powodujezmian� znaku wyzna
znika na prze
iwny. Ogólniej, poddanie kolumn ma
ierzydowolnej permuta
ji powoduje zmian� znaku na prze
iwny wtedy, gdy permuta
jata jest nieparzysta (
zyli zawiera nieparzyst¡ li
zb� nieporz¡dków, str. 1.11,zad. 7), a wi�
 mo»na j¡ przedstawi¢ jako zªo»enie nieparzystej li
zby transpozy
ji.W prze
iwnym razie przestawienie kolumn nie zmienia warto±
i wyzna
znika.Ponadto wyzna
znik jest funk
jonaªem liniowym ze wzgl�du na ka»d¡ (nie tylkoostatni¡) kolumn� ma
ierzy (bo wystar
zy zamieni¢ t� kolumn� z ostatni¡,sprawdzi¢ liniowo±¢ i przestawi¢ z powrotem).Wresz
ie, wyzna
znik ma
ierzy osobliwej jest równy 0; przypu±¢my bowiem, »eostatnia kolumna ma
ierzy jest kombina
j¡ liniow¡ pozostaªy
h. Wtedy

detn[
a1, . . . ,an−1,

n−1∑

i=1

ciai

]
=

n−1∑

i=1

cidetn[a1, . . . ,an−1,ai],

ale je±li ma
ierz ma dwie kolumny identy
zne, to jej wyzna
znik jest równy 0 bodetn[a1, . . . ,ai, . . . ,an−1,ai] = −detn[a1, . . . ,ai, . . . ,an−1,ai].(zakªadamy tu, »e K nie jest 
iaªem 
harakterystyki 2).
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Jawny wzór opisuj¡
y wyzna
znik jest taki:

detn[aij]i,j = ∑
σ∈Sn

sgnσ n∏

i=1

ai,σ(i).

Suma w tym wzorze przebiega po wszystki
h permuta
ja
h σ zbioru
n-elementowego, który
h jest n!. Znak permuta
ji, sgnσ, jest równy +1 je±lipermuta
ja σ jest parzysta, albo −1 je±li nieparzysta. Wspóª
zynniki ma
ierzy,który
h ilo
zyn (opatrzony odpowiednim znakiem) jest skªadnikiem sumy, s¡brane po jednym z ka»dego wiersza (dla i = 1, . . . , n), a tak»e po jednym z ka»dejkolumny (bo dla i = 1, . . . , n warto±¢ σ(i) przebiega zbiór {1, . . . , n}).

Uwaga: Podany wy»ej wzór przyda nam si� do rozwa»a« teorety
zny
h, ale nienale»y na jego podstawie obli
za¢ wyzna
znika numery
znie (
hyba, »e ma
ierzma wymiary 3× 3 lub mniejsze). Obli
zenie takie byªoby bardzo 
zaso
hªonnei niedokªadne. Poznamy du»o lepsz¡ metod� obli
zania wyzna
znika.

Sprawd¹my, »e funk
ja okre±lona powy»szym wzorem speªnia podane warunki.W ka»dym skªadniku wyst�puje dokªadnie 1 wspóª
zynnik z ostatniej kolumny.Je±li w miejs
e tej kolumny podstawimy dowoln¡ kombina
j� liniow¡ wektorów

x1, . . . ,xk ∈ Kn, to w ka»dym skªadniku b�dziemy mieli 
zynnik, który jestkombina
j¡ liniow¡ (z tymi samymi wspóª
zynnikami) odpowiedni
hwspóª
zynników wektorów x1, . . . ,xk.Zamiana miejs
ami dwó
h s¡siedni
h (a nawet dowolny
h) kolumn powodujezªo»enie ka»dej permuta
ji σ z transpozy
j¡ T opisuj¡
¡ t� zamian�. Zªo»enietakie ma znak prze
iwny ni» σ i wszystkie takie zªo»enia przebiegaj¡ 
aªy zbiór

Sn. Zatem zamiana kolumn powoduje zmian� na prze
iwny znaku wszystki
hskªadników.Podstawiaj¡
 ma
ierz jednostkow¡ In przekonamy si�, »e tylko jeden skªadniksumy we wzorze jest ró»ny od 0: ten, który odpowiada permuta
jiidenty
zno±
iowej. Skªadnik ten jest ilo
zynem samy
h jedynek.Tak wi�
 funk
ja speªniaj¡
a podane warunki istnieje.

Aby sprawdzi¢, »e istnieje tylko jedna funk
ja, która odpowiada de�ni
jiwyzna
znika stopnia n, zaªó»my, »e ma
ierz A jest nieosobliwa (dla osobliwejka»da taka funk
ja ma warto±¢ 0, a wi�
 funk
je takie ob
i�te do zbioru ma
ierzyosobliwy
h s¡ identy
zne) i rozwa»my 
i¡g przeksztaª
e« ma
ierzy, który prowadzido otrzymania ma
ierzy jednostkowej. Pro
es ten jest 
i¡giem przeksztaª
e«,z który
h ka»de jest przestawianiem kolumn (znak wyzna
znika si� zmienia,zapami�tujemy 
zynnik −1), mno»eniem kolumny przez pewn¡ li
zb� a 6= 0(zapami�tujemy 
zynnik 1/a) i dodawaniem pewnej kolumny do innej (ta opera
ja
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nie zmienia warto±
i wyzna
znika). Post�puj¡
 w sposób przypominaj¡
yelimina
j� Gaussa-Jordana (z dziaªaniami na kolumna
h zamiast wierszy) mo»emyw ten sposób otrzyma¢ ma
ierz jednostkow¡. Wyzna
znik ma
ierzy wyj±
iowejjest równy ilo
zynowi zapami�tany
h 
zynników i nie mo»e by¢ inny (bow którym± kroku nie za
howaliby±my przyj�ty
h wªasno±
i wyzna
znika).

Dalsze wªasno±
i wyzna
zników

Ka»da permuta
ja σ ma taki sam znak jak jej permuta
ja odwrotna. Ponadto,je±li σ przebiega zbiór Sn wszystki
h permuta
ji zbioru n-elementowego, to σ−1te» przebiega 
aªy ten zbiór. Dlatego

∑

σ∈Sn

sgnσ n∏

i=1

ai,σ(i) =
∑

σ−1∈Sn

sgnσ−1

n∏

j=1

aσ−1(j),j,

sk¡d wynika, »e detA = detAT. Konsekwen
j¡ tego spostrze»enia jest fakt, »ewszystkie wªasno±
i wyzna
znika sformuªowane dla kolumn obowi¡zuj¡ tak»e dlawierszy.
Wyzna
zniki mo»na opisa¢ (i 
zasem tak si� je de�niuje) za pomo
¡ wzorurekuren
yjnego, zwanego rozwini�
iem Lapla
e'a:det1[a11] = a11,detn[aij]i,j = n∑

i=1

(−1)i+j(detn−1Aij)aij.

We wzorze tym symbol Aij ozna
za ma
ierz n− 1× n− 1 otrzyman¡ z A = [aij]i,jprzez skre±lenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Wyzna
znik (stopnia n− 1) tejma
ierzy nazywa si� minorem ma
ierzy A. We wzorze tym wyró»niona jest j-takolumna (j mo»e by¢ dowolne od 1 do n); »aden z minorów nie zale»y odwspóª
zynników w tej kolumnie. Dlatego mówi si� o rozwini�
iu wzgl�dem

j-tej kolumny. Dowód, »e wzór jawny i wzór rekuren
yjny s¡ równowa»ne,pozostawiam na ¢wi
zenia. Tym
zasem zauwa»my, »e mo»na napisa¢ wzórrekuren
yjny, który przedstawia rozwini�
ie wyzna
znika wzgl�dem dowolnegowiersza.
Ma
ierz A mo»na przedstawi¢ w posta
i blokowej, A =

[
A11 A12

A21 A22

], w którejbloki A11 i A22 s¡ ma
ierzami kwadratowymi k× k oraz l× l (jest n = l+ k). Je±liblok A12 lub A21 ma wszystkie wspóª
zynniki równe 0, to detA = detA11detA22.Istotnie, zaªó»my, »e blok A12 zawiera same zera. Rozwa»my skªadnik sumy
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w jawnym wzorze na wyzna
znik, w którym jednym z 
zynników jestwspóª
zynnik aij z bloku A21. Pozostaªe 
zynniki po
hodz¡ z wierszy o numera
hinny
h ni» i i kolumn inny
h ni» j-ta.Musimy wybra¢ jesz
ze k+ l − 1 
zynników. Wybieraj¡
 wspóª
zynnik z bloku
A11 lub A21 musimy odrzu
i¢ odpowiedni¡ kolumn� ka»dego z ty
h bloków(a zatem wybierzemy najwy»ej k− 1 taki
h wspóª
zynników), a tak»e odpowiedniwiersz 
aªej ma
ierzy. Odrzu
ili±my zatem wszystkie k kolumn bloków A11 i A21,oraz k wierszy bloków A12 i A22, w tym 
o najmniej 1 wiersz bloku A22. Pozostaªe
zynniki trzeba znale¹¢ w ma
ierzy kwadratowej utworzonej z pozostaªy
h

l wierszy bloków A12 i A22. Ale 
o najmniej jeden z ty
h wierszy nale»y do bloku

A12, 
zyli zawiera same zera. Tak wi�
 ka»dy skªadnik, który zawiera 
zynnikz bloku A21 zawiera równie» 
zynnik z bloku A12, równy 0. Wszystkie te skªadnikis¡ wi�
 równe 0. Sum� pozostaªy
h skªadników otrzymamy mno»¡
 sumyopisuj¡
e wyzna
zniki bloków A11 i A22.

Rozumowanie to mo»emy powtórzy¢ zakªadaj¡
, »e wszystkie wspóª
zynnikiw bloku A21 s¡ równe 0. Wnioski z obu ty
h rozwa»a« s¡ takie: je±li ma
ierz Ajest blokowo-trójk¡tna (górna lub dolna), przy 
zym wszystkie bloki diagonalne s¡ma
ierzami kwadratowymi, to wyzna
znik ma
ierzy A jest równy ilo
zynowiwyzna
zników ty
h bloków. W sz
zególno±
i, je±li ma
ierz A jest trójk¡tna, to jejwyzna
znik jest ilo
zynem wspóª
zynników na diagonali. W sz
zególno±
istwierdzenia te doty
z¡ ma
ierzy blokowo-diagonalny
h i diagonalny
h.

Twierdzenie Cau
hy'ego: Je±li A, B ∈ Kn,n, to det(AB) = detAdetB.Dowód: Rozwa»my ma
ierz C o wymiara
h 2n× 2n, o nast�puj¡
ej strukturzeblokowej:
C =

[
A 0

−In B

]
.

Na podstawie w
ze±niejszego stwierdzenia detC = detAdetB. Obli
zmy ilo
zynma
ierzy C i ma
ierzy

D =

[
In B

0 In

]
.

Ma
ierz C ′ = CD ma nast�puj¡
¡ posta¢:

C ′ =

[
A AB

−In 0

]
.

Je±li kolumny ma
ierzy C ozna
zymy symbolami c1, . . . ,c2n, to wykonanemno»enie jest równowa»ne dodaniu do n+ j-tej kolumny ma
ierzy C wektora
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∑n

k=1ckbkj, dla j = 1, . . . , n, a zatem wyzna
znik ma
ierzy C ′ jest równy detC.Mo»emy jesz
ze zamieni¢ kolumn� j-t¡ z n+ j-t¡ dla j = 1, . . . , n, 
o spowodujezmian� znaku wyzna
znika je±li n jest nieparzyste, a potem pomno»y¢ ostatnie nkolumn przez −1, (
o n-krotnie zmieni znak na prze
iwny). W wyniku tegopost�powania otrzymamy ma
ierz

C ′′ =

[
AB −A

0 In

]
.

Mamy detC ′′ = det(AB), ale tak»e detC ′′ = detC, 
o ko«
zy dowód. 2

Wniosek: Je±li ma
ierz A jest nieosobliwa, to detA 6= 0.Dowód: 1 = det In = detAdetA−1. 2

Wyzna
zniki, baza dualna i wzory Cramera

Rozwa»my ukªad n równa« liniowy
h z n niewiadomymi, Ax = b, z nieosobliw¡ma
ierz¡ A, który zapiszemy w posta
i

a1x1+ · · · + anxn = b.Kolumny a1, . . . ,an ma
ierzy A s¡ liniowo niezale»ne, zatem stanowi¡ baz�przestrzeni Kn i istnieje jej baza dualna ϕ1, . . . , ϕn. Znaj¡
 funk
jonaªy w
hodz¡
ew skªad tej bazy mo»emy obli
zy¢ ka»d¡ z niewiadomy
h w taki sposób:

ϕi(b) = ϕi(a1x1+ · · · + anxn) = ϕi(a1)x1+ · · · +ϕi(an)xn = xi.

Zoba
zymy sposób znalezienia ty
h funk
jonaªów. Rozwa»my wyra»enie

βi(y) = det[a1, . . . ,ai−1,y,ai+1, . . . ,an].De�niuje ono pewien funk
jonaª liniowy βi, którego argumentem mo»e by¢dowolny wektor y ∈ Kn. Dla i 6= j mamy βi(aj) = 0, natomiast

βi(ai) = detA 6= 0. Dlatego funk
jonaª ϕi, który jest i-tym elementem bazydualnej do a1, . . . ,an, jest równy

ϕi =
βi

βi(ai)
.

St¡d mamy dla i = 1, . . . , n wzory Cramera:

xi = ϕi(b) =
βi(b)

βi(ai)
=

det[a1, . . . ,ai−1,b,ai+1, . . . ,an]det[a1, . . . ,an] .
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Wzory Cramera w szkole bywaj¡ przedstawiane jako prakty
zny sposóbrozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h, w zwi¡zku z 
zym konie
zny jestpewien komentarz. W pewny
h sytua
ja
h rze
zywi±
ie mo»na i
h u»y¢, gªówniewtedy, gdy li
zba równa« i niewiadomy
h jest maªa (np. 2 lub 3), albo gdyinforma
ja o zadaniu umo»liwia sz
zególnie ªatwe obli
zanie odpowiedni
hwyzna
zników. Jednak ju» nawet dla n = 2 algorytm oparty na wzora
h Crameranie jest numery
znie poprawny (tylko stabilny), a zatem jest gorszy ni» elimina
jaGaussa. Ponadto obli
zanie wyzna
znika zwykle jest kosztowne; stosunkowo taniai dokªadna metoda polega na dokonaniu rozkªadu ma
ierzy A na 
zynnikitrójk¡tne (metod¡ elimina
ji Gaussa), a nast�pnie obli
zenie ilo
zynuwyzna
zników ty
h 
zynników (tj. ilo
zynu i
h wspóª
zynników na diagonala
h).W ±wietle powy»szy
h uwag stosowanie wzorów Cramera w obli
zenia
hnumery
zny
h jest zwykle bezsensowne.

Wyzna
zniki i odwrotno±¢ ma
ierzy

Def. Nie
h A = [aij]i,j ozna
za ma
ierz n× n. Dopeªnieniem algebrai
znymwspóª
zynnika aij ma
ierzy A nazywamy li
zb� (−1)i+jdetAij, gdzie ma
ierz Aijpowstaje przez skre±lenie w ma
ierzy A i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Dopeªnienie algebrai
zne jest wi�
 minorem ma
ierzy, opatrzonym odpowiednimznakiem. Udowodnimy, »e je±li ma
ierz A jest nieosobliwa, to ma
ierz

A−1 = [bij]i,j ma wspóª
zynniki

bij =
(−1)i+jdetAjidetA ,a zatem jest to transponowana ma
ierz dopeªnie« algebrai
zny
h posz
zególny
hwspóª
zynników ma
ierzy A, pomno»ona przez 1detA. Istotnie, dla ustalonego

j ∈ {1, . . . , n} nie
h yHj = [(−1)1+jdetA1j, . . . , (−1)n+jdetAnj]. Je±li ak ozna
za

k-t¡ kolumn� ma
ierzy A, to li
zba yHj ak jest równa detA, je±li j = k (wyra»enie

yHj ak opisuje rozwini�
ie Lapla
e'a wyzna
znika ma
ierzy A wzgl�dem j-tejkolumny), albo 0 je±li j 6= k. St¡d wynika równo±¢




yH1...

yHn



 [a1, . . . ,an] = detA · In

i na tym konie
 dowodu. 2

Uwaga: Ma
ierz wierszowa 1detAyHj u»yta w powy»szym dowodzie jestfunk
jonaªem ϕj, nale»¡
ym do bazy przestrzeni K1,n = (Kn)∗ dualnej do bazy

a1, . . . ,an.
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Wyzna
znik przeksztaª
enia liniowego

Nie
h f : V → V b�dzie przeksztaª
eniem liniowym przestrzeni V , której wymiarjest sko«
zony. Ustalmy dowoln¡ baz� x1, . . . ,xn, z której utworzymy ma
ierz

X = [x1, . . . ,xn]. Wtedy wyra»enie A = X−1fX opisuje ma
ierz A tegoprzeksztaª
enia w ustalonej bazie (ma
ierz X−1 reprezentuje baz� dualn¡ do

x1, . . . ,xn). Udowodnimy, »e wyzna
znik ma
ierzy przeksztaª
enia nie zale»y odwyboru bazy.
Istotnie, nie
h ma
ierz Y = [y1, . . . ,yn] reprezentuje dowoln¡ inn¡ baz�przestrzeni V . Ma
ierz przej±
ia od bazy Y do X jest równa B = X−1Y. Zatem,ma
ierz przeksztaª
enia f w bazie Y jest równa C = B−1AB (mówimy, »e ma
ierze

A i C s¡ podobne). Na podstawie twierdzenia Cau
hy'egodetC = detB−1detAdetB = 1detB detAdetB = detA, 
o ko«
zy dowód. 2

Poniewa» wyzna
znik ka»dej ma
ierzy reprezentuj¡
ej ustalone przeksztaª
eniejest taki sam (nie zale»y od wyboru bazy), wi�
 mo»emy zde�niowa¢ poj�
iewyzna
znika przeksztaª
enia liniowego. Dla ustalonego przeksztaª
enia liniowego

f : V → V jest to li
zba, równa wyzna
znikowi ma
ierzy reprezentuj¡
ej toprzeksztaª
enie w dowolnej bazie.

Orienta
ja bazy i ukªadu wspóªrz�dny
h

Nie
h x1, . . . ,xn oraz y1, . . . ,yn b�d¡ bazami pewnej rze
zywistej przestrzeniliniowej V (dowolnej, niekonie
znie Rn). Bazy te mog¡ sªu»y¢ do okre±leniaró»ny
h ukªadów wspóªrz�dny
h, o 
zym byªa mowa w
ze±niej. Istnieje ma
ierz Cprzej±
ia od jednej bazy do drugiej. Ma
ierz ta jest nieosobliwa, a wi�
 jejwyzna
znik jest li
zb¡ rze
zywist¡ dodatni¡ albo ujemn¡. Mo»emy mi�dzy bazamiwprowadzi¢ rela
j� zgodno±
i orienta
ji : dwie bazy s¡ zgodnie zorientowane je±liwyzna
znik ma
ierzy przej±
ia mi�dzy nimi jest dodatni i prze
iwniezorientowane, je±li jest ujemny. O
zywi±
ie, orienta
ja bazy jest zwi¡zanaz kolejno±
i¡ jej elementów; zmiana tej kolejno±
i mo»e zmieni¢ orienta
j� bazy.

�atwo jest sprawdzi¢ (na podstawie twierdzenia Cau
hy'ego), »e okre±lona wy»ejrela
ja jest równowa»no±
i¡, która ma dwie klasy abstrak
ji. Jest spraw¡arbitralnej umowy, na podstawie której ukªady wspóªrz�dny
h okre±lone przezbazy z jednej z ty
h klas nazwiemy prawoskr�tnymi i wtedy ukªadywspóªrz�dny
h okre±lone przez bazy z drugiej klasy b�d¡ lewoskr�tne. Co 
iekawe,nie maj¡
 wzor
a (
zyli pewnej bazy w rozpatrywanej przez nas przestrzeni,o której kto± powiedziaª, »e okre±la ona ukªad prawoskr�tny), nie mamy »adnej
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szansy na to, aby skonstruowa¢ ukªad np. prawoskr�tny na podstawie informa
ji,która takiego wzor
a nie de�niuje.

Ilo
zyny wektorowe

Def. Ilo
zynem wektorowym w przestrzeni Kn nazywamy przeksztaª
enie
f : Kn× · · · × Kn︸ ︷︷ ︸

n−1

→ (Kn)∗ okre±lone wzorem
∀y∈Kn f(x1, . . . ,xn−1)(y) = det[x1, . . . ,xn−1,y].Tak wi�
 ilo
zynem wektorowym ustalony
h n− 1 wektorów x1, . . . ,xn−1 ∈ Knjest pewien funk
jonaª liniowy w przestrzeni Kn. Mo»emy go uto»sami¢ z pewnymwektorem n ∈ Kn, takim »e dla ka»dego y ∈ Kn jest det[x1, . . . ,xn−1,y] = nHy.W zwi¡zku z tym mówimy, »e ilo
zyn wektorowy wektorów jest wektorem.Kolejne wspóª
zynniki wektora n mo»emy otrzyma¢ nast�puj¡
o: tworzymyma
ierz kwadratow¡ A = [x1, . . . ,xn−1,y] (dla dowolnego wektora y ∈ Kn),a nast�pnie obli
zamy dopeªnienia algebrai
zne kolejny
h wspóª
zynnikóww kolumnie y (i w przypadku zespolonym bierzemy li
zb� sprz�»on¡).

Uwaga: To nie jest prakty
zny algorytm numery
zny obli
zania ilo
zynuwektorowego, tylko fakt, na którym opieraj¡
 si� mo»na ró»ne prakty
znealgorytmy znale¹¢.

Ilo
zyn wektorowy wektorów x1, . . . ,xn−1 ozna
zamy symbolem

x1∧ · · · ∧ xn−1, albo x1× · · · × xn−1(drugie ozna
zenie mo»e myli¢ si� z ilo
zynem kartezja«skim zbiorów, wi�
osobi±
ie wol� to pierwsze).

Wi�kszo±¢ wªasno±
i ilo
zynu wektorowego w ªatwy sposób wynika z wªasno±
iwyzna
zników. Na przykªad, ilo
zyn wektorowy jest przeksztaª
eniem liniowym zewzgl�du na ka»dy argument. Przestawienie dwó
h argumentów jest równowa»nepomno»eniu ilo
zynu przez −1. Je±li wektory x1, . . . ,xn−1 s¡ liniowo zale»ne, toi
h ilo
zyn wektorowy jest funk
jonaªem zerowym.
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Zadania i problemy

1. Udowodnij, »e wzór jawny na wyzna
znik i wzór rekuren
yjny (rozwini�
ieLapla
e'a) s¡ równowa»ne. Za
znij od udowodnienia induk
yjnego równowa»no±
iwzoru jawnego i rozwini�
ia wzgl�dem ostatniej kolumny, a nast�pnie udowodnij(rozpatruj¡
 odpowiednie przestawienia kolumn), »e ten sam wynik dajerozwini�
ie wzgl�dem dowolnej kolumny.2. Udowodnij reguªy Sarrusa, tj. znane ze szkoªy s
hematy pozwalaj¡
e obli
za¢wyzna
zniki ma
ierzy 2× 2 i 3× 3.3. Udowodnij, »e ma
ierz antysymetry
zna (tj. taka, »e AT = −A) o wymiara
h

n× n jest osobliwa je±li n jest nieparzyste.Ma
ierz A ∈ Cn,n jest antyhermitowska, je±li AH = −A. Co mo»na powiedzie¢o wyzna
zniku takiej ma
ierzy w zale»no±
i od jej wymiarów?4. Def. Ma
ierz 
ykli
zna dwudiagonalna jest to ma
ierz A = [aij]i,j o wymiara
h

n× n, której wszystkie wspóª
zynniki z wyj¡tkiem aii dla i = 1, . . . , n oraz ai,i+1dla i = 1, . . . , n− 1 i an1 s¡ równe 0.Znajd¹ wzór opisuj¡
y wyzna
znik takiej ma
ierzy i warunek (równanie, w którymwyst�puj¡ wspóª
zynniki) konie
zny i dostate
zny nieosobliwo±
i takiej ma
ierzy.5. Obli
z wspóª
zynniki ma
ierzy odwrotny
h do

A =

[
1 −1

1 1

] oraz B =




2 1 0

1 2 1

0 1 2





na podstawie jawnego wzoru.6. Obli
z ilo
zyn wektorowy wektorów

x =




1

2

3



 i y =




3

2

1



 .

7. Zbadaj, 
zy zbiór R3 z dziaªaniem dwuargumentowym � ilo
zynem wektorowym� jest grup¡ (w tym i w nast�pnym zadaniu uto»samiamy przestrzenie R3 i R1,3).Je±li tak, to 
zy to jest grupa abelowa? Je±li nie, to które wªasno±
i dziaªaniaw grupie nie s¡ speªnione?8. Dla ustalonego wektora x ∈ R3 przeksztaª
enie f : R3→ R3, dane wzorem
f(y) = x ∧ y, jest liniowe. Znajd¹ ma
ierz jego przeksztaª
enia.9. Obli
z wyzna
znik przeksztaª
enia liniowego f : R[x]4→ R[x]4, danego wzorem
f(w)(x) = (x+ 1)w ′(x) +w(x).

11.10

10. Znajd¹ ogólny wzór na wyzna
znik ma
ierzy

An =





2 1

1 2 1. . . . . . . . .

1 2 1

1 2




.

11. Def. Ma
ierz Vandermonde'a jest to ma
ierz n+ 1× n+ 1 o posta
i





1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1... ... ... ...

1 xn x2n . . . xnn




,

dla ustalony
h li
zb x0, . . . , xn. Udowodnij, »e wyzna
znik takiej ma
ierzy jestrówny

∏

0≤i<j≤n
(xj− xi)

(wynika st¡d wniosek, »e taka ma
ierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy niewszystkie li
zby xi s¡ parami ró»ne).Pierwszy sposób: Zastosuj jeden krok elimina
ji Gaussa, a nast�pnie przeksztaª¢blok n× n w prawym dolnym rogu (wykonuj¡
 pewne dziaªania na wiersza
hi kolumna
h) tak, aby otrzyma¢ ma
ierz Vandermonde'a n× n. Nast�pnie u»yjinduk
ji.Drugi sposób: Napisz ma
ierz Vandermonde'a zamieniaj¡
 li
zb� xn na zmienn¡ x.Wyzna
znik tej ma
ierzy jest wielomianem zmiennej x stopnia 
o najwy»ej n,a jego miejs
ami zerowymi s¡ li
zby x0, . . . , xn−1. Zatem wielomian ten mo»naprzedstawi¢ w posta
i

ε(x− x0) · . . . · (x− xn−1).Li
zba ε jest wspóª
zynnikiem przy xn, a wi�
 jest to równie» wyzna
znikma
ierzy . . . . Nast�pnie u»yj induk
ji.Który sposób bardziej Ci si� podoba? (odpowied¹ na to pytanie nie jestpunktowana).
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Przestrzenie i przeksztaª
enia a�ni
zne

O funk
ji f : R→ R danej wzorem f(x) = ax+ b 
z�sto mówi si�, »e jest to funk
jaliniowa (bo jej wykres jest lini¡ prost¡), ale z punktu widzenia algebry jest toprawda tylko gdy b = 0. Aby nie wprowadza¢ siebie i inny
h w bª¡d, lepiej jestnazwa¢ tak¡ funk
j� funk
j¡ a�ni
zn¡. Badanie analogi
zny
h przeksztaª
e«przestrzeni o dowolny
h wymiara
h prowadzi do teorii przestrzeni a�ni
zny
h,
zyli geometrii a�ni
znej. B�dzie tu ona przedstawiona w krótkim zarysie.

Okre±lenie przestrzeni a�ni
znej

Def. Nie
h E ozna
za pewien zbiór, którego elementy nazwiemy punktami, za± V� ustalon¡ przestrze« liniow¡ nad 
iaªem K. Je±li istnieje funk
ja −: E× E→ V ,taka »e1. dla ka»dego punktu p ∈ E oraz wektora v ∈ V istnieje dokªadnie 1 punkt q ∈ E,taki »e v = q − p, oraz2. dla dowolny
h punktów p,q, r ∈ E za
hodzi równo±¢ (tzw. równo±¢ trójk¡ta)

r − p = (r − q) + (q − p),to zbiór E nazywamy przestrzeni¡ a�ni
zn¡ nad 
iaªem K. Przestrze« liniowa V ,wyst�puj¡
a w tym okre±leniu, jest nazywana przestrzeni¡ wektorów swobodny
hprzestrzeni E. Wprowadzimy dla niej ozna
zenie S(E) dla podkre±lenia jej zwi¡zkuz przestrzeni¡ a�ni
zn¡ E. Wymiar przestrzeni a�ni
znej E jest li
zb¡ równ¡wymiarowi przestrzeni liniowej S(E).

Podstawow¡ rol� w powy»szej de�ni
ji odgrywa dziaªanie odejmowania punktów,którego wynik jest wektorem swobodnym. De�ni
ja zapewnia równie» istnieniedziaªania komplementarnego, 
zyli dodawania punktu i wektora, daj¡
egow wyniku punkt. Istnienie takiego punktu jest zagwarantowane przez pierwszywarunek w de�ni
ji przestrzeni a�ni
znej. Je±li wi�
 v = q − p ∈ S(E), to

q = p + v.
Najprostszym przykªadem przestrzeni a�ni
znej jest zbiór elementów dowolnejprzestrzeni liniowej V . Przestrzeni¡ wektorów swobodny
h jest sama przestrze« V ,a dziaªanie �−� jest �zwykªym� odejmowaniem wektorów; ªatwo jest sprawdzi¢, »espeªnia ono oba podane warunki. Charakterysty
zn¡ ró»ni
¡ mi�dzy przestrzeni¡liniow¡ a przestrzeni¡ a�ni
zn¡, która ma ten sam zbiór elementów (a tylko innedziaªania) jest sz
zególna rola wektora zerowego w przestrzeni liniowej i braktakiego wyró»nienia »adnego elementu przestrzeni a�ni
znej.
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Mo»emy te» zauwa»y¢, »e maj¡
 dowoln¡ przestrze« a�ni
zn¡ E, mo»na okre±li¢w zbiorze jej elementów dziaªania, z którymi b�dzie to przestrze« liniowa.Wystar
zy odpowiednio okre±li¢ dodawanie punktów i mno»enie punktu przezdowolny element 
iaªa K i wtedy punkty b�d¡ wektorami. W tym 
elu wybieramydowolny punkt przestrzeni a�ni
znej i uznajemy go za wektor zerowy, ozna
zaj¡
go w zwi¡zku z tym symbolem 0. Dla dowolny
h punktów p,q ∈ E, za i
h sum�

p + q przyjmujemy punkt 0 + (p − 0) + (q − 0) (zwró¢my uwag�, »e to wyra»eniejest dobrze okre±lone dzi�ki równo±
i trójk¡ta, mimo »e drugi symbol �+� jestdwuzna
zny). Podobnie, jako ilo
zyn punktu p i skalara a bierzemy punkt

0 + a(p − 0). O
zywi±
ie, wynik ka»dego z ty
h dziaªa« zale»y od wyboru wektorazerowego.
Kombina
je a�ni
zne

Rozwa»my k+ 1 punktów, p0,p1, . . . ,pk, taki
h »e wektory swobodne

v1 = p1− p0, . . . ,vk = pk− p0 s¡ liniowo niezale»ne. Mówimy wtedy, »e ukªadpunktów p0, . . . ,pk jest w poªo»eniu ogólnym. Je±li wektory v1, . . . ,vk s¡ liniowozale»ne, to punkty p0, . . . ,pk s¡ w poªo»eniu sz
zególnym. Okre±lenie rodzajupoªo»enia punktów nie zale»y od i
h uporz¡dkowania (dowód to ±wietne¢wi
zenie).
Przypu±¢my, »e

q = p0+

k∑

i=1

ai(pi− p0). O
zywi±
ie q = p0+

k∑

i=0

ai(pi− p0),poniewa» p0− p0 = 0 ∈ S(E). Wspóª
zynnik a0 powy»ej mo»emy przyj¡¢dowolnie, przyjmijmy zatem a0 = 1−
∑k

i=1ai, 
zyli ∑k

i=0ai = 1. Wtedy mo»emywybra¢ dowolny punkt r ∈ E i napisa¢

q = r + (p0− r) +

k∑

i=0

ai(pi− p0) = r +

k∑

i=0

ai
(
(p0− r) + (pi− p0)

)
=

r +

k∑

i=0

ai(pi− r).Jak wida¢, wybór punktu r nie ma »adnego wpªywu na warto±¢ powy»szegowyra»enia, któr¡ jest zawsze punkt q. Dlatego je±li ∑k

i=0ai = 1, to wyra»enie

k∑

i=0

aipi, które ozna
za r +

k∑

i=0

ai(pi− r),jest dobrze okre±lone, tj. jednozna
znie okre±la pewien punkt przestrzeni E.Wyra»enie takie b�dziemy nazywa¢ kombina
j¡ a�ni
zn¡ punktów p0, . . . ,pko wspóª
zynnika
h a0, . . . , ak.
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Uwaga: �aden skªadnik kombin
ji a�ni
znej z osobna nie ma sensu, a ±
i±lej niereprezentuje (na ogóª) »adnego punktu przestrzeni E. Na przykªad, zbiórwielomianów posta
i ax3+ x2+ bx+ c, gdzie a, b, c ∈ R, jest trójwymiarow¡przestrzeni¡ a�ni
zn¡. Ka»da kombina
ja a�ni
zna taki
h wielomianów te» matak¡ posta¢, ale i
h kombina
je liniowe, które nie s¡ a�ni
zne, ju» nie.

Je±li wymiar przestrzeni E jest równy n, to mo»emy znale¹¢ 
o najwy»ej n+ 1punktów w poªo»eniu ogólnym. Liniowo niezale»ny zbiór wektorów v1, . . . ,vnrozpina przestrze« wektorów swobodny
h (jest jej baz¡), a wi�
 wektor

w = q − p0 jest i
h kombina
j¡ liniow¡ o jednozna
znie okre±lony
hwspóª
zynnika
h: w =
∑n

i=1aivi. St¡d wniosek, »e dowolny punkt q = p0+ wmo»e by¢ jednozna
znie przedstawiony w posta
i kombina
ji a�ni
znej punktów

p0, . . . ,pn w poªo»eniu ogólnym. Ponadto ka»da kombina
ja a�ni
zna ty
hpunktów jest punktem przestrzeni E; dlatego przez analogi� do bazy przestrzeniliniowej wprowadza si� poj�
ie bazy a�ni
znej. Jest ni¡ dowolny ukªad punktóww poªo»eniu ogólnym, taki »e doª¡
zenie dowolnego punktu daje ukªadw poªo»eniu sz
zególnym. Ka»da baza przestrzeni a�ni
znej o wymiarze n ma

n+ 1 elementów.

Wyli
zmy jesz
ze kilka poj�¢ i faktów:

• Podzbiór F przestrzeni a�ni
znej E, który jest przestrzeni¡ a�ni
zn¡ (przy 
zymprzestrze« S(F) jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni S(E)), nazywa si�podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡. Wymiar podprzestrzeni nie jest wi�kszy ni» wymiarprzestrzeni, a je±li jest równy, to podprzestrze« jest 
aª¡ przestrzeni¡.Podprzestrze« o wymiarze 0 skªada si� z jednego punktu.

• Dowolny ukªad punktów p0, . . . ,pk w poªo»eniu ogólnym jest baz¡ podprzestrzenia�ni
znej, która jest zbiorem wszystki
h kombina
ji a�ni
zny
h ty
h punktów.

• Sz
zególnym przypadkiem kombina
ji a�ni
znej jest kombina
ja wypukªa �wszystkie jej wspóª
zynniki s¡ nieujemne (Uwaga: Dla przestrzeni zespolonej s¡ toli
zby rze
zywiste!).

• Zbiór wszystki
h kombina
ji wypukªy
h punktów p0, . . . ,pk w poªo»eniu ogólnymnazywa si� sympleksem k-wymiarowym.Dla k = 1 sympleks jest od
inkiem, je±li k = 2, to mamy trójk¡t, a symplekstrójwymiarowy to 
zworo±
ian. Punkty p0, . . . ,pk s¡ nazywanewierz
hoªkami sympleksu. Sympleks o wierz
hoªka
h p0, . . . ,pk b�dziemyozna
za¢ symbolem p0 . . .pk (np. od
inek p0p1).

• Je±li uznamy, »e w punkta
h p0, . . . ,pk ∈ E s¡ rozmiesz
zone odwa»niki o masa
h
a0, . . . , ak, który
h suma jest równa 1, to punkt q =

∑k

i=0aipi (
zyli kombina
jaa�ni
zna punktów pi o wspóª
zynnika
h ai) jest ±rodkiem 
i�»ko±
i ukªadu ty
hodwa»ników.
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Je±li punkty p0, . . . ,pk s¡ w poªo»eniu ogólnym, to ka»dy i
h ±rodek 
i�»ko±
ijednozna
znie okre±la masy odwa»ników. W takim razie w przestrzeni a�ni
znej,której baz¡ jest ukªad punktów p0, . . . ,pk, mamy ukªad wspóªrz�dny
h(przyporz¡dkowanie ka»demu punktowi q taki
h mas odwa»ników, dla który
hpunkt q jest ±rodkiem 
i�»ko±
i). Wspóªrz�dne te nazywaj¡ si�wspóªrz�dnymi bary
entry
znymi.

Przeksztaª
enia a�ni
zne

Def. Przeksztaª
enie a�ni
zne przestrzeni E1 w E2 (zakªadamy, »e obie przestrzenies¡ okre±lone nad tym samym 
iaªem K) jest to przeksztaª
enie f : E1→ E2,za
howuj¡
e wszystkie kombina
je a�ni
zne, tj.
∀p0,...,pk∈E1 ∀a0,...,ak∈K,a0+···+ak=1 f

( k∑

i=0

aipi

)
=

k∑

i=0

aif(pi).

Powy»sza de�ni
ja stanowi analogi� do de�ni
ji przeksztaª
enia liniowego.

Twierdzenie: Ka»de przeksztaª
enie a�ni
zne przestrzeni E1 w E2, dla ustalonegopunktu p0 ∈ E1, mo»na przedstawi¢ w posta
i

f(p) = f(p0) + g(p − p0),gdzie funk
ja g : S(E1)→ S(E2) jest przeksztaª
eniem liniowym, przy 
zymprzeksztaª
enie g nie zale»y od wyboru punktu p0.Ka»de przeksztaª
enie f o tej posta
i jest a�ni
zne.Dowód: Nie
h p0 ∈ E1. Okre±lmy przeksztaª
enie g : S(E1)→ S(E2), takie »e dlaka»dego p ∈ E1 jest speªniona równo±¢ g(p − p0) = f(p) − f(p0). Udowodnimy, »eprzeksztaª
enie g jest liniowe. Je±li p1,p2 ∈ E oraz a1, a2 ∈ K, to

g
(
a1(p1− p0) + a2(p2− p0)

)
= g

(
a1(p1− p0) + a2(p2− p0) + (p0− p0)

)
=

f
(
a1(p1− p0) + a2(p2− p0) + p0

)
− f(p0) =

f(a1p1+ a2p2+ (1− a1− a2)p0) − f(p0).Argument przeksztaª
enia f jest tu kombina
j¡ a�ni
zn¡ punktów p0,p1,p2,a zatem 
aªe powy»sze wyra»enie jest równe

a1f(p1) + a2f(p2) − (a1+ a2)f(p0) =

a1
(
f(p1) − f(p0)

)
+ a2

(
f(p2) − f(p0)

)
= a1g(p1− p0) + a2g(p2− p0),
o dowodzi, »e przeksztaª
enie g jest liniowe. Dowód, »e wybieraj¡
 dowolnypunkt p0 i znajduj¡
 rozpatrywan¡ reprezenta
j� przeksztaª
enia f dostaniemyzawsze to samo przeksztaª
enie liniowe g jest do zrobienia na ¢wi
zenia
h.
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Dowód, »e dowolne przeksztaª
enie f okre±lone wzorem podanym w twierdzeniujest a�ni
zne, jest te» ¢wi
zeniem. 2

W zbiorze przeksztaª
e« a�ni
zny
h ustalonej przestrzeni E1 w E2 wyró»nimy klas�podobie«stw a�ni
zny
h, która skªada si� z przeksztaª
e« ró»nowarto±
iowy
h.

Twierdzenie: Przeksztaª
enie a�ni
zne f : E1→ E2 jest ró»nowarto±
iowe wtedyi tylko wtedy, gdy przeksztaª
enie liniowe g : S(E1)→ S(E2), takie »e

∀p∈E1f(p) = f(p0) + g(p − p0), jest ró»nowarto±
iowe.Dowód pole
am jako ¢wi
zenie.

Poniewa» przestrzenie liniowe mo»emy traktowa¢ jak przestrzenie a�ni
zne, wi�
naturalne jest rozpatrywanie przeksztaª
e« a�ni
zny
h taki
h przestrzeni.W sz
zególno±
i, nie
h f b�dzie przeksztaª
eniem a�ni
znym przestrzeni Knw Km. Ka»de takie przeksztaª
enie mo»emy przedstawi¢ w posta
i

f(x) = Ax + t.Ma
ierz A ∈ Km,n reprezentuje 
z�±¢ liniow¡ przeksztaª
enia f, za± wektor t ∈ Kmopisuje przesuni�
ie (wektor ten jest obrazem wektora 0).

Niezmienniki przeksztaª
e« a�ni
zny
h

Nie
h A ozna
za dowolny podzbiór przestrzeni E1, a f(A) ⊂ E2 jego obrazw przeksztaª
eniu f. Niezmiennikiem przeksztaª
enia f nazywamy ka»d¡ wªasno±¢zbioru A, któr¡ ma tak»e zbiór f(A). Przeksztaª
enia, a tak»e klasy przeksztaª
e«
harakteryzuj¡ si� swoimi niezmiennikami, które mo»na wykorzysta¢ do i
hbadania.
Mo»na te» u»y¢ niezmienników do zde�niowania przeksztaª
e« i i
h klas.Na przykªad przypu±¢my, »e punkt q jest kombina
j¡ a�ni
zn¡ punktów

p0, . . . ,pk. �¡danie, aby wtedy punkt f(q) byª kombina
j¡ a�ni
zn¡ punktów

f(p0), . . . , f(pk) o ty
h samy
h wspóª
zynnika
h, wyró»nia klas� przeksztaª
e« f,który
h niezmiennikiem jest ta wªasno±¢ ka»dego ukªadu punktów p0, . . . ,pk,q.Jest to wªa±nie klasa przeksztaª
e« a�ni
zny
h. Je±li za»¡damy speªnieniadodatkowy
h niezmienników, to o
zywi±
ie zaw�zimy klas� przeksztaª
e«.

Wymienimy najpierw kilka najwa»niejszy
h niezmienników wszystki
hprzeksztaª
e« a�ni
zny
h, a nast�pnie niezmienniki podobie«stw a�ni
zny
h.
• Wypukªo±¢ zbioru. Zbiór A jest wypukªy, je±li dla dowolny
h punktów p,q ∈ Aod
inek pq jest zawarty w A. Obraz w przeksztaª
eniu a�ni
znym zbioruwypukªego jest zbiorem wypukªym.
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• Sz
zególne poªo»enie punktów. Obraz w przeksztaª
eniu a�ni
znym zbiorupunktów w poªo»eniu sz
zególnym jest zbiorem punktów w poªo»eniusz
zególnym.

• By
ie podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡. Je±li zbiór A jest podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡przestrzeni E1, to zbiór f(A) jest podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡ przestrzeni E2.Nie jest niezmiennikiem a�ni
znym wymiar podprzestrzeni. Jest natomiast zawszedim f(A) ≤ dimA.

• Równolegªo±¢ podprzestrzeni. Przyjmiemy nast�puj¡
¡ de�ni
j�: podprzestrze«

A1 przestrzeni E1 jest równolegªa do podprzestrzeni A2, je±li istnieje wektor

t ∈ S(E1), taki »e ∀p∈A1p + t ∈ A2 (Uwaga: Nie jest to rela
ja równowa»no±
i,
hyba, »e bierzemy pod uwag� tylko podprzestrzenie o tym samym wymiarze).Je±li podprzestrze« A1 jest równolegªa do A2, to podprzestrze« f(A1) ⊂ E2 jestrównolegªa do f(A2).

• Spójno±¢ zbioru. Dokªadna de�ni
ja spójno±
i (i inny
h wªasno±
i topologi
zny
h)zbioru wykra
za poza ten wykªad, ale mo»emy rozumie¢ to poj�
ie intui
yjnie(i na razie to nam wystar
zy).

Podobie«stwa a�ni
zne za
howuj¡ wszystkie wªasno±
i wymienione wy»eji dodatkowo nast�puj¡
e:
• Wymiar przestrzeni a�ni
znej, a tak»e ka»dej jej podprzestrzeni.

• Ogólne poªo»enie punktów. Wynika z tego m.in., »e obrazem sympleksu

k-wymiarowego w podobie«stwie jest sympleks k-wymiarowy, a wi�
 ka»de takiedwa sympleksy (np. trójk¡ty dla k = 2) s¡ a�ni
znie podobne.

• Brak spójno±
i zbioru.

• Brak równolegªo±
i podprzestrzeni.

Przeksztaª
enia a�ni
zne przestrzeni E w przestrze« E, które s¡ podobie«stwami,maj¡ przeksztaª
enia odwrotne. Przeksztaª
enie identy
zno±
iowe jest a�ni
zne,zªo»enie przeksztaª
e« a�ni
zny
h o
zywi±
ie te», mamy tu wi�
 grup� (na ogóªnieabelow¡) podobie«stw a�ni
zny
h przestrzeni E. Zawiera ona ró»ne podgrupy,np. grup� przesuni�¢ (albo: transla
ji); przesuni�
ie o wektor t ∈ S(E) ka»demupunktowi p ∈ E przyporz¡dkowuj¡ punkt p + t, oraz grup� jednokªadno±
i(ina
zej: homotetii) o ustalonym ±rodku o: taka jednokªadno±¢ o skali s 6= 0przyporz¡dkowuje punktowi p punkt o + s(p − o). Przykªadowymniezmiennikiem podobie«stw nale»¡
y
h do obu ty
h podgrup jest kierunekdowolnej podprzestrzeni a�ni
znej, tj. je±li A jest podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡przestrzeni E, to jej obraz f(A) jest podprzestrzeni¡ równolegª¡ do A.



12.7

Wspóªrz�dne kartezja«skie i jednorodne

Nie
h ukªad punktów p0, . . . ,pn b�dzie baz¡ a�ni
zn¡ przestrzeni E. Mo»emyokre±li¢ za jej pomo
¡ ukªad wspóªrz�dny
h bary
entry
zny
h, ale nie tylko.Dowolny punkt q ∈ E mo»emy jednozna
znie przedstawi¢ w posta
i

q = p0+
∑n

k=1ak(pk− p0). Li
zby a1, . . . , an s¡ wspóªrz�dnymi kartezja«skimipunktu q w zde�niowanym w ten sposób ukªadzie. Cz�sto za ukªad odniesieniaukªadu wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h przyjmuje si� po
z¡tek ukªadu, 
zyli punkt

p0 i ukªad tak zwany
h wersorów osi, skªadaj¡
y si� z wektorów v1 = p1− p0, . . . ,

vn = pn− p0.

6

-

6

-
p0 v1

v2

r

Uwaga: Do
ieramy tu do matematy
znegosedna powsze
hnie stosowanej praktyki,która polega na rysowaniu na kart
e, na tabli
yalbo gdziekolwiek 
zego± w rodzaju rysunku obok.

Maj¡
 ukªad wspóªrz�dny
h kartezja«ski
hmo»emy uto»samia¢ punkty z wektoramili
zbowymi zªo»onymi ze wspóªrz�dny
h, orazprzeksztaª
enia a�ni
zne z parami (ma
ierz A, wektor t), które wyst�puj¡we wzorze

f(p) = Ap + t.Prowadzi to do dwó
h problemów. Po pierwsze, taka reprezenta
ja nie rozró»niapunktów i wektorów swobodny
h (a to s¡ na ogóª ró»ne obiekty). Aby otrzyma¢obraz wektora swobodnego w przeksztaª
eniu g, które jest 
z�±
i¡ liniow¡przeksztaª
enia f, trzeba u»y¢ wzoru

g(v) = Av,
zyli pami�ta¢ o niedodawaniu wektora przesuni�
ia t (np. pod
zas pisaniaprogramu komputerowego). Po drugie, wzór opisuj¡
y zªo»enie przeksztaª
e«a�ni
zny
h,

f2(f1(p)) = A2(A1p + t1) + t2 = A2A1p + (A2t1+ t2),jest skomplikowany, a utworzone w taki sam sposób wzory opisuj¡
e zªo»eniewielu przeksztaª
e« s¡ bardzo niewygodne.

Rozwi¡zaniem obu opisany
h problemów jest wprowadzenie wspóªrz�dny
hjednorodny
h. Do wektora p ∈ Kn wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h punktu p ∈ E
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dopisujemy dodatkow¡ wspóªrz�dn¡, równ¡ 1. Do wektora v ∈ Kn wspóªrz�dny
hwektora v ∈ S(E) dopisujemy 0, w ka»dym przypadku otrzymuj¡
 wektorw przestrzeni Kn+1. Przeksztaª
enie f (i jedno
ze±nie jego 
z�±¢ liniow¡ g)opisujemy za pomo
¡ ma
ierzy o strukturze blokowej (blok 0 ma wymiary 1× n):
[
A t

0 1

]
.

Dowód, »e taka reprezenta
ja przeksztaª
enia a�ni
znego jest równowa»napoprzedniej (przy zaªo»eniu, »e wektor wspóªrz�dny
h jednorodny
h mno»ymyprzez tak¡ ma
ierz), a tak»e dowód, »e ilo
zyn taki
h ma
ierzy ma tak¡ sam¡struktur� (tj. identy
zny ostatni wiersz) i opisuje zªo»enie odpowiedni
hprzeksztaª
e«, jest prostym ¢wi
zeniem.

Odlegªo±¢ w przestrzeni a�ni
znej

Def. Dowoln¡ funk
j� ρ : E× E→ R nazywamy metryk¡ w zbiorze E, je±li manast�puj¡
e trzy wªasno±
i: jest nieujemna oraz równa 0 wtedy i tylko wtedy gdyargumenty s¡ równe, nie zmienia warto±
i po przestawieniu argumentów,a ponadto speªnia nierówno±¢ trójk¡ta: ρ(p,q) + ρ(q, r) ≥ ρ(p, r) dla dowolny
helementów p, q, r zbioru E. Zbiór wyposa»ony w metryk� nazywa si�przestrzeni¡ metry
zn¡. Warto±¢ metryki dla ustalony
h argumentów (punktów)

p i q nazywa si� odlegªo±
i¡ ty
h punktów.

Powy»sza de�ni
ja jest przypomnieniem tego, 
o byªo powiedziane przy okazjinorm. Ka»da norma okre±la metryk� w przestrzeni liniowej, która jest jejdziedzin¡. Poniewa» dowolnej parze punktów p,q w przestrzeni a�ni
znej Emo»emy przyporz¡dkowa¢ wektor v = p − q ∈ S(E), wi�
 maj¡
 norm� okre±lon¡w przestrzeni S(E) mamy te» metryk� w przestrzeni E. Tak jak w przestrzeniliniowej, równie» w przestrzeni a�ni
znej mo»emy wprowadzi¢ wiele ró»ny
hmetryk (z który
h ka»da odpowiada innej normie w przestrzeni wektorówswobodny
h; ponadto istniej¡ metryki nie zwi¡zane z normami, ale nimi si� niezajmujemy).
Wiele wªasno±
i zbiorów punktów, które mo»na przyjmowa¢ za niezmiennikiprzeksztaª
e« (de�niuj¡
 w ten sposób klasy przeksztaª
e«), formuªuje si� zapomo
¡ ustalonej metryki. Na przykªad propor
je odlegªo±
i dowolny
h trze
h lubwi�
ej punktów wspóªliniowy
h (tj. le»¡
y
h w ustalonej jednowymiarowejpodprzestrzeni a�ni
znej) s¡ niezmiennikiem podobie«stw a�ni
zny
h.
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Przeksztaª
enia za
howuj¡
e propor
je odlegªo±
i dowolny
h punktów(niekonie
znie wspóªliniowy
h), nazywaj¡ si� podobie«stwami geometry
znymi.Podklas¡ klasy podobie«stw geometry
zny
h s¡ izometrie, które za
howuj¡wszystkie odlegªo±
i, tj. ρ(f(p), f(q)
)

= ρ(p,q) dla dowolny
h punktów p, q.�atwo jest udowodni¢, »e przesuni�
ia (tj. przeksztaª
enia E→ E, który
h 
z�±¢liniowa jest reprezentowana przez ma
ierz jednostkow¡) s¡ izometriami. To, jakieinne izometrie opró
z przesuni�¢ istniej¡ w przestrzeni a�ni
znej E wyposa»onejw metryk�, zale»y od tej metryki. Wkrót
e zajmiemy si�metrykami euklidesowymi. W przestrzeni wyposa»onej w tak¡ metryk� (tzw.przestrzeni euklidesowej) izometriami s¡ na przykªad obroty (ale dopiero b�dziemyje pra
owi
ie i porz¡dnie de�niowa¢ � potrzebujemy do tego m.in. poj�
ia k¡ta).

Zadania i problemy1. Wska» dowoln¡ baz� a�ni
zn¡ przestrzeni E, której elementami s¡ wszystkiewielomiany posta
i ax3+ x2+ bx+ c, a, b, c ∈ R. Wska» przestrze« wektorówswobodny
h przestrzeni E.2. Okre±l poj�
ie kombina
ji a�ni
znej przeksztaª
e« przestrzeni E1 w E2.Udowodnij, »e zbiór wszystki
h przeksztaª
e« a�ni
zny
h f : E1→ E2 jestprzestrzeni¡ a�ni
zn¡. Znajd¹ wymiar tej przestrzeni, w zale»no±
i od wymiarówprzestrzeni E1 i E2.3. Doko«
z dowód twierdzenia z wykªadu: udowodnij, »e w przedstawieniuprzeksztaª
enia a�ni
znego f : E→ E, f(p) = f(p0) + g(p − p0), przeksztaª
enieliniowe g : S(E)→ S(E) nie zale»y od punktu p0.4. Udowodnij twierdzenie podaj¡
e warunek konie
zny i dostate
znyró»nowarto±
iowo±
i przeksztaª
enia a�ni
znego.5. Zgodnie ze stwierdzeniem z wykªadu, przestrze« a�ni
zn¡ mo»emy otrzyma¢z dowolnej przestrzeni liniowej V , �zapominaj¡
� o wyró»nionym elemen
ie(wektorze zerowym). Udowodnij, »e ka»da warstwa k-wymiarowa przestrzeni Vjest k-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ a�ni
zn¡ otrzymanej przestrzeni a�ni
znej(i ka»da podprzestrze« a�ni
zna jest warstw¡ przestrzeni V).6. Dane s¡ 4 punkty na pªasz
zy¹nie R2: p0, p1, q0 i q1. Napisz ukªad równa«liniowy
h, którego rozwi¡zaniem jest punkt wspólny prosty
h p0p1 i q0q1.Przedyskutuj jego mo»liwe rowi¡zania.7. Dane jest 5 punktów w przestrzeni R3: p0, p1, p2, q0 i q1. Napisz ukªad równa«liniowy
h, którego rozwi¡zaniem jest punkt wspólny pªasz
zyzny zawieraj¡
ejpunkty p0,p1,p2 i prostej q0q1. Przedyskutuj jego mo»liwe rozwi¡zania.8. Udowodnij jak najwi�
ej wymieniony
h na wykªadzie niezmiennikówprzeksztaª
e« a�ni
zny
h.
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9. Udowodnij, »e wymienione na wykªadzie niezmienniki podobie«stw a�ni
zny
h,które nie byªy przedstawione jako niezmienniki wszystki
h przksztaª
e«a�ni
zny
h, mog¡ nie by¢ za
howane przez przeksztaª
enia a�ni
znenieró»nowarto±
iowe.10. Def. Zbiór F nazywa si� zbiorem gwia¹dzistym ze wzgl�du na punkt p, je±li dlaka»dego punktu q ∈ F zbiór F zawiera wszystkie punkty od
inka pq.Udowodnij, »e gwia¹dzisto±¢ zbioru jest niezmiennikiem a�ni
znym, tj. je±li zbiór

A jest gwia¹dzisty ze wzgl�du na punkt p, to zbiór f(A) jest gwia¹dzistywzgl�dem punktu f(p).Udowodnij, »e brak gwia¹dzisto±
i jest niezmiennikiem podobie«stw a�ni
zny
h.11. Utwórz ukªad równa« liniowy
h, którego rozwi¡zaniem jest wektorwspóªrz�dny
h bary
entry
zny
h [a0, . . . , an]
T dowolnego danego punktu qw ukªadzie okre±lonym przez baz� a�ni
zn¡ p0, . . . ,pn przestrzeni Rn(traktowanej jak przestrze« a�ni
zna).12. Udowodnij podane na wykªadzie wªasno±
i jednorodnej reprezenta
jiprzeksztaª
e« a�ni
zny
h.13. Wska» zwi¡zek mi�dzy przestrzeni¡ przeksztaª
e« a�ni
zny
h przestrzeni E w Ea zbiorem ma
ierzy jednorodny
h reprezenta
ji taki
h przeksztª
e«.14. Udowodnij, »e funk
ja ρ(p − q)

def
= ‖p − q‖, dla dowolnej normy ‖ · ‖ okre±lonejw przestrzeni S(E), jest metryk¡ w przestrzeni a�ni
znej E.15. Udowodnij, »e dla dowolnego ukªadu punktów p0, . . . ,pn ∈ E1 (dimE1 = n)w poªo»eniu ogólnym oraz q0, . . . ,qn ∈ E2 istnieje dokªadnie jedno przeksztaª
eniea�ni
zne f : E1→ E2, takie »e f(pi) = qi dla i = 0, . . . , n.
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Formy kwadratowe, dwuliniowe i póªtoraliniowe

Def. Nie
h V1, . . . , Vn oraz V b�d¡ przestrzeniami liniowymi nad ustalonym 
iaªem

K. Funk
j� f : V1× . . .× Vn→ V nazywamy przeksztaª
eniem n-liniowym, je±lidla ka»dego k ∈ {1, . . . , n}, przy ustalony
h wszystki
h argumenta
h z wyj¡tkiem

k-tego, funk
ja ta jest przeksztaª
eniem liniowym przestrzeni Vk w V .

Na przykªad, je±li uto»samimy przestrze« Kn,n z (Kn)n, to funk
ja detn(wyzna
znik) jest przeksztaª
eniem n-liniowym (bo jest to przeksztaª
enie linioweze wzgl�du na ka»d¡ kolumn� ma
ierzy, przy ustalony
h wszystki
h pozostaªy
h).

Odt¡d przez najbli»sze kilkana±
ie wykªadów b�dziemy si� zajmowa¢przeksztaª
eniami dwuliniowymi i symetry
znymi, ϕ : V × V → K.Przeksztaª
enie dwuliniowe ϕ jest symetry
zne, je±li dla dowolny
h wektorów

x,y ∈ V za
hodzi równo±¢ ϕ(x,y) = ϕ(y,x). Przeksztaª
enia takie b�dziemynazywa¢ formami dwuliniowymi.

Def. Nie
h V ozna
za przestrze« liniow¡ nad 
iaªem K. Form¡ kwadratow¡w przestrzeni V nazywamy dowoln¡ funk
j� Φ : V → K, okre±lon¡ wzorem

Φ(x) = ϕ(x,x), za pomo
¡ pewnej formy dwuliniowej ϕ : V × V → K.

Okre±lone wy»ej formy kwadratowe speªniaj¡ warunek Φ(ax) = a2Φ(x) dlaka»dego x ∈ V oraz a ∈ K. Wªasno±¢ funk
ji Φ: Φ(ax) = h(a)Φ(x) dla ka»dego xi a, gdzie h jest pewn¡ ustalon¡ funk
j¡, nazywa si� jednorodno±
i¡przeksztaª
enia Φ. Przeksztaª
enia liniowe s¡ jednorodne, z funk
j¡ h(a) = a.W poprzednim wykªadzie byªa mowa o wspóªrz�dny
h jednorodny
h. W zwi¡zkuz tym zauwa»my, »e przeksztaª
enie a�ni
zne nie jest jednorodne, alereprezentowali±my je przez pewne przeksztaª
enie liniowe; st¡d nazwa�wspóªrz�dne jednorodne�. Mo»na uogólni¢ to post�powanie, np. na formykwadratowe w przestrzenia
h a�ni
zny
h � b�dzie jesz
ze o tym mowa.

Obli
zmy, korzystaj¡
 z dwuliniowo±
i i symetrii

ϕ(x + y,x + y) = ϕ(x,x) + 2ϕ(x,y) +ϕ(y,y)sk¡d wynika

ϕ(x,y) =
1

2

(
Φ(x + y) −Φ(x) −Φ(y)

)
.Podstawiaj¡
 do powy»szego wzoru dowoln¡ form� kwadratow¡ Φ otrzymamypewn¡ jednozna
znie okre±lon¡ form� dwuliniow¡ ϕ. Jednozna
zno±¢ zwi¡zku
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symetry
zny
h przeksztaª
e« dwuliniowy
h i form kwadratowy
h nosi nazw�zasady polaryza
ji, a wªa±
iwie jest sz
zególnym przypadkiem bardzo ogólnegotwierdzenia o tej nazwie, doty
z¡
ego symetry
zny
h przeksztaª
e« n-liniowy
hdla dowolnego n.

Je±li V = Kn, to ka»d¡ form� dwuliniow¡ ϕ oraz form� kwadratow¡ Φ mo»emyprzedstawi¢ wzorami

ϕ(x,y) = yTAx, Φ(x) = xTAx,dla pewnej jednozna
znie okre±lonej ma
ierzy symetry
znej A. Maj¡
 dowoln¡baz� X = [x1, . . . ,xn] ustalonej przestrzeni liniowej V mo»emy odpowiednie formyw tej przestrzeni przedstawi¢ w posta
i
ϕ(x,y) = (X−1y)TAX−1x, Φ(x) = (X−1x)TAX−1x,za pomo
¡ ma
ierzy bazy dualnej X−1 oraz pewnej ma
ierzy symetry
znej

A ∈ Kn,n. Zauwa»my, »e form� kwadratow¡ otrzymamy bior¡
 niekonie
zniesymetry
zn¡ ma
ierz A; symetria ma
ierzy jest konie
zna do zapewnienia symetriiformy dwuliniowej. Zaªo»enie o symetrii zapewnia jednozna
zno±¢ zwi¡zku formdwuliniowy
h i kwadratowy
h.

W przestrzeni nad 
iaªem li
zb zespolony
h mo»emy wykona¢ wszystkiekonstruk
je opisane wy»ej bez problemu. Ch
ieliby±my jednak, aby warto±
i formkwadratowy
h w przestrzeni nad dowolnym 
iaªem li
zbowym (tj. Q, R i C) byªyli
zbami rze
zywistymi (a dokªadniej, aby 
z�±¢ urojona warto±
i formykwadratowej w przestrzeni zespolonej byªa równa 0). Dlatego musimy nie
ozmieni¢ warunek jednorodno±
i. Trzeba, aby dla ka»dego wektora x ∈ V i li
zby abyªa speªniona równo±¢ Φ(ax) = |a|2Φ(x). Okre±lamy w ten sposóbformy kwadratowe drugiego rodzaju; w przestrzenia
h nad 
iaªem li
zbrze
zywisty
h lub wymierny
h dostajemy to samo, 
o przedtem.

Dowoln¡ form� kwadratow¡ (dalej dla skrótu pomijamy sªowa �drugiego rodzaju�,ale tylko takimi formami b�dziemy si� zajmowa¢) w przestrzeni Cn mo»emyprzedstawi¢ wzorem

Φ(x) = xHAx,w którym wyst�puje ma
ierz hermitowska A (tj. AH = A; sprawdzenie, »e dlaka»dego wektora x 
z�±¢ urojona warto±
i formy jest równa 0, jest prostym¢wi
zeniem). Dla ustalonej bazy X = [x1, . . . ,xn], dowoln¡ form� kwadratow¡ Φw przestrzeni V mo»emy przedstawi¢ wzorem

Φ(x) = (X−1x)HAX−1x,
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z ma
ierz¡ hermitowsk¡ A. Z tak okre±lon¡ form¡ kwadratow¡ mo»emy zwi¡za¢przeksztaª
enie ϕ, okre±lone wzorem

ϕ(x,y) = (X−1y)HAX−1x.Naty
hmiast mo»emy zauwa»y¢, »e przeksztaª
enie to, z wyj¡tkiem przypadkugdy ma
ierz A jest zerowa, nie jest ani symetry
zne, ani dwuliniowe!

Przeksztaª
enie ϕ : Cn× Cn→ C, okre±lone wzorem

ϕ(x,y) = yHAx,który jest sz
zególnym, najªatwiejszym do zbadania przypadkiem wzorupoprzedniego, speªnia nast�puj¡
e warunki dla dowolny
h wektorów x, y, x1, x2,

y1, y2 i li
zb a1, a2:

ϕ(a1x1+ a2x2,y) = a1ϕ(x1,y) + a2ϕ(x2,y),

ϕ(x, a1y1+ a2y2) = a1ϕ(x,y1) + a2ϕ(x,y2),

ϕ(x,y) = ϕ(y,x).Przeksztaª
enie speªniaj¡
e powy»sze warunki jest nazywaneform¡ póªtoraliniow¡. Przeksztaª
enia dowolnej przestrzeni, opisane ogólniejszymwzorem podanym w
ze±niej, te» speªniaj¡ te warunki.

Mi�dzy formami póªtoraliniowymi a formami kwadratowymi drugiego rodzajurównie» za
hodzi jednozna
zna odpowiednio±¢. Sposób obli
zania warto±
i formykwadratowej za pomo
¡ póªtoraliniowej jest o
zywisty, za± w drug¡ stron� mamy

ϕ(x + y,x + y) = ϕ(x,x) + 2Reϕ(x,y) +ϕ(y,y),

ϕ(x + iy,x + iy) = ϕ(x,x) + iϕ(y,x) + iϕ(x,y) + iiϕ(y,y) =

ϕ(x,x) − 2i Imϕ(x,y) +ϕ(y,y),sk¡d wynika nast�puj¡
a to»samo±¢ polaryza
yjna:

ϕ(x,y) =
1

2

(
Φ(x + y) −Φ(x) −Φ(y)

)
+
i

2

(
Φ(x + iy) −Φ(x) −Φ(y)

)
.

Znaj¡
 form� kwadratow¡ umiemy wi�
 obli
zy¢ odpowiadaj¡
¡ jej form�póªtoraliniow¡, a z jej pomo
¡ mo»emy obli
zy¢ wspóª
zynniki ma
ierzy
A = [apq]p,q, która reprezentuje obie te formy w ustalonej bazie X = [x1, . . . ,xn]:

apq = ϕ(xq,xp).
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Dygresja. Formy kwadratowe i dwuliniowe lub póªtoraliniowe okre±la si� tak»ew przestrzenia
h niesko«
zenie wymiarowy
h. Nie
h np. a, b ∈ R, a < b i nie
h Vozna
za zbiór funk
ji rze
zywisty
h lub zespolony
h na od
inku [a, b], za± ρozna
za ustalon¡ funk
j� rze
zywist¡ na [a, b]. Mo»emy wtedy okre±li¢nast�puj¡
e formy:

Φ(f) =

∫b

a

|f(x)|2ρ(x)dx,
ϕ(f, g) =

∫b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx,

przy 
zym bierzemy pod uwag� tylko te funk
je, dla który
h powy»sze 
aªki s¡okre±lone i sko«
zone (nale»y mie¢ nadziej�, »e 
aªka Lebesgue'a b�dzieprzedstawiona na wykªadzie z Analizy II). O funk
ja
h taki
h mówi si�, »e s¡
aªkowalne w kwadra
ie z wag¡ ρ na od
inku [a, b]; i
h zbiór jest przestrzeni¡liniow¡ (podprzestrzeni¡ przestrzeni V). Zauwa»my, »e przyj�ta formakwadratowa jest istotnym elementem u»ytym do zde�niowania przestrzeniliniowej. Konie
 dygresji.

Kongruen
je ma
ierzy

Je±li ma
ierz hermitowska A reprezentuje form� póªtoraliniow¡ ϕ w bazie

X = [x1, . . . ,xn], za± C = X−1Y, gdzie Y = [y1, . . . ,yn] jest ma
ierz¡ innej bazy, toma
ierz B = CHAC reprezentuje form� ϕ w bazie Y. �atwo jest sprawdzi¢, »ema
ierz B jest hermitowska. Poniewa» ka»da nieosobliwa ma
ierz C jest ma
ierz¡zmiany bazy, wi�
 ka»da ma
ierz równa CHAC reprezentuje t� sam¡ form� ϕw pewnej bazie.

Def. Przeksztaª
enie, które ma
ierzy hermitowskiej A przyporz¡dkowuje ma
ierz

CHAC (dla pewnej nieosobliwej ma
ierzy C) nazywamy przystawaniem albokongruen
j¡ ma
ierzy.

Kongruen
je stanowi¡ grup� (nieabelow¡) z dziaªaniem zªo»enia. Dziaªanie to jestrealizowane przez mno»enie ma
ierzy kongruen
ji. Istotnie,

B = CHAC, D = EHBE = EHCHACE = (CE)HA(CE).

�¡
zno±¢ zªo»enia kongruen
ji wynika z ª¡
zno±
i mno»enia ma
ierzy, elementemneutralnym w grupie kongruen
ji jest przeksztaª
enie to»samo±
iowe(reprezentowane przez ma
ierz jednostkow¡), a kongruen
ja odwrotna dorealizowanej przez ma
ierz C jest realizowana przez ma
ierz C−1.
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W grupie kongruen
ji mo»na wskaza¢ ró»ne podgrupy, realizowane przez ma
ierzenale»¡
e do odpowiedni
h podgrup grupy ma
ierzy nieosobliwy
h n× nz dziaªaniem mno»enia. Mamy np. kongruen
je realizowane przez ma
ierzepermuta
ji, kongruen
je trójk¡tne górne, kongruen
je trójk¡tne dolnei kongruen
je diagonalne � ta ostatnia podgrupa jest abelowa.

Maj¡
 dowoln¡ grup� przeksztaª
e« warto zna¢ jej niezmienniki. O
zywistymniezmiennikiem kongruen
ji jest rz¡d ma
ierzy poddawanej przeksztaª
eniu. Inneniezmienniki poznamy dalej.

Przystawanie ma
ierzy jest rela
j¡ w zbiorze ma
ierzy hermitowski
h n× n: dwiema
ierze, A i B, s¡ przystaj¡
e, je±li istnieje ma
ierz nieosobliwa C, taka »e

B = CHAC. Rela
ja przystawania jest równowa»no±
i¡ w zbiorze ma
ierzyhermitowski
h, a zatem dzieli ten zbiór na klasy abstrak
ji. Przekonamy si�, »eklas ty
h jest sko«
zenie wiele.

Uwaga: Mieli±my ju» do 
zynienia z inn¡ rela
j¡ równowa»no±
i w zbiorzema
ierzy n× n, mianowi
ie z podobie«stwem. Przypomnijmy, »e ma
ierze A i Bs¡ podobne, je±li istnieje ma
ierz C taka »e B = C−1AC. Istniej¡ ma
ierze C, takie»e C−1 = CH, a wi�
 w tym przypadku (i tylko w tym) podobie«stwo jestjedno
ze±nie przystawaniem. Zwró¢my uwag�, »e ma
ierz podobie«stwa C jestokre±lona z dokªadno±
i¡ do 
zynnika staªego, tj. je±li B = C−1AC, to równie»

B = (aC)−1A(aC) dla ka»dego a 6= 0. Dla przystawania tak nie jest.

Podsumowuj¡
: ma
ierze A i B s¡ podobne, je±li reprezentuj¡ to samoprzeksztaª
enie liniowe f : V → V w dwó
h ró»ny
h baza
h. Ma
ierze hermitowskie

A i B s¡ przystaj¡
e, je±li reprezentuj¡ t� sam¡ form� póªtoraliniow¡

ϕ : V × V → K w dwó
h ró»ny
h baza
h. Prosz� ty
h poj�¢ nie myli¢.

Twierdzenie Sylvestra

Twierdzenie Sylvestra (ma
ierzowe): Dla ka»dej ma
ierzy hermitowskiej A istniejema
ierz nieosobliwa C, taka »e ma
ierz CHAC ma nast�puj¡
¡ struktur�blokowo-diagonaln¡:

D =




Iπ

−Iν

0ζ



 .

Ma
ierz C mo»e nie by¢ okre±lona jednozna
znie, ale wymiary posz
zególny
hbloków, π, ν i ζ, s¡ przez ma
ierz A okre±lone jednozna
znie.
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Dowód: Przeprowadzony ni»ej dowód istnienia odpowiedniej ma
ierzy C polega nawskazaniu sposobu jej znalezienia. Kongruen
ja realizowana przez ma
ierz C jestzªo»eniem kongruen
ji, które kolejno1. doprowadzaj¡ ma
ierz A do posta
i blokowo-diagonalnej z blokami 1× 1 lub 2× 2na diagonali,2. przeksztaª
aj¡ bloki diagonalne 2× 2 w ma
ierze diagonalne,3. doprowadzaj¡ do otrzymania ma
ierzy diagonalnej o posta
i podanejw twierdzeniu.
Najpierw udowodnimy nast�puj¡
y Lemat: Dla ma
ierzy hermitowskiej Ao podziale blokowym

A =

[
M G

GH W

]
,

z blokamiM i W o wymiara
h odpowiednio s× s i n− s× n− s, takiej »e blok Mjest ma
ierz¡ nieosobliw¡, kongruen
ja realizowana przez ma
ierz

R =

[
Is −M−1G

0 In−s

]

doprowadza ma
ierz A do posta
i blokowo-diagonalnej.Dowód lematu: Wystar
zy przeprowadzi¢ odpowiednie ra
hunki, tj. obli
zy¢ blokima
ierzy RHAR. Skorzystamy ze s
hematu

A R

↓ ↓
RH → RHA → RHAR

[
M G

GH W

][
Is −M−1G

0 In−s

]

[
Is 0

−GHM−1 In−s

][
M G

0 −GHM−1G+W

][
M 0

0 W −GHM−1G

]

2

Dowód twierdzenia:Krok 1. Dowód istnienia kongruen
ji, której efektem jest otrzymanie ma
ierzyblokowo-diagonalnej jest induk
yjny ze wzgl�du na wymiary ma
ierzy. Dlama
ierzy 1× 1 i 2× 2 wystar
zy kongruen
ja to»samo±
iowa, przypu±¢my wi�
, »eistnieje odpowiednia kongruen
ja dla wszystki
h ma
ierzy o wymiara
h mniejszy
hni» n× n. Je±li ma
ierz A jest zerowa, to jest diagonalna, a wi�
 nie trzeba jejprzeksztaª
a¢. Je±li ma
ierz A jest niezerowa, to mamy dwie mo»liwo±
i:
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1. Pewien wspóª
zynnik na diagonali, app, jest ró»ny od zera. Ma
ierz TH1pAT1p ma�w górnym lewym rogu� nieosobliwy blok M = [app] o wymiara
h 1× 1(Uwaga: Ma
ierz transpozy
ji Tpq jest jednostkowa, je±li p = q).2. Wszystkie wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy A s¡ równe 0, ale istniejeniezerowy wspóª
zynnik apq poza diagonal¡. Ma
ierz (T1pT2q)
HA(T1pT2q) ma�w górnym lewym rogu� blok M o wymiara
h 2× 2, o posta
i [
0 c

c 0

],nieosobliwy, bo |c| = |apq| 6= 0.Po odpowiednim przestawieniu wierszy i kolumn uzyskujemy nieosobliwy blok Mo wymiara
h 1× 1 lub 2× 2. Na podstawie lematu mo»emy wskaza¢ ma
ierz R,tak¡ »e ma
ierz RHAR ma zera w pierwszym wierszu i kolumnie, albow pierwszy
h dwó
h wiersza
h i kolumna
h, poza blokiem diagonalnym.Nast�pnie mo»emy wskaza¢ ma
ierz blokowo-diagonaln¡, o posta
i [
I 0

0 C

],z blokiem diagonalnym I � ma
ierz¡ jednostkow¡ 1× 1 lub 2× 2 i blokiem C,który jest ma
ierz¡ kongruen
ji sprowadzaj¡
ej drugi blok diagonalny naszejma
ierzy po przksztaª
eniu do po»¡danej posta
i. Na mo
y zaªo»eniainduk
yjnego taka ma
ierz istnieje.

Krok 2. Ma
ierz kongruen
ji zastosowanej w kroku pierwszym jest zªo»eniemma
ierzy permuta
ji i ma
ierzy trójk¡tny
h górny
h. Aby przeksztaª
i¢otrzymane na diagonali bloki 2× 2 to nie wystar
zy. Maj¡
 blok

G =

[
0 g

g 0

]
= |g|

[
0 eiϕ

e−iϕ 0

] zastosujemy ma
ierz Eϕ =

[
eiϕ eiϕ

1 −1

].

�atwo mo»emy sprawdzi¢, »e EHϕGEϕ = 2|g|

[
1 0

0 −1

]. Aby otrzyma¢ ma
ierzdiagonaln¡ n× n z ma
ierzy blokowo-diagonalnej otrzymanej w pierwszym kroku,stosujemy kongruen
j� reprezentowan¡ przez ma
ierz blokowo-diagonaln¡z blokami o taki
h samy
h wymiara
h; ka»dy z bloków 1× 1 ma wspóª
zynnikrówny 1, a bloki 2× 2 s¡ ma
ierzami Eϕ, dla odpowiednio wybrany
h ϕ.

Krok 3. Po wykonaniu kroku drugiego mamy hermitowsk¡ ma
ierz diagonaln¡,zatem wszystkie jej wspóª
zynniki s¡ li
zbami rze
zywistymi. Teraz nale»yodpowiednio uporz¡dkowa¢ i przeskalowa¢ wspóª
zynniki diagonalne, aby mie¢ nadiagonali kolejno +1, −1 i 0. W tym 
elu stosujemy transpozy
je Tpq tak, abypoprzestawia¢ na po
z¡tek wiersze (i kolumny) zawieraj¡
e dodatniewspóª
zynniki diagonalne, nast�pnie ujemne i na ko«
u zera. Po przestawieniumamy ma
ierz D ′ = diag(d1, . . . , dπ,−dπ+1, . . . ,−dπ+ν, 0, . . . , 0), gdzie wszystkieli
zby d1, . . . , dπ+ν s¡ dodatnie. Aby otrzyma¢ ma
ierz D, wystar
zy zastosowa¢kongruen
j� diagonaln¡ realizowan¡ przez ma
ierz diag( 1√
d1
, . . . , 1√

dπ+ν
, 1, . . . , 1).
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Jest o
zywiste, »e powy»sza konstruk
ja jest w ogólnym przypadkuniejednozna
zna (tj. »e istnieje wi�
ej ni» jedna ma
ierz C, taka »e ma
ierz CHACma posta¢ opisan¡ w tezie twierdzenia). Pozostaªo dowie±¢, »e niezale»nie odsposobu przeksztaª
ania ma
ierzy, zawsze otrzymamy te same li
zby π, ν i ζwspóª
zynników 1, −1 i 0 na diagonali.

Poniewa» kongruen
je za
howuj¡ rz¡d ma
ierzy, wi�
 jasne jest, »e zawsze
ζ = n− rankA. Rozwa»my nieosobliwe ma
ierze C1 i C2, takie »e
CHi ACi = Di = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

πi

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
νi

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ζ

). Podprzestrze« liniowaprzestrzeni Kn, której baz¡ jest zbiór pierwszy
h π1 kolumn ma
ierzy C1ozna
zymy symbolem V1. Symbolem V2 ozna
zymy podprzestrze« rozpi�t¡ przezostatnie ν2+ ζ kolumn ma
ierzy C2.

Rozwa»my form� kwadratow¡ Φ : Φ(x) = xHAx. Dla ka»dego niezerowegowektora x ∈ V1 mamy Φ(x) > 0, podobnie dla ka»dego x ∈ V2 jest Φ(x) ≤ 0.Przypu±¢my, »e π1 > π2. Wtedy dimV1+ dimV2 = π1+ ν2+ ζ > π2+ ν2+ ζ = n,zatem wymiar podprzestrzeni V1∩ V2 jest wi�kszy od zera (nie mo»e by¢ mniejszyni» π1− π2). St¡d wynika istnienie niezerowego wektora x ∈ Kn (x ∈ V1 ∩ V2),takiego »e Φ(x) > 0 i Φ(x) ≤ 0. Otrzymana sprze
zno±¢ dowodzi, »e π1 ≤ π2.W podobny sposób mo»na dowie±¢, »e π2 ≤ π1, 
o ko«
zy dowód. 2

Twierdzenie Sylvestra (ogólne): Nie
h Φ ozna
za dowoln¡ form� kwadratow¡(drugiego rodzaju) w przestrzeni V o wymiarze n i nie
h ϕ ozna
za zwi¡zan¡ z ni¡form� póªtoraliniow¡. Istniej¡ podprzestrzenie V+, V− i V0 przestrzeni V , takie »e

1. dla ka»dego x ∈ V+, x 6= 0, za
hodzi równo±¢ Φ(x) > 0,2. dla ka»dego x ∈ V−, x 6= 0, za
hodzi równo±¢ Φ(x) < 0,3. dla ka»dego x ∈ V0, y ∈ V , jest speªniona równo±¢ ϕ(x,y) = 0,4. je±li x ∈ V+ i y ∈ V− to ϕ(x,y) = 0.

Wymiary podprzestrzeni V+, V− i V0, odpowiednio π, ν i ζ, s¡ okre±lonejednozna
znie przez form� Φ. Przestrze« V jest sum¡ prost¡ ty
h podprzestrzeni.Ponadto istnieje baza przestrzeni V , taka »e ma
ierz formy Φ w tej bazie maposta¢ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
π

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
ν

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ζ

).

Powy»sze twierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia ma
ierzowego. Dodajmyjesz
ze kilka uwag.
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• Niezale»no±¢ li
zb π, ν, ζ od konkretny
h podprzestrzeni V+ i V− nazywa si�bezwªadno±
i¡ formy Φ. Twierdzenie Sylvestra bywa w zwi¡zku z tym nazywanetwierdzeniem o bezwªadno±
i.

• Je±li znamy ma
ierz A formy kwadratowej Φ w bazie X = [x1, . . . ,xn] oraz ma
ierz

C kongruen
ji sprowadzaj¡
ej ma
ierz A do posta
i D takiej jak w ma
ierzowymtwierdzeniu Sylvestra (tzw. posta
i kanoni
znej), to ma
ierz D reprezentuje form�

Φ w bazie XC = [y1, . . . ,yn] = Y. Po
z¡tkowe π elementów tej bazy rozpinapodprzestrze« V+, kolejne ν wektorów tworzy baz� V−, za± baz� podprzestrzeni V0otrzymamy bior¡
 ζ ostatni
h wektorów bazy Y.

• Z wyj¡tkiem sytua
ji, gdy jedna z podprzestrzeni, V+ lub V−, jest 
aª¡przestrzeni¡ V (
zyli gdy π = n albo ν = n), jedynie podprzestrze« V0 jest przezform� Φ okre±lona jednozna
znie. Przestrze« t� nazywamyj¡drem formy kwadratowej Φ. W przestrzeni Kn jest ni¡ o
zywi±
ie podprzestrze«kerA, gdzie A jest ma
ierz¡ formy Φ.

• Forma, dla której podprzestrze« V+ jest 
aª¡ przestrzeni¡ V , nazywa si�form¡ dodatnio okre±lon¡. Je±li V− = V to mamy form� ujemnie okre±lon¡.Opró
z tego mo»emy mie¢ do 
zynienia z form¡ nieujemnie okre±lon¡, je±li

V− = {0} albo z form¡ niedodatnio okre±lon¡, gdy V+ = {0}.Forma kwadratowa Φ, dla której istniej¡ wektory x i y, takie »e Φ(x) > 0i Φ(y) < 0, nazywa si� nieokre±lona.

Przestrzenie ortogonalne

Def. Nie
h ϕ ozna
za form� póªtoraliniow¡ w przestrzeni V . Je±li dla pewny
hwektorów x,y ∈ V za
hodzi równo±¢ ϕ(x,y) = 0, to mówimy, »e wektory x i y s¡ortogonalne ze wzgl�du na form� ϕ, albo ϕ-ortogonalne.

Def. Par� (V,ϕ), w której V jest przestrzeni¡ liniow¡ nad 
iaªem li
zbowym K, a ϕ� form¡ póªtoraliniow¡ w tej przestrzeni, nazywamy przestrzeni¡ ortogonaln¡.

O
zywi±
ie, wybieraj¡
 ró»ne formy póªtoraliniowe w ustalonej przestrzeni Vdostaniemy ró»ne przestrzenie ortogonalne. Z twierdzenia Sylvestra wynika, »e dlaustalonego wymiaru n istnieje tylko sko«
zenie wiele (mianowi
ie 1
2
(n+ 1)(n+ 2))typów przestrzeni ortogonalny
h, ró»ni¡
y
h si� wymiarami podprzestrzeni V+,

V− i V0, które mo»na w ni
h znale¹¢. Najwa»niejsze zna
zenie w zastosowania
hprakty
zny
h maj¡ przestrzenie, w który
h ma
ierz formy jest dodatnio okre±lona(tzw. przestrzenie euklidesowe, w przypadku zespolonym mówi si� �unitarne�), alenie tylko. Na przykªad przestrzenie Minkowskiego, dla który
h π = n− 1, ν = 1,
ζ = 0, s¡ podstaw¡ teorii wzgl�dno±
i.
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Def. Baz� przestrzeni ortogonalnej, w której forma ϕ jest reprezentowana przezma
ierz diagonaln¡, nazywamy baz¡ ortogonaln¡. Je±li w sz
zególno±
i wszystkiewspóª
zynniki tej ma
ierzy s¡ równe 1, −1 lub 0, to mamy baz� ortonormaln¡.

Def. Je±li przestrze« ortogonalna V jest sum¡ prost¡ swoi
h podprzestrzeni
V1, . . . , Vk i jest speªniony warunek, »e je±li i 6= j to dowolne wektory x ∈ Vii y ∈ Vj s¡ ortogonalne ze wzgl�du na form� ϕ, to mówimy, »e przestrze« V jestsum¡ ortogonaln¡ podprzestrzeni V1, . . . , Vk.

Def. Niezerowe wektory x w przestrzeni ortogonalnej V , które s¡ miejs
amizerowymi formy kwadratowej Φ, nazywaj¡ si� wektorami izotropowymi. S¡ towszystkie elementy j¡dra tej formy, ale w przypadku, gdy jest ona nieokre±lona,istniej¡ tak»e inne wektory izotropowe. Przykªad zoba
zymy na ¢wi
zenia
h.

Zadania i problemy1. Udowodnij, »e ka»dej formie kwadratowej w Kn odpowiada jednozna
znieokre±lona ma
ierz symetry
zna (Uwaga: Nie nale»y wierzy¢ w zapewnienia nawykªadzie, je±li nie byªy udowodnione).Wskazówka: Udowodnij, »e ka»dej formie dwuliniowej pierwszego rodzajuodpowiada jednozna
znie okre±lona ma
ierz symetry
zna, a nast�pnie powoªaj si�na jednozna
zn¡ odpowiednio±¢ mi�dzy formami dwuliniowymi i kwadratowymi.2. Znajd¹ ma
ierz C tak¡, »e je±li

A =





4 2

2 5 2

2 5 2

2 5




to ma
ierz CHAC ma posta¢ kanoni
zn¡ Sylvestra.3. Udowodnij, »e zbiór kongruen
ji ortogonalny
h, realizowany
h przez ma
ierze C,takie »e C−1 = CH, jest podgrup¡ grupy kongruen
ji. Czy jest to podgrupaabelowa?Udowodnij, »e zbiór kongruen
ji realizowany
h przez ma
ierze permuta
ji jestpodgrup¡ grupy kongruen
ji ortogonalny
h. Czy jest to podgrupa wªa±
iwa?4. Forma kwadratowa Φ w przestrzeni R[x]2 jest okre±lona wzorem

Φ(f) =

∫1

−1

f(x)2dx.

Znajd¹ ma
ierz tej formy w bazie [1, x, x2].
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Sz
zególna teoria wzgl�dno±
i5. Rze
zywista przestrze« a�ni
zna E, z ortogonaln¡ przestrzeni¡ wektorówswobodny
h V , której forma kwadratowa Φ jest taka »e ν = 1, ζ = 0, nazywa si�przestrzeni¡ Minkowskiego, albo 
zasoprzestrzeni¡. W �zy
e bada si�
zasoprzestrze« 
zterowymiarow¡, my ograni
zymy si� do dwuwymiarowej. Jejprzestrze« wektorów swobodny
h V jest sum¡ ortogonaln¡ dwó
h podprzestrzenijednowymiarowy
h, w który
h forma Φ jest odpowiednio dodatnio okre±lonai ujemnie okre±lona.Punkty przestrzeni E nazywaj¡ si� zdarzeniami.Wprowad¹my ukªad wspóªrz�dny
h tak, aby ma
ierz A formy Φ miaªa posta¢kanoni
zn¡, tj. [
1 0

0 −1

]. Wspóªrz�dne wektora v =

[
x

t

] okre±laj¡przemiesz
zenie w przestrzeni (na odlegªo±¢ x) i w 
zasie (na odlegªo±¢ t).Warto±¢ formy Φ(v) nazywa si� interwaªem 
zasoprzestrzennym.Obserwator w 
zasoprzestrzeni E (której przestrzeni¡ wektorów swobodny
h jestprzestrze« V z form¡ Φ) mo»e mierzy¢ przyrosty 
zasu (swoim zegarkiem)i przemiesz
zenia (swoj¡ linijk¡). Sz
zególna teoria wzgl�dno±
i jest konsekwen
j¡stwierdzenia, »e je±li mamy wielu obserwatorów poruszaj¡
y
h si� wzgl�demsiebie, to ka»dy z ni
h mi�dzy ustalonymi dwoma zdarzeniami zmierzy zawsze t�sam¡ warto±¢ interwaªu 
zasoprzestrzennego.6. Pierwszy obserwator (dajmy na to, Asia) zmierzyª mi�dzy dwoma zdarzeniami

v =
[
x
t

] i obli
zy Φ(v) = x2− t2. Drugi obserwator (nie
h b�dzie Basia) zmierzymi�dzy tymi samymi zdarzeniami wektor v ′ =
[
x′

t′

] i musi dosta¢

x′2− t′2 = x2− t2.Znajd¹my ma
ierz kongruen
ji C, która nie zmienia ma
ierzy A, tj. speªniawarunek CTAC = A:

[
e g

f h

][
1 0

0 −1

][
e f

g h

]
=

[
e2− g2 ef− gh

ef− gh f2− h2

]
=

[
1 0

0 −1

]
.

St¡d wynika, »e e2− g2 = 1, ef− gh = 0 i f2− h2 = −1.Przypu±¢my, »e Asia stwierdziªa, »e x = tv, a Basia zaobserwowaªa x ′ = 0, t ′ = ?.A wi�
 Basia porusza si� wzgl�dem Asi z pr�dko±
i¡ v (w STW rozpatrujemytylko ru
hy ze staª¡ pr�dko±
i¡) i oba zdarzenia zaobserwowaªa �w tym samymmiejs
u�. Zatem,

[
e f

g h

] [
0

t ′

]
=

[
tv

t

]
.
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Mamy wi�
 ft ′ = tv oraz ht ′ = t. Dziel¡
 to stronami dostajemy f
h

= v.Podstawiaj¡
 f = hv do f2− h2 = −1 dostajemy h2(v2− 1) = −1, 
zyli h2 = 1
1−v2

.Dalej przyjmiemy h = 1√
1−v2

, bo w prze
iwnym razie zegarki Asi i Basi 
hodziªybyw prze
iwne strony. Mamy zatem f = v√
1−v2

i dalej podobnie mo»emy obli
zy¢(prosz� zrobi¢ to osobi±
ie) e = h, g = f. St¡d ma
ierz kongruen
ji, która zale»yod parametru v (pr�dko±
i ru
hu Basi wzgl�dem Asi) jest symetry
zna:
Cv =

1√
1− v2

[
1 v

v 1

]
.

Aby ta ma
ierz byªa rze
zywista i nieosobliwa, musi by¢ |v| < 1.7. Kongruen
je opisane przez ma
ierze o powy»szej posta
i (dla |v| < 1) nazywaj¡ si�przeksztaª
eniami Lorentza.Udowodnij, »e zbiór przeksztaª
e« Lorentza (z dziaªaniem zªo»enia) jest grup¡abelow¡. Znajd¹ przy tym wzór opisuj¡
y skªadanie pr�dko±
i (trzeba w tym 
eluobli
zy¢ wspóª
zynnik poza diagonal¡ ilo
zynu ma
ierzy CwCv, który opisujezªo»enie przeksztaª
e« opisuj¡
y
h ru
h z pr�dko±
iami v i w).Przekonaj si� przy tym, »e je±li |v| < 1 i |w| < 1, to pr�dko±¢ ru
hu powstaªego zezªo»enia ru
hów z tymi pr�dko±
iami jest 
o do moduªu mniejsza ni» 1, 
zylipr�dko±¢ ±wiatªa.Je±li Basia u
ieka od Asi z poªow¡ pr�dko±
i ±wiatªa (v = 1
2

), za± Cesia tak samou
ieka przed Basi¡, to jak¡ pr�dko±
i¡ Cesia oddala si� od Asi?8. Wektory [
1
1

] i [
−1
1

] s¡ wektorami izotropowymi. Ka»dy z ni
h opisuje ru
hz pr�dko±
i¡ ±wiatªa (w jedn¡ lub drug¡ stron�). Udowodnij, »e je±li 
o± poruszasi� z pr�dko±
i¡ ±wiatªa wzgl�dem pewnego obserwatora, to ma te» t� sam¡pr�dko±¢ ru
hu wzgl�dem ka»dego innego obserwatora.9. Asia zauwa»yªa pewne zdarzenia (punkty 
zasoprzestrzeni) odlegªe od siebieo wektor v =
[
d
0

] (a wi�
 zaobserwowaªa je jedno
ze±nie).Basia zoba
zyªa te same zdarzenia, które jej zdaniem ró»niªy si� o wektor

v ′ =
1√
1− v2

[
1 −v

−v 1

] [
d

0

]
=

[
d/

√
1− v2

−dv/
√
1− v2

]
,

a wi�
 zaobserwowaªa je w ró»ny
h 
hwila
h.Przypu±¢my, »e obserwatorzy maj¡ do 
zynienia ze zjawiskami trwaj¡
ymiw 
zasie. Asia zwra
a uwag� na proste x = 0 i x = d (tj. Asia obserwuje �dwanieru
home punkty�). Basia jedno
ze±nie ze zdarzeniem [
0
0

] zaobserwujezdarzenie, którego wspóªrz�dnymi w ukªadzie Asi s¡ li
zby d i d/v. Interwaª
zasoprzestrzenny ty
h zdarze« jest równy Φ(
[
d
d/v

]
) = d2(1− v2). Ale Basia �tedwa punkty� te» obserwuje 
aªy 
zas, widz¡
 jak poruszaj¡ si� wzgl�dem niej,
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pozostaj¡
 w staªej odlegªo±
i od siebie. Tak wi�
 odlegªo±¢ �ty
h samy
h�punktów zmierzona przez Basi� jest równa d√1− v2, 
zyli jest mniejsza.Zjawisko to nazywa si� relatywisty
znym skró
eniem dªugo±
i. Kiedy dwajobserwatorzy mijaj¡ si�, ka»dy z ni
h uwa»a, »e to ten drugi jest krótszy.10. Asia i Basia s¡ bli¹nia
zkami w tym samym wieku. Asia obserwuje, jak Basiawyrusza w drog�, podró»uje w jedn¡ stron� przez 
zas t/2, i naty
hmiast poosi¡gni�
iu 
elu podró»y zawra
a i przez drugie tyle samo 
zasu wra
a z t¡ sam¡pr�dko±
i¡ v.Dla Asi zdarzenie, którym byªo zawró
enie Basi z drogi, ma wspóªrz�dne vt/2i t/2. Basia zawró
iªa w punk
ie (zdaniem Basi)

1√
1− v2

[
1 −v

−v 1

][
vt/2

t/2

]
=

1

2
√
1− v2

[
0

−v2t+ t

]
,

a wi�
 do tego momentu upªyn�ªo jej t√1− v2/2 
zasu. Droga powrotna zaj�ªaBasi tyle samo, a wi�
 
aªa wyprawa trwaªa t ′ = t
√
1− v2 
zasu zmierzonegoprzez jej zegarek.Tak wi�
 po powro
ie Basia jest mªodsza od siostry. Wniosek: Nale»y jaknajwi�
ej podró»owa¢, wtedy 
zªowiek wolniej si� starzeje. Mo»na te» szybkospa
erowa¢ po (nawet niewielkim) pomiesz
zeniu w t� i z powrotem (to wyja±niadosy¢ rozpowsze
hniony zwy
zaj spa
erowania po 
eli).
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Równania drugiego stopnia

Zbiory algebrai
zne

Def. Podzbiór A przestrzeni Kn nazywamy zbiorem algebrai
znym, je±li istniejeukªad wielomianów n zmienny
h, p1, . . . , pk, taki »e x ∈ A wtedy i tylko wtedygdy pi(x) = 0 dla i = 1, . . . , k.

Zbiory algebrai
zne mo»emy okre±li¢ w dowolnej przestrzeni liniowej luba�ni
znej, wybieraj¡
 odpowiedni (kartezja«ski) ukªad wspóªrz�dny
h i »¡daj¡
,aby wspóªrz�dne punktów speªniaªy pewne równania. Jest o
zywiste, »ereprezentowanie zbiorów algebrai
zny
h za pomo
¡ wielomianów nie jestjednozna
zne. Nie ka»dy zbiór jest algebrai
zny, np. kula (w sensie dowolnejnormy) zbiorem algebrai
znym nie jest.

Sko«
zona suma (teoriomnogo±
iowa), a tak»e prze
i�
ie zbiorów algebrai
zny
hjest zbiorem algebrai
znym. Zauwa»my te», »e ka»dy zbiór jednopunktowy jestalgebrai
zny. Tak wi�
 ka»dy zbiór sko«
zony jest algebrai
zny.

Def. Stopniem zbioru algebrai
znego A nazywamy najmniejsz¡ li
zb�, któr¡mo»na otrzyma¢ wybieraj¡
 pewien ukªad wielomianów reprezentuj¡
y
h tenzbiór i obli
zaj¡
 ilo
zyn stopni ty
h wielomianów.

Jedynym zbiorem algebrai
znym stopnia 0 jest zbiór pusty. Poniewa» miejs
azerowe wielomianów stopnia 1 speªniaj¡ równania liniowe, wi�
 zbiory algebrai
znestopnia 1 to warstwy przestrzeni Kn (albo, je±li traktujemy przestrze« Kn jaka�ni
zn¡, to zbiorami algebrai
znymi stopnia 1 s¡ jej podprzestrzenie a�ni
zne).

Równania drugiego stopnia

Zbadamy zbiory algebrai
zne drugiego stopnia w przestrzeni Rn, traktuj¡
 j¡ jakprzestrze« a�ni
zn¡, tj. rezerwuj¡
 sobie mo»liwo±¢ dowolnego wybierania ukªaduwspóªrz�dny
h kartezja«ski
h (w sz
zególno±
i o po
z¡tku w dowolnym punk
ie).

Wystar
zy zaj¡¢ si� zbiorami, które s¡ miejs
ami zerowymi jednego wielomianudrugiego stopnia. Je±li mamy do tego jakie± równania liniowe, to z i
h pomo
¡mo»emy wyeliminowa¢ niektóre zmienne, otrzymuj¡
 równanie drugiego stopniazbioru w przestrzeni o mniejszym wymiarze. Przekonamy si�, »e ka»de równaniedrugiego stopnia w przestrzeni Rn mo»emy, przez odpowiedni¡ zamian�zmienny
h, przedstawi¢ w �najprostszej� posta
i.

14.2

Dowolny wielomian drugiego stopnia mo»emy przedstawi¢ w posta
i ma
ierzowej:
p(x) = xTAx + 2bTx + c.Wielomian p jest tu sum¡ formy kwadratowej i wielomianu pierwszego stopnia.Bez straty ogólno±
i, ma
ierz formy jest symetry
zna, przy 
zym zaªo»ymy, »e niejest to ma
ierz zerowa (bo wtedy mieliby±my równanie liniowe). Ten samwielomian mo»emy przedstawi¢ w posta
i jednorodnej:
p(x) =

[
x

1

]T [
A b

bT c

] [
x

1

]
.

Stosowanie jednego lub drugiego zapisu jest kwesti¡ wygody. Zbadamy kolejnekroki (polegaj¡
e na zamianie zmienny
h), jakie prowadz¡ do otrzymania�najprostszej� posta
i równania p(x) = 0, któr¡ nazwiemy posta
i¡ kanoni
zn¡.

Pierwszy krok jest przeksztaª
eniem liniowym, dzi�ki któremu zamiast ma
ierzysymetry
znej A otrzymamy ma
ierz diagonaln¡ D ze wspóª
zynnikamidiagonalnymi 1, −1 i 0. Na podstawie twierdzenia Sylvestra istnieje taka ma
ierznieosobliwa C, »e CTAC = D. Mamy zatem

p(x) = xTC−TDC−1x + 2bTCC−1x + c = x′TDx ′ + 2b′Tx ′ + c,gdzie b ′ = CTb oraz x ′ = C−1x. Uwaga: Symbol � ′� nie jest w tym wykªadziesymbolem po
hodnej.

Mo»emy zaªo»y¢, »e li
zba diagonalny
h wspóª
zynników ma
ierzy D równy
h 1,tj. π, jest nie mniejsza ni» li
zba wspóª
zynników −1. Je±li bowiem π < ν, tozajmiemy si� równaniem −p(x) = 0, które ma ten sam zbiór rozwi¡za«.

W kroku drugim przypu±¢my najpierw, »e ukªad równa« liniowy
h Dt = −b ′z niewiadomym wektorem t jest niesprze
zny. Mo»emy zatem wzi¡¢ dowolne jegorozwi¡zanie t i podstawiaj¡
 x ′ = x ′′ + t, otrzyma¢

p(x) = (x ′′ + t)TD(x ′′ + t) + 2b′T(x ′′ + t) + c =

x′′TDx ′′ + 2(Dt)Tx ′′ + 2b′Tx ′′ + tTDt + 2b′Tt + c =

x′′TDx ′′ + c ′′,gdzie c ′′ = −tTDt + c. W ten sposób �pozbyli±my si�� liniowego skªadnikawielomianu p.
Zanim poddamy równanie dalszym przeksztaª
eniom, zauwa»my, »e je±li dlapewnego wektora y za
hodzi równo±¢ yTDy + c ′′ = 0, to równie»

(−y)TD(−y) + c ′′ = 0. Punkt 0 jest wi�
 ±rodkiem symetrii zbioru rozwi¡za«
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równania yTDy + c ′′ = 0, sk¡d wnioskujemy, »e punkt t jest ±rodkiem symetriizbioru rozwi¡za« równania x′TDx ′ + 2b′Tx ′ + c = 0 (z niewiadomym wektorem x ′).Zbiór rozwi¡za« równania p(x) = 0 ma ±rodek symetrii w punk
ie s = Ct. Dalejprzekonamy si�, »e nie ma inny
h ±rodków symetrii, a zatem zbiór ±rodkówsymetrii dowolnego zbioru algebrai
znego drugiego stopnia jest warstw¡ (albopodprzestrzeni¡ a�ni
zn¡) przestrzeni Rn, albo jest pusty.

Je±li udaªo si� przedstawi¢ wielomian p w posta
i x′′TDx ′′ + c ′′, to mo»liwe s¡ dwaprzypadki: mo»e by¢ c ′′ = 0 albo c ′′ 6= 0. Je±li c ′′ = 0, to mamy ju» posta¢kanoni
zn¡, która w rozwini�tej posta
i wygl¡da tak:

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν = 0(symbole y1, . . . , yn ozna
zaj¡ teraz zmienne, które s¡ wspóªrz�dnymi w ukªadzie,w którym ostate
znie przedstawili±my nasze równanie). Je±li c ′′ 6= 0, to popodstawieniu x ′′ =
√

|c ′′|x ′′′ otrzymamy wielomian |c ′′|(x′′′TD ′x ′′′ ± 1), którymo»emy podzieli¢ przez |c ′′| i otrzyma¢ wielomian o ty
h samy
h miejs
a
hzerowy
h. Posta¢ kanoni
zna równania otrzymana w tym przypadku wygl¡danast�puj¡
o:

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν± 1 = 0.

Pozostaª do zbadania przypadek, gdy ukªad równa« Dt = −b ′ jest sprze
zny(
zyli, jak si� przekonamy, gdy zbiór rozwi¡za« nie ma ±rodka symetrii). Wektor

b ′ mo»emy przedstawi¢ w posta
i sumy dwó
h wektorów, b1 6= 0 i b2, taki
h »e

b1 ∈ kerD i b2 ∈ imD. Wektory te speªniaj¡ warunek bT1b2 = 0.

Uwaga: W pierwszym semestrze (str. 4.4) udowodnili±my takie twierdzenie: dladowolnej ma
ierzy A ∈ Cm,n jest kerA⊕ imAH = Cn oraz imA⊕ kerAH = Cm.W przypadku, gdy ma
ierz A jest rze
zywista i symetry
zna, wynika st¡d

Rn = kerA⊕ imA. Sz
zególnie ªatwo jest to wido
zne dla ma
ierzy diagonalnej,z jak¡ mamy teraz do 
zynienia.

Pierwsze π+ ν = rankD wspóª
zynników wektora b1 to zera, a pozostaªe s¡odpowiednimi wspóª
zynnikami wektora b ′. Wektor b2 otrzymamy zamieniaj¡
na zera ostatnie ζ = n− rankD wspóª
zynników wektora b ′. Ukªad równa«
Dt = −b2 jest niesprze
zny i istnieje (by¢ mo»e wi�
ej ni» jedno) jego rozwi¡zanie
t speªniaj¡
e warunek bT1t = 0. Za pomo
¡ takiego rozwi¡zania okre±lmy wektor
x ′′, taki »e x ′ = x ′′ + t + sb1; parametr s dobierzemy za 
hwil�. Li
zymy

p(x) = (x ′′ + t + sb1)
TD(x ′′ + t + sb1) + 2(b1+ b2)

T(x ′′ + t + sb1) + c =

x′′TDx ′′ + 2tTDx ′′ + 2bT2x
′′ + tTDt + 2bT1x

′′ + 2bT2t + 2sbT1b1+ c =

x′′TDx ′′ + 2bT1x
′′ + (c− tTDt + 2sbT1b1).

14.4

Podstawiaj¡
 s = (tTDt − c)/(2bT1b1) dostajemy

p(x) = x′′TDx ′′ + 2bT1x
′′,a zatem �pozbywamy si�� wyrazu wolnego.

Nie
h E ozna
za ma
ierz n× n, E = [e1, . . . ,eπ+ν, 2b1, f2, . . . , fζ], którejpo
z¡tkowe kolumny s¡ kolumnami ma
ierzy jednostkowej, dalej mamy wektor

2b1, a po nim wektory f2, . . . , fζ wybrane spo±ród wektorów eπ+ν+1, . . . ,en tak,aby ma
ierz E byªa nieosobliwa. Podstawiaj¡
 x ′′ = E−Tx ′′′ otrzymamy

p(x) = x′′′TE−1DE−Tx ′′′ + 2bT1E
−Tx ′′′.Ma
ierz E skonstruowana w opisany wy»ej sposób speªnia nast�puj¡
e warunki:

E−1DE−T = D oraz E−1b1 = 1
2
eπ+ν+1. Dlatego po tym podstawieniu mamy

p(x) = x′′′TDx ′′′ + eTπ+ν+1x
′′′.To jest wªa±nie trze
ia posta¢ kanoni
zna wielomianu drugiego stopnia:

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν+ yπ+ν+1 = 0.(zmienne yi s¡ wspóªrz�dnymi wektora x ′′′). Zbiór rozwi¡za« powy»szegorównania jest niepusty (bo jego elementem jest wektor zerowy). Dowód, »e zbiórrozwi¡za« równania xTAx + 2bTx + c = 0, takiego »e ukªad As = −b jestsprze
zny (
zyli ka»dego równania drugiego stopnia, które mo»na przez a�ni
zneprzeksztaª
enie wektora niewiadomy
h sprowadzi¢ do tej posta
i), nie ma ±rodkasymetrii jest umiarkowanie trudny i pozostawiam go na ¢wi
zenia.

Ra
hunki przeprowadzone wy»ej s¡ z jednej strony pro
edur¡ sprowadzaniarówna« do posta
i kanoni
znej, z drugiej za± s¡ dowodem poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie: Dowolne równanie drugiego stopnia n niewiadomy
ho wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h mo»e by¢, poprzez odpowiednie a�ni
zneprzeksztaª
enie wektora niewiadomy
h, przedstawione w jednej (i tylko jednej)z trze
h tzw. a�ni
zny
h posta
i kanoni
zny
h:

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν = 0,

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν± 1 = 0,

y21+ · · · + y2π− y2π+1− · · · − y2π+ν+ yπ+ν+1 = 0,przy 
zym π ≥ ν. W ogólno±
i mo»e istnie¢ wi�
ej ni» jedno przeksztaª
eniesprowadzaj¡
e dane równanie do której± z ty
h posta
i, ale li
zby π i ν s¡ zawszetakie same.
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Klasy�ka
ja zbiorów stopnia 2 w pªasz
zy¹nie

Poniewa» ka»de równanie dwó
h zmienny
h 2-go stopnia ma jedn¡ ze sko«
zeniewielu posta
i kanoni
zny
h, okre±lenie 
zym jest zbiór rozwi¡za« sprowadza si� doodpowiedniego nazwania zbioru rozwi¡za« równania w posta
i kanoni
znej.Dowolne dwa równania o tej samej posta
i kanoni
znej maj¡ zbiory rozwi¡za«identy
zne z dokªadno±
i¡ to podobie«stwa a�ni
znego. Mamy zatem takieprzypadki (symbole x i y ozna
zaj¡ niewiadome):

x2 = 0: Zbiorem rozwi¡za« jest prosta x = 0.

x2+ y2 = 0: Zbiór jednopunktowy, x = y = 0.

x2− y2 = 0: Dwie proste, o równania
h x+ y = 0 i x− y = 0.

x2− 1 = 0: Dwie proste równolegªe, x = 1 i x = −1.

x2+ 1 = 0: Zbiór pusty.

x2+ y2+ 1 = 0: Zbiór tym bardziej pusty.

x2− y2+ 1 = 0: Hiperbola.

x2+ y2− 1 = 0: Elipsa.

x2+ y = 0: Parabola.

Klasy�ka
ja zbiorów stopnia 2 w przestrzeni trójwymiarowej

x2 = 0: Pªasz
zyzna x = 0.

x2+ y2 = 0: Prosta x = y = 0.

x2− y2 = 0: Dwie pªasz
zyzny, o równania
h x+ y = 0 i x− y = 0.

x2+ y2+ z2 = 0: Zbiór jednopunktowy, x = y = z = 0.

x2+ y2− z2 = 0: Sto»ek.

x2− 1 = 0: Dwie pªasz
zyzny równolegªe, x = 1 i x = −1.

x2+ 1 = 0: Zbiór pusty.

x2+ y2+ 1 = 0: Zbiór jak wy»ej pusty.

x2− y2+ 1 = 0: Wale
 hiperboli
zny.

x2+ y2− 1 = 0: Wale
 elipty
zny.

x2+ y2+ z2+ 1 = 0: Zbir pusty.

x2+ y2− z2+ 1 = 0: Hiperboloida dwupowªokowa.

x2+ y2− z2− 1 = 0: Hiperboloida jednopowªokowa.

x2+ y2+ z2− 1 = 0: Elipsoida.

x2+ y = 0: Wale
 paraboli
zny.

x2+ y2+ z = 0: Paraboloida elipty
zna.

x2− y2+ z = 0: Paraboloida hiperboli
zna.

Powierz
hnie drugiego stopnia, tj. elipsoida, sto»ek, wal
e, paraboloidyi hiperboloidy s¡ nazywane kwadrykami.

14.6

Zbiory prostokre±lne

Def. Zbiór S rozwi¡za« równania drugiego stopnia nazywa si�zbiorem prostokre±lnym, je±li ka»dy jego punkt le»y na pewnej prostej a�ni
znej,która jest zawarta w zbiorze S.

Na przykªad zbiór rozwi¡za« równania x2− y2 = 0 na pªasz
zy¹nie jest zbioremprostokre±lnym, poniewa» skªada si� on z dwó
h prosty
h. Nie jest zbioremprostokre±lnym elipsa, tj. zbiór rozwi¡za« równania x2+ y2− 1 = 0.

Zna
znie 
iekawiej to wygl¡da w przypadku zbiorów rozwi¡za« równa« z trzemaniewiadomymi. My spróbujmy rozwi¡za¢ w przypadku ogólnym (dla równa«z dowoln¡ li
zb¡ niewiadomy
h) nast�puj¡
y problem: maj¡
 dane równanie,nale»y stwierdzi¢, 
zy jego zbiór rozwi¡za« S jest prostokre±lny i je±li tak, toznale¹¢ wszystkie proste prze
hodz¡
e przez dowolny punkt x0 ∈ S, zawartew zbiorze S.
Nie
h p(x) = xTAx + 2bTx + c. Je±li p(x0) = 0, to dowolny punkt x ′ = x − x0,taki »e p(x) = 0, jest rozwi¡zaniem równania

x′TAx ′ + 2b′Tx ′ = 0.Je±li b ′ = 0, to mamy równanie x′TAx ′ = 0, którego rozwi¡zaniem jest ka»dywektor izotropowy formy kwadratowej reprezentowanej przez ma
ierz A.

Je±li b ′ 6= 0, to dowolny wektor x ′ ∈ Rn mo»emy (jednozna
znie) przedstawi¢w posta
i sumy: x ′ = db ′ + z, dla pewnego wektora z speªniaj¡
ego warunek

b′Tz = 0 (dowód na ¢wi
zenia
h). Podstawiaj¡
 t� sum�, otrzymujemy

p(x) = p ′(x ′) = (db ′ + z)TA(db ′ + z) + 2b′T(db ′ + z) =

d2b′TAb ′ + 2db′TAz + zTAz + 2db′Tb ′.Je±li powy»sze wyra»enie ma warto±¢ 0 dla pewnego wektora x ′ = db ′ + z, to
h
emy, aby byªo p ′(ex ′) = 0 dla ka»dego e ∈ R. Poniewa» jednak b′Tb ′ 6= 0, wi�
musimy przyj¡¢ d = 0. Istnieje niezale»ny liniowo ukªad wektorów z1, . . . ,zn−1,taki »e b′Tzi = 0 dla i = 1, . . . , n− 1 (sposób znalezienia taki
h wektorów b�dzietematem dalszy
h wykªadów). Mo»emy wi�
 przyj¡¢ x ′ = Zy, gdzie ma
ierz

Z = [z1, . . . ,zn−1] ∈ Rn,n−1 jest kolumnowo regularna. Poniewa» bTZ = 0 ∈ Rn−1,wi�


p ′(Zy) = yT(ZTAZ)y.Otrzymujemy w ten sposób równanie jednorodne p ′(Zy) = 0, którego rozwi¡zaniaokre±laj¡ kierunki prosty
h zawarty
h w zbiorze rozwi¡za« równania p(x) = 0,
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prze
hodz¡
y
h przez punkt x0. Wektory y speªniaj¡
e to równanie s¡ wektoramiizotropowymi formy kwadratowej reprezentowanej przez ma
ierz

ZTAZ ∈ Rn−1,n−1.

Zadania i problemy1. Udowodnij, »e punkt s speªniaj¡
y ukªad równa« As = −b jest ±rodkiem symetriizbioru rozwi¡za« równania xTAx + 2bTx + c = 0.Wyka», »e niesprze
zno±¢ ukªadu równa« As = −b jest równowa»naniesprze
zno±
i ukªadu Dt = −b ′, gdzie D = CTAC, b ′ = CTb, dla dowolnejma
ierzy nieosobliwej C. Warunkiem konie
znym i dostate
znym istnienia ±rodkasymetrii zbioru rozwi¡za« równania drugiego stopnia jest wi�
 niesprze
zno±¢dowolnego z ty
h ukªadów.2. Udowodnij, »e zbiór rozwi¡za« równania xTAx + 2bTx + c = 0, takiego »e ukªadrówna« liniowy
h As = −b jest sprze
zny, nie ma ±rodka symetrii.Wskazówka: Uzasadnij, »e wystar
zy zrobi¢ to dla ma
ierzy A w posta
ikanoni
znej. Udowodnij, »e je±li ukªad z tak¡ ma
ierz¡ jest sprze
zny, to punkt 0nie jest ±rodkiem symetrii zbioru rozwi¡za« równania xTAx + 2bTx + c = 0.3. Obli
z, ile ró»ny
h rodzajów zbiorów drugiego stopnia (tj. zbiorów rozwi¡za«równa« drugiego stopnia) w sensie klasy�ka
ji a�ni
znej jest w przestrzeni Rn dladowolnego n.Podaj ile jest w tej klasy�ka
ji rodzajów zbiorów, które maj¡ ±rodki symetrii.Uwaga: Zbiór pusty jest zbiorem rozwi¡za« wi�
ej ni» jednego równania w posta
ikanoni
znej.4. Znajd¹ wzory, które dla ustalony
h wektorów b 6= 0 i x umo»liwiaj¡ obli
zeniewektora z i li
zby d, taki
h »e x = db + z oraz bTz = 0.5. Znajd¹ posta¢ kanoni
zn¡ D ma
ierzy trójdiagonalnej

A =





1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1




.

Napisz ma
ierz kongruen
ji R, takiej »e D = RTAR.6. Zapisz w posta
i ma
ierzowej, a nast�pnie sprowad¹ do posta
i kanoni
znejrównaniaa) 4x2− 12xy+ 9y2+ 4x− 6y+ 1 = 0,b) x2+ 2xy− 2yz− z2+ x− z = 0.Zidenty�kuj zbiory rozwi¡za« ty
h równa«.
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7. Zidenty�kuj zbiory rozwi¡za« równania

x2+ ay2+ (a− 2)z2+ (1− a)2 = 0w zale»no±
i od parametru a ∈ R.8. Zidenty�kuj (tj. dobierz odpowiednie nazwy i równania) powierz
hnie drugiegostopnia, który
h fragmenty s¡ przedstawione na rysunku.

9. Które spo±ród kwadryk (powierz
hni drugiego stopnia w przestrzenitrójwymiarowej) s¡ prostokre±lne?Ile prosty
h zawarty
h w takiej powierz
hni prze
hodzi przez ka»dy jej punkt?10. Wska» zbiór ±rodków symetrii ka»dej z kwadryk.11. Znajd¹ wszystkie proste zawarte w zbiorze rozwi¡za« równania

x2+ y2− z2− 1 = 0prze
hodz¡
e przez punkt [1, 2, 2]T.
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Przestrzenie euklidesowe i unitarne

Ma
ierze dodatnio okre±lone

Poj�
ia ma
ierzy dodatnio, nieujemnie, ujemnie i niedodatnio okre±lonej, a tak»ema
ierzy nieokre±lonej, wi¡»¡ si� z formami kwadratowymi reprezentowanymiprzez te ma
ierze. I tak np. ma
ierz hermitowska (
zyli symetry
zna w przypadkurze
zywistym) A ∈ Kn,n jest dodatnio okre±lona, je±li dla ka»dego wektora x ∈ Kn,

x 6= 0, jest speªniona nierówno±¢

xHAx > 0.Cz�sto symboli
znie zapisuje si� to tak: A > 0, ale uwaga: nie
h to si� nikomu niemyli z napisami takimi jak A > B, ozna
zaj¡
ymi rela
j� 
z�±
iowego porz¡dkumi�dzy ma
ierzami A i B (ta rela
ja pojawiªa si� w wykªada
h w pierwszymsemestrze).
Twierdzenie (kryterium Sylvestra): Nie
h A(k) ozna
za ma
ierz o wymiara
h

k× k, która jest blokiem ma
ierzy hermitowskiej A o wymiara
h n× n,powstaªym przez odrzu
enie ko«
owy
h n− k kolumn i wierszy. Ma
ierz A jestdodatnio okre±lona wtedy i tylko wtedy gdy detA(k) > 0 dla k = 1, . . . , n.Dowód: Jest o
zywiste, »e warunek A(k) > 0 dla k = 1, . . . , n− 1 jest konie
zny dladodatniej okre±lono±
i ma
ierzy A = A(n). Istotnie, gdyby byªo ina
zej, tj. gdybyistniaª wektor y ∈ Kk, y 6= 0, taki »e yHA(k)y ≤ 0, to dla wektora x otrzymanegoprzez dopisanie n− k zer do wektora y mieliby±my xHAx = yHA(k)y ≤ 0.

Dla ma
ierzy dodatnio okre±lonej A(k) istnieje ma
ierz nieosobliwa Ck, taka »e

CHkA
(k)Ck = Ik. Na podstawie twierdzenia Cau
hy'ego mamy |detCk|2detA(k) = 1,sk¡d wynika nierówno±¢ detA(k) > 0. Zatem wyzna
zniki wszystki
h ma
ierzy

A(k) otrzymany
h z ma
ierzy dodatnio okre±lonej A s¡ dodatnie.

Nale»y jesz
ze dowie±¢, »e speªnienie nierówno±
i detA(k) > 0 dla k = 1, . . . , n jestwarunkiem dostate
znym dodatniej okre±lono±
i ma
ierzy A. Udowodnimy toinduk
yjnie. Dla n = 1 twierdzenie jest o
zywiste, zaªó»my wi�
, »e twierdzeniejest prawdziwe dla wszystki
h ma
ierzy hermitowski
h o wymiara
h mniejszy
hni» n× n. Ma
ierz A przedstawimy w posta
i blokowej,

A =

[
A(n−1) g

gH ann

]

i zaªo»ymy, »e detA(k) > 0 dla k = 1, . . . , n. St¡d i z zaªo»enia induk
yjnego
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wynika, »e ma
ierz A(n−1) jest dodatnio okre±lona. Kongruen
ja o ma
ierzy
R =

[
In−1 −

(
A(n−1)

)−1
g

0H 1

]

sprowadza ma
ierz A do posta
i blokowo-diagonalnej (zoba
z dowódma
ierzowego twierdzenia Sylvestra):

A ′ = RHAR =

[
A(n−1) 0

0H a ′
nn

] gdzie a ′
nn = ann− gH

(
A(n−1)

)−1
g.

Wyzna
znik ma
ierzy R jest równy 1, a zatem detA ′ = detA > 0. Poniewa»detA(n−1) > 0, wi�
 musi by¢ a ′
nn > 0. Dlatego dla dowolnego wektora

x = [ y
yn ] 6= 0 mamy xHA ′x = yHA(n−1)y + |yn|

2a ′
nn > 0, a zatem ma
ierz A ′, 
zylitak»e ma
ierz A, która jest ma
ierz¡ przystaj¡
¡ do A ′, jest dodatnio okre±lona. 2

Ilo
zyny skalarne

Def. Nie
h V ozna
za rze
zywist¡ lub zespolon¡ przestrze« liniow¡. Formadwuliniowa (albo póªtoraliniowa) ϕ, taka »e odpowiednia forma kwadratowa Φjest dodatnio okre±lona, nazywa si� ilo
zynem skalarnym w przestrzeni V .Przestrze« V z ilo
zynem skalarnym ϕ w przypadku rze
zywistym nazywa si�przestrzeni¡ euklidesow¡, a w przypadku zespolonym przestrzeni¡ unitarn¡.

Dalej w przypadku gdy forma ϕ jest ilo
zynem skalarnym, zamiast pisa¢ ϕ(x,y)b�dziemy u»ywa¢ krótszej nota
ji 〈x,y〉. Liniowa przestrze« euklidesowa lubunitarna jest wi�
 sz
zególnym przypadkiem przestrzeni ortogonalnej. Przy okazjizde�niujemy najwa»niejsze (niew¡tpliwie) poj�
ie geometrii:

Def. Przestrze« a�ni
zna E, której przestrze« wektorów swobodny
h V jesteuklidesowa, nazywa si� przestrzeni¡ a�ni
zn¡ euklidesow¡.

W poprzedni
h wykªada
h pojawiªo si� wiele faktów maj¡
y
h bezpo±rednizwi¡zek z ilo
zynami skalarnymi. Mo»emy je teraz zebra¢ i dokona¢ ponownejinterpreta
ji.

• Dla dowolnego ilo
zynu skalarnego w przestrzeni V o wymiarze n istnieje baza

X = [x1, . . . ,xn], taka »e ma
ierz ilo
zynu skalarnego w tej bazie jest jednostkowa.Zatem je±li wektory x i y reprezentujemy za pomo
¡ kolumnowy
h ma
ierzywspóª
zynników w bazie X, odpowiednio a i b ∈ Kn (
zyli x = Xa i y = Xb), to

〈x,y〉 = bHa.
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• W pierwszym semestrze udowodnili±my nast�puj¡
¡ nierówno±¢ S
hwarza:dla dowolny
h wektorów x,y ∈ Kn (gdzie K ozna
za 
iaªo li
zb rze
zywisty
h lubzespolony
h) jest |xHy| ≤ ‖x‖2‖y‖2, gdzie ‖x‖2 def

=
√

xHx. Udowodnimy ponowniet� nierówno±¢ dla wektorów w dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej:

|〈x,y〉| ≤
√
〈x,x〉〈y,y〉.Dowód: Je±li istnieje li
zba a, taka »e x = ay lub y = ax, to o
zywi±
ie za
hodzirówno±¢ |〈x,y〉| =
√
〈x,x〉〈y,y〉. Wystar
zy zatem zbada¢ przypadek, gdywektory x i y s¡ liniowo niezale»ne. Wtedy rozpinaj¡ one przestrze«dwuwymiarow¡, w której naszemu ilo
zynowi skalarnemu odpowiada ma
ierz

A =

[
〈x,x〉 〈y,x〉
〈x,y〉 〈y,y〉

]
.

Na podstawie kryterium Sylvestra detA > 0, 
zyli 〈x,x〉〈y,y〉 > |〈x,y〉|2. 2

• Funk
ja f : V → R, okre±lona wzorem f(x) =
√

〈x,x〉 dla dowolnego ustalonegoilo
zynu skalarnego ma nast�puj¡
e wªasno±
i: jest dodatnia dla ka»dego wektora

x ∈ V z wyj¡tkiem 0, jest póªliniowa, tj. f(ax) = |a|f(x) dla ka»dego a ∈ K, x ∈ Vi speªnia nierówno±¢ trójk¡ta: f(x + y) ≤ f(x) + f(y). Ten ostatni warunek wynikaz nierówno±
i S
hwarza (dowód � ¢wi
zenie). Dlatego funk
ja f jest norm¡i zamiast ozna
zenia literowego b�dziemy pisa¢

‖x‖ =
√
〈x,x〉.Przestrze« liniowa euklidesowa lub unitarna jest wi�
 przestrzeni¡ unormowan¡.O
zywi±
ie, przyjmuj¡
 ró»ne ilo
zyny skalarne w ustalonej przestrzeni V (lubw innej przestrzeni o tym samym wymiarze) otrzymamy ró»ne przestrzenieunormowane, ale wszystkie te przestrzenie s¡ izomor�
zne, a przy tym dlaka»dego ilo
zynu skalarnego istnieje baza (a nawet wiele baz), w której ma
ierztego ilo
zynu jest jednostkowa; je±li pewien fakt wyra»alny za pomo
¡ ilo
zynuskalarnego jest prawdziwy w jednej z ty
h przestrzeni, to ma on miejs
e równie»we wszystki
h pozostaªy
h.Norma przestrzeni Kn dana wzorem ‖x‖2 =

√
xHx, o której wspomniaªem, »ebywa nazywana norm¡ euklidesow¡, jest w sz
zególno±
i zwi¡zana z ilo
zynemskalarnym, którego ma
ierz w bazie e1, . . . ,en jest jednostkowa.

• Dowolna norma w przestrzeni liniowej V okre±la metryk� w tej przestrzeni, zapomo
¡ wzoru ρ(x,y) = ‖x − y‖. Podobnie okre±lamy metryk� w przestrzenia�ni
znej E, której przestrzeni¡ wektorów swobodny
h jest V . W sz
zególno±
imo»e to by¢ metryka euklidesowa, je±li zastosowana norma jest zwi¡zanaz ilo
zynem skalarnym. W zwi¡zku z t¡ metryk¡ b�dziemy u»ywa¢ okre±le«dªugo±¢ wektora x oraz dªugo±¢ od
inka ab (która jest odlegªo±
i¡ punktów a i b,
zyli dªugo±
i¡ wektora a − b).
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W pewny
h zastosowania
h konie
zne jest u»y
ie ró»ny
h ilo
zynów skalarny
hw tej samej przestrzeni liniowej (na przykªad w 
elu sza
owania normy pewnegowektora przez inn¡ norm� tego wektora) i wtedy spotyka si� ozna
zenia w rodzaju
‖x‖a =

√
〈x,x〉a, które maj¡ na 
elu identy�ka
j� u»yty
h ilo
zynów skalarny
hi norm. Zauwa»my, »e poj�
ie dªugo±
i wektora jest zwi¡zane z konkretnymilo
zynem skalarnym, i w sz
zególno±
i w przestrzeni o wymiarze wi�kszym ni» 1istniej¡ wektory x i y oraz ilo
zyny skalarne 〈·, ·〉a i 〈·, ·〉b, takie »e

‖x‖a =
√
〈x,x〉a < ‖y‖a =

√
〈y,y〉a oraz ‖x‖b =

√
〈x,x〉b > ‖y‖b =

√
〈y,y〉b.

Izometrie przestrzeni euklidesowy
h i unitarny
h

Def. Dowolne przeksztaª
enie f przestrzeni metry
zny
h X1→ X2 nazywa si�zanurzeniem izometry
znym, je±li dla a,b ∈ X1 jest ρ1(a,b) = ρ2(f(a), f(b)), tj.odlegªo±¢ ka»dy
h dwó
h punktów jest niezmiennikiem przeksztaª
enia f. Je±liistnieje przeksztaª
enie odwrotne do zanurzenia izometry
znego f, toprzeksztaª
enie to (a tak»e jego odwrotno±¢) nazywa si� izometri¡ przestrzeni X1i X2.
Twierdzenie: Nie
h f ozna
za przeksztaª
enie liniowe przestrzeni euklidesowej lubunitarnej V1 na przestrze« euklidesow¡ lub unitarn¡ V2. Przeksztaª
enie f jestzanurzeniem izometry
znym wtedy i tylko wtedy, gdy za
howuje ilo
zyn skalarny,tj. dla dowolny
h wektorów x,y ∈ V1 za
hodzi równo±¢ 〈x,y〉1 = 〈f(x), f(y)〉2.Dowód: Je±li ilo
zyn skalarny wektorów jest niezmiennikiem przeksztaª
enia f, todla dowolny
h wektorów x,y ∈ V1 jest

ρ1(x − y) = ‖x − y‖ =
√
〈x − y,x − y〉1 =

√
〈f(x) − f(y), f(x) − f(y)〉2 =

‖f(x) − f(y)‖ = ρ2(f(x), f(y)),a zatem przeksztaª
enie f jest zanurzeniem izometry
znym. Z drugiej strony,je±li f jest zanurzeniem izometry
znym, 
zyli za
howuje norm� ka»dego wektora,to fakt, »e za
howuje równie» ilo
zyn skalarny dowolny
h dwó
h wektorów wynikaz to»samo±
i polaryza
yjnej. 2

Je±li wymiary przestrzeni V1 i V2 s¡ sko«
zone, to przeksztaª
enie odwrotne doliniowego przeksztaª
enia f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wymiary przestrzenis¡ równe. W tym przypadku zanurzenie izometry
zne f jest izometri¡.

Poj�
ia k¡ta
Def. Wektory x i y s¡ prostopadªe (w sensie ustalonego ilo
zynu skalarnego 〈·, ·〉)je±li 〈x,y〉 = 0. Prostopadªo±¢ wektorów x i y b�dziemy zapisywa¢ symboli
znie

x ⊥ y.
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Twierdzenie Pitagorasa:

• Je±li wektory x i y s¡ prostopadªe, to ‖x + y‖2 = ‖x‖2+ ‖y‖2.

• Je±li wektory x1, . . . ,xk s¡ parami prostopadªe, to ∥∥∑k

i=1xi
∥∥2 =

∑k

i=1‖xi‖2.Dowód tego twierdzenia, jako o
zywisty, pomin� (nale»y umie¢ go przeprowadzi¢).

Def. Podprzestrzenie V1 i V2 przestrzeni euklidesowej (lub unitarnej) V s¡prostopadªe je±li x ⊥ y dla ka»dego x ∈ V1 oraz y ∈ V2.

Def. Nie
h x i y b�d¡ niezerowymi wektorami w przestrzeni euklidesowej V .Na podstawie nierówno±
i S
hwarza li
zba c, taka »e 〈x,y〉 = c‖x‖‖y‖, speªniawarunek |c| ≤ 1. Dlatego istnieje li
zba rze
zywista α ∈ [0, π], taka »e c = 
osα.Li
zb� t� nazywamy miar¡ k¡ta niezorientowanego mi�dzy wektorami x i y.Ozna
za¢ j¡ b�dziemy symbolem ar
(x,y).

Jest o
zywiste, »e zawsze ar
(x,y) = ar
(y,x), a ponadto dla dowolny
h li
zbdodatni
h a, b, ar
(ax, by) = ar
(x,y). �atwo jest dowie±¢, »e miara k¡ta mi�dzywektorami jest niezmiennikiem ka»dej izometrii. Mo»na te» dowie±¢, »e je±li dlapewny
h wektorów x,y,u,v za
hodzi równo±¢ ar
(x,y) = ar
(u,v), to istniejetaka izometria f oraz li
zby dodatnie a i b, »e u = af(x) oraz v = bf(y). Na tejpodstawie mo»na zde�niowa¢ poj�
ie k¡ta niezorientowanego przy u»y
iu zasadyabstrak
ji.
Def. Nie
h ∼ ozna
za rela
j� w zbiorze par (nieuporz¡dkowany
h) niezerowy
hwektorów w przestrzeni euklidesowej V , okre±lon¡ przez warunek {x,y} ∼ {u,v}wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f : V → V i li
zby dodatnie a, b, takie»e u = af(x) oraz v = bf(y). Rela
ja ∼ jest równowa»no±
i¡; ka»d¡ jej klas�abstrak
ji nazywamy k¡tem niezorientowanym. Klas�, której reprezentantem jestpara {x,y}, b�dziemy ozna
zali symbolem ∡(x,y).

Na podstawie rozwa»a« poprzedzaj¡
y
h powy»sz¡ de�ni
j� mo»emy orze
, »emiara k¡ta niezorientowanego jest funk
j¡ staª¡ w ka»dej klasie abstrak
ji rela
ji ∼i jej warto±¢ jest inna w ka»dej klasie abstrak
ji. Ponadto miara k¡taniezorientowanego jest niezmiennikiem wszystki
h izometrii.

Poj�
ie k¡ta niezorientowanego jest okre±lone w przestrzeni euklidesowejo dowolnym wymiarze. W odró»nieniu od niego, poj�
ie k¡ta zorientowanegomo»emy okre±li¢ tylko w przestrzeni dwuwymiarowej. W tym 
elu wprowadzimynast�puj¡
¡ rela
j� �∼ ′� w zbiorze uporz¡dkowany
h par niezerowy
h wektorówz takiej przestrzeni: (x,y) ∼ ′ (u,v) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f,której wyzna
znik jest dodatni (
zyli równy +1) oraz dodatnie li
zby a i b, takie»e u = af(x) i v = bf(y).
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Przypomnijmy, »e dwie bazy dowolnej przestrzeni liniowej s¡ zorientowanezgodnie, je±li wyzna
znik ma
ierzy przej±
ia mi�dzy nimi jest dodatni, orazprze
iwnie, je±li jest ujemny. Ka»d¡ baz� zorientowan¡ zgodnie z baz¡ e1,e2(lub z dowoln¡ ustalon¡ baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeni innej ni» R2) nazwiemybaz¡ dodatnio zorientowan¡.

Def. K¡tem zorientowanym nazywamy ka»d¡ klas� abstrak
ji rela
ji ∼ ′ okre±lonejwy»ej. Je±li para (x,y) jest reprezentantem pewnej takiej klasy abstrak
ji, tomiar¡ k¡ta zorientowanego nazywamy li
zb� φ ∈ (−π, π], tak¡ »e
osφ = 
os ar
(x,y) oraz je±li wektory x,y stanowi¡ baz� dodatnio zorientowan¡,to sinφ > 0, a w prze
iwnym razie sinφ ≤ 0. Miar� k¡ta zorientowanegoozna
zymy symbolem Ar
(x,y).

W powy»szej de�ni
ji zawarte jest twierdzenie, »e miara k¡ta zorientowanego jestfunk
j¡ staª¡ w ka»dej klasie abstrak
ji rela
ji ∼ ′, tj. li
zba φ = Ar
(x,y)nie zale»y od wyboru reprezentanta klasy, tj. pary (x,y). Cz�sto za miar� k¡tazorientowanego wygodnie jest przyj¡¢ ka»d¡ z li
zb Ar
(x,y) + 2kπ dla k ∈ Z.

Niew¡tpliwie przydadz¡ si� bardziej prakty
zne wzory. Zatem, miara k¡taniezorientowanego mi�dzy wektorami x i y jest to li
zba α, taka »e
osα =
〈x,y〉
‖x‖‖y‖ .Miara k¡ta zorientowanego mi�dzy wektorami x = ax1+ bx2 oraz y = cx1+ dx2w przestrzeni dwuwymiarowej, której baza x1,x2 jest dodatnio zorientowanai ortonormalna, jest to li
zba φ, taka »e
osφ =

ac+ bd√
(a2+ b2)(c2+ d2)

, sinφ =
ad− bc√

(a2+ b2)(c2+ d2)
.

Miara k¡ta zorientowanego jest niezmiennikiem izometrii za
howuj¡
ej orienta
j�(tj. o dodatnim wyzna
zniku). Miara k¡ta niezorientowanego jest niezmiennikiemka»dej izometrii.

Ma
ierze Grama

Nie
h ϕ ozna
za pewn¡ form� póªtoraliniow¡ w przestrzeni V . Dla dowolny
hwektorów x,y ∈ V mo»emy w ra
hunka
h formalny
h napis yH · x interpretowa¢jako ϕ(x,y) (trzeba tylko pami�ta¢, jak¡ form� ϕ ustalili±my; je±li kto± nie 
zujesi� z t¡ nota
j¡ zbyt pewnie, to mo»e pisa¢ yH ·
ϕ

x).

We¹my dowolne dwie bazy przestrzeni V , mianowi
ie X = [x1, . . . ,xn]i Y = [y1, . . . ,yn]. Mo»emy utworzy¢ ma
ierz A = [ϕ(xj,yi)]i,j i wtedy je±li
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a ∈ Kn jest wektorem wspóª
zynników pewnego wektora x ∈ V w bazie X, za±

b ∈ Kn jest wektorem wspóª
zynników wektora y ∈ V w bazie Y, to

ϕ(x,y) = bHAa.

W ra
hunka
h symboli
zny
h powy»sz¡ ma
ierz mo»emy ozna
za¢ symbolem

ϕ(X, Y) albo YH · X. Okazuje si�, »e wtedy mo»emy stosowa¢ zwykªe reguªyprzeksztaª
ania ilo
zynów ma
ierzy i takie �mno»enie� jest w sz
zególno±
i ª¡
zne.Na przykªad dla a,b ∈ Kn mamy

ϕ(Xa, Yb) = bHYH · Xa = (Yb)H · (Xa).

Powy»sze spostrze»enia stosuj¡ si� w sz
zególno±
i do ilo
zynów skalarny
h. Dlaustalony
h baz X i Y b�dziemy pisa¢ 〈X, Y〉 albo YH · X. Na podstawie kryteriumSylvestra ma
ierz 〈X,X〉 = XH · X jest dodatnio okre±lona (i w sz
zególno±
inieosobliwa). Ma
ierz ta nazywa si� ma
ierz¡ Grama bazy X.

Uwaga: Kropka odró»nia w tej nota
ji mno»enie polegaj¡
e na obli
zaniu warto±
iformy ϕ lub ilo
zynu skalarnego od zwykªego mno»enia ma
ierzy, w 
eluunikni�
ia niejednozna
zno±
i. W sz
zególno±
i równo±¢ YH · X = YHX odpowiadasytua
ji, gdy ma
ierze X i Y s¡ li
zbowe i ϕ(x,y) = yHx.

Rzuty prostopadªe

Def. Rzutem na podprzestrze« V1 przestrzeni liniowej V nazywamyprzeksztaª
enie liniowe p : V → V1 ⊂ V , takie »e dla ka»dego x ∈ V1 p(x) = x.

Przestrze« V1 nazywamy podprzestrzeni¡ niezmienni
z¡ przeksztaª
enia p.W sz
zególno±
i przeksztaª
enie to»samo±
iowe jest rzutem, któregopodprzestrzeni¡ niezmienni
z¡ jest 
aªa przestrze« V ; inny trywialny przykªadrzutu to przeksztaª
enie zerowe.

Rzuty s¡ przeksztaª
eniami idempotentnymi, tj. p = p2. Zauwa»my, »ew okre±leniu rzutu nie wyst�puje poj�
ie ilo
zynu skalarnego. Istotnie, mo»emyokre±li¢ rzut w dowolnej przestrzeni liniowej. W tym 
elu wybieramypodprzestrzenie V1 i V2, takie »e V = V1⊕ V2. Dowolny wektor x mo»emyjednozna
znie przedstawi¢ w posta
i sumy wektorów x1 ∈ V1 i x2 ∈ V2.Przeksztaª
enie p, które wektorowi x przyporz¡dkowuje wektor x1 jest rzutem napodprzestrze« V1. Przeksztaª
enie id− p jest równie» rzutem, napodprzestrze« V2.
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Je±li wymiar podprzestrzeni V1 jest równy r, to rz¡d ma
ierzy A rzutu na t�podprzestrze« jest równy r. Ma
ierz ta musi speªnia¢ warunek A2 = A.W ogólno±
i mo»emy wybra¢ dowoln¡ baz� przestrzeni V1 i uzupeªni¢ j¡ (przezdoª¡
zenie wektorów rozpinaj¡
y
h podprzestrze« V2) do bazy 
aªej przestrzeni V .Ma
ierz dowolnego rzutu na podprzestrze« V1 w takiej bazie skªada si�z r po
z¡tkowy
h kolumn ma
ierzy jednostkowej i n− r kolumn b�d¡
y
hdowolnymi kombina
jami liniowymi po
z¡tkowy
h r kolumn.

Def. Rzutem prostopadªym na podprzestrze« V1 przestrzeni euklidesowej lubunitarnej V nazywamy rzut p, taki »e dla ka»dego wektora x ∈ V wektory p(x)i x − p(x) s¡ prostopadªe.

Mo»na udowodni¢ (¢wi
zenie), »e dla dowolnej podprzestrzeni V1 istniejedokªadnie jeden rzut prostopadªy na t� podprzestrze«.

Twierdzenie: Rzut prostopadªy p przestrzeni V na podprzestrze« V1, której baz¡jest X = [x1, . . . ,xr], mo»na zapisa¢ w posta
i wyra»enia ma
ierzowego

p(x) = X(XH · X)−1XH · x, gdzie wyra»enie XH · X ozna
za ma
ierz Grama bazy X.Dowód: Wystar
zy dowie±¢, »e je±li p = X(XH · X)−1XH to imp = V1, p2 = p i dlaka»dego wektora x prostopadªego do podprzestrzeni V1 (
zyli do wszystki
hwektorów w tej podprzestrzeni) p(x) = 0. Obli
zaj¡


p(X) = X(XH · X)−1XH · X = Xprzekonujemy si�, »e obrazem bazy X podprzestrzeni V1 jest baza X, sk¡d pierwszedwa warunki wynikaj¡ naty
hmiast. Warunek y ⊥ V1 jest równowa»ny warunkom

y ⊥ xi dla i = 1, . . . , r, a zatem XH · y = 0, sk¡d wynika równo±¢ p(y) = 0. 2

Je±li V = Kn i stosujemy ilo
zyn skalarny 〈x,y〉 = yHx, to ma
ierz rzutuprostopadªego na podprzestrze« imA, gdzie A ∈ Kn,r, rankA = r, jest równa

A(AHA)−1AH.
Wa»ny przypadek sz
zególny rzutu prostopadªego to rzut na podprzestrze«jednowymiarow¡, rozpi�t¡ przez ustalony wektor v 6= 0. W tym przypadkuma
ierz Grama ma wymiary 1× 1; jej jedyny wspóª
zynnik jest równy 〈v,v〉i rozpatrywany rzut prostopadªy mo»emy przedstawi¢ wzorem

p(x) = v(vH · v)−1vH · x = v
〈x,v〉
〈v,v〉 .Je±li v ∈ Kn i 〈x,y〉 = yHx, to ma
ierz rzutu przestrzeni Kn na podprzestrze«lin{v} jest równa 1

vHv
vvH. W przypadku rze
zywistym zamiast hermitowskiegosprz�»enia we wszystki
h podany
h tu wzora
h wyst�puje transpozy
ja.
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Zadania i problemy

1. Podaj (i udowodnij) warunek konie
zny i dostate
zny, aby ma
ierz hermitowska Abyªa ujemnie okre±lona, tj. aby dla ka»dego wektora x 6= 0 byªo xHAx < 0.2. Udowodnij (na podstawie nierówno±
i S
hwarza) nierówno±¢ trójk¡ta dla normgenerowany
h przez ilo
zyny skalarne.3. Na wszelki wypadek jednak udowodnij twierdzenie Pitagorasa.4. Udowodnij, »e ma
ierz 〈X, Y〉, dla dowolny
h baz X = [x1, . . . ,xn]i Y = [y1, . . . ,yn] i dowolnego ilo
zynu skalarnego jest nieosobliwa. Czy zawszejest ona dodatnio okre±lona?5. Jaki warunek speªnia warto±¢ wyzna
znika dowolnego przeksztaª
enia, które jestizometri¡?6. Udowodnij podane na wykªadzie wzory, które pozwalaj¡ obli
zy¢ miar� k¡tazorientowanego mi�dzy wektorami.Wskazówka: Trzeba udowodni¢, »e suma kwadratów wyra»e« opisuj¡
y
h sinusi 
osinus jest równa 1, a ponadto »e znak obli
zonego w ten sposób sinusa zgadzasi� z de�ni
j¡.7. Obli
z miar� k¡ta niezorientowanego i miar� k¡ta zorientowanego mi�dzywektorami [0, 1]T i [−1,−1]T, przy zaªo»eniu, »ea) ma
ierz ilo
zynu skalarnego w bazie e1,e2 jest jednostkowa,b) ma
ierz ilo
zynu skalarnego w bazie e1,e2 jest równa [
1 −1

−1 2

].8. Znajd¹ ma
ierz Grama ilo
zynu skalarnego w R3, takiego »e baza

{




1

0

0



 ,




1

1

0



 ,




1

1

1



}

jest ortonormalna (w sensie tego ilo
zynu).9. Znajd¹ ma
ierz rzutu prostopadªego przestrzeni R3 na podprzestrze«a) rozpi�t¡ przez wektor [3, 4, 0]T,b) rozpi�t¡ przez wektory [3, 4, 0]T i [8,−6, 1]T,przy zaªo»eniu, »e ilo
zyn skalarny jest dany wzorem 〈x,y〉 = yTx.10. Nie
h

〈f, g〉 =

∫1

−1

f(x)g(x)dxZnajd¹ obraz wielomianu w(x) = x2+ x w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze«rozpi�t¡ przez a(x) = 1.
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11. Znajd¹ ma
ierz rzutu prostopadªego przestrzeni R[x]2 na przestrze« R[x]1 w bazie
[1, x, x2] dla ilo
zynu skalarnego

〈f, g〉 =

∫1

−1

f(x)g(x)(1 + x)dx

12. Napisz pro
edur� obli
zania rzutu wektora x ∈ Rn na podprzestrze«jednowymiarow¡ rozpi�t¡ przez wektor v, taki »e vTv = 1.13. Udowodnij, »e dla dowolnej podprzestrzeni V1 istnieje dokªadnie jeden rzutprostopadªy przestrzeni euklidesowej lub unitarnej V na t� podprzestrze«.14. Nie
h A,B ∈ Cn,n b�d¡ ma
ierzami hermitowskimi, nieujemnie okre±lonymi.Udowodnij, »e je±li dla dowolnego s ∈ [0, 1] ma
ierz (1− s)A+ sB jest dodatniookre±lona, to dla ka»dego t ∈ (0, 1) ma
ierz (1− t)A + tB jest dodatnio okre±lona.
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Bazy ortogonalne

Nie
h (V, 〈·, ·〉) b�dzie ustalon¡ przestrzeni¡ euklidesow¡ lub unitarn¡, a V1 jejpodprzestrzeni¡. Jak wiemy, istnieje dokªadnie jeden rzut prostopadªy przestrzeni

V na podprzestrze« V1. Je±li rzut ten ozna
zymy symbolem p1, to przeksztaª
enieliniowe p2 = id− p1 jest rzutem prostopadªym na podprzestrze« V2 ⊂ V , tak¡ »e

• dimV1+ dimV2 = dimV , dimV1 ∩ V2 = 0, a zatem V1⊕ V2 = V ,

• x ∈ V1, y ∈ V2⇒ 〈x,y〉 = 0.W przypadku gdy dowolne podprzestrzenie V1 i V2 speªniaj¡ powy»sze warunkimówimy, »e przestrze« V jest i
h sum¡ ortogonaln¡.

Poniewa» dla dowolnej podprzestrzeni V1 istnieje (dokªadnie jeden) rzutprostopadªy na t� podprzestrze«, wi�
 dla dowolnej przestrzeni V1 istnieje(dokªadnie jedna) przestrze« prostopadªa do niej, V2, taka »e przestrze« V jestsum¡ ortogonaln¡ podprzestrzeni V1 i V2.

Poj�
ie sumy ortogonalnej mo»na rozszerzy¢ na dowoln¡ li
zb� (a nawetniesko«
zenie wiele, ale nie jest to trywialne) podprzestrzeni paramiprostopadªy
h. Poj�
ie sumy ortogonalnej okre±la si� te» w przestrzenia
hortogonalny
h inny
h ni» euklidesowe i unitarne, tj. który
h forma póªtoraliniowanie jest ilo
zynem skalarnym (odpowiednia forma kwadratowa nie jest dodatniookre±lona) � post�powanie w dowodzie twierdzenia Sylvestra przedstawia pewiensposób znalezienia taki
h podprzestrzeni.

W sz
zególno±
i przestrze« V mo»na przedstawi¢ w posta
i sumy ortogonalnejpodprzestrzeni jednowymiarowy
h. Baza przestrzeni V , która jest sum¡ baztaki
h podprzestrzeni, nazywa si� baz¡ ortogonaln¡. Ka»de dwa elementy takiejbazy s¡ wektorami prostopadªymi.

Poni»sze twierdzenie na temat baz w przestrzenia
h z ilo
zynem skalarnymstanowi analogi� (a wªa±
iwie wzmo
nienie) ogólnego twierdzenia doty
z¡
egoistnienia baz w przestrzenia
h liniowy
h.

Twierdzenie: W dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej istniej¡ bazyortogonalne. Dowolny ortogonalny ukªad wektorów ró»ny
h od wektora zerowegomo»emy rozszerzy¢ do bazy ortogonalnej.

Uwaga: Twierdzenie to dla przestrzeni niesko«
zenie wymiarowy
h zawiera kilkasubtelno±
i, który
h nie mo»na pomin¡¢, nawet je±li teraz nie b�dziemy si�wgª�biali w ten temat. Po pierwsze, doty
zy ono innego poj�
ia bazy.
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Baza Hamela to ukªad wektorów taki, »e dowolny element przestrzeni majednozna
zne przedstawienie w posta
i kombina
ji liniowej (sko«
zonej) ty
hwektorów. Baza S
haudera to ukªad wektorów w przestrzeni unormowanej, taki»e ka»dy element tej przestrzeni ma jednozna
zne przedstawienie w posta
isko«
zonej kombina
ji liniowej albo niesko«
zonego szeregu (który musi by¢zbie»ny w sensie u»ywanej normy). My±my zajmowali si� dot¡d bazami Hamela,ale poj�
ie bazy ortogonalnej w przestrzeni niesko«
zenie wymiarowej jestzwi¡zane z bazami S
haudera. Oba poj�
ia w przestrzeni sko«
zenie wymiarowejs¡ identy
zne. Je±li ukªad wektorów, który 
h
emy rozszerzy¢ do bazyortogonalnej, jest niesko«
zony, to aby to byªo mo»liwe, trzeba jesz
ze zaªo»y¢, »edªugo±
i (tj. normy) ty
h wektorów s¡ zawarte mi�dzy pewnymi dwiema li
zbamidodatnimi.
Uwaga: Przymiotniki �prostopadªy� i �ortogonalny� mo»na w zasadzie stosowa¢zamiennie. Jest jesz
ze jeden przymiotnik wyst�puj¡
y w tym zna
zeniu,mianowi
ie �normalny� (ale pó¹niej jesz
ze pojawi si� poj�
ie �bazaortonormalna�; druga 
z�±¢ przymiotnika w tym terminie ozna
za 
o innego).

Ortogonaliza
ja Grama�S
hmidta

Zajmiemy si� nast�puj¡
ym zadaniem: Maj¡
 baz� x1, . . . ,xn przestrzenieuklidesowej (lub unitarnej) V , nale»y znale¹¢ baz� y1, . . . ,yn, tak¡ »e

• yi ⊥ yk dla i 6= k (baza y1, . . . ,yn jest ortogonalna),

• lin{x1, . . . ,xk} = lin{y1, . . . ,yk} dla k = 1, . . . , n, oraz

• 〈xk,yk〉 > 0 dla k = 1, . . . , n.

W sz
zególno±
i przekonamy si�, »e to zadanie ma jednozna
zne (z dokªadno±
i¡do n staªy
h dodatni
h) rozwi¡zanie.

Drugi z postawiony
h warunków ozna
za, »e dla ka»dego k wektor yk jestkombina
j¡ liniow¡ wektorów x1, . . . ,xk, albo, równowa»nie, wektorów

y1, . . . ,yk−1,xk. Aby speªni¢ trze
i warunek, wystar
zy przyj¡¢, »e wspóª
zynniktej kombina
ji liniowej przy xk jest dodatni � najbardziej o
zywisty wybór to 1.

Wektory y1, . . . ,yn b�dziemy konstruowa¢ kolejno. Wektor yk otrzymamydokonuj¡
 rzutowania prostopadªego wektora xk na podprzestrze« prostopadª¡ doprzestrzeni rozpi�tej przez wektory x1, . . . ,xk−1. �atwo mo»emy si� przekona¢, »ew ten sposób rze
zywi±
ie dostaniemy wektory speªniaj¡
e postawione warunki.Istotnie, mamy wtedy

xk = yk+ zk,
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gdzie zk ∈ lin{x1, . . . ,xk−1} = lin{y1, . . . ,yk−1} oraz yk ⊥ zk. Jest o
zywiste, »ewektor yk jest prostopadªy do wektorów y1, . . . ,yk−1 (
zyli ka»dy z ni
h jestprostopadªy do yk � rela
ja prostopadªo±
i wektorów jest symetry
zna),a ponadto

〈xk,yk〉 = 〈yk+ zk,yk〉 = 〈yk,yk〉 + 〈zk,yk〉 > 0.

Opisany rzut mo»emy konstruowa¢ na wiele sposobów, które ró»ni¡ si� kosztemrealiza
ji. W sz
zególno±
i, nie
h X = [x1, . . . ,xk−1] i Y = [y1, . . . ,yk−1]. Wtedy(zgodnie z w
ze±niej udowodnionym twierdzeniem)

zk = X(XH · X)−1XH · xk = Y(YH · Y)−1YH · xk.Jest jasne, »e mniej pra
y wymaga zastosowanie bazy Y, poniewa» jej ma
ierzGrama jest diagonalna, 
o znakomi
ie uªatwia znalezienie jej odwrotno±
i. Zatem,na podstawie ostatniego wyra»enia mo»emy napisa¢

yk = xk− zk = xk−

k−1∑

i=1

yi
〈xk,yi〉
〈yi,yi〉

Na podstawie powy»szego wzoru mo»emy napisa¢ nast�puj¡
¡ pro
edur�, którarealizuje algorytm ortogonaliza
ji Grama�S
hmidta:

for k := 1 to n do begin

y := xk;for i := 1 to k− 1 do

y := y − yi
〈xk,yi〉
〈yi,yi〉;

yk := yend;
Powy»sza pro
edura mo»e by¢ zastosowana w 
elu znalezienia bazy ortogonalnejdowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej o wymiarze n. Stosuj¡
 j¡ nale»yobli
zy¢ 1

2
n(n+ 1) ilo
zynów skalarny
h.

Zwi¡zek mi�dzy bazami X = [x1, . . . ,xn] i Y = [y1, . . . ,yn] mo»emy przedstawi¢w posta
i równania ma
ierzowego

X = YR,w którym ma
ierz R = (rij)i,j ∈ Kn,n jest trójk¡tna górna: rij = 0 dla i > j oraz
rij =

〈xj,yi〉
〈yi,yi〉 dla i ≤ j. Wspóª
zynniki diagonalne rii ma
ierzy R s¡ równe 1,a zatem detR = 1.
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Obj�to±¢ równolegªo±
ianu

Def. Nie
h x1, . . . ,xk b�d¡ ustalonymi wektorami w pewnej przestrzenieuklidesowej. Równolegªo±
ianem k-wymiarowym rozpi�tym przez te wektorynazywamy zbiór { x =
∑k

i=1aixi : ai ∈ [0, 1] }.

Jednym z najwa»niejszy
h zada« geometrii i analizy jest badanie miary ró»ny
hzbiorów (w sz
zególno±
i �gur w przestrzenia
h euklidesowy
h). Na przykªadmiar¡ od
inka mo»e by¢ dªugo±¢ tego od
inka. Innymi miarami s¡ funk
je, którewyra»aj¡ pole �gury pªaskiej lub obj�to±¢ bryªy. Nie dotykaj¡
 teorii miarypowiedzmy, »e:

• Miara w przestrzeni V jest rze
zywist¡ funk
j¡ nieujemn¡, której dziedzin¡ jestpewien podzbiór zbioru podzbiorów przestrzeni V (mog¡ istnie¢ tzw. zbioryniemierzalne).

• Znaj¡
 miar� pewnego zbioru A mo»emy podzieli¢ go na rozª¡
zne, mierzalnepodzbiory, a nast�pnie podda¢ te podzbiory takim przeksztaª
eniom, które niezmieniaj¡ miary. Je±li i
h obrazy s¡ rozª¡
zne, to i
h suma jest zbioremmierzalnym, którego miara jest równa mierze zbioru A. W ten sposób staro»ytniGre
y obli
zali pola i obj�to±
i �gur, tn¡
 je (w wyobra¹ni) na kawaªki i ukªadaj¡
z ni
h inne �gury, który
h miary znali.

• W przestrzeni euklidesowej mo»na okre±li¢ poj�
ie prostopadªo±
ianu

k-wymiarowego (jest to równolegªo±
ian rozpi�ty przez k wektorów paramiprostopadªy
h) i okre±li¢ miar� ka»dego takiego prostopadªo±
ianu jako ilo
zyndªugo±
i rozpinaj¡
y
h go wektorów. Tak okre±lon¡ miar� mo»na uogólni¢ na innepodzbiory tej przestrzeni (to jest bardzo nietrywialna konstruk
ja, poniewa»mierzone zbiory mog¡ mie¢ bardzo skomplikowany opis), przez 
o powstaje tzw.

k-wymiarowa miara Lebesgue'a, zgodna z intui
yjnym poj�
iem �dªugo±
i� (dla

k = 1), �pola� (dla k = 2) �obj�to±
i� (dla k = 3) itd. Ka»da miara Lebesgue'a jestfunk
j¡ 
i¡gª¡ (ale ±
isªe wyja±nienie 
o to ozna
za jednak pomin�) i na zbiora
hmierzalny
h (w sensie tej miary) identy
zny
h z dokªadno±
i¡ do izometriiprzyjmuje t� sam¡ warto±¢.

-�
�
�
�
�
�
�
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x1

y2 x2

Na obrazku obok mamy przykªadrównolegªo±
ianu dwuwymiarowego, rozpi�tegoprzez wektory x1 i x2. Jest on równowa»nyprzez rozkªad (jak powiedzieliby staro»ytniGre
y, o
zywi±
ie w tªuma
zeniu z j�zykapolskiego) równolegªo±
ianowi rozpi�temuprzez wektory x1 i y2; oba równolegªo±
iany maj¡wi�
 t� sam¡ miar� (obj�to±¢ dwuwymiarow¡).
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Wektor y2 jest obrazem x2 w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« prostopadª¡do x1. Poniewa» z równolegªoboku (równolegªo±
ianu dwuwymiarowego) przezrozkªad otrzymali±my prostok¡t, którego miara jest równa ilo
zynowi dªugo±
iboków, wi�
 taka te» jest miara równolegªoboku wyj±
iowego. Widzimy te», »etakie samo pole b�d¡ miaªy wszystkie równolegªoboki rozpi�te przez wektory x1i x2+ ax1 dla dowolnego a ∈ R.

Podobnie wygl¡da sytua
ja dla równolegªo±
ianów o innym wymiarze. Je±lipewien równolegªo±
ian jest rozpi�ty przez wektory x1, . . . ,xk, to dodanie doktórego± z ty
h wektorów dowolnej kombina
ji liniowej pozostaªy
h wektorów danam równolegªo±
ian, którego k-wymiarowa obj�to±¢ jest taka sama(równowa»no±¢ przez rozkªad obu równolegªo±
ianów mo»na sprawdzi¢bezpo±rednim ra
hunkiem).

Rozwa»my ponownie pro
es ortogonaliza
ji Grama�S
hmidta. Przypu±¢my, »ewektory x1, . . . ,xk s¡ liniowo niezale»ne, a zatem stanowi¡ baz� pewnej przestrzeniliniowej. W wyniku ortogonaliza
ji dostaniemy pewien ukªad wektorów y1, . . . ,yki ªatwo jest przekona¢ si�, »e w ±wietle po
zyniony
h przed 
hwil¡ uwagrównolegªo±
iany rozpi�te przez te dwa ukªady wektorów s¡ równowa»ne przezrozkªad. Maj¡ one zatem t� sam¡ k-wymiarow¡ obj�to±¢. Drugi z ty
hrównolegªo±
ianów jest k-wymiarowym prostopadªo±
ianem i jego miara jestrówna ilo
zynowi dªugo±
i kraw�dzi (tj. ilo
zynowi dªugo±
i parami prostopadªy
hwektorów y1, . . . ,yk).

Je±li wektory x1, . . . ,xk s¡ liniowo zale»ne, tj. dla pewnego j wektor xj jestkombina
j¡ liniow¡ wektorów x1, . . . ,xj−1, to pro
edura ortogonaliza
ji daw wyniku wektor yj = 0; obj�to±¢ równolegªo±
ianu rozpi�tego przez te wektoryjest równa 0.
Nie
h X = [x1, . . . ,xk], Y = [y1, . . . ,yk] (uwaga: nie zakªadamy liniowejniezale»no±
i wektorów x1, . . . ,xk ani otrzymany
h z ni
h y1, . . . ,yk). Istniejema
ierz trójk¡tna górna R o wymiara
h k× k, taka »e X = YR i detR = 1. Ma
ierzGrama ukªadu x1, . . . ,xk jest równa

〈X,X〉 = XH · X = (YR)H · YR = RHYH · YR = RH〈Y, Y〉R.Zatem det〈X,X〉 = det〈Y, Y〉. Ale ma
ierz 〈Y, Y〉 jest diagonalna i jej wspóª
zynnikidiagonalne s¡ równe 〈yi,yi〉 = ‖yi‖2 (a zatem s¡ to kwadraty dªugo±
i wektorów
yi w sensie normy zwi¡zanej z ilo
zynem skalarnym 〈·, ·〉). St¡d miara (obj�to±¢
k-wymiarowa) równolegªo±
ianu P rozpi�tego przez wektory x1, . . . ,xk jest równa

µk(P) =
√det〈X,X〉
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Zauwa»my (wynika to z twierdzenia Pitagorasa), »e je±li ukªad y1, . . . ,yk powstaªz x1, . . . ,xk w drodze ortogonaliza
ji, to ‖xi‖ ≥ ‖yi‖ dla i = 1, . . . , k, przy 
zymrówno±¢ ‖xi‖ = ‖yi‖ za
hodzi tylko wtedy, gdy xi = yi. Na tej podstawie mo»emynapisa¢
det〈X,X〉 = det〈Y, Y〉 =

k∏

i=1

〈yi,yi〉 =

k∏

i=1

‖yi‖2 ≤
k∏

i=1

‖xi‖2.

Udowodnili±my w ten sposób nast�puj¡
¡ nierówno±¢ Hadamarda: je±li

X = [x1, . . . ,xk], to
det〈X,X〉 ≤ k∏

i=1

‖xi‖2.

Nierówno±¢ ta jest ostra z wyj¡tkiem przypadku, gdy wektory x1, . . . ,xk s¡ paramiprostopadªe, lub gdy który± z ni
h jest wektorem zerowym.

Ilo
zyn skalarny i funk
jonaªy liniowe

Nie
h (V, 〈·, ·〉) ozna
za sko«
zenie wymiarow¡ przestrze« euklidesow¡ lubunitarn¡. We¹my pod uwag� wyra»enie 〈x,y〉. Przy ustalonym wektorze y opisujeono funk
jonaª liniowy; zatem dowolnemu wektorowi y odpowiada dokªadniejeden funk
jonaª liniowy f okre±lony wzorem f(x) = 〈x,y〉.

Udowodnimy, »e przyporz¡dkowanie elementom przestrzeni V (wektorom)elementów przestrzeni sprz�»onej V∗ (funk
jonaªów), okre±lone powy»szymwzorem, jest wzajemnie jednozna
zne. Ina
zej mówi¡
, dla ka»dego funk
jonaªu

f ∈ V∗ istnieje dokªadnie jeden wektor y, taki »e dla ka»dego x ∈ V f(x) = 〈x,y〉.

W przestrzeni V istnieje baza ortogonalna y1, . . . ,yn. Nie
h zi = 1
〈yi,yi〉yi. �atwojest przekona¢ si�, »e ukªad funk
jonaªów f1, . . . , fn, taki
h »e fi(x) = 〈x, zi〉 dla

i = 1, . . . , n, jest baz¡ przestrzeni V∗, sprz�»on¡ z baz¡ y1, . . . ,yn. Wystar
zysprawdzi¢, »e je±li Y = [y1, . . . ,yn] i Z = [z1, . . . ,zn] to 〈Y, Z〉 = In. Poniewa»elementy bazy przestrzeni V∗ uto»samili±my z wektorami z przestrzeni V , wi�
mo»emy to samo zrobi¢ z ka»dym elementem przestrzeni V∗. 2

Tak wi�
 funk
jonaªy liniowe na przestrzeni V mo»emy uto»sami¢ z wektoramiz tej przestrzeni. Izomor�zm przestrzeni V i V∗, w tro
h� w�»szym kontek±
ie,rozpatrywali±my w pierwszym semestrze. Obe
nie, znaj¡
 poj�
ie ilo
zynuskalarnego, mo»emy dokona¢ geometry
znej interpreta
ji funk
jonaªu liniowego.Zbiorem miejs
 zerowy
h dowolnego niezerowego funk
jonaªu f jest pewnapodprzestrze« o wymiarze n− 1 (hiperpªasz
zyzna). Jest ona zbiorem wektorów
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prostopadªy
h (w sensie ilo
zynu skalarnego przestrzeni V) do wektora y, któryuto»samili±my z funk
jonaªem f. Wektor y prostopadªy do hiperpªasz
zyzny

U ⊂ V zazwy
zaj jest nazywany wektorem normalnym hiperpªasz
zyzny U.

Uwaga: Nie w ka»dej niesko«
zenie wymiarowej przestrzeni z ilo
zynem skalarnymdowolny funk
jonaª liniowy mo»na uto»sami¢ z pewnym wektorem; mo»na tozrobi¢ w tzw. przestrzeni Hilberta, 
zyli przestrzeni zupeªnej (której elementamis¡ grani
e wszystki
h 
i¡gów Cau
hy'ego zawarty
h w tej przestrzeni) � orzekao tym twierdzenie Riesza, ale to temat na wykªad z innego przedmiotu.

Ilo
zyn wektorowy w R3

W wykªadzie o wyzna
znika
h znajduje si� de�ni
ja ilo
zynu wektorowego n− 1wektorów w przestrzeni Kn. Zbadamy, jak ta de�ni
ja ma si� do bardziej znanejde�ni
ji �geometry
znej� ilo
zynu wektorowego dwó
h wektorów w przestrzenieuklidesowej R3 z ilo
zynem skalarnym 〈x,y〉 = yTx.

Ilo
zyn wektorowy dwó
h wektorów, x,y ∈ R3, zde�niowali±my jako funk
jonaªliniowy f okre±lony wzorem f(z) = det[x,y, z]. Uto»samimy funk
jonaª f z takimwektorem n, »e dla ka»dego wektora z jest f(z) = 〈z,n〉. Wiemy, »e wektor n jestprostopadªy do wektorów x i y (kto nie wie, jak to udowodni¢, nie
h powie toteraz, lub zamilknie na wieki).

Nie
h z ozna
za wektor prostopadªy do wektorów x i y (o który
h zaªo»ymy, »e s¡liniowo niezale»ne) i taki, »e ‖z‖2 = 〈z, z〉 = 1 (wektor taki istnieje, bo potra�mygo skonstruowa¢; dokªadniej, istniej¡ dwa takie wektory). Wektor z ma kierunekwektora n, sk¡d wynika, »e |〈z,n〉| = ‖z‖‖n‖ = ‖n‖. St¡d ‖n‖2 = 〈z,n〉2 = detG,gdzie G ozna
za ma
ierz Grama ukªadu wektorów x,y, z. Mamy

G = 〈[x,y, z], [x,y, z]〉 =




〈x,x〉 〈y,x〉 〈z,x〉
〈x,y〉 〈y,y〉 〈z,y〉
〈x, z〉 〈y, z〉 〈z, z〉



 =




〈x,x〉 〈y,x〉 0

〈x,y〉 〈y,y〉 0

0 0 1



 ,

sk¡d wynika, »e wyzna
znik tej ma
ierzy jest równy

‖n‖2 = detG = det[
〈x,x〉 〈y,x〉
〈x,y〉 〈y,y〉

]
= 〈x,x〉〈y,y〉 − 〈x,y〉2

Jak widzimy, dªugo±¢ wektora n jest równa mierze (polu) równolegªobokurozpi�tego przez wektory x i y. Korzystaj¡
 w dalszy
h ra
hunka
h z równo±
i
〈x,y〉 = ‖x‖‖y‖ 
osα, gdzie α = ar
(x,y), mo»emy obli
zy¢

‖n‖2 = ‖x‖2‖y‖2(1− 
os2α) = ‖x‖2‖y‖2 sin2α.
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Zatem de�ni
ja ilo
zynu wektorowego podana w
ze±niej na wykªadzie,w przypadku ilo
zynu wektorowego dwó
h wektorów w R3, jest równowa»naznanej de�ni
ji geometry
znej:

-�
�
�
��

6

�
�
�
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x

y

n = x ∧ y

α

Def. Ilo
zynem wektorowym wektorów x,y ∈ R3jest wektor n ∈ R3 prostopadªy do x i y,którego dªugo±¢ jest równa ‖n‖ = ‖x‖‖y‖ sinα,gdzie α = ar
(x,y) (uwaga: zawsze sinα ≥ 0)i je±li wektory x i y s¡ liniowo niezale»ne,to ukªad x,y,n jest zorientowany dodatnio.

Zadania i problemy1. Udowodnij, »e je±li wektory x1, . . . ,xk ∈ V s¡ ró»ne od wektora zerowego i paramiprostopadªe, tj. 〈xi,xj〉 = 0 dla i 6= j, to s¡ liniowo niezale»ne.2. Sprawd¹ bezpo±rednim ra
hunkiem, »e je±li yi ⊥ yj dla i, j < k, i 6= j, to dlaka»dego wektora x za
hodzi równo±¢
〈yj,x −

k−1∑

i=1

yi
〈x,yi〉
〈yi,yi〉

〉 = 0.

Przy tym je±li wektory y1, . . . ,yk−1,x s¡ liniowo niezale»ne, to drugi argumentilo
zynu skalarnego w wyra»eniu po lewej stronie nie jest wektorem zerowym.3. Zastosuj ortogonaliza
j� Grama�S
hmidta do bazy 1, x, x2 przestrzeni R[x]2z ilo
zynem skalarnym okre±lonym za pomo
¡ wzoru

〈f, g〉 =

∫1

0

f(x)g(x)dx.
4. Znajd¹ wyra»enie ma
ierzowe, które opisuje baz� sprz�»on¡ z baz¡

X = [x1, . . . ,xn], wiedz¡
 »e X = YR, gdzie ma
ierz Y = [y1, . . . ,yn] reprezentujebaz� ortogonaln¡.5. Udowodnij, »e równolegªo±
ian jest zbiorem wypukªym.6. Obli
z obj�to±¢ (trójwymiarow¡) równolegªo±
ianu w przestrzeni euklidesowej R4z ilo
zynem skalarnym 〈x,y〉 = yTx, rozpi�tego przez wektory [1, 2, 2, 0]T,

[−2, 2, 0, 1], [1,−1, 1,−1]. Obli
z dªugo±
i kraw�dzi i pole powierz
hni ±
ian tegorównolegªo±
ianu.7. Obli
z k¡ty mi�dzy wektorami rozpinaj¡
ymi równolegªo±
ian z poprzedniegozadania (wystar
zy obli
zy¢ 
osinusy ty
h k¡tów).8. Nie
h x = [x1, x2, x3] ozna
za ustalony wektor w R3. Znajd¹ ma
ierz X, tak¡ »e dlaka»dego wektora y ∈ R3 za
hodzi równo±¢ Xy = x ∧ y.
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Wskazówka: Obli
z wektory x ∧ e1, x ∧ e2 i x ∧ e3 i skorzystaj z tego, »e ukªad

e1,e2,e3 jest baz¡.9. Udowodnij równowa»no±¢ przez rozkªad równolegªo±
ianu trójwymiarowegorozpi�tego przez dowolne wektory x1, x2, x3 i równolegªo±
ianu rozpi�tego przez

x1, x1+ ax2, x3+ bx1+ cx2 dla dowolny
h a, b, c ∈ R.Wskazówka: Trzeba za
z¡¢ od przypadku a ∈ [0, 1], b = c = 0, a nast�pnieuogólni¢ wynik dla dowolnego a. Brzeg równolegªo±
ianu i jego kawaªków nale»yprzy tym zaniedba¢ (obj�to±¢ brzegu jest równa 0).10. Obj�to±¢ k-wymiarowa sympleksu S, poªo»onego w przestrzeni Rn z ilo
zynemskalarnym 〈x,y〉 = yTx, którego wierz
hoªkami s¡ punkty p0, . . . ,pk, jest równa

µk(S) =
1

k!

√detXTX,

gdzie X = [x1, . . . ,xk] oraz xi = pi− p0 dla ka»dego i. Równolegªo±
ian

k-wymiarowy mo»na podzieli¢ na k! sympleksów o jednakowej obj�to±
i, ale niet�dy droga, aby powy»szy wzór wyprowadzi¢. Rze
z w tym, »e dla k > 2otrzymane sympleksy nie s¡ równowa»ne przez rozkªad, tj. nie mo»na »adnegoz ni
h podzieli¢ na sko«
zenie wiele 
z�±
i, z który
h mo»na by zªo»y¢ ka»dy inny.Dlatego powy»szy wzór otrzymuje si� w wyniku przej±
ia grani
znego (rozpatruj¡
podziaªy sympleksu na niesko«
zenie wiele 
z�±
i), 
o ozna
za obli
zenie 
aªki.Udowodnij powy»szy wzór, korzystaj¡
 z induk
ji. W tym 
elu rozwa» sympleks

k-wymiarowy. Ka»da jego ±
iana jest sympleksem k− 1-wymiarowym; wybierzjedn¡ ze ±
ian i podziel sympleks na �plasterki� o grubo±
i dx za pomo
¡a�ni
zny
h przestrzeni k− 1-wymiarowy
h równolegªy
h do wybranej ±
iany.Obj�to±¢ k-wymiarowa ka»dego plasterka jest w przybli»eniu (tym lepszym immniejsze dx) równa dx · obj�to±¢ k− 1-wymiarowa �podstawy� plasterka.Wystar
zy teraz znale¹¢ odpowiedni¡ funk
j� pod
aªkow¡ i obli
zy¢ 
aªk�.11. Udowodnij, »e obj�to±¢ k-wymiarowa sympleksu S o wierz
hoªka
h w punkta
h

p0, . . . ,pk ∈ Rn mo»na obli
zy¢ na podstawie wzoru

µk(S) =
1

k!

√detXTX,

w którym wyst�puje ma
ierz X = [x0, . . . ,xk] ∈ Rn+1,k+1, której kolumny powstaªyprzez dopisanie li
zby 1 jako dodatkowej wspóªrz�dnej do punktów p0, . . . ,pk.Udowodnij nast�pnie, »e je±li Y = [y0, . . .yk] gdzie yi = wixi (li
zby wi s¡dowolne, ró»ne od 0, 
zyli punkty p0, . . . ,pk reprezentujemy za pomo
¡dowolny
h ma
ierzy wspóªrz�dny
h jednorodny
h), to

µk(S) =
1

k!

√detYTY
|
∏k

i=0wi|
.
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Wyja±nij, jak mo»na obli
zy¢ obj�to±¢ równolegªo±
ianu na podstawiewspóªrz�dny
h jednorodny
h jego wierz
hoªków.
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Bazy ortonormalne

Def. Baz¡ ortonormaln¡ nazywamy baz� ortogonaln¡ (przestrzeni euklidesowej lubunitarnej), której wszystkie elementy s¡ wektorami o dªugo±
i 1.

Elementy bazy ortogonalnej mo»na podda¢ normaliza
ji (albo unormowa¢), 
zylipodzieli¢ ka»dy z ni
h przez jego dªugo±¢. Otrzymujemy w ten sposób baz�ortonormaln¡.
Baza ortonormalna ma t� wªasno±¢, »e jej ma
ierz Grama jest jednostkowa,a zatem ilo
zyn skalarny w takiej bazie (i tylko w takiej) dowolny
h wektorów

x i y jest równy bHa, gdzie a i b s¡ ma
ierzami wspóª
zynników wektorów x i y.

Mo»emy ponadto zauwa»y¢, »e baza ortonormalna jest sprz�»ona z sam¡ sob¡(je±li uto»samiamy funk
jonaªy z wektorami zgodnie z w
ze±niej podanymopisem). Zatem, je±li baz� ortonormaln¡ reprezentujemy za pomo
¡ ma
ierzy

Q = [q1, . . . ,qn], to mo»emy napisa¢ Q−1 = QH.

Dowolny podzbiór bazy ortonormalnej przestrzeni V jest baz¡ ortonormaln¡odpowiedniej podprzestrzeni. Nie
h to b�dzie przestrze« k-wymiarowa Va,a ma
ierz jej bazy ortonormalnej ozna
zmy symbolem Qa = [qa1 , . . . ,qak ]. Mamy

QHa ·Qa = Ik, 
zyli (QHa ·Qa)−1 = Ik, a zatem mo»emy napisa¢ nast�uj¡
ewyra»enie, które opisuje rzut prostopadªy dowolnego wektora x ∈ V napodprzestrze« Va:

p(x) = QaQ
H
a · x.Ma
ierz rzutu prostopadªego na podprzestrze« Va mo»emy wi�
 przedstawi¢w posta
i QaQHa . Zauwa»my, »e rzut ten jest przeksztaª
eniem to»samo±
iowymprzestrzeni Va (i w tym sensie ma
ierz Qa jest lewostronn¡ odwrotno±
i¡ma
ierzy QHa).Wspóª
zynniki ma
ierzy QHa · x =




〈x,qa1〉...

〈x,qak〉



 s¡ o
zywi±
ie wspóªrz�dnymi

obrazu wektora x w rzu
ie na podprzestrze« Va; je±li Qa = Q (
zyli Va = V), tomamy tu przeksztaª
enie to»samo±
iowe. W tym przypadku ma
ierz QH · x jestma
ierz¡ wspóªrz�dny
h wektora x w bazie Q.

Przypu±¢my, »e a = QH · x. Poniewa» QQH = id, wi�

‖a‖22 = aHa = (QH · x)HQH · x = xH · x = 〈x,x〉 = ‖x‖2.
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Dªugo±¢ dowolnego wektora jest zatem równa normie drugiej wektora jegowspóªrz�dny
h w dowolnej bazie ortonormalnej.

Bazy ortonormalne w przestrzenia
h niesko«
zenie wymiarowy
h

Baz¡ (S
haudera � zoba
z poprzedni wykªad) przestrzeni unormowanej Vnazywamy taki ukªad wektorów {xj}j∈J, »e dowolny element y ∈ V majednozna
zne przedstawienie o posta
i

y =
∑

j∈J
ajxj,

przy 
zym zbiór wspóª
zynników aj ró»ny
h od zera jest sko«
zony lubprzeli
zalny (zwró¢my uwag�, »e zbiór J mo»e by¢ nieprzeli
zalny). W tymostatnim przypadku szereg otrzymany przez wybranie niezerowy
h skªadnikówjest zbie»ny w sensie normy przestrzeni V .

Def. Ci¡g wektorów y1,y2, . . . w przestrzeni unormowanej nazywa si�
i¡giem Cau
hy'ego, je±li
∀ε>0∃N∀i,j>N ‖yi− yj‖ < ε.

Przestrze« unormowana jest domkni�ta albo zupeªna, je±li ka»dy 
i¡g Cau
hy'egoelementów tej przestrzeni ma grani
�, która jest elementem tej przestrzeni.Dowoln¡ przestrze« unormowan¡ mo»na domkn¡¢, tj. rozszerzy¢ j¡ o grani
e jejwszystki
h 
i¡gów Cau
hy'ego. Zupeªne przestrzenie unormowane s¡ nazywaneprzestrzeniami Bana
ha. Ka»da sko«
zenie wymiarowa przestrze« liniowa nad
iaªem R lub C (ale nie Q) jest zupeªna. W przestrzeni euklidesowej lub unitarnejnorma jest generowana przez ilo
zyn skalarny. Zupeªne przestrzenie z takiminormami s¡ nazywane przestrzeniami Hilberta.

Przykªad: Wzór

〈f, g〉 =

∫b

a

f(x)g(x) dx

okre±la ilo
zyn skalarny w przestrzeni, której elementy s¡ funk
jami zespolonymi(albo rze
zywistymi), dla który
h warto±¢ 〈f, f〉 jest sko«
zona (przy uto»samieniuka»dy
h dwó
h funk
ji f1 i f2, taki
h »e 〈f1− f2, f1− f2〉 = 0). Zbiór wszystki
hfunk
ji speªniaj¡
y
h ten warunek jest przestrzeni¡ Hilberta. Ozna
za si� j¡symbolem L2[a, b].
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Przykªad: Mo»emy ilo
zyn skalarny otrzyma¢ uogólniaj¡
 podany wy»ej wzór,przez wprowadzenie funk
ji wagowej ρ:

〈f, g〉 =

∫b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx

Funk
ja ρ : [a, b]→ R musi by¢ dodatnia prawie wsz�dzie (
zyli mo»eprzyjmowa¢ warto±
i niedodatnie tylko w zbiorze, którego miara Lebesgue'a jestrówna 0). Dalsze uogólnienie polega na wybraniu sko«
zonego zbioru punktów xioraz li
zb dodatni
h ai i u»y
iu wzoru

〈f, g〉 =

∫b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx+

n∑

i=1

f(xi)g(xi)ai.

Przypu±¢my, »e ukªad wektorów x1,x2, . . . jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni V .Dla dowolnego y ∈ V mo»emy wtedy okre±li¢ szereg

∞∑

j=1

ajxj, gdzie aj = 〈xj,y〉.

Szereg taki nazywa si� szeregiem Fouriera elementu y.

Przykªad: Najbardziej znane szeregi Fouriera s¡ zwi¡zane z 
i¡giem funk
ji

1√
2π
,
1√
π


os x, 1√
π

sin x, 1√
π


os 2x, 1√
π

sin 2x, 1√
π


os 3x, 1√
π

sin 3x, . . . ,który jest baz¡ ortonormaln¡ w sensie ilo
zynu skalarnego

〈f, g〉 =

∫2π

0

f(x)g(x)dx.

Warto wspomnie¢ o inny
h baza
h, wa»ny
h w zastosowania
h prakty
zny
h, dlaktóry
h konstruuje si� i bada szeregi Fouriera. I
h elementami s¡ wielomiany,a tak»e tzw. funk
je falkowe. Konstruuj¡
 szereg Fouriera ustalonej funk
ji fnale»y zbada¢, 
zy szereg taki jest zbie»ny i 
zy jego grani
¡ jest funk
ja f �
zasem nie jest jasne, 
zy rozpatrywana funk
ja nale»y do przestrzeni, której baz�mamy. Je±li tak jest, to za
hodzi równo±¢ Parsevala:

‖f‖2 =
∑

j∈J
|aj|

2,

w której li
zby aj s¡ wspóª
zynnikami funk
ji f w bazie ortonormalnej. Równo±¢Parsevala jest przeniesieniem twierdzenia Pitagorasa na przestrzenieo niesko«
zonym wymiarze.
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Izometrie
Przypomnijmy, »e izometria przestrzeni euklidesowej jest przeksztaª
eniemliniowym, które za
howuje dªugo±¢ ka»dego wektora, sk¡d wynika, »e jejniezmiennikiem jest tak»e ilo
zyn skalarny, k¡ty, miary �gur geometry
zny
h,a tak»e wszystkie niezmienniki przeksztaª
e« liniowy
h.

Ma
ierze unitarne i ortogonalne

Def. Zespolona ma
ierz kwadratowa, której kolumny s¡ parami prostopadªew sensie ilo
zynu skalarnego 〈x,y〉 = yHx i który
h norma druga jest równa 1nazywa si� ma
ierz¡ unitarn¡. Kwadratowa ma
ierz rze
zywista speªniaj¡
a tensam warunek nazywa si� ma
ierz¡ ortogonaln¡.

Ma
ierze ortogonalne (rozumiem przez to tak»e ma
ierze unitarne) s¡ nieosobliwe,bo kolumny ka»dej takiej ma
ierzy stanowi¡ baz� (ortonormaln¡) przestrzeni Kn.Co wi�
ej, odwrotno±¢ ma
ierzy ortogonalnej Q jest ma
ierz¡ ortogonaln¡, równ¡

QH. Wynika to naty
hmiast z faktu, »e ma
ierz Grama QHQ bazy ortonormalnej,a tak»e ma
ierz QQH rzutu prostopadªego na 
aª¡ przestrze« Kn(
zyli przeksztaª
enia to»samo±
iowego) jest ma
ierz¡ jednostkow¡.

Twierdzenie: Przeksztaª
enie f : Kn→ Kn jest izometri¡ wtedy i tylko wtedy gdyjego ma
ierz jest unitarna (gdy K = C) albo ortogonalna (gdy K = R).Dowód: Nie
h A ozna
za ma
ierz izometrii f i nie
h x,y ∈ Cn. Poniewa»izometria za
howuje ilo
zyn skalarny, wi�
 musi by¢

〈f(x), f(y)〉 = (Ay)H(Ax) = yHAHAx = yHx.O
zywiste jest, »e je±li ma
ierz A jest unitarna, tj. AHA = In, to powy»szarówno±¢ jest speªniona. Ma
ierz AHA jest ma
ierz¡ Grama ukªadu wektorów

f(e1), . . . , f(en), który jest obrazem bazy ortonormalnej e1, . . . ,enw przeksztaª
eniu f. Obraz ten nie jest baz¡ ortonormaln¡ je±li AHA 6= In,a zatem przeksztaª
enie f w takim przypadku nie jest izometri¡. Dowód dlaprzestrzeni Rn przebiega tak samo. 2

Izometrie peªni¡ wa»n¡ rol� w geometrii, ale tak»e w metoda
h numery
zny
h.Zauwa»my, »e je±li w ukªadzie równa«

Qx = bwyst�puje ma
ierz ortogonalna Q, to rozwi¡zanie dane jest wzorem x = QTb, przy
zym maj¡
 Q ma
ierz QT mamy �za darmo�. Co wi�
ej, ukªad taki jest bardzo
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dobrze uwarunkowany. Indukowana norma druga ka»dej ma
ierzy ortogonalnejjest równa 1 (bo izometria za
howuje norm� drug¡ ka»dego wektora), a zatemwska¹nik uwarunkowania (w normie drugiej) ma
ierzy ortogonalnej jest równy 1.Lepiej by¢ nie mo»e.

Obroty
Def. Nie
h V ozna
za przestrze« euklidesow¡, a U jej ustalon¡ zorientowan¡podprzestrze« dwuwymiarow¡ (pªasz
zyzn�). Obrotem w pªasz
zy¹nie U o k¡t φnazywamy przeksztaª
enie liniowe r : V → V , takie »e je±li x ∈ U to r(x) ∈ Ui ‖x‖ = ‖r(x)‖, przy 
zym dla x 6= 0 jest Ar
(x, r(x)) = φ, oraz je±li x ⊥ U to

r(x) = x.
Uwaga: Przyzwy
zaili±my si� mówi¢ �obrót wokóª punktu . . . � lub �wokóª osi . . . �,poniewa» intui
yjnie wyobra»amy sobie sytua
j� dwu- lub trójwymiarow¡.Problem polega na tym, »e wtedy osobno trzeba okre±li¢ orienta
j�, a ponadtoobroty w przestrzenia
h o wymiarze wi�kszym ni» 3 trzeba by byªo okre±li¢podaj¡
 podprzestrze« niezmienni
z¡ (która jest �osi¡ obrotu�) o wymiarze 2 lubwi�kszym. Z drugiej strony �obrót w pªasz
zy¹nie� sugeruje mo»liwo±¢ obra
aniatylko �gur pªaski
h, 
o jest nieporozumieniem o
zywistym, a zatem niegro¹nym.

Obroty s¡ izometriami; istotnie, dowolny wektor x mo»emy przedstawi¢ w posta
isumy wektorów x1 i x2, taki
h »e x1 ∈ U oraz x2 ⊥ U. Wtedy

r(x) = r(x1) + r(x2) = r(x1) + x2 i mamy

‖r(x)‖2 = ‖r(x1)‖2+ ‖x2‖2 = ‖x1‖2+ ‖x2‖2 = ‖x‖2.Ma
ierze reprezentuj¡
e obroty s¡ wi�
 ma
ierzami ortogonalnymi.

Przestrze« euklidesow¡ n-wymiarow¡ mo»emy uto»sami¢ z przestrzeni¡ Rnz ilo
zynem skalarnym 〈x,y〉 = yTx, dlatego konstruuj¡
 obroty mo»emy si�ograni
zy¢ do przestrzeni Rn. Za
zniemy od konstruk
ji ma
ierzy obrotuprzestrzeni dwuwymiarowej, R2. Ma
ierz obrotu o k¡t φ jest równa

Rφ =

[
c −s

s c

]
,

gdzie c = 
osφ, s = sinφ. Dowiedziemy, »e przeksztaª
enie opisane tak¡ ma
ierz¡jest rze
zywi±
ie obrotem, tj. odpowiada podanej de�ni
ji. Przede wszystkimªatwo jest sprawdzi¢, »e ma
ierz Rφ jest ortogonalna. Ponadto mamy
Rφ(

[
a

b

]
) =

[
ca− sb

sa+ cb

]
,
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a st¡d

a(ca− sb) + b(sa+ cb)

a2+ b2
= c = 
osφ, a(sa+ sb) − b(ca− sb)

a2+ b2
= s = sinφ.

Miara k¡ta zorientowanego mi�dzy wektorem [a, b]T i jego obrazem jest wi�
równa φ.
Powy»sz¡ konstruk
j� obrotu mo»emy przenie±¢ na przypadek przestrzeni Rn dladowolnego n ≥ 2. Najpro±
iej jest skonstruowa¢ ma
ierz obrotu w pªasz
zy¹nierozpi�tej przez wektory ei i ej dla i 6= j. Ma
ierz obrotu w tej pªasz
zy¹nie mawszystkie wspóª
zynniki poza diagonal¡, z wyj¡tkiem dwó
h, równe 0:

Rij,φ =





1 . . .

1
c −s ← i
1 . . .

1
s c ← j

1 . . .

↑
i

↑
j

1





.

Zauwa»my, »e zamiana kolejno±
i wektorów ej i ej, 
zyli zmiana orienta
jipªasz
zyzny prowadzi do otrzymania przeksztaª
enia odwrotnego. Ma
ierz obrotuw dowolnej pªasz
zy¹nie (niekonie
znie rozpi�tej przez dwa spo±ród wektorów

e1, . . . ,en) mo»na skonstruowa¢ tak: znajdujemy baz� ortonormaln¡(odpowiednio zorientowan¡) q1,q2 pªasz
zyzny obrotu. Nast�pnie uzupeªniamy j¡do bazy ortonormalnej przestrzeni Rn, przez doª¡
zenie wektorów q3, . . . ,qn.Ma
ierz ortogonalna QT = [q1, . . . ,qn]
T reprezentuje izometri�, w której obrazemwektorów q1 i q2 s¡ wektory e1 i e2. Poszukiwana ma
ierz obrotu jest równailo
zynowi QR12,φQT.

Odbi
ia symetry
zne

Def. Nie
h V ozna
za przestrze« euklidesow¡ lub unitarn¡, a U jej ustalon¡podprzestrze«. Odbi
iem symetry
znym wzgl�dem podprzestrzeni U nazywamyprzeksztaª
enie liniowe h : V → V , takie »e dla ka»dego wektora x ∈ U jest

h(x) = x, a je±li x ⊥ U to h(x) = −x.

Podobnie jak w przypadku obrotów, warunki podane w de�ni
ji okre±laj¡ odbi
iewzgl�dem dowolnej podprzestrzeni U jednozna
znie. �atwo jest przekona¢ si�, »e
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ka»de odbi
ie jest izometri¡. Wyra»enie opisuj¡
e odbi
ie wzgl�dem dowolnejpodprzestrzeni ªatwo jest otrzyma¢ rozpatruj¡
 rzut prostopadªy. Podprzestrze«prostopadª¡ do U ozna
zymy symbolem U⊥. Je±li znamy baz� X = [x1, . . . ,xk]podprzestrzeni U⊥, to rzuty prostopadªe p1 i p2 odpowiednio na t� podprzestrze«i na podprzestrze« U s¡ opisane wzorami

p1(x) = X(XH · X)−1XH · x, p2(x) = x − p1(x)(wyra»enie opisuj¡
e rzut p1 uprasz
za si� w przypadku, gdy baza X jestortogonalna lub ortonormalna). Odbi
ie h wzgl�dem podprzestrzeni U wyra»a si�wzorem

h(x) = p2(x) − p1(x) = x − 2p1(x).

W zwi¡zku z odbi
iami odnotujmy nast�puj¡
e fakty:

• Ka»de odbi
ie jest inwolu
j¡, tj. dla ka»dego wektora x jest speªniony warunek

h(h(x)) = x. Odbi
ie jest zatem swoj¡ wªasn¡ odwrotno±
i¡. Poniewa» ka»dama
ierz nieosobliwa ma dokªadnie jedn¡ ma
ierz odwrotn¡, wi�
 ma
ierz Hodbi
ia, która (w bazie ortonormalnej) jest ma
ierz¡ ortogonaln¡, musi by¢hermitowska (ra
hunek jest naty
hmiastowy: H2 = I = HHH).

• Je±li podprzestrze« U⊥ jest rozpi�ta przez wektory e1, . . . ,ek, to ma
ierz odbi
iawzgl�dem U jest ma
ierz¡ diagonaln¡, której k po
z¡tkowy
h wspóª
zynników nadiagonali jest równe −1, a pozostaªe wspóª
zynniki diagonalne to jedynki.Tak samo wygl¡da ma
ierz odbi
ia w dowolnej bazie ortonormalnej, którejpierwsze k elementów stanowi baz� podprzestrzeni U⊥.

• Obroty przestrzeni euklidesowej za
howuj¡ orienta
j� ka»dego ukªadu n wektorów,
o jest wido
zne naty
hmiast po (ªatwym) obli
zeniu wyzna
znika ma
ierzyobrotu. Odbi
ia symetry
zne za
howuj¡ orienta
j� wtedy i tylko wtedy, gdywymiar podprzestrzeni U⊥ jest parzysty. W sz
zególno±
i wszystkie odbi
iawzgl�dem hiperpªasz
zyzn (tj. podprzestrzeni o wymiarze n− 1) zmieniaj¡orienta
j� na prze
iwn¡.

• Transpozy
ja Tij, tj. przeksztaª
enie, które przestawia wspóªrz�dne i i j wektora
x ∈ Kn, jest odbi
iem wzgl�dem hiperpªasz
zyzny prostopadªej do wektora ei− ej.

W metoda
h numery
zny
h najwi�ksze zna
zenie prakty
zne maj¡ odbi
iawzgl�dem hiperpªasz
zyzn. Bierze si� to st¡d, »e takie odbi
ia s¡ najªatwiejsze doskonstruowania, a z i
h pomo
¡ mo»na rozwi¡za¢ wszystkie zadania algebryliniowej, które mo»na rozwi¡za¢ poprzez konstruowanie odpowiedni
h izometrii.Dlatego przyjrzymy si� temu sz
zególnemu przypadkowi. Ka»d¡ hiperpªasz
zyzn�mo»emy reprezentowa¢ za pomo
¡ jednego wektora (wektora normalnego, który
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uto»samiamy z funk
jonaªem, którego zbiorem miejs
 zerowy
h jest tahiperpªasz
zyzna).

Rozwa»my przestrze« Cn z ilo
zynem skalarnym 〈x,y〉 = yHx. Nie
h w ∈ Cn,
w 6= 0. Ma
ierz odbi
ia wzgl�dem hiperpªasz
zyzny prostopadªej do w jest równa

H = In− w
2

wHw
wH.

Drugi skªadnik opisuje podwojon¡ ma
ierz rzutu na podprzestrze«jednowymiarow¡ rozpi�t¡ przez wektor w. �atwo jest sprawdzi¢, »e H2 = In,a ponadto je±li x ⊥ w to Hx = x oraz Haw = −aw. Zwró¢my uwag�, »erealizuj¡
 odbi
ie w prakty
e (za pomo
¡ pro
edury komputerowej) nie wartojawnie wyzna
za¢ ma
ierzy H; do zapami�tania tylko wektora w i li
zby β = 2
wHwpotrzebne jest zna
znie mniej miejs
a, a obli
zanie kolejno a = wHx, b = βai h(x) = x − bw zabiera mniej 
zasu. Przy tym post�powaniu mniej si� te» daj¡we znaki bª�dy zaokr¡gle«.

Odbi
ia opisane wy»ej dla przestrzeni unitarnej stosuje si� tak»e w przestrzenia
heuklidesowy
h (rze
zywisty
h). Wszystkie powy»sze ra
hunki i komentarze w tymprzypadku pozostaj¡ w mo
y, nale»y tylko we wzora
h dokona¢ zmiany sprz�»eniahermitowskiego na transpozy
j�.

Zadania i problemy1. Zmody�kuj pro
edur� ortogonaliza
ji Grama�S
hmidta tak, aby wynikiem jejdziaªania byªa baza ortonormalna.2. Obli
z (tj. wyprowad¹ ogólny wzór opisuj¡
y) wspóª
zynniki szeregu Fourierafunk
ji f(x) = sgn(x− π) w bazie trygonometry
znej wspomnianej na wykªadzie.3. Udowodnij, »e je±li Q jest ma
ierz¡ ortogonaln¡ lub unitarn¡, to 
ond2Q = 1.4. Udowodnij, »e transpozy
ja Tij, tj. przeksztaª
enie, które przestawia wspóªrz�dne

i i j wektora x ∈ Rn, jest odbi
iem wzgl�dem hiperpªasz
zyzny prostopadªej dowektora ei− ej.5. Udowodnij, »e przeksztaª
enie Hadamarda przestrzeni Rn, gdzie n = 2k, któregoma
ierz Hn jest okre±lona wzorem rekuren
yjnym

H1 = [1],

Hn =
1√
2

[
Hn/2 −Hn/2

Hn/2 Hn/2

]
,

jest izometri¡. Czy przeksztaª
enie to za
howuje orienta
j�?
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6. Udowodnij, »e je±li k-ta wspóªrz�dna wektora w ∈ Rn jest równa 0, to ma
ierzodbi
ia w hiperpªasz
zy¹nie prostopadªej do tego wektora ma k-ty wiersz oraz

k-t¡ kolumn� takie, jak ma
ierz jednostkowa.7. Nie
h X ozna
za ma
ierz bazy pewnej podprzestrzeni pewnej przestrzeni unitarnej

V . Napisz wyra»enie ma
ierzowe, które opisuje odbi
ie symetry
zne wzgl�dem tejpodprzestrzeni. Jak¡ sz
zególn¡ posta¢ przybierze to wyra»enie, je±li baza X jestortonormalna?8. Udowodnij, »e ma
ierz rzutu prostopadªego w bazie ortonormalnej napodprzestrze« o dowolnym wymiarze, a tak»e ma
ierz odbi
ia symetry
znegow bazie ortonormalnej wzgl�dem dowolnej podprzestrzeni, jest hermitowska.9. Dowoln¡ permuta
j� mo»na przedstawi¢ w posta
i zªo»enia pewnej li
zbytranspozy
ji, z który
h ka»da (interpretowana jako przeksztaª
enie przestrzeni Rn)jest odbi
iem w hiperpªasz
zy¹nie prostopadªej do wektora ei− ej (dla pewny
hli
zb i, j).Zbadaj, 
zy ka»d¡ permuta
j� parzyst¡ mo»na przedstawi¢ w posta
i zªo»eniapewnej li
zby obrotów o k¡t π
2

w pªasz
zyzna
h rozpi�ty
h przez pary wektorów

(ei,ej).Dla
zego nie mo»na przedstawi¢ w ten sposób »adnej permuta
ji nieparzystej?
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Pseudoodwrotno±¢ ma
ierzy

Def. Nie
h A ∈ Km,n. Pseudoodwrotno±¢ ma
ierzy A jest to ma
ierz A+ ∈ Kn,m,taka »e rankA+ = rankA i ma
ierz AA+ jest ma
ierz¡ rzutu prostopadªegoprzestrzeni Km na podprzestrze« imA, za± ma
ierz A+A jest ma
ierz¡ rzutuprostopadªego przestrzeni Kn na podprzestrze« prostopadª¡ do kerA.

Powy»sza de�ni
ja zakªada stosowanie ilo
zynów skalarny
h w Km i Knokre±lony
h wzorem 〈x,y〉 = yHx. Zauwa»my, »e ma
ierz A jestpseudoodwrotno±
i¡ ma
ierzy A+. Przypu±¢my, »e m ≥ n = rankA, tj. ma
ierz Ajest kolumnowo regularna. Wtedy rz¡d ma
ierzy A+A ∈ Kn,n jest równy n, tj.ma
ierz A+A jest nieosobliwa. Podprzestrzeni¡ prostopadª¡ do j¡dra ma
ierzy Ajest 
aªa przestrze« Kn. Jedyny rzut prostopadªy na 
aª¡ przestrze« toprzeksztaª
enie to»samo±
iowe, zatem w tym przypadku A+A = In.

Podobnie mo»emy uzasadni¢, »e je±li rankA = m ≤ n, 
zyli imA = Km, to

AA+ = Im. Zatem je±li ma
ierz A jest nieosobliwa, tj. m = n = rankA, to

AA+ = A+A = In, 
zyli A+ = A−1. Poj�
ie pseudoodwrotno±
i ma
ierzy jestzatem uogólnieniem poj�
ia odwrotno±
i kwadratowej ma
ierzy nieosobliwej. Maono zastosowania w liniowy
h zadania
h najmniejszy
h kwadratów, do badaniaktóry
h zmierzamy. Dowodzi si� (dowód na razie pomijamy), »e ka»da ma
ierzprostok¡tna ma jednozna
znie okre±lon¡ pseudoodwrotno±¢.

Rozkªad unitarno-trójk¡tny ma
ierzy

Nie
h A ∈ Km,n, m ≥ n. Je±li ma
ierz A jest kolumnowo regularna, 
zyli jejkolumny stanowi¡ baz� pewnej n-wymiarowej podprzestrzeni V przestrzeni Km,to mo»emy dokona¢ ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta. Otrzymamy wtedy ma
ierz

B ∈ Km,n, której kolumny stanowi¡ baz� ortogonaln¡ podprzestrzeni Km, orazma
ierz trójk¡tn¡ górn¡ U ∈ Kn,n, z jedynkami na diagonali, takie »e A = BU.

Ma
ierz B nie jest w ogólno±
i ma
ierz¡ unitarn¡, z dwó
h powodów: jestprostok¡tna, a ponadto jej kolumny mog¡ mie¢ dªugo±
i ró»ne od 1. Niemniej,wyzna
zenie taki
h 
zynników B i U ma
ierzy A jest nazywane znalezieniemrozkªadu unitarno-trójk¡tnego (albo ortogonalno-trójk¡tnego) ma
ierzy A.Zauwa»my, »e je±li D jest ma
ierz¡ diagonaln¡, której wspóª
zynniki diagonalne s¡równe dªugo±
iom odpowiedni
h kolumn ma
ierzy B, to mo»emy napisa¢
A = Q1R1, gdzie Q1 = BD−1 oraz R1 = DU. Kolumny ma
ierzy Q1 tworz¡ baz�ortonormaln¡ pewnej podprzestrzeni V przestrzeni Km. Ma
ierze
Q1 ∈ Km,n i R1 ∈ Kn,n mo»emy otrzyma¢ bezpo±rednio, w wyniku
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ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta bazy zªo»onej z kolumn ma
ierzy A, 
zyliodpowiednio zmienionej pro
edury ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta.

Je±li m > n, tj. ma
ierz Q1 jest prostok¡tna, to baz� zªo»on¡ z jej kolumn mo»emyuzupeªni¢ do bazy ortonormalnej 
aªej przestrzeni Km, przez doª¡
zenie pewny
h

m− n wektorów. W ten sposób otrzymamy ma
ierz unitarn¡ (lub ortogonaln¡)

Q ∈ Km,m. Mo»emy te» dopisa¢ m− n wierszy z samymi zerami do ma
ierzy R1.Powstaje w ten sposób ma
ierz R ∈ Km,n, tj. ma
ierz o ty
h samy
h wymiara
h
o A. Mamy zatem

A = Q1R1 =
[
Q1 Q2

]

︸ ︷︷ ︸
Q

[
R1

0

]

︸ ︷︷ ︸
RMówi¡
 o rozkªadzie unitarno-trójk¡tnym ma
ierzy A ∈ Km,n b�dziemy mieli namy±li albo ma
ierz o kolumna
h ortonormalny
h Q1 ∈ Km,n i ma
ierz trójk¡tn¡górn¡ R1 ∈ Kn,n, takie »e A = Q1R1, albo ma
ierz unitarn¡ Q ∈ Km,m i ma
ierztrójk¡tn¡ R ∈ Km,n, takie »e A = QR.

Rozkªady unitarno-trójk¡tne ma
ierzy maj¡ li
zne zastosowania, z który
hniektóre b�d¡ przedstawione dalej. Najprostsze zastosowanie to rozwi¡zywanieukªadu równa« liniowy
h Ax = b z nieosobliw¡ ma
ierz¡ A. Poniewa» Q−1 = QH,wi�
 znaj¡
 ma
ierze Q i R mo»emy przeksztaª
i¢ ukªad w taki sposób:

QHAx = QHb 
zyli Rx = QHb.Przedstawiona w
ze±niej elimina
ja Gaussa te» sprowadza ukªad do posta
iz ma
ierz¡ trójk¡tn¡. Koszt znalezienia rozkªadu unitarno-trójk¡tnego jest na ogóªwi�kszy, ale jest tu pewna korzy±¢: mniejsze bª�dy. Zauwa»my, »e je±li A = BC to
ondA ≤ 
ondB 
ondC. Ilo
zyn wska¹ników uwarunkowania 
zynnikówtrójk¡tny
h ma
ierzy A, znaleziony
h przez elimina
j� Gaussa, mo»e by¢ du»owi�kszy ni» 
ondA. Tym
zasem w rozkªadzie unitarno-trójk¡tnym A = QR mamyzawsze 
ond2Q = 1 oraz 
ond2A = 
ond2R. Tak wi�
 stosuj¡
 to podej±
ie niepsujemy dokªadno±
i rozwi¡zania na skutek rozwi¡zywania zna
znie gorzejuwarunkowany
h zada« po±redni
h, ale trzeba u»y¢ odpowiednio dobregoalgorytmu znajduj¡
ego taki rozkªad. Czasem (w prakty
e dosy¢ rzadko) zdarzasi� ukªad równa«, dla którego elimina
ja Gaussa daje za du»e bª�dy, a rozkªadunitarno-trójk¡tny nie za du»e.

Mody�kowana ortonormaliza
ja Grama-S
hmidta

Pro
edur� (klasy
zn¡) ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta omawiali±my w
ze±niej.Mo»emy j¡ zmieni¢ tak, aby wynikiem jej dziaªania byªa baza ortonormalna (byªotakie ¢wi
zenie):
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for k := 1 to n do begin

y := ak;for i := 1 to k− 1 do begin

rik := qHi ak;

y := y − qirikend;

rkk := √
yHy;

qk := 1
rkk

yend;
Wad¡ algorytmu klasy
znego w obli
zenia
h numery
zny
h jest to, »e je±li k¡tymi�dzy wektorami a1, . . . ,an s¡ bliskie 0 lub π (wyj±
iowa baza jest, jak to si�mówi, bardzo �sko±na�), to otrzymane wektory q1, . . . ,qn te» s¡ prostopadªe tylkow przybli»eniu i to niedokªadnym. Wyj±
ia w tej sytua
ji s¡ dwa. Pierwsze z ni
hpolega na poddaniu wyniku dziaªania pro
edury (tj. bazy, które jest nie do±¢dokªadnie ortogonalna) ponownej ortogonaliza
ji. Tenalgorytm z reortogonaliza
j¡ daje bardzo dobre wyniki kosztem dwukrotnegowzrostu 
zasu obli
ze«. Nie
o gorsze wyniki, ale lepsze ni» algorytm klasy
zny,daje mody�kowany algorytm Grama-S
hmidta (MGS). Na pierwszy rzut okaalgorytm ten ró»ni si� od algorytmu klasy
znego tylko kolejno±
i¡ dziaªa« (a wi�
z punktu widzenia algebry oba te algorytmy s¡ równowa»ne):

for k := 1 to n do qk := ak;for k := 1 to n do begin

rkk := √
qHkqk;

qk := 1
rkk

qk;for i := k+ 1 to n do begin

rki := qHkqi;

qi := qi− qkrkiendend;
Wyja±nienie, dla
zego algorytm mody�kowany jest dokªadniejszy, jest takie:w algorytmie klasy
znym utrzymujemy wektory bazy oryginalnej do ko«
a; je±lik¡t mi�dzy wektorem al a podprzestrzeni¡ rozpi�t¡ przez q1, . . . ,ql−1 jest maªy(k¡t mi�dzy wektorem x i podprzestrzeni¡ V to najmniejszy k¡t mi�dzy wektorem

x i y ∈ V), to takim pozostaje do l-tego przebiegu zewn�trznej p�tli i pod
zaswykonywania p�tli wewn�trznej za
hodzi znoszenie si� skªadników, 
zyli utratadokªadno±
i. Algorytm mody�kowany dziaªa tak: na po
z¡tku zewn�trznej p�tlizawarto±¢ zmiennej qk jest wektorem prostopadªym do wszystki
h w
ze±niejznaleziony
h elementów bazy ortonormalnej. Wektor ten normalizujemy (tj.dzielimy przez jego dªugo±¢) w 
elu otrzymania wektora qk o dªugo±
i 1.
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Nast�pnie ka»dy z wektorów qk+1, . . . ,qn zast�pujemy przez jego rzut prostopadªyna hiperpªasz
zyzn� prostopadª¡ do qk. Dzi�ki takiemu post�powaniu k¡tymi�dzy tymi wektorami zbli»aj¡ si� do k¡ta prostego. W instruk
ji
qi := qi− qkrki,

która implementuje rzutowanie na hiperpªasz
zyzn� prostopadª¡ do qk, znoszeniesi� skªadników w obli
zenia
h numery
zny
h jest tym mniejsze im bli»szy k¡taprostego jest k¡t mi�dzy qi i qk. Tak wi�
 algorytm mody�kowany w ka»dejitera
ji �poprawia� dane dla nast�pny
h itera
ji.

Nie b�dziemy na tym wykªadzie przeprowadza¢ analizy bª�dów zaokr¡gle«, alewarto zapozna¢ si� z jej wynikami, dla przypadku rze
zywistego. Ma
ierz

Q1 = [q1, . . . ,qn], której kolumny s¡ ortonormalne, powinna speªnia¢ warunek

QT1Q1 = In (ma
ierz QT1 jest jej pseudoodwrotno±
i¡). Za miar� bª�du mo»emyprzyj¡¢ li
zb� ‖QT1Q1− In‖2. Wynik dziaªania algorytmu klasy
znegow arytmety
e zmiennopozy
yjnej z bª�dem wzgl�dnym reprezenta
ji ν = 2−tspeªnia warunek
‖QT1Q1− In‖2 ≤ min{n3/2, 1.4mn3/2(
ondA)n−1ν},bª¡d wyniku algorytmu mody�kowanego to

‖QT1Q1− In‖2 ≤ 4.2mn3/2 
ondAν,natomiast algorytm z reortogonaliza
j¡ daje

‖QT1Q1− In‖2 ≤ Fν,gdzie F = O(mn3/2), za± li
zba 
ondA def

= ‖A‖2‖A+‖2 jest wska¹nikiemuwarunkowania zadania ortogonaliza
ji.

Odbi
ia Householdera

Poniewa» QH = Q−1, wi�
 mamy R = QHA. Przeksztaª
enie liniowereprezentowane przez ma
ierz QH jest izometri¡. Zatem 
zynnik R rozkªaduunitarno-trójk¡tnego mo»emy otrzyma¢ poddaj¡
 kolumny ma
ierzy A pewnemuprzeksztaª
eniu, które jest izometri¡. Obraz k-tej kolumny ma
ierzy A, tj. k-takolumna ma
ierzy R, jest elementem przestrzeni rozpi�tej przez wektory

e1, . . . ,ek ∈ Km.

Alternatywne wobe
 ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta metody znajdowaniarozkªadu unitarno-trójk¡tnego ma
ierzy polegaj¡ na konstruk
ji 
i¡gu
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odpowiedni
h izometrii, który
h zªo»enie jest reprezentowane przez ma
ierz Q.Odpowiednie s¡ izometrie ªatwe do skonstruowania. Powsze
hnie stosuje si� dwarodzaje taki
h przeksztaª
e«: odbi
ia symetry
zne wzgl�dem hiperpªasz
zyzni obroty. Za
zniemy od odbi¢.

Ma
ierz H odbi
ia symetry
znego przestrzeni Km wzgl�dem hiperpªasz
zyzny,której wektorem normalnym jest wektor w 6= 0 wyra»a si� wzorem

H = Im− w
2

wHw
wH.

Def. Odbi
iem Householdera nazywamy odbi
ie wzgl�dem hiperpªasz
zyznydobranej tak, aby obraz w tym odbi
iu danego wektora x 6= 0 miaª kierunekwskazanego wektora y 6= 0.

�
�
�
�

�
�

�
�

�
��

HHHHHHj

6

�
�
�
�

������

x

‖x‖2e1

w

Konstruk
ja odbi
ia Householderasprowadza si� do skonstruowania odpowiedniegowektora w. Przypu±¢my, »e y = e1. Poniewa»odbi
ie jest izometri¡, wi�
 obrazem wektora

x musi by¢ ‖x‖2e1 albo −‖x‖2e1. Pierwszy z ty
hwektorów b�dzie obrazem x je±li przyjmiemy

w = x − ‖x‖2e1, a drugi je±li w = x + ‖x‖2e1.

Wybór znaku jest podyktowany d¡»eniem do zmniejszenia bª�dów zaokr¡gle«.Gdyby wektory x i e1 byªy równolegªe, to w jednym z ty
h przypadkówdostaliby±my w = 0, 
zego nie 
h
emy. Je±li wektory s¡ prawie równolegªe, to zªywybór znaku powoduje znoszenie si� skªadników, 
zyli utrat� dokªadno±
i. Zatemznak nale»y wybiera¢ tak, aby otrzyma¢ dªu»szy wektor w. Je±li 
h
emy, abyobraz wektora x miaª kierunek wektora e1, to wybór znaku jest bardzo prosty:wystar
zy zbada¢ znak pierwszej wspóªrz�dnej wektora x.

Zastosujmy teraz odbi
ia w 
elu otrzymania rozkªadu unitarno-trójk¡tnegoma
ierzy A ∈ Km,n. Je±li m = n, to wykonamy n− 1 odbi¢, a je±li m > n, totrzeba b�dzie wykona¢ n odbi¢, tj. tyle ile jest kolumn. W pierwszym krokukonstruujemy odbi
ie tak, aby pierwsza kolumna ma
ierzy A, tj. wektor a1,zostaªa przeksztaª
ona na wektor o kierunku wektora e1. Odbi
iu poddajemywszystkie kolumny ma
ierzy A. W rezulta
ie dostaniemy ma
ierz, która poddiagonal¡ w pierwszej kolumnie ma same zera.

W ka»dym nast�pnym kroku przeksztaª
amy ma
ierz tak, aby otrzyma¢ zera poddiagonal¡ w kolejnej kolumnie. Przypu±¢my, »e jej numerem jest k. Wtedy�zapominamy� o po
z¡tkowy
h k− 1 wspóª
zynnika
h wszystki
h kolumn, tj.
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przeksztaª
amy wektory w przestrzeni Km−k+1, pozostawiaj¡
 po
z¡tkowewspóªrz�dne niezmienione. Po odrzu
eniu ty
h wspóªrz�dny
h, pierwsze k− 1kolumn skªada si� z samy
h zer, na przetwarzanie który
h nie tra
imy 
zasu.Wyzna
zamy wektor ŵk ∈ Km−k+1 tak, tak aby obraz k-tej kolumny (bezpo
z¡tkowy
h k− 1 wspóª
zynników) w odbi
iu okre±lonym przez ten wektorprzeszedª na kierunek wektora e1 ∈ Km−k+1. Tak okre±lone przeksztaª
enie�
aªy
h� kolumn jest odbi
iem wzgl�dem hiperpªasz
zyzny, której wektoremnormalnym jest wektor

wk =





0...

0

ŵk




.

Po wykonaniu 
aªej pro
edury mamy ma
ierz trójk¡tn¡ R i wektory w1, . . . ,wn,które okre±laj¡ kolejne odbi
ia. Mamy zatem reprezenta
j� ma
ierzy Q w posta
i
i¡gu ty
h wektorów. Trzeba podkre±li¢, »enie nale»y jawnie wyzna
za¢ ma
ierzy Q, tj. obli
za¢ jej wspóª
zynników, 
ho¢byªoby to mo»liwe. Po pierwsze, byªoby to miejs
o- i 
zaso
hªonne. Po drugie,popeªnione przy tym bª�dy zaokr¡gle« byªyby szkodliwe. Maj¡
 wektory

w1, . . . ,wn oraz dowolny wektor x ∈ Rm, mo»emy szybko i z dobr¡ dokªadno±
i¡obli
zy¢ wektor QHx lub Qx. W 
elu obli
zenia QHx wystar
zy wektor x podda¢kolejno tym samym przeksztaª
eniom 
o kolumny ma
ierzy A. Aby obli
zy¢ Qx,poddajemy wektor x tym samym odbi
iom w odwrotnej kolejno±
i.

Je±li wspóª
zynniki ma
ierzy A s¡ prze
howywane w prostok¡tnej tabli
yi pro
edura rozkªadu ma je zast¡pi¢ wspóª
zynnikami rij ma
ierzy R, wi�
 miejs
apod diagonal¡ mo»emy u»y¢ do prze
howania wektorów wk. W ka»dej kolumniezabraknie nam jednego miejs
a, a zatem trzeba utworzy¢ dodatkow¡ tabli
�o dªugo±
i n. Ponadto, dla przyspieszenia obli
ze« warto dla ka»dego wektora wkobli
zy¢ i zapami�ta¢ li
zb� βk = 2

wH
k

wk

, 
o wymaga dalszy
h n miejs
. Miejs
aw tabli
a
h mo»na wykorzysta¢ zgodnie z takim s
hematem:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

· · ·
· · ·

−→

w11 r12 r13

w21 w22 r23

w31 w32 w33

w41 w42 w43

r11 r22 r33

β1 β2 β3

Zamiast wektorów wk mo»na te» prze
howywa¢ wektory vk = wkck (zauwa»my,»e dªugo±¢ wektora normalnego hiperpªasz
zyzny odbi
ia jest nieistotna), przy
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zym wspóª
zynniki skaluj¡
e ck mo»na dobra¢ tak, aby k-ta (pierwsza niezerowa)wspóªrz�dna wektora vi byªa równa γk = vHkvk/2. Dzi�ki temu opró
z tabli
y,która po
z¡tkowo zawiera wspóª
zynniki ma
ierzy A, potrzeba tylko ndodatkowy
h miejs
 w pami�
i.

Obroty Givensa

Zaªó»my, »e K = R. Odbi
ie Householdera przeksztaª
a w jednym kroku ma
ierztak, aby pod diagonal¡ w kolejnej kolumnie pojawiªy si� zera. Mo»na ten samefekt osi¡gn¡¢ po kolei �zeruj¡
� odpowiednie wspóª
zynniki ma
ierzy. Je±li
h
emy przeksztaª
i¢ ma
ierz tak, aby w miejs
e wspóª
zynnika aik (dla i 6= k)otrzyma¢ 0, to mo»emy dokona¢ obrotu w pªasz
zy¹nie rozpi�tej przez wektory eii ek o k¡t −φ, taki »e
osφ = c =
akk

ρ
, sinφ = s =

aik

ρ
, ρ = ±

√
a2kk+ a2ik.Wykonuj¡
 taki obrót (zwany obrotem Givensa) zmieniamy tylko dwa wierszema
ierzy: i-ty i k-ty.

Zauwa»my, »e nie ma potrzeby obli
zania li
zby φ. Wystar
zyªoby zapami�ta¢

c i s. Jesz
ze lepiej byªoby jednak reprezentowa¢ obrót za pomo
¡ jednej tylkoli
zby, powiedzmy ξ, któr¡ mo»na by prze
howa¢ na miejs
u wspóª
zynnika aik,który przeksztaª
amy na 0. Tak¡ li
zb� mo»emy otrzyma¢ za pomo
¡nast�puj¡
ego algorytmu Stewarta, który realizuje wzory zaprojektowane w 
eluunikni�
ia nadmiaru i utraty dokªadno±
i w arytmety
e zmiennopozy
yjnej:

if |akk| ≥ |aik| then beginif akk 6= 0 then begin d := aik/akk; r := √
1+ d2; ξ := d/r endelse ξ := 0endelse beginif aik 6= 0 then begin d := akk/aik; r := √
1+ d2; ξ := r/d endelse ξ := 1end;

Na podstawie tak obli
zonego ξ mo»emy odtworzy¢ li
zby c i s:

if |ξ| < 1 then begin c := √
1− ξ2; s := ξ endelse if |ξ| = 1 then begin c := 0; s := 1 endelse begin c := 1/ξ; s := √
1− c2;

Podobnie jak w przypadku odbi¢, nie nale»y jawnie wyzna
za¢ ma
ierzy
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ortogonalnej Q, tylko w razie potrzeby otrzymania ilo
zynu tej ma
ierzyi wektora, odtworzy¢ i zastosowa¢ kolejne obroty. Dokonanie rozkªaduortogonalno-trójk¡tnego za pomo
¡ obrotów jest dro»sze ni» zastosowanie odbi¢(
ho¢ s¡ jej warianty z tzw. obrotami skalowanymi, które maj¡ ten sam koszt 
oodbi
ia). Metoda ta jest wygodna i dlatego jest 
z�sto stosowana do tzw.ma
ierzy rzadki
h, 
zyli taki
h, w który
h wi�kszo±¢ wspóª
zynników jest równa 0.

Zadania i problemy1. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A ∈ Rn,n jest nieosobliwa oraz A = QR, gdzie Q jestma
ierz¡ ortogonaln¡ (QTQ = In), a ma
ierz R jest trójk¡tna górna, to przyzaªo»eniu, »e wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy R s¡ dodatnie, taki rozkªadortogonalno-trójk¡tny jest jednozna
zny.Jakie elementy rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego ma
ierzy prostok¡tnejo dowolnym rz�dzie s¡ jednozna
zne?2. Obli
z koszt ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta (klasy
znej lub mody�kowanej)zastosowanej do ma
ierzy o wymiara
h m× n.3. Opisz wªa±
iwy sposób obli
zania obrazu dowolnego wektora x ∈ Rn w odbi
iu, tj.wektora

(Im− wkβkw
T
k)x,je±li znany jest wektor wk i li
zba βk = 2

wT
k
wk

. Uzasadnij, dla
zego sposób ten jestjedynie sªuszny.4. Sprowad¹ za pomo
¡ odbi¢ Householdera ma
ierze





−1 −9 −4

−1 10 21

1 2 −48

1 −7 54





i





1 3 2

1 −1 3

1 8 1

1 −4 2




do posta
i trójk¡tnej. Konstruuj¡
 wektory normalne hiperpªasz
zyzn odbi
iawybieraj znaki zgodnie z reguª¡ przedstawion¡ na wykªadzie.5. Obli
z wektor y = Qx, gdzie x = [1, 0, 0, 1]T, a ma
ierz Q jest ortogonalnym
zynnikiem rozkªadu ma
ierzy z poprzedniego zadania. Zrób to bez wyzna
zaniawspóª
zynników ma
ierzy Q.6. Udowodnij poprawno±¢ (z punktu widzenia algebry) wzorów w algorytmieStewarta. Sprawd¹, »e li
zba ξ obli
zona tym algorytmem speªnia jedenz warunków |ξ| <

√
2/2, |ξ| = 1 lub |ξ| >

√
2. Przekonaj si�, »e dzi�ki temupod
zas obli
zania 1− ξ2 albo 1− (1/ξ)2 w 
elu odtworzenia li
zb c i s niewyst�puje znoszenie si� argumentów.7. Zaproponuj algorytm obli
zania dªugo±
i wektora, tj. li
zby ‖x2‖2 =

√
xTx,odporny na ile to mo»liwe na nadmiar i niedomiar w arytmety
ezmiennopozy
yjnej.
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8. Sprawd¹, »e poniewa»

[
c −s

s c

][
a

b

]
=

[
ca− sb

sa+ cb

]
,

wi�
 przyjmuj¡


s =
−b√

|a|2+ |b|2
, c =

a√
|a|2+ |b|2

,

otrzymamy sa+ cb = 0 oraz |ca− sb| =
√

|a|2+ |b|2. Mo»emy zatem uogólni¢obroty Givensa tak, aby rozªo»y¢ na 
zynniki unitarny i trójk¡tny dowoln¡ma
ierz zespolon¡.
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Liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów

Rozwa»my ukªad m równa« liniowy
h z n niewiadomymi, Ax = b. Je±li ukªad tenjest sprze
zny, to na tym stwierdzeniu mo»na byªoby poprzesta¢, gdyby nie fakt,»e »y
ie nie zawsze zadowala si� najprostsz¡ poprawn¡ teori¡.

Przypu±¢my, »e mamy znale¹¢ wektor x ∈ Kn (K = R lub K = C), na podstawiedany
h otrzymany
h z pomiarów. Nie
h ka»dy pomiar polega na zmierzeniuwarto±
i pewnego (znanego nam) funk
jonaªu liniowego ϕi, mamy zatem li
zby

bi = ϕi(x), i = 1, . . . ,m. Je±li funk
jonaªy ϕi s¡ liniowo niezale»ne, to, jak wiemy,wystar
zy dokona¢ n pomiarów � otrzymamy w ten sposób ukªad n równa«o jednozna
znym rozwi¡zaniu. Pomiary maj¡ jednak to do siebie, »e i
h wyniki s¡niedokªadne. Aby wyeliminowa¢ skutki bª�dów przypadkowy
h, 
z�sto wykonujesi� wi�
ej ni» n pomiarów (nawet du»o wi�
ej), 
zego rezultatem jest ukªadrówna« liniowy
h o wi�kszej li
zbie równa« ni» niewiadomy
h. Jest przy tymprawdopodobne (zwykle mo»na by¢ tego pewnym), »e ukªad ten jest sprze
zny.

Ch
¡
 uwzgl�dni¢ wszystkie pomiary (bo wynik ka»dego z ni
h jednak niesie jak¡±informa
j� o wektorze x) musimy zrezygnowa¢ z nadziei znalezienia rozwi¡zania(które na ogóª nie istnieje). Zamiast tego mo»emy za»¡da¢, aby wektor x, któryprzyjmiemy za rozwi¡zanie, speªniaª równania z jak najmniejszym bª�dem. Abysªowom �z jak najmniejszym� nada¢ jednozna
zny sens, wprowadzimy poj�
ieresiduum ukªadu równa«.

Def. Nie
h Ax = b b�dzie ukªadem m równa« liniowy
h z niewiadomymwektorem x ∈ Kn. Residuum ukªadu dla ustalonego wektora x̂ ∈ Kn nazywamywektor r = Ax̂ − b.

Def. Nie
h Ax = b b�dzie ukªadem równa« liniowy
h z niewiadomym wektorem x,w ogólno±
i sprze
znym. Liniowym zadaniem najmniejszy
h kwadratów (LZNK)nazywamy zadanie znalezienia wektora x̂ ∈ Kn, takiego »e

∀x∈Kn ‖Ax̂ − b‖2 ≤ ‖Ax − b‖2.Ina
zej mówi¡
, rozwi¡zanie zadania polega na znalezieniu wektora x̂, dla któregodªugo±¢ (norma druga) residuum jest najmniejsza.

Je±li ukªad jest niesprze
zny, to ma 
o najmniej jedno rozwi¡zanie; residuumukªadu dla dowolnego rozwi¡zania jest wektorem zerowym, a wi�
 najkrótszym.Dlatego rozwi¡zanie liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów dla ukªaduniesprze
znego jest �zwykªym� rozwi¡zaniem tego ukªadu.
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Regularne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów

Def. Je±li ma
ierz A ∈ Km,n jest kolumnowo-regularna, to liniowe zadanienajmniejszy
h kwadratów postawione dla ukªadu równa« liniowy
h z t¡ ma
ierz¡nazywa si� regularnym liniowym zadaniem najmniejszy
h kwadratów.

Twierdzenie: Dowolne regularne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów majednozna
zne rozwi¡zanie. Wektor x̂ ∈ Kn jest rozwi¡zaniem tego zadania wtedyi tylko wtedy, gdy wektor residuum ukªadu dla wektora x̂ jest prostopadªy(w sensie ilo
zynu skalarnego 〈x,y〉 = yHx) do podprzestrzeni imA ⊂ Km.Dowód: Nie
h ma
ierz A ukªadu Ax = b b�dzie kolumnowo-regularna. Nie
h yozna
za obraz wektora b w rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« imA. Istniejezatem wektor x̂, taki »e Ax̂ = y. Udowodnimy, »e wektor x̂ jest rozwi¡zaniemrozpatrywanego zadania najmniejszy
h kwadratów i »e nie ma inny
h rozwi¡za«.

Ozna
zmy r̂ = y − b oraz r = Ax − b dla dowolnego x ∈ Kn. Wektor

z = A(x − x̂) = r − r̂ jest elementem podprzestrzeni imA, a zatem wektory z i r̂s¡ prostopadªe. Na podstawie twierdzenia Pitagorasa wnioskujemy, »e

‖r‖22 = ‖r̂‖22+ ‖z‖22,a zatem norma druga residuum ukªadu dla wektora x̂ jest najmniejsza. Poniewa»ma
ierz A jest kolumnowo-regularna, tj. kerA = {0}, wi�
 dla ka»dego wektora

x 6= x̂ wektor z jest ró»ny od 0, 
o ko«
zy dowód jednozna
zno±
i rozwi¡zaniaregularnego LZNK. 2

Warunek podany w twierdzeniu umo»liwia prakty
zne rozwi¡zywanie zadania,które dzi�ki niemu mo»na sprowadzi¢ do sko«
zonego obli
zenia. Zauwa»my, »ewektor residuum dla poszukiwanego rozwi¡zania ma by¢ prostopadªy dopodprzestrzeni imA. Aby tak byªo, wystar
zy by wektor ten byª prostopadªy dowszystki
h elementów dowolnej bazy tej przestrzeni. Mamy odpowiedni¡ baz�,skªada si� ona z kolumn ma
ierzy A. Je±li wi�
 A = [a1, . . . ,an], to musz¡ by¢speªnione równania

aHi (Ax̂ − b) = 0, i = 1, . . . , n.Mo»emy je zapisa¢ wszystkie naraz, jednym wzorem, który po prosty
hprzeksztaª
enia
h wygl¡da tak:

AHAx̂ = AHb.

Wyprowadzony wy»ej ukªad równa« liniowy
h, którego rozwi¡zanie jestrozwi¡zaniem RLZNK, ma ma
ierz o wymiara
h n×n, która jest ma
ierz¡ Grama
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bazy przestrzeni imA zªo»onej z kolumn ma
ierzy A. Ma
ierz ta jest dodatniookre±lona, a zatem nieosobliwa. Powy»szy ukªad równa« nosi nazw�ukªadu równa« normalny
h. Ukªadanie i rozwi¡zywanie równa« normalny
h, 
zylitzw. algorytm równa« normalny
h, jest najprostsz¡ metod¡ (tak»e numery
zn¡)rozwi¡zywania RLZNK.

Regularne LZNK i aproksyma
ja ±redniokwadratowa

Nie
h V ozna
za dowoln¡ przestrze« euklidesow¡ lub unitarn¡ i nie
h U ozna
zajej sko«
zenie wymiarow¡ podprzestrze«. Nie
h b ozna
za dowolny elementprzestrzeni V . Zadanie aproksyma
ji ±redniokwadratowej polega na znalezieniuelementu y podprzestrzeni U, takiego »e odlegªo±¢ wektorów y i b, 
zyli li
zba

‖y − b‖2 =
√
〈y − b,y − b〉, jest najmniejsza.

Je±li przyjmiemy V = Km, to ªatwo mo»emy zauwa»y¢, »e zadanie aproksyma
ji±redniokwadratowej jest równowa»ne liniowemu zadaniu najmniejszy
hkwadratów. Podprzestrze« U jest w tym przypadku rozpi�ta przez kolumnyma
ierzy A. Wektor y, który jest elementem podprzestrzeni U poªo»onymnajbli»ej wektora b, jest kombina
j¡ liniow¡ kolumn ma
ierzy A,o wspóª
zynnika
h, które s¡ kolejnymi wspóªrz�dnymi wektora x̂. Je±li wi�
liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów jest regularne, to jego rozwi¡zaniem jestwektor x̂, który skªada si� ze wspóª
zynników wektora y � optymalnegoprzybli»enia wektora b w podprzestrzeni U � w bazie zªo»onej z kolumnma
ierzy A.
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Powtarzaj¡
 prawie dosªowniedowód twierdzenia o rozwi¡zaniu RLZNK,mo»emy uogólni¢ je na przypadek zadaniaaproksyma
ji ±redniokwadratowej. Ogólnie,je±li wektor y jest optymalnym przybli»eniemw podprzestrzeni U wektora b, to wektor y − bjest prostopadªy do U, albo równowa»nie, wektor

y jest obrazem wektora b w rzu
ie prostopadªymna podprzestrze« U. Zatem, je±li ma
ierz

A reprezentuje baz� podprzestrzeni U, to napodstawie wzoru opisuj¡
ego rzut prostopadªy, mamy

y = A(AH ·A)−1AHb.Porównajmy to ze wzorem opisuj¡
ym rozwi¡zanie RLZNK:
x̂ = (AHA)−1AHb.
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O
zywi±
ie, optymalne przybli»enie y wektora prawej strony b przez elementpodprzestrzeni imA, jest równe Ax̂.

Jesz
ze jedno: ma
ierz A(AHA)−1AH jest ma
ierz¡ rzutu prostopadªegoprzestrzeni Km na podprzestrze« imA. Ponadto, rz¡d ma
ierzy (AHA)−1AH jestrówny rz�dowi ma
ierzy A (który jest równy li
zbie jej kolumn) i mamy te»
(AHA)−1AHA = In. St¡d wynika, »e ma
ierz (AHA)−1AH jest pseudoodwrotno±
i¡ma
ierzy kolumnowo-regularnej A:

A+ = (AHA)−1AH.Rozwi¡zanie regularnego liniowego zadania najmniejszy
h kwadratówpostawionego dla ukªadu równa« liniowy
h Ax = b wyra»a si� wi�
 wzorem

x̂ = A+b.

Uwaga: Wzór ten ma takie samo zna
zenie w obli
zenia
h numery
zny
h, jak wzór

x = A−1b opisuj¡
y rozwi¡zanie ukªadu równa« Ax = b z ma
ierz¡ nieosobliw¡ A,to zna
zy »adne z wyj¡tkiem sz
zególny
h zada«, dla który
h znalezienie ma
ierzy

A+ (odpowiednio A−1) jest bardzo ªatwe.

Nieregularne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów

Je±li ma
ierz A nie jest kolumnowo-regularna, to liniowe zadanie najmniejszy
hkwadratów dla ukªadu równa« Ax = b ma niejednozna
zne rozwi¡zanie.Dokªadniej, je±li norma residuum ukªadu dla pewnego wektora x̂ przyjmujeminimaln¡ warto±¢, to rozwi¡zaniem tego zadania, które okre±lamy mianemnieregularnego liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów (NLZNK), jest tak»ewektor x̂ + z dla ka»dego wektora z ∈ kerA.

Je±li wi�
 wektor x̂ jest rozwi¡zaniem NLZNK dla ukªadu Ax = b, to zbiórrozwi¡za« jest warstw¡ x̂ + kerA przestrzeni Kn. Przestrze« kerA mo»emyreprezentowa¢ za pomo
¡ jej bazy � zadanie znalezienia bazy j¡dra ma
ierzynau
zyli±my si� rozwi¡zywa¢ w pierwszym semestrze. Pozostaje problemznalezienia dowolnego rozwi¡zania NLZNK, 
zyli reprezentanta warstwy, którajest zbiorem wszystki
h rozwi¡za«.

Twierdzenie: Najkrótszym (tj. o najmniejszej normie drugiej) rozwi¡zaniemnieregularnego liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów postawionego dlaukªadu równa« Ax = b jest wektor x̂ = A+b.
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Dowód: Nale»y dowie±¢, »e wektor x̂ jest rozwi¡zaniem NLZNK i »e jest torozwi¡zanie najkrótsze. Dowód pierwszego z ty
h faktów jest taki sam jak dowódtwierdzenia dla zada« regularny
h. Wektor Ax̂ = AA+b jest, zgodnie z w
ze±niejpodan¡ de�ni
j¡ ma
ierzy pseudoodwrotnej do A, obrazem wektora b w rzu
ie napodprzestrze« imA, zatem residuum ukªadu, Ax̂ − b, jest wektorem prostopadªymdo imA i (jak dowiedli±my) dla »adnego innego wektora x nie mo»e by¢ krótsze.

Aby dowie±¢, »e wektor x̂ jest najkrótszym rozwi¡zaniem NLZNK, wystar
zyzauwa»y¢, »e wektor ten jest prostopadªy do podprzestrzeni kerA (
o wynikaz tego, »e podprzestrze« imA+ jest prostopadªa do kerA). Dlatego ka»de innerozwi¡zanie, x = x̂ + z, gdzie z ∈ kerA, jest dªu»sze:

‖x‖22 = ‖x̂‖22+ ‖z‖22.

2

Nieregularne liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów s¡ na ogóª trudne donumery
znego rozwi¡zywania. Na podstawie wzoru opisuj¡
ego rozwi¡zanie(za pomo
¡ pseudoodwrotno±
i ma
ierzy A) mo»na opra
owa¢ prakty
znealgorytmy; podobnie jak algorytmy rozwi¡zywania ukªadów z ma
ierz¡nieosobliw¡, nie polegaj¡ one na znajdywaniu pseudoodwrotno±
i.

Istotny problem le»y w uwarunkowaniu numery
znym taki
h zada«. Dowolniemaªe zaburzenie ma
ierzy niepeªnego rz�du mo»e rz¡d ten zmieni¢, 
o powodujeogromn¡ zmian� ma
ierzy pseudoodwrotnej (i to im mniejsze zaburzenie, tymzmiana ma
ierzy pseudoodwrotnej jest wi�ksza � je±li ε→ 0, to 1/ε→∞).Trudno±¢ polega wi�
 na takim wykonywaniu obli
ze« z bª�dami zaokr¡gle«, abynie spowodowaªy one zmiany rz�du ma
ierzy; dodatkowo nale»y nieraz rz¡d tenokre±li¢ na podstawie ob
i¡»ony
h bª�dami zaokr¡gle« wspóª
zynnikówprzeksztaª
anej ma
ierzy. Nie b�dzie w tym wykªadzie opisu metodrozwi¡zywania zada« nieregularny
h (w razie potrzeby prosz� zagl¡da¢ doksi¡»ek), ale niniejsze ostrze»enie, »e maj¡
 do 
zynienia z takim zadaniem trzebaza
howa¢ ostro»no±¢, jest niezb�dne.

Dualne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów

Je±li ma
ierz A ukªadu równa« Ax = b jest wierszowo-regularna (
o mo»enast¡pi¢ wtedy gdy li
zba równa«, m, nie jest wi�ksza ni» li
zbaniewiadomy
h, n), ukªad jest niesprze
zny i wtedy ka»de rozwi¡zanieodpowiedniego LZNK jest rozwi¡zaniem tego ukªadu. Maj¡
 taki nieokre±lonyukªad równa« liniowy
h mo»emy postawi¢
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dualne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów (DLZNK), które polega naznalezieniu rozwi¡zania najkrótszego. Mo»na te» uogólni¢ zadanie w ten sposób,»e dla ustalonego (nie b�d¡
ego rozwi¡zaniem) wektora x0 ∈ Kn za»¡da¢znalezienia takiego rozwi¡zania x̂ ukªadu, aby li
zba ‖x0− x̂‖2 byªa najmniejsza.

Wektor x̂ jest rozwi¡zaniem DLZNK wtedy, gdy jest prostopadªy dopodprzestrzeni kerA, 
zyli gdy nale»y do podprzestrzeni imAH (dowód na¢wi
zenia
h). Dlatego istnieje wektor y ∈ Km, taki »e x̂ = AHy, sk¡dotrzymujemy dualny ukªad równa« normalny
h:
AAHy = b.Mo»emy ten ukªad rozwi¡za¢ (ma
ierz AAH jest dodatnio okre±lona, 
zylinieosobliwa), a nast�pnie obli
zy¢ wektor x̂.

Zauwa»my, »e na podstawie dualnego ukªadu równa« normalny
h mo»emyotrzyma¢ wzór na pseudoodwrotno±¢ ma
ierzy wierszowo-regularnej:

A+ = AH(AAH)−1.Poniewa» maªe zaburzenia ma
ierzy wierszowo-regularnej nie mog¡ zmieni¢ jejrz�du, wi�
 zadanie dualne w zasadzie mo»na dosy¢ bezpie
znie rozwi¡zywa¢przez rozwi¡zywanie dualnego ukªadu równa« normalny
h (ale istniej¡ te» innemetody numery
zne).

Zadania i problemy1. Przypu±¢my, »e pewne zjawisko jest opisane za pomo
¡ funk
ji f(x) = ax+ b.Mo»emy dla ustalony
h li
zb x mierzy¢ warto±
i f(x). Zadanie polega naznalezieniu wspóª
zynników a i b na podstawie taki
h pomiarów. Przypu±¢myzatem, »e zmierzyli±my

f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 2.Warto±
i otrzymane z pomiarów s¡ ob
i¡»one bª�dami. Obli
z wspóª
zynniki

a i b, takie »e li
zba

3∑

x=0

(
ax+ b− f(x)

)2

jest najmniejsza. W tym 
elu utwórz i rozwi¡» ukªad równa« normalny
h.Nast�pnie narysuj wykres funk
ji f.
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2. Dane s¡ dwa ukªady równa« liniowy
h:





1 0

1 1

1 2

1 3





[
a

b

]
=





1

2

1

2





oraz





2 0

2 2

1 2

1 3





[
a

b

]
=





2

4

1

2




.

Drugi ukªad zostaª otrzymany z pierwszego przez pomno»enie pierwszy
h dwó
hrówna« przez 2. Czy rozwi¡zania liniowy
h zada« najmniejszy
h kwadratów dlaobu ty
h ukªadów s¡ takie same i dla
zego nie s¡?Zinterpretuj ró»ni
� mi�dzy rozwi¡zaniami powy»szy
h ukªadów na wykresa
hfunk
ji f(x) = ax+ b, które odpowiadaj¡ tym rozwi¡zaniom.3. Na podstawie de�ni
ji ma
ierzy pseudoodwrotnej (strona 18.1) udowodnij, »e dladowolnej ma
ierzy A speªnione s¡ równo±
i

AA+A = A i A+AA+ = A+

(w tym 
elu przedstaw dowolny wektor x w posta
i sumy wektorów z ∈ kerAi y ⊥ z).4. Udowodnij, »e ma
ierze AA+ oraz A+A s¡ hermitowskie (wystar
zy powoªa¢ si�na w
ze±niejsze zadanie, które polegaªo na udowodnieniu, »e ma
ierze rzutówprostopadªy
h s¡ hermitowskie).5. (trudniejsze). Na podstawie de�ni
ji ma
ierzy pseudoodwrotnej udowodnij, »eje±li C = AB, to C+ = B+A+.Wskazówka: Rozpatruj¡
 ma
ierz C+C we¹ dowolny wektor x i rozªó» go na sum�wektorów y i z taki
h jak w zadaniu 3. Obraz wektora x w przeksztaª
eniu,którego ma
ierz¡ jest B przedstaw w posta
i sumy wektorów, z który
h jedennale»y do kerA, a drugi jest do niego prostopadªy. Nast�pnie zbadajprze
iwobrazy ty
h wektorów w podprzestrzeni prostopadªej do kerB.6. Nie
h x0 ∈ Kn. Udowodnij, »e rozwi¡zanie ukªadu równa« liniowy
h Ax = bz ma
ierz¡ A ∈ Km,n, gdzie rankA = m ≤ n, takie »e li
zba ‖x − x0‖2 jestnajmniejsza, mo»na otrzyma¢ rozwi¡zuj¡
 kolejno ukªad równa« liniowy
h

AAHy = b −Ax0,a nast�pnie obli
zaj¡
 wektor x = x0+AHy.7. Dowoln¡ ma
ierz A ∈ Rm,n rz�du r mo»na przedstawi¢ w posta
i ilo
zynu
A = UBVT, takiego »e ma
ierze U ∈ Rm,m i V ∈ Rn,n s¡ ortogonalne, za± ma
ierz
B ma posta¢ blokow¡

B =

[
B11 0

0 0

]
,
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z blokiem B11 ∈ Rr,r, który jest ma
ierz¡ nieosobliw¡ (rozkªad ten o
zywi±
ie niejest jednozna
zny; je±li nie jeste± pewien, »e rozkªad taki istnieje, udowodnij toprzez wskazanie sposobu znalezienia go). Udowodnij, »e A+ = VB+UT, gdziema
ierz B+ ∈ Rn,m ma posta¢ blokow¡

B+ =

[
B−1
11 0

0 0

]
.

8. Wyzna
z (na podstawie wzorów podany
h na wykªadzie) pseudoodwrotno±
ima
ierzy

[
1 2 −2 0

0 −2 2 1

] oraz





1 1

1 −1

−1 −1

−1 1




.

Rozwi¡zuj¡
 liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów nie wyzna
zajpseudoodwrotno±
i ma
ierzy, 
hyba, »e masz dobre usprawiedliwienie.9. Znajd¹ najkrótsze rozwi¡zanie ukªadu równa«

{
x+ 2y− 2z = 1,

2x+ y+ 2z = 2,przez rozwi¡zanie dualnego ukªadu równa« normalny
h.10. Udowodnij, »e ukªad równa« normalny
h AHAx = AHb jest zawsze niesprze
zny,nawet je±li ma
ierz A nie jest kolumnowo-regularna (przez 
o ma
ierz AHA jestosobliwa).
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Liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów, 
.d.

Zastosowanie rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego

Rozwa»my regularne liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu równa«

Ax = b.Jak wiemy, jego jedyne rozwi¡zanie speªnia ukªad równa« normalny
h

AHAx = AHb.Ma
ierz kolumnowo-regularn¡ A ∈ Km,n mo»na przedstawi¢ w posta
i ilo
zynuma
ierzy Q1 ∈ Km,n o kolumna
h wzajemnie prostopadªy
h o dªugo±
i 1i nieosobliwej ma
ierzy trójk¡tnej górnej R1 ∈ Kn,n. Podstawmy to do ukªadurówna« normalny
h:

RH1Q
H
1Q1R1x = RH1Q

H
1b.Mamy QH1Q1 = In; po pomno»eniu obu stron przez R−H

1 (odwrotno±¢ ma
ierzyhermitowsko sprz�»onej z R1, je±li kto± zapomniaª, 
o ozna
za ten symbol),otrzymujemy ukªad równa« liniowy
h

R1x = QH1b,który ma tylko jedno rozwi¡zanie, b�d¡
e rozwi¡zaniem wyj±
iowego regularnegoLZNK.
Powy»sze przeksztaª
enie le»y u podstaw algorytmu rozwi¡zywania RLZNK, któryjest alternatyw¡ dla algorytmu równa« normalny
h. Aby zastosowa¢ rozkªadortogonalno-trójk¡tny do rozwi¡zania zadania, nale»y kolejno1. znale¹¢ 
zynniki Q1 i R1 rozkªadu ma
ierzy A, np. za pomo
¡ pro
eduryortonormaliza
ji Grama-S
hmidta,2. obli
zy¢ wektor y = QH1b,3. rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowy
h R1x = y.

Zamiast rozkªadu na 
zynniki Q1 i R1, takie »e ma
ierz Q1 ma wymiary ma
ierzy
A, mo»emy równie» u»y¢ rozkªadu ma
ierzy A na 
zynniki Q ∈ Km,m i R ∈ Km,n,z który
h Q jest ma
ierz¡ ortogonaln¡, za± R � prostok¡tn¡ trójk¡tn¡ górn¡.Ma
ierze te maj¡ nast�puj¡
¡ struktur� blokow¡:

Q =
[
Q1 Q2

]
, R =

[
R1

0

]
,

w której bloki Q1 i R1 s¡ (z dokªadno±
i¡ do znaków wierszy i kolumn) takie samejak ma
ierze otrzymane za pomo
¡ ortonormaliza
ji. Taki rozkªad otrzymamy

20.2

stosuj¡
 odbi
ia Householdera lub obroty Givensa, przy 
zym ma
ierz Qotrzymamy w posta
i 
i¡gu odbi¢ albo obrotów, które kolejno trzeba wykona¢(i tylko z takiej reprezenta
ji korzystamy w obli
zenia
h numery
zny
h).

Przyjrzyjmy si� przeksztaª
eniom ukªadu równa«, które wykonujemy w tympodej±
iu. Je±li podstawimy A = QR do ukªadu równa« normalny
hi skorzystamy z równo±
i QHQ = Im, to b�dziemy mieli
RHRx = RHQHb, 
zyli [

RH1 0
] [

R1

0

]
x =

[
RH1 0

] [
QH1b

QH2b

]
.

Obie strony tej równo±
i pomnó»my przez ma
ierz (RH)+. Poniewa» ma
ierz RHjest wierszowo-regularna, wi�
 (RH)+RH =
[
In 0
0 0

], a zatem otrzymamy ukªadrówna« Rx = QHb, w którym wyró»ni¢ mo»emy dwa podukªady:

{
R1x = QH1b,

0x = QH2b.Od razu zauwa»amy, »e ukªad ten jest sprze
zny wtedy i tylko wtedy, gdy

QH2b 6= 0.
Ukªad równa« Rx = QHb mo»emy otrzyma¢ z ukªadu Ax = b mno»¡
 jego stronyprzez ma
ierz QH. Przeksztaª
enie, które reprezentuje ta ma
ierz, jest izometri¡.Izometrie za
howuj¡ dªugo±¢ (tj. norm� drug¡) ka»dego wektora. Je±li wi�
 wektor

r = Ax − b jest residuum ukªadu dla pewnego wektora x, to wektor

QHr = QH(Ax − b) = Rx −QHb, który jest residuum ukªadu Rx = QHb dla tegosamego x, ma t� sam¡ dªugo±¢ 
o r. �atwo jest teraz zauwa»y¢, »e najkrótszeresiduum ukªadu mo»emy otrzyma¢ przyjmuj¡
 wektor x, b�d¡
y rozwi¡zaniemukªadu R1x = b. Najkrótsze osi¡galne residuum ukªadu Ax = b ma wi�
 dªugo±¢równ¡ ‖QH2b‖2.

W ten sposób uzasadnili±my mo»liwo±¢ zastosowania do rozwi¡zania LZNKrozkªadu ma
ierzy A na ma
ierz ortogonaln¡ Q i prostok¡tn¡ trójk¡tn¡ górn¡ R.Algorytm korzystaj¡
y z odbi¢ Householdera jest nast�puj¡
y:1. Wykonaj n odbi¢ tak, aby ma
ierz A zostaªa przeksztaª
ona na ma
ierz trójk¡tn¡górn¡ R. Jedno
ze±nie z kolumnami ma
ierzy przeksztaª
aj wektor prawej strony(wynikiem tego obli
zenia jest wektor QHb).2. Odrzu¢ ostatnie m− n wierszy ma
ierzy R (skªadaj¡ si� one z samy
h zer) i tyle»wspóªrz�dny
h przeksztaª
onego wektora prawej strony. Rozwi¡» ukªadpozostaªy
h n równa« z n niewiadomymi, 
o da rozwi¡zanie LZNK.3. Norma residuum dla otrzymanego rozwi¡zania jest równa normie drugiej wektoraodrzu
ony
h m− n wspóªrz�dny
h przeksztaª
onego wektora prawej strony.
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Dobór metody rozwi¡zywania

Spo±ród przedstawiony
h metod rozwi¡zywania regularny
h liniowy
h zada«najmniejszy
h kwadratów najmniej dziaªa« zabiera utworzenie i rozwi¡zanie(np. metod¡ Choleskiego, o której tu nie byªo mowy � to jest metoda rozkªadaniama
ierzy hermitowskiej dodatnio okre±lonej A na 
zynniki trójk¡tne: A = LLH,dwukrotnie ta«sza od elimina
ji Gaussa) ukªadu równa« normalny
h. Pozostaªealgorytmy, uporz¡dkowane w kolejno±
i rosn¡
ego kosztu, to algorytm odbi¢Householdera, algorytm Givensa i algorytm mody�kowany ortogonaliza
jiGrama-S
hmidta (koszty wszystki
h ty
h algorytmów s¡ rz�du n2m opera
ji, takwi�
 ró»ni¡ si� tylko o 
zynnik staªy).

Gdyby uporz¡dkowa¢ te same algorytmy w kolejno±
i od najdokªadniejszego donajmniej dokªadnego (w realiza
ji z arytmetyk¡ zmiennopozy
yjn¡), to okazaªo bysi�, »e kolejno±¢ ta jest odwrotna. Algorytm równa« normalny
h mo»nabezpie
znie stosowa¢ wtedy, gdy ukªad równa« Ax = b jest silnie sprze
zny, tj.gdy odlegªo±¢ wektora b od podprzestrzeni imA (
zyli najmniejsza osi¡galnadªugo±¢ residuum) jest du»a, a jedno
ze±nie norma druga rozwi¡zania LZNK jestmaªa. Dla taki
h zada« algorytm równa« normalny
h jest numery
znie stabilny.W prze
iwnym razie (tj. je±li ukªad jest �prawie niesprze
zny�) wynik otrzymanyza pomo
¡ tego algorytmu mo»e by¢ bardzo niedokªadny.

Przy
zyna, dla której algorytm równa« normalny
h jest gorszy (je±li 
hodzio dokªadno±¢) od algorytmów wykorzystuj¡
y
h rozkªad ortogonalno-trójk¡tnyjest taka: wska¹nik uwarunkowania RLZNK, tj. maksymalny 
zynnik, z jakimzaburzenia wzgl�dne dany
h (ma
ierzy A i wektora b) mog¡ przenie±¢ si� nawynik, ro±nie ze wzrostem li
zby 
ondA = ‖A‖2‖A+‖2 (tzw. spektralnegowska¹nika uwarunkowania, który jest wska¹nikiem uwarunkowania zadaniaortogonaliza
ji kolumn ma
ierzy A i dla ma
ierzy niezerowej zawsze jest wi�kszylub równy 1); zale»no±¢ jest nieliniowa (wzorów nie podaj�, kto b�dziepotrzebowaª, ten je znajdzie). Wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy AHA ukªadurówna« normalny
h jest równy (
ondA)2, a wi�
 mo»e by¢ zna
znie wi�kszy.Dlatego ukªad równa« normalny
h mo»e by¢ zna
znie gorzej uwarunkowany ni»wyj±
iowe zadanie. Tym
zasem pomno»enie ma
ierzy A przez ma
ierz ortogonaln¡nie zmienia jej spektralnego wska¹nika uwarunkowania, a zatem go nie powi�ksza.

Algorytmy korzystaj¡
e z rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego s¡ numery
zniepoprawne (
ho¢ maj¡ ró»ne staªe kumula
ji). Z uwagi na prostot�, stosunkowoniski koszt i zwykle dostate
znie dobr¡ dokªadno±¢, godn¡ pole
enia i naj
z�±
iejstosowan¡ metod¡ jest metoda odbi¢ Householdera.

20.4

Zadania i problemy1. Obli
z i porównaj koszty algorytmu równa« normalny
h, mody�kowanegoalgorytmu ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta i metody odbi¢ Householdera, dlaukªadów o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h, z ma
ierz¡ m× n.2. Nie
h A ∈ Rm,n dla m < n. Zaproponuj sposób wyzna
zenia rozkªadu ma
ierzy Ana 
zynniki LQ, takie »e ma
ierz L ∈ Rm,n jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡,a ma
ierz Q ∈ Rn,n jest ortogonalna.Poka», jak mo»na zastosowa¢ taki rozkªad ma
ierzy do rozwi¡zania dualnegoliniowego zadania najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu równa« liniowy
hz ma
ierz¡ A.3. Nie
h

A =




1 1

a 0

0 a



 , b =




1

1

1



 .

Porównaj na przykªadzie liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu

Ax = b algorytm równa« normalny
h i metod� ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta:- uªó» ukªad równa« normalny
h i rozwi¡» go,- powtórz ten algorytm przyjmuj¡
, »e |a| <
√
2−t (t jest li
zb¡ bitów mantysy),- stosuj¡
 podobne zaªo»enie dokonaj ortonormaliza
ji kolumn w 
elu otrzymaniaodpowiednio zaburzony
h 
zynników Q1 i R1 ma
ierzy A.- porównaj otrzymane rozwi¡zania i wektory residualne.4. (zadanie jest 
iut trudniejsze, ale stanowi ono pi�kne podsumowanie wykªaduz przestrzeni a�ni
zny
h i zada« najmniejszy
h kwadratów)Nie
h p ozna
za punkt rze
zywistej trójwymiarowej przestrzeni a�ni
znej, a v �ró»ny od 0 wektor swobodny. Nie
h L ozna
za prost¡ o kierunku wektora vprze
hodz¡
¡ przez punkt p. Nie
h p1, . . . ,pk b�d¡ punktami, w który
humiesz
zone s¡ odwa»niki o dodatni
h masa
h, odpowiednio m1, . . . ,mk.Def. Momentem bezwªadno±
i wzgl�dem prostej L tego ukªadu odwa»nikównazywamy li
zb�

IL =

k∑

i=1

mir
2
i ,gdzie ri ozna
za odlegªo±¢ punktu pi od prostej L.(Energia kinety
zna odwa»ników w ru
hu obrotowym wokóª osi L jest równa

1
2
ILω

2, gdzie ω jest pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ru
hu.)Udowodnij, »e dla dowolnego ustalonego wektora v moment bezwªadno±
i jestnajmniejszy wtedy, gdy prosta L prze
hodzi przez ±rodek 
i�»ko±
irozpatrywanego ukªadu odwa»ników.
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Rozwi¡zanie: Zbadamy ukªad 2k równa« liniowy
h (z niewiadomym punktem p):√
mi〈p − pi,x〉 = 0 i √mi〈p − pi,y〉 = 0 dla i = 1, . . . , k, gdzie x i y s¡wektorami jednostkowymi prostopadªymi do wektora v i do siebie nawzajem.Para taki
h równa« dla ustalonego i wyra»a fakt, »e punkt pi le»y na prostej L.Mamy zatem ukªad






√
m1x

Tp =
√
m1x

Tp1,√
m1y

Tp =
√
m1y

Tp1,

. . . . . .√
mkx

Tp =
√
mkx

Tpk,√
mky

Tp =
√
mky

Tpk.Poszukiwany wektor p ∈ R3 wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h punktu p skªada si�z trze
h wspóªrz�dny
h, pod
zas gdy ma
ierz powy»szego ukªadu równa« marz¡d 2. Liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów dla tego ukªadu jest wi�
nieregularne.Dla ustalonego p kwadrat normy residuum jest równy

k∑

i=1

mi
(
xT(p − pi)

)2
+

k∑

i=1

mi
(
yT(p − pi)

)2
=

k∑

i=1

mi(p − pi)
T(xxT + yyT)(p − pi).Wektory x i y stanowi¡ baz� ortonormaln¡ podprzestrzeni prostopadªej dowektora v, a zatem wyra»enie xxT + yyT opisuje ma
ierz rzutu prostopadªego nat� podprzestrze«. i-ty skªadnik sumy jest wi�
 równy mir2i , gdzie ri jest dªugo±
i¡obrazu wektora p − pi w rzu
ie na podprzestrze« lin{x,y}, 
zyli odlegªo±
i¡punktu pi od prostej L. Kwadrat normy residuum ukªadu jest naszym momentembezwªadno±
i.Aby wykona¢ pole
enie w zadaniu, wystar
zy teraz utworzy¢ ukªad równa«normalny
h i przekona¢ si�, »e punkt p, który jest ±rodkiem 
i�»ko±
i naszegoukªadu odwa»ników, speªnia ten ukªad. Ukªad równa« normalny
h jest taki(stosujemy zapis blokowy ma
ierzy dopóki si� da, 
zyli do ko«
a):

k∑

i=1

mi(xxT + yyT)p =

k∑

i=1

mi(xxT + yyT)pi, 
zyli

(xxT + yyT)

k∑

i=1

mip = (xxT + yyT)

k∑

i=1

mipi.

Punkt p =
∑k

i=1
mi∑k
j=1mj

pi, 
zyli ±rodek 
i�»ko±
i odwa»ników speªnia ten ukªadw sposób o
zywisty. Poniewa» zadanie jest nieregularne, wi�
 istniej¡ tak»e innerozwi¡zania (jakie?).
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Algebrai
zne zagadnienie wªasne

Nie
h A ∈ Kn,n, gdzie K ozna
za 
iaªo li
zb rze
zywisty
h lub zespolony
h.Ma
ierz A reprezentuje pewne przeksztaª
enie liniowe f przestrzeni Kn w Kn,okre±lone wzorem f(x) = Ax.

Def. Wektor wªasny ma
ierzy A jest to taki wektor x 6= 0, dla którego istniejeli
zba λ speªniaj¡
a równanie

Ax = λx.Li
zba λ nazywa si� warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, za± par� zªo»on¡ z li
zbyi wektora speªniaj¡
y
h powy»sze równanie nazywamy par¡ wªasn¡.Algebrai
zne zagadnienie wªasne jest to zadanie polegaj¡
e na znalezieniu jednej,kilku lub wszystki
h par wªasny
h danej ma
ierzy A.

Intui
yjnie mo»emy zinterpretowa¢ wektor wªasny jako taki wektor, któregopomno»enie przez ma
ierz A daje ten sam wynik 
o pomno»enie go przez li
zb�(wªa±nie warto±¢ wªasn¡). Obraz takiego wektora w przeksztaª
eniu opisanymprzez ma
ierz A ma ten sam kierunek, natomiast mo»e mie¢ inn¡ dªugo±¢ lubzwrot.
Przykªad z »y
ia

@@
@@
@@

��BB��BB��BB m1 ��BB��BB��BB m2

- -
x1 x2

k1 k2

Rozwa»my ukªad zªo»ony z dwó
h(mo»e te» by¢ i
h wi�
ej) 
i�»arków poª¡
zony
hze sob¡ i z nieru
homym podªo»em spr�»ynkami.Je±li 
i�»arki potr¡
imy, to b�d¡ one drga¢, przy
zym drgania, które s¡ skutkiem tylko po
z¡tkowegowytr¡
enia z poªo»enia równowagi (takimi si� terazzajmiemy) s¡ nazywane drganiami wªasnymi ukªadu.

Ci�»arki maj¡ masy odpowiednio m1 i m2; i
h od
hylenia od poªo»e« równowagiozna
zymy symbolami x1 i x2. Ka»da ze spr�»ynek dziaªa z siª¡ propor
jonaln¡ dojej odksztaª
enia, przy 
zym wspóª
zynniki propor
jonalno±
i ozna
zymyodpowiednio k1 i k2.

Na pierwszy 
i�»arek dziaªa siªa −k1x1+ k2(x2− x1) = −(k1+ k2)x1+ k2x2 (uwagana zwrot; siªa jest dodatnia je±li ma ten sam zwrot 
o dodatnie przemiesz
zenie).Na drugi 
i�»arek dziaªa siªa k2(x1− x2). Ka»da z ty
h siª jest równowa»ona przezbezwªadno±¢ 
i�»arka propor
jonaln¡ do jego masy, zatem ru
h 
i�»arków jest

21.2

opisany przez taki ukªad równa« ró»ni
zkowy
h:

m1
..
x1 = − (k1+ k2)x1+ k2x2,

m2
..
x2 = k2x1− k2x2(ka»da kropka ozna
za tu jednokrotne ró»ni
zkowanie wzgl�dem 
zasu). Mo»emyto zapisa¢ w posta
i ma
ierzowej:

[
−(k1+ k2) k2

k2 −k2

][
x1

x2

]
=

[
m1
..
x1

m2
..
x2

]
.

Mo»na (
o jest bardzo wa»ne w analizie tego zadania i 
o b�dziemy 
zyni¢w przyszªo±
i) przeksztaª
i¢ ten ukªad tak, aby utrzyma¢ symetri� ma
ierzyz prawej strony, ale 
hwilowo pójdziemy na skróty i dostaniemy

[
−(k1+ k2)/m1 k2/m1

k2/m2 −k2/m2

][
x1

x2

]
=

[ ..
x1
..
x2

]
.

Przypu±¢my, »e x1(t) = a1 sinωt oraz x2(t) = a2 sinωt. Wtedy

..
x1(t) = −a1ω

2 sinωt oraz ..x2(t) = −a2ω
2 sinωt. Po podstawieniu i podzieleniuprzez − sinωt dostaniemy równanie

[
(k1+ k2)/m1 −k2/m1

−k2/m2 k2/m2

] [
a1

a2

]
= ω2

[
a1

a2

]
,


zyli algebrai
zne zagadnienie wªasne z ma
ierz¡ 2× 2. Wektor wªasnywyst�puj¡
ej w nim ma
ierzy opisuje amplitudy a1 i a2 drga« wªasny
h, za±odpowiadaj¡
a mu warto±¢ wªasna jest kwadratem pr�dko±
i fazowej ω.Mo»na dowie±¢ (i jesz
ze to dla wprawy u
zynimy), »e w zagadnienia
h wªasny
hutworzony
h dla ukªadów 
i�»arków podobny
h do rozpatrywanego wy»ejwszystkie warto±
i wªasne s¡ rze
zywiste i dodatnie, a wi�
 hipoteza, »e drganiamog¡ by¢ opisane za pomo
¡ sinusoidy, znajduje potwierdzenie.

Dalszy 
i¡g teorii

Twierdzenie: Wektory wªasne przynale»ne do ró»ny
h warto±
i wªasny
h s¡liniowo niezale»ne.Dowód: Nie
h λ1, . . . , λk b�d¡ ró»nymi warto±
iami wªasnymi ma
ierzy A i nie
hwektory x1, . . . ,xk b�d¡ odpowiadaj¡
ymi im wektorami wªasnymi. Wektor x1jest ró»ny od 0, a zatem zbiór jednoelementowy, który zawiera ten wektor, jestliniowo niezale»ny. Dalej stosujemy induk
j�; zaªó»my, »e dla pewnego l < kwektory x1, . . . ,xl−1 s¡ liniowo niezale»ne. Przypu±¢my teraz, »e zbiór {x1, . . . ,xl}
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jest liniowo zale»ny, a zatem na mo
y zaªo»enia induk
yjnego wektor xl mo»emyprzedstawi¢ w posta
i kombina
ji liniowej wektorów x1, . . . ,xl−1. Zatem,

xl =

l−1∑

i=1

aixi.

Obli
zmy

0 = λlxl− λlxl = λlxl−Axl =

l−1∑

i=1

aiλlxi−A

l−1∑

i=1

aixi =

l−1∑

i=1

ai(λl− λi)xi.

Poniewa» nie wszystkie li
zby ai s¡ równe 0 i wszystkie ró»ni
e λl− λi s¡ ró»ne od

0, wi�
 dowiedli±my zaprze
zenia zaªo»enia induk
yjnego, 
o ko«
zy dowód. 2

Sprawd¹my, »e dowolna ma
ierz rze
zywista lub zespolona ma (w ogólno±
izespolone) pary wªasne. W tym 
elu równanie podane w de�ni
ji zagadnieniawªasnego mo»emy przepisa¢ w posta
i

(A− λIn)x = 0.Równanie to mo»e by¢ speªnione przez niezerowy wektor x wtedy, gdy ma
ierz

A− λIn jest osobliwa. Wyzna
znik tej ma
ierzy musi zatem by¢ równy 0, a wi�
warto±
i wªasne s¡ rozwi¡zaniami równaniadet(A− λIn) = 0,zwanego równaniem 
harakterysty
znym ma
ierzy A. Lewa strona tego równaniajest wielomianem stopnia n zmiennej λ, tak zwanym wielomianem
harakterysty
znym. Z zasadni
zego twierdzenia algebry wynika, »e wielomian tenma (w ogólno±
i zespolone) pierwiastki, które s¡ w zwi¡zku z tym warto±
iamiwªasnymi ma
ierzy A.

Dokªadniej, dowolny wielomian stopnia n o wspóª
zynnika
h zespolony
h mo»emyprzedstawi¢ w posta
i ilo
zynu wielomianów pierwszego stopnia; dla wielomianu
harakterysty
znego mo»emy napisa¢:det(A− λIn) = (λ1− λ) · . . . · (λn− λ).Li
zby λ1, . . . , λn s¡ warto±
iami wªasnymi ma
ierzy A. Widzimy wi�
, »e ka»darze
zywista lub zespolona ma
ierz kwadratowa ma 
o najmniej jedn¡ i 
onajwy»ej n ró»ny
h warto±
i wªasny
h.

W zwi¡zku z rozkªadem wielomianu 
harakterysty
znego na 
zynniki pierwszegostopnia mamy poj�
ie krotno±
i algebrai
znej warto±
i wªasnej: jest ni¡ li
zba
zynników, w który
h dana warto±¢ wªasna wyst�puje.

21.4

Rozwa»my przeksztaª
enie, którego ma
ierz¡ jest A− λiIn; je±li li
zba λi jestwarto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, to przestrze« ker(A− λiIn) ma wymiar wi�kszy odzera. Wymiar przestrzeni ker(A− λiIn) nazywamy krotno±
i¡ geometry
zn¡warto±
i wªasnej λi. Zauwa»my, »e ka»dy element tej przestrzeni (z wyj¡tkiemwektora zerowego) jest wektorem wªasnym ma
ierzy A przynale»nym do warto±
iwªasnej λi. Dlatego nazywamy j¡ podprzestrzeni¡ wªasn¡ ma
ierzy A,przynale»n¡ do warto±
i wªasnej λi.

Podobie«stwa ma
ierzy

Def. O ma
ierza
h A i B mówimy, »e s¡ podobne, je±li istnieje ma
ierz nieosobliwa

X, taka »e B = X−1AX.

Podobie«stwo ma
ierzy jest rela
j¡ równowa»no±
i. Od razu zauwa»my, »epodobie«stwo jest kongruen
j¡ wtedy i tylko wtedy, gdy ma
ierz podobie«stwa Xjest unitarna (tj. XH = X−1). Rozpatruj¡
 zagadnienie wªasne uto»samili±myma
ierz A z przeksztaª
eniem liniowym. Nieosobliw¡ ma
ierz X = [x1, . . . ,xn]mo»emy potraktowa¢ jako przeksztaª
enie polegaj¡
e na zmianie bazy (dokªadniej,przej±
ie od bazy x1, . . . ,xn do e1, . . . ,en). W ten sposób ma
ierze podobne Ai B = X−1AX opisuj¡ to samo przeksztaª
enie liniowe w ró»ny
h baza
h.

Je±li potraktujemy przej±
ie od ma
ierzy kwadratowej A do ma
ierzy X−1AX(przy ustalonej ma
ierzy X) jako przeksztaª
enie w zbiorze Kn,n, to mo»emyzauwa»y¢, »e przeksztaª
enia takie tworz¡ grup� (nieabelow¡ je±li n > 1). Zªo»eniepodobie«stw reprezentowany
h przez ma
ierze X1 i X2 jest reprezentowane przezma
ierz X2X1 (
zyli realizujemy je za pomo
¡ mno»enia ma
ierzy). Ka»depodobie«stwo ma te» pewne niezmienniki; s¡ nimi np. rz¡d przeksztaª
anejma
ierzy A, a tak»e warto±
i wªasne, ª¡
znie z i
h krotno±
iami algebrai
znymii geometry
znymi. Istotnie, rozwa»my dowoln¡ nieosobliw¡ ma
ierz Xi przyjmijmy B = X−1AX. Na podstawie twierdzenia Cau
hy'ego mo»emy napisa¢

det(B− λIn) = det(X−1AX− λX−1X) = det (
X−1(A− λIn)X

)
=detX−1det(A− λIn)detX = det(A− λIn).

Zatem wielomiany 
harakterysty
zne ma
ierzy A i B s¡ identy
zne, sk¡d wynika,»e ma
ierze podobne maj¡ identy
zne warto±
i wªasne o identy
zny
h krotno±
ia
halgebrai
zny
h. Ale krotno±
i geometry
zne odpowiedni
h warto±
i wªasny
h s¡równie» takie same; je±li bowiem podprzestrze« V ∈ Kn jest podprzestrzeni¡wªasn¡ ma
ierzy B przynale»n¡ do pewnej warto±
i wªasnej λi, to podprzestrze«

XV , która ma ten sam wymiar 
o V , jest podprzestrzeni¡ wªasn¡ ma
ierzy A.
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Zauwa»my, »e je±li ma
ierz A jest blokowo-trójk¡tna (górna lub dolna), to jejwarto±
i wªasne s¡ równe warto±
iom wªasnym bloków na diagonali. Istotnie, je±limamy na diagonali k bloków kwadratowy
h, o wymiara
h ni× ni dla i = 1, . . . , k(n = n1+ · · · + nk), to

det






A11 . . . A1k. . . ...

Akk



 − λIn



 = det(A11− λIn1) · . . . · det(Akk− λInk).

W sz
zególno±
i wynika st¡d, »e warto±
iami wªasnymi ma
ierzy trójk¡tnej(górnej lub dolnej) s¡ jej wspóª
zynniki diagonalne.

Twierdzenie: Krotno±¢ geometry
zna dowolnej warto±
i wªasnej jest zawszemniejsza lub równa jej krotno±
i algebrai
znej.Dowód: Rozwa»my baz� x1, . . . ,xk podprzestrzeni wªasnej ma
ierzy Aprzynale»nej do warto±
i wªasnej λi. Krotno±¢ geometry
zna tej warto±
i wªasnejjest o
zywi±
ie równa k. Mo»emy do tej bazy doª¡
zy¢ pewne wektory xk+1, . . . ,xni otrzyma¢ baz� przestrzeni Kn; nie
h X b�dzie teraz ma
ierz¡, której kolejnekolumny s¡ tymi wektorami. �atwo mo»emy sprawdzi¢, »e wektory e1, . . . ,ek s¡wektorami wªasnymi ma
ierzy B = X−1AX. Dlatego po
z¡tkowe k kolumnma
ierzy B to wektory λie1, . . . , λiek, jest to wi�
 ma
ierz blokowo-trójk¡tna. Natej podstawie mo»emy wywnioskowa¢, »e wielomian 
harakterysty
zny takiejma
ierzy musi mie¢ k 
zynników liniowy
h o posta
i (λi− λ), tak wi�
 krotno±¢algebrai
zna warto±
i wªasnej λi nie mo»e by¢ mniejsza ni» k. 2

Twierdzenie Jordana

Motywa
j¡ dalszej 
z�±
i wykªadu jest poszukiwanie �najprostszej posta
i�przeksztaª
enia liniowego przestrzeni Kn w Kn, albo ogólniej V w V (dla dowolnejrze
zywistej lub zespolonej przestrzeni V o sko«
zonym wymiarze). W tym 
elub�dziemy wybiera¢ baz� tak, aby ma
ierz przeksztaª
enia w tej bazie miaªa ow¡�najprostsz¡ posta¢�. Patrz¡
 na to ina
zej, w zbiorze ma
ierzy podobny
h dodanej ma
ierzy kwadratowej A b�dziemy 
h
ieli znale¹¢ tak¡ �najprostsz¡�ma
ierz.
Def. Klatk¡ Jordana nazywamy dwudiagonaln¡ ma
ierz n× n o posta
i

J =





a 1

a

. . .. . . 1

a




.

21.6

Naty
hmiast mo»emy zauwa»y¢, »e wielomian 
harakterysty
zny klatki Jordanama posta¢ (a− λ)n, a zatem ma
ierz ta ma jedn¡ warto±¢ wªasn¡, λ = a,o krotno±
i algebrai
znej n.

Natomiast krotno±¢ geometry
zna tej warto±
i wªasnej jest równa 1; istotnie,mo»emy sprawdzi¢, »e ker(J− aIn) = lin{e1}, a wi�
 wymiar podprzestrzeniwªasnej przynale»nej do warto±
i wªasnej a jest równy 1.

Przypu±¢my, »e pewna ma
ierz A jest podobna do klatki Jordana J, której warto±¢wªasn¡ znamy, i problem polega na znalezieniu odpowiedniej ma
ierzypodobie«stwa X, takiej »e X−1AX = J. Aby to zrobi¢ zauwa»my, »e je±li li
zba ajest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, to li
zba a− b jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy

A− bIn; dokªadniej, je±li ma
ierz A ma wielomian 
harakterysty
zny w(λ), towielomianem 
harakterysty
znym ma
ierzy A− bIn jest w(λ− b). �atwo jestudowodni¢, »e je±li ma
ierze A i B s¡ podobne, to ma
ierze A− bIn i B− bIn te»s¡ podobne, z t¡ sam¡ ma
ierz¡ podobie«stwa. Dlatego ma
ierz A− aIn jestpodobna do klatki Jordana o warto±
i wªasnej 0.

Zbadajmy, 
o dzieje si� z wektorem, który poddajemy wielokrotnie przeksztaª
eniu

A− aIn (mówi si� �iterujemy przeksztaª
enie�). W pewnej bazie (któr¡ 
h
emyznale¹¢) przeksztaª
enie to jest opisane przez ma
ierz J− aIn. Obrazem wektora

ek dla k > 1 jest wektor ek−1, za± obrazem wektora e1 jest 0. Tak wi�
 po
o najwy»ej n itera
ja
h obrazem dowolnego wektora jest wektor zerowy.Je±li znamy warto±¢ wªasn¡ a ma
ierzy A, to mo»emy wykona¢ taki algorytm:

1. Znajdujemy wektor x1, który rozpina j¡dro ma
ierzy A− aIn (
zyli wektor wªasnyma
ierzy A, przynale»ny do warto±
i wªasnej a).2. Znajdujemy wektor x2, taki »e x1 = (A− aIn)x2; zbiór {x1,x2} jest baz¡przestrzeni ker(A− aIn)
2.W tym 
elu musimy rozwi¡za¢ ukªad równa«, który jest nieokre±lony; ma
ierz

A− aIn jest osobliwa i rozwi¡za« jest niesko«
zenie wiele (tworz¡ one warstw�jednowymiarow¡). Aby okre±li¢ rozwi¡zanie jednozna
znie mo»emy na przykªadza»¡da¢, aby wektor x2 byª prostopadªy do x1.3. Znajdujemy wektor x3, taki »e x2 = (A− aIn)x3. Nast�pnie x4, taki »e

x3 = (A− aIn)x4 itd.W wyniku tego post�powania otrzymamy wektory x1, . . . ,xn, takie »e dla

k = 1, . . . , n zbiór {x1, . . . ,xk} jest baz¡ przestrzeni ker(A− aIn)
k. Poszukiwanama
ierz podobie«stwa X jest równa [x1, . . . ,xn].
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Opisane wy»ej post�powanie mo»na uogólni¢ tak, aby daªo si� je zastosowa¢ dodowolnej ma
ierzy A (niekonie
znie podobnej do klatki Jordana). W tym 
elunale»y znale¹¢ warto±
i wªasne i odpowiadaj¡
e im wektory wªasne, a dokªadniejbazy podprzestrzeni wªasny
h przynale»ny
h do ty
h warto±
i wªasny
h.Nast�pnie dla ka»dej warto±
i wªasnej λ, której krotno±¢ geometry
zna jestmniejsza ni» algebrai
zna, znajdujemy wektory rozpinaj¡
e razem z wektoramiwªasnymi przestrze« ker(A− λIn)
2, ker(A− λIn)

3, i tak dalej, a» znajdziemy tylewektorów, ile jest równa krotno±¢ algebrai
zna warto±
i wªasnej λ (niektórez ukªadów równa« oka»¡ si� sprze
zne i ty
h nie rozwi¡zujemy). Bior¡
 nast�pniema
ierz X, której kolumnami s¡ wektory wªasne ma
ierzy A i wektory znalezionew opisany wy»ej sposób, okre±limy podobie«stwo, w którym obrazem ma
ierzy Ajest ma
ierz o tak zwanej posta
i kanoni
znej Jordana: jest to ma
ierzblokowo-diagonalna, której wszystkie bloki diagonalne s¡ klatkami Jordana.Za
hodzi bowiem

Twierdzenie Jordana: Ka»da ma
ierz kwadratowa n× n jest podobna do ma
ierzyo posta
i kanoni
znej Jordana. Dwie posta
i kanoni
zne tej samej ma
ierzy maj¡na diagonali identy
zne bloki (klatki Jordana), które mog¡ tylko wyst�powa¢w ró»nej kolejno±
i.Dowód tego twierdzenia pominiemy.

Twierdzenie: Ma
ierze A i AT maj¡ takie same warto±
i wªasne, o taki
h samy
hkrotno±
ia
h algebrai
zny
h oraz geometry
zny
h.Dowód: Poniewa» wyzna
znik dowolnej ma
ierzy jest niezmiennikiemprzeksztaª
enia, które jest transpozy
j¡, wi�
 wielomiany 
harakterysty
znema
ierzy A i AT s¡ identy
zne, sk¡d wynika, »e maj¡ identy
zny rozkªad na
zynniki pierwszego stopnia. Aby dowie±¢, »e równie» krotno±
i geometry
zneposz
zególny
h warto±
i wªasny
h obu ma
ierzy s¡ takie same, wystar
zyskorzysta¢ z twierdzenia Jordana. Je±li ma
ierz B = X−1AX ma posta¢ kanoni
zn¡Jordana, to ma
ierz BT = XTATX−T jest blokowo-diagonalna, z transpozy
jamiklatek Jordana na diagonali. Ka»dej takiej transponowanej klat
e odpowiadajednowymiarowa przestrze« wªasna ma
ierzy BT, 
zyli tak»e jednowymiarowaprzestrze« wªasna ma
ierzy AT. 2

Je±li krotno±¢ geometry
zna ka»dej warto±
i wªasnej ma
ierzy A jest równa jejkrotno±
i algebrai
znej, to wszystkie klatki Jordana w posta
i kanoni
znej tejma
ierzy maj¡ wymiary 1× 1. Taka ma
ierz A jest wi�
 podobna do ma
ierzydiagonalnej i mówimy o niej, »e jest to ma
ierz diagonalizowalna. Sz
zególnymprzypadkiem ma
ierzy diagonalizowalny
h s¡ ma
ierze n× n, które maj¡ nró»ny
h warto±
i wªasny
h. Inny wa»ny przypadek, którym zajmiemy si� pó¹niej,to ma
ierze hermitowskie.

21.8

Zadania i problemy

1. Rozwi¡» algebrai
zne zagadnienie wªasne dla ma
ierzy

[
1 2

2 −1

]
,

[
1 2

−2 1

]
.

2. Znajd¹ posta¢ kanoni
zn¡ Jordana ma
ierzy




2 1 −1 1 −1

0 2 0 1 −1

0 0 2 1 0

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2




,

i ma
ierz podobie«stwa, która sprowadza t� ma
ierz do posta
i kanoni
znej.3. Obli
z

[
1 −2

−2 4

]25
,

korzystaj¡
 z faktu, »e powy»sza ma
ierz jest podobna do ma
ierzy diagonalnej.4. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A jest rze
zywista i li
zba rze
zywista λ jest jejwarto±
i¡ wªasn¡, to istnieje wektor wªasny przynale»ny do tej warto±
i wªasnej,którego wszystkie wspóªrz�dne s¡ li
zbami rze
zywistymi.5. Def. �ladem ma
ierzy nazywa si� sum� jej wspóª
zynników na diagonali. �ladma
ierzy A ozna
za si� symbolem trA.Udowodnij, »e ±lad dowolnej ma
ierzy jest równy sumie jej warto±
i wªasny
h(z uwzgl�dnieniem i
h krotno±
i algebrai
zny
h).6. Udowodnij, dla przypadku ma
ierzy diagonalizowalny
h, nast�puj¡
etwierdzenie Cayleya-Hamiltona: je±li w jest wielomianem 
harakterysty
znymma
ierzy A, to ma
ierz w(A) jest zerowa.7. Zastanów si� nad dowodem twierdzenia Cayleya-Hamiltona w przypadku ogólnym.8. Jak, znaj¡
 posta¢ kanoni
zn¡ ma
ierzy A i odpowiedni¡ ma
ierz podobie«stwamo»na znale¹¢ rozwi¡zanie zagadnienia wªasnego ma
ierzy AH?9. Nie
h A i B b�d¡ ma
ierzami ortogonalnymi 3× 3, takimi »e detA = detB = 1.Udowodnij, »e ma
ierz A− B jest osobliwa.Wskazówka: Zbadaj ma
ierz A−1(A − B) i udowodnij, »e 
o najmniej jednawarto±¢ wªasna ma
ierzy A−1B jest równa 1.
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Algebrai
zne zagadnienie wªasne, 
.d.

Widmo ma
ierzy

Def. Widmem ma
ierzy nazywa si� zbiór wszystki
h jej warto±
i wªasny
h.Widmo ma
ierzy A ozna
za si� symbolem spe
tA (ang. spe
trum � widmo).

Twierdzenie: Je±li f jest dowolnym wielomianem zespolonym, to wektory wªasnema
ierzy A s¡ wektorami wªasnymi ma
ierzy f(A) oraz spe
t f(A) = f(spe
tA).Dowód: Nie
h f(t) = akt
k+ · · · + a1t+ a0. Nie
h x ozna
za wektor wªasnyma
ierzy A, przynale»ny do warto±
i wªasnej λ. Wtedy

f(A)x = akA
kx + · · · + a1Ax + a0Inx = akλ

kx + · · · + a1λx + a0x = f(λ)x.

Zatem f(λ) jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy f(A), sk¡d wynika

f(spe
tA) ⊂ spe
t f(A).

Aby dowie±¢ zawierania widm w drug¡ stron�, powoªamy si� na twierdzenieJordana; istnieje ma
ierz nieosobliwa X, taka »e ma
ierz B = X−1AX ma posta¢kanoni
zn¡, 
zyli w sz
zególnos
i jest trójk¡tna górna. �atwo mo»emy sprawdzi¢,»e f(A) = f(XBX−1) = Xf(B)X−1. Ma
ierz B, podobna do A, jest trójk¡tna górna,sk¡d wynika, »e wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy f(B) s¡ równe f(λi), gdzie λis¡ wspóª
zynnikami diagonalnymi ma
ierzy B, 
zyli warto±
iami wªasnymima
ierzy A. 2

Mo»emy ªatwo uogólni¢ powy»sze twierdzenie, dopusz
zaj¡
 opró
z wielomianu ftak»e dowoln¡ funk
j� wymiern¡, tj. iloraz dwó
h wielomianów � dzielenie

f(A)/g(A) polega na obli
zeniu f(A)
(
g(A)

)−1 albo (
g(A)

)−1
f(A); mno»eniema
ierzy f(A) i (

g(A)
)−1 jest przemienne. Musimy jednak zaªo»y¢, »e »adnawarto±¢ wªasna ma
ierzy A nie jest miejs
em zerowym wielomianu g.

Powy»sze twierdzenie odgrywa zasadni
z¡ rol� w numery
zny
h metoda
hrozwi¡zywania zagadnie« wªasny
h, a tak»e w metoda
h itera
yjny
h stosowany
hdo rozwi¡zywania wielki
h ukªadów równa« liniowy
h, który
h nie mo»narozwi¡zywa¢ poprzez znajdywanie rozkªadu ma
ierzy na 
zynniki (np. trójk¡tnemetod¡ elimina
ji Gaussa), z uwagi na ogromny koszt 
zasowy i pami�
iowy.

Def. Nie
h A = [aij]i,j ozna
za ma
ierz kwadratow¡ n× n. Nie
h k ∈ {1, . . . , n}.Zbiór li
zb zespolony
h z, taki
h »e |z− akk| ≤
∑
j6=k |akj| nazywa si�koªem Gerszgorina.

22.2

Twierdzenie Gerszgorina: Ka»da warto±¢ wªasna le»y w pewnym kole Gerszgorina.Dowód: Nie
h (λ,x) b�dzie par¡ wªasn¡ ma
ierzy A = [aij]i,j i nie
h xk b�dziewspóªrz�dn¡ wektora x o najwi�kszej warto±
i bezwzgl�dnej. Wtedy
λxk =

n∑

j=1

akjxj, 
zyli (λ− akk)xk =
∑

j6=k
akjxj, tj. λ− akk =

∑

j6=k
akj
xj

xk
.

Mo»emy wi�
 osza
owa¢

|λ− akk| =

∣∣∣∣
∑

j6=k
akj
xj

xk

∣∣∣∣ ≤
∑

j6=k

∣∣∣akj
xj

xk

∣∣∣ ≤
∑

j6=k
|akj|. 2

Naty
hmiastowym wnioskiem z twierdzenia Gerszgorina jest znany nam ju» fakt,»e ma
ierz diagonalnie dominuj¡
a jest nieosobliwa. Istotnie, jedn¡ z warto±
iwªasny
h ma
ierzy osobliwej musi by¢ 0, a je±li ma
ierz jest diagonalniedominuj¡
a, to »adne jej koªo Gerszgorina nie zawiera zera.

Def. Promie« spektralny ma
ierzy jest to najwi�ksza warto±¢ bezwzgl�dnawarto±
i wªasnej tej ma
ierzy.

Jak udowodnimy za 
hwil�, promie« spektralny dowolnej ma
ierzy A jest mniejszylub równy ka»dej normie indukowanej ma
ierzy A. W sz
zególno±
i zgadza si� toz twierdzeniem Gerszgorina, z którego wynika, »e wszystkie koªa Gerszgorina s¡zawarte w kole o promieniu ‖A‖∞. W wielu zadania
h prakty
zny
h wyst�puj¡tzw. wielkie ukªady równa« liniowy
h o tzw. rzadkiej ma
ierzy. Jak wspomniaªemw
ze±niej, taki
h ukªadów nie mo»na rozwi¡zywa¢ metod¡ elimina
ji Gaussa,m.in. z uwagi na 
zas obli
ze«. Zamiast tego konstruuje si� tzw.metody itera
yjne. Najprostsze z ni
h polegaj¡ na tym, »e wybiera si� pewn¡ma
ierz B oraz wektory t i x0, a nast�pnie iteruje si� przeksztaª
enie a�ni
zne:

xk+1 = Bxk+ t.

W ten sposób powstaje 
i¡g wektorów, który jest zbie»ny niezale»nie odwybranego wektora x0 pod warunkiem, »e pewna (dowolna) norma indukowanama
ierzy B jest mniejsza ni» 1 (wtedy przeksztaª
enie opisane powy»szym wzoremjest zw�»aj¡
e; ma ono jednozna
znie okre±lony punkt staªy i 
i¡g wektorówotrzymany
h w opisanym pro
esie itera
yjnym zbiega do tego punktu).O
zywi±
ie, ma
ierz B i wektor t dobieramy tak, aby grani
¡ 
i¡gu byªorozwi¡zanie ukªadu, ale zbadajmy warunek naªo»ony na ma
ierz B. Otó» mamytakie dwa twierdzenia:
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Stwierdzenie: Nie
h ‖ · ‖ ozna
za dowoln¡ norm� w przestrzeni Kn, a tak»eodpowiedni¡ norm� indukowan¡ w Kn,n. Ka»da warto±¢ wªasna λi ma
ierzy Aspeªnia nierówno±¢ |λi| ≤ ‖A‖.Dowód: Nie
h xi ozna
za wektor wªasny przynale»ny do warto±
i wªasnej λi.Wtedy

|λi|‖xi‖ = ‖λixi‖ = ‖Axi‖ ≤ ‖A‖‖xi‖. 2

Twierdzenie: Dla dowolnej ma
ierzy A, której promie« spektralny jest równy ρ,oraz dla dowolnego ε > 0, istnieje norma indukowana ‖ · ‖b, taka »e ‖A‖b ≤ ρ+ ε.Dowód: W pierwszym semestrze wspomniaªem (str. 7.7), »e je±li normy ‖ · ‖ai ‖ · ‖b w przestrzeni Kn speªniaj¡ warunek ∀x‖x‖b = ‖Bx‖a dla ustalonej ma
ierzynieosobliwej B, to normy w przestrzeni Kn,n, indukowane przez te dwie normy, s¡zwi¡zane zale»no±
i¡ ‖A‖b = ‖BAB−1‖a. Zatem podobie«stwa umo»liwiaj¡ namkonstruowanie ró»ny
h norm indukowany
h.

Poniewa» ka»da ma
ierz jest podobna do ma
ierzy o posta
i kanoni
znej Jordana,wi�
 wystar
zy, je±li udowodnimy twierdzenie dla ma
ierzy o takiej posta
i.Mamy zatem ma
ierz A, której wspóª
zynniki na diagonali s¡ warto±
iamiwªasnymi, wspóª
zynnik �z prawej strony� diagonalnego w ka»dym wierszu jestrówny 1 lub 0, a wszystkie pozostaªe wspóª
zynniki s¡ równe 0. Nie
h

X = diag(1/ε, . . . , 1/εk) dla dowolnego ε > 0. Wtedy ma
ierz X−1AX jest ma
ierz¡,której ukªad zerowy
h wspóª
zynników jest identy
zny jak w ma
ierzy A.Wspóª
zynniki diagonalne (
zyli warto±
i wªasne) s¡ takie jak wspóª
zynnikima
ierzy A, za± wspóª
zynnik �z prawej strony� diagonalnego jest równy ε albo 0.Mo»emy zatem przyj¡¢ ‖A‖b = ‖X−1AX‖∞ ≤ ‖maxi |λi| + ε‖, 
o ko«
zy dowód. 2

W ±wietle powy»szy
h twierdze« 
i¡g wektorów konstruowany
h w naszki
owanejprzed twierdzeniami metodzie numery
znej jest zbie»ny niezale»nie od przyj�tegowektora x0 wtedy i tylko wtedy, gdy promie« spektralny ma
ierzy B jest mniejszyni» 1.
Podobie«stwa ortogonalne i unitarne

Twierdzenie Jordana opisuje posta¢, jak¡ ma ka»de przeksztaª
enie liniowe V → Vw odpowiednio dobranej bazie, przy 
zym na wybór bazy (tj. równowa»nie wybórma
ierzy podobie«stwa X w badaniu ma
ierzy reprezentuj¡
ej to przeksztaª
enie)nie nakªada si� »adny
h ograni
ze«. Obe
nie zbadamy, jaka jest �najprostsza�posta¢ dowolnego przeksztaª
enia liniowego V → V reprezentowanego przezma
ierz A w pewnej bazie ortogonalnej, je±li we¹miemy pod uwag� tylko ma
ierze
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tego przeksztaª
enia w baza
h ortogonalny
h.

Twierdzenie S
hura: 1. Dla ka»dej ma
ierzy A ∈ Cn,n istnieje ma
ierz unitarna U,taka »e ma
ierz R = U−1AU ∈ Cn,n jest trójk¡tna górna.2. Dla ka»dej ma
ierzy A ∈ Rn,n, której wszystkie warto±
i wªasne s¡ li
zbamirze
zywistymi, istnieje ma
ierz ortogonalna U, taka »e ma
ierz R = U−1AU ∈ Rn,njest trójk¡tna górna.3. Dla ka»dej ma
ierzy A ∈ Rn,n istnieje ma
ierz ortogonalna U, taka »e ma
ierz

B = U−1AU ∈ Rn,n jest blokowo-trójk¡tna górna, z blokami na diagonalio wymiara
h 1× 1 lub 2× 2.

Uwaga 1: Wspóª
zynniki na diagonali ma
ierzy R, o której mowa w punkta
h 1 i 2s¡ warto±
iami wªasnymi. Wektory wªasne przynale»ne do warto±
i wªasnej λimo»na obli
zy¢ przez rozwi¡zanie ukªadu (A− λiIn)x = 0. Li
zba zer na diagonalima
ierzy tego ukªadu jest równa krotno±
i algebrai
znej, ale rozwi¡za«niezale»ny
h liniowo mo»na znale¹¢ tylko tyle ile jest równa krotno±¢geometry
zna warto±
i wªasnej λi.

Uwaga 2: W przypadku 3 mamy ma
ierz A, której warto±
i wªasne s¡ warto±
iamiwªasnymi bloków diagonalny
h ma
ierzy B. W przypadku bloków 1× 1 zadaniejest trywialne, za± w przypadku bloku 2× 2 obli
zenie warto±
i wªasny
h jestªatwe. Mo»na dowie±¢, »e bloku 2× 2 nie mo»na unikn¡¢ tylko wtedy gdy warto±
iwªasne s¡ zespolone (i wtedy tworz¡ par� sprz�»on¡).

Dowód: (w zasadzie tylko punkt 1; dowody pozostaªy
h dwó
h punktówprzebiegaj¡ podobnie i dlatego zamiast ni
h b�dzie uwaga po dowodzie) Nie
h

(λ1,x1) ozna
za par� wªasn¡ ma
ierzy A, tak¡ »e ‖x1‖2 = 1. Je±li x1 = e1, toprzyjmiemy H = In, za± w prze
iwnym razie H b�dzie ma
ierz¡ takiego odbi
iaHouseholdera, »e Hx1 = e1. W obu przypadka
h ma
ierz H jest unitarna(i hermitowska, zatem H = HH = H−1).

Ma
ierz G = H−1AH jest podobna do ma
ierzy A. Zatem li
zba λ1 jest tak»ewarto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy G. Ale odpowiednim wektorem wªasnym ma
ierzy Gjest wektor e1:

Ge1 = H−1AHe1 = H−1Ax1 = H−1λ1x1 = λ1e1.Dlatego pierwsz¡ kolumn¡ ma
ierzy G jest wektor λ1e1. Mamy wi�


G =

[
λ1 gH

0 G1

]
.



22.5

Przyjmuj¡
 zaªo»enie induk
yjne, »e twierdzenie jest prawdziwe dla ma
ierzyo wymiara
h n− 1× n− 1, otrzymujemy ma
ierz trójk¡tn¡ górn¡ R1 = U−1
1 G1U(dla odpowiednio dobranej ma
ierzy unitarnej U1) i mo»emy przyj¡¢

U = H

[
1 0H

0 U1

]
. Wtedy U−1AU =

[
λ1 gHU

0 R1

]
. 2

Uwaga: Je±li ma
ierz A jest rze
zywista i li
zba λ1 jest rze
zywista, to istniejewektor wªasny x1 o rze
zywisty
h wspóªrz�dny
h i wtedy ma
ierz H jestrze
zywista, 
o daje dowód punktu 2. Aby dowie±¢ punktu 3. stosujemy to samopost�powanie dla ka»dej rze
zywistej warto±
i wªasnej, za± w przypadku gdymamy par� zespolony
h sprz�»ony
h warto±
i wªasny
h λ1 i λ2 = λ1 rozpatrujemywektory a1,a2 ∈ Rn, takie »e x1 = a1+ ia2. Wektor x2 = a1− ia2 jest wektoremwªasnym przynale»nym do warto±
i wªasnej λ2. Nast�pnie konstruujemy dwaodbi
ia, H1 i H2, który
h zªo»enie przeksztaª
a wektor a1 na e1 i wektor a2 nakombina
j� liniow¡ e1 i e2.

Symetry
zne zagadnienie wªasne

W wielu wa»ny
h zadania
h wyst�puj¡ algebrai
zne zagadnienia wªasnez ma
ierzami hermitowskimi, 
zyli w przypadku rze
zywistym symetry
znymi.Okazuje si�, »e z symetrii ma
ierzy wynika wiele uprosz
ze« zadania, zarównoz punktu widzenia algebry, jak i metod numery
zny
h sªu»¡
y
h dorozwi¡zywania takiego zadania.

Nie
h A ∈ Cn,n ozna
za dowoln¡ ma
ierz hermitowsk¡. Na podstawie twierdzeniaS
hura istnieje ma
ierz unitarna U, taka »e ma
ierz D = U−1AU = UHAU jestdiagonalna. Przeksztaª
enie, które przyporz¡dkowuje ma
ierzy A ma
ierz D jestpodobie«stwem, ale tak»e kongruen
j¡. Zatem poniewa» ma
ierz A jesthermitowska, to ma
ierz D te» jest hermitowska, 
o ozna
za, »e 
z�±
i urojonewspóª
zynników na diagonali ma
ierzy D s¡ równe 0. Wspóª
zynniki te towarto±
i wªasne ma
ierzy A; jako wniosek mamy

Stwierdzenie: Wszystkie warto±
i wªasne ma
ierzy hermitowskiej s¡ li
zbamirze
zywistymi.
Ka»da ma
ierz hermitowska jest zatem podobna do ma
ierzy diagonalnej(diagonalizowalna). W sz
zególno±
i je±li ma
ierz A ∈ Rn,n jest symetry
zna, tojest podobna do pewnej rze
zywistej ma
ierzy diagonalnej D; dla takiej ma
ierzypotra�my wskaza¢ baz� ortonormaln¡ przestrzeni Rn, zªo»on¡ z wektorów
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wªasny
h. Jest ni¡ baza e1,e2, . . . ,en. Ale ma
ierz podobie«stwa X, taka »e
D = X−1AX, jest ortogonalna. Kolumny x1,x2, . . . ,xn ma
ierzy X s¡ wektoramiwªasnymi ma
ierzy A i tworz¡ baz� ortonormaln¡ przestrzeni Rn. Czyli

Twierdzenie: Dla dowolnej rze
zywistej ma
ierzy symetry
znej n× n istnieje bazaortonormalna przestrzeni Rn zªo»ona z wektorów wªasny
h tej ma
ierzy.

Dalej mamy o
zywiste stwierdzenie, »e je±li ma
ierz hermitowska jest dodatnio(nieujemnie, ujemnie, niedodatnio) okre±lona, to jej wszystkie warto±
i wªasne s¡dodatnie (nieujemne, ujemne, niedodatnie).

Izometry
zna posta¢ kanoni
zna zbioru drugiego stopnia

Prost¡ konsekwen
j¡ twierdzenia S
hura i wy
i¡gni�ty
h z niego wniosków natemat ma
ierzy hermitowski
h jest nast�puj¡
e

Twierdzenie Sylvestra dla izometrii: Dla dowolnej ma
ierzy hermitowskiej(w przypadku rze
zywistym � symetry
znej) istnieje kongruen
ja reprezentowanaprzez ma
ierz unitarn¡ (w przypadku rze
zywistym � ortogonaln¡),przeprowadzaj¡
a t� ma
ierz na ma
ierz diagonaln¡.

Powy»sze twierdzenie jest podane w wersji ma
ierzowej, pre
yzyjne sformuªowaniego w termina
h form kwadratowy
h pozostawiam jako temat do zastanowienia.Poniewa» dowolna dodatnio okre±lona forma kwadratowa okre±la (poprzezto»samo±¢ polaryza
yjn¡) ilo
zyn skalarny, a wi�
 �robi� z przestrzeni liniowejprzestrze« unitarn¡ lub euklidesow¡, wi�
 mamy dodatkowy wniosek naturygeometry
znej: dla dowolnej elipsoidy, której ±rodkiem jest punkt 0, istnieje takiilo
zyn skalarny, »e w sensie zwi¡zanej z nim normy elipsoida ta jest sfer¡jednostkow¡.
Zajmijmy si� teraz równaniami drugiego stopnia o rze
zywisty
hwspóª
zynnika
h, z niewiadomymi x1, . . . , xn ∈ R. Ka»de takie równanie umiemyprzedstawi¢ za pomo
¡ odpowiedniej formy kwadratowej, w posta
i ma
ierzowej

xTAx + 2bTx + c = 0.

Na podstawie twierdzenia S
hura mo»emy dowolne równanie drugiego stopniaprzeksztaª
i¢ dokonuj¡
 zamiany zmienny
h, która jest izometri¡ a�ni
zn¡ (tj.zªo»eniem przeksztaª
enia liniowego, którego ma
ierz jest unitarna, i przesuni�
ia)i otrzyma¢ równanie w posta
i izometry
znej kanoni
znej, jednej (i tylko jednej)
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z podany
h ni»ej trze
h:

π∑

i=1

y2i
µ2i

−

π+ν∑

i=π+1

y2i
µ2i

= 0,

π∑

i=1

y2i
µ2i

−

π+ν∑

i=π+1

y2i
µ2i

± 1 = 0,

π∑

i=1

y2i
µ2i

−

π+ν∑

i=π+1

y2i
µ2i

+ yπ+ν+1 = 0.

Dowód, »e takie przeksztaª
enie istnieje, polega na jego konstruk
ji, która wygl¡daprawie tak samo jak na strona
h 14.2�14.4. Gªówna ró»ni
a mi�dzysprowadzaniem do posta
i kanoni
znej a�ni
znej i kanoni
znej izometry
znejpolega na dopusz
zeniu wszystki
h kongruen
ji albo tylko ty
h, który
h ma
ierzes¡ ortogonalne. Poza tym mo»emy 
aªe równanie pomno»y¢ przez dowoln¡ li
zb�z wyj¡tkiem zera.

Analizuj¡
 t� konstruk
j� i przedstawione wy»ej posta
i kanoni
zne mo»emy si�przekona¢, »e wybrana baza ortonormalna wektorów wªasny
h ma
ierzy Awskazuje kierunki osi gªówny
h odpowiedniego tworu drugiego stopnia, za±warto±
i bezwzgl�dne odwrotno±
i warto±
i wªasny
h λi s¡ kwadratami dªugo±
ipóªosi tego tworu.

Przykªad: Nie
h ma
ierz A ∈ R2,2 formy ma warto±
i wªasne 2 i−3. Przypu±¢my,»e po zamianie zmienny
h mamy równanie 3x21− 2x22− 5 = 0. Mno»ymy je przez

−1
5

i otrzymujemy po uporz¡dkowaniu

z21
5/2

−
z22
5/3

+ 1 = 0.

Zbiorem rozwi¡za« jest wi�
 hiperbola, której póªosie maj¡ dªugo±
i odpowiednio√
5/2 i √

5/3.
Zadania i problemy1. Narysuj koªa Gerszgorina ma
ierzy z zada« 21.2 i 21.3.2. Jaki jest zwi¡zek mi�dzy widmami ma
ierzy A i AH?3. Nie
h A ∈ Rn,n, b ∈ Rn. Nast�puj¡
y algorytm

x0 = dowolne przybli»enie po
z¡tkowe;
xk = D−1(b − Bxk−1) dla k = 1, 2, . . .
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w którym ma
ierz D jest diagonalna, B ma zera na diagonali i A = B+D, jestitera
yjn¡ metod¡ rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h Ax = b, zwan¡metod¡ Ja
obiego. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A jest diagonalnie dominuj¡
a, tootrzymany za pomo
¡ tej metody 
i¡g wektorów x0,x1,x2, . . . zbiega dorozwi¡zania.4. Znajd¹ izometry
zn¡ posta¢ kanoni
zn¡ zbioru rozwi¡za« równania
−x2+ 8xy− y2+ 12x− 18y = 0.

5. Nie
h Φ oraz Ψ b�d¡ formami kwadratowymi w sko«
zenie wymiarowejprzestrzeni V , przy 
zym 
o najmniej jedna z ty
h form jest dodatnio okre±lona.Udowodnij, »e istnieje taka baza przestrzeni V , »e ma
ierz jednej z ty
h form jestjednostkowa, a druga � diagonalna.Wskazówka: Znajd¹ tak¡ kongruen
j�, która ma
ierz formy dodatnio okre±lonej,np. Φ, sprowadza do posta
i kanoni
znej. Nast�pnie rozwi¡» symetry
znezagadnienie wªasne.6. Zastosuj fakt udowodniony w poprzednim zadaniu do ukªadu równa«ró»ni
zkowy
h opisuj¡
y
h ru
h ukªadu 
i�»arków na spr�»ynka
h z poprzedniegowykªadu. Udowodnij, »e istniej¡ dwie ró»ne 
z�stotliwo±
i drga«, które s¡li
zbami rze
zywistymi. Znad¹ wzory pozwalaj¡
e obli
zy¢ te 
z�stotliwo±
i napodstawie mas i wspóª
zynników sztywno±
i spr�»ynek.Uwaga: W tym zadaniu pojawiaj¡ si� dwie formy kwadratowe (jednaw przestrzeni przemiesz
ze«, a druga � pr�dko±
i), z który
h jedna jest energi¡poten
jaln¡ zgromadzon¡ w odksztaª
ony
h spr�»ynka
h, a druga � energi¡kinety
zn¡ 
i�»arków w ru
hu. Zauwa», »e obie te formy s¡ dodatnio okre±lone.7. Udowodnij, »e je±li ma
ierz rze
zywista A jest symetry
zna i dodatnio okre±lona,to istnieje jednozna
znie okre±lona ma
ierz B symetry
zna i dodatnio okre±lona,taka »e A = B2.Ma
ierz B mo»na by nazwa¢ �pierwiastkiem kwadratowym z A�. Sprawd¹, 
zymo»na okre±li¢ pierwiastki inny
h stopni z ma
ierzy symetry
zny
h.8. Je±li Basia porusza si� wzgl�dem Asi z pr�dko±
i¡ v, za± Cesia porusza si� tak, »ew ka»dej 
hwili znajduje si� w poªowie drogi mi�dzy Asi¡ i Basi¡, to z jak¡pr�dko±
i¡ Cesia porusza si� wzgl�dem Asi?Wskazówka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.9. Nie
h p1, . . . ,pm ∈ R3. Nale»y znale¹¢ pªasz
zyzn� π �najlepiej dopasowan¡� doty
h punktów, tj. tak¡, »e suma kwadratów odlegªo±
i punktów od tej pªasz
zyznyjest najmniejsza.�atwo jest udowodni¢ (¢wi
zenie), »e je±li ustalimy wektor normalny n, 
zylipewn¡ rodzin� pªasz
zyzn równolegªy
h, to najmniejsz¡ suma kwadratów
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otrzymamy dla pªasz
zyzny prze
hodz¡
ej przez ±rodek 
i�»ko±
i zbioru punktówdany
h, tj. punkt p =
∑m

i=1
1
m

pi. Zatem wystar
zy znale¹¢ wektor normalny npªasz
zyzny π zawieraj¡
ej punkt p. Poniewa» istotny jest tylko jego kierunek,wi�
 przyjmujemy ‖n‖2 = 1.Ozna
zmy vi = pi− p dla i = 1, . . . ,m. Nie
h wektory wi b�d¡ obrazami viw rzu
ie prostopadªym na podprzestrze« lin{n}. Mamy zatem zminimalizowa¢wyra»enie

m∑

i=1

‖wi‖22 =

m∑

i=1

(nTvi)
2 = nTAn,

gdzie A =
∑m

i=1viv
T
i . Ma
ierz A jest symetry
zna i nieujemnie okre±lona(¢wi
zenie: wyka» to). Najmniejsz¡ sum� kwadratów odlegªo±
i punktów odpªasz
zyzny otrzymamy wtedy, gdy wektor n jest wektorem wªasnymprzynale»nym do najmniejszej warto±
i wªasnej ma
ierzy A. Je±li krotno±¢ tejwarto±
i wªasnej jest wi�ksza ni» 1, to rozwi¡zanie zadania nie jest jednozna
zne.Warto±¢ wªasn¡ 0 otrzymamy wtedy, gdy punkty p1, . . . ,pm le»¡ w pewnejpªasz
zy¹nie.
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Struktura przeksztaª
e« liniowy
h

Nie
h K = R lub K = C. Ma
ierz A ∈ Km,n reprezentuje pewne przeksztaª
enieliniowe przestrzeni Kn w Km, albo, po ustaleniu odpowiedni
h baz, dowolnejprzestrzeni liniowej V1 w V2. Zbadamy, w jakiej najprostszej posta
i mo»naprzedstawi¢ ka»de takie przeksztaª
enie, tj. jak wygl¡da �najprostsza� ma
ierztego przeksztaª
enia, je±li bazy wybierzemy w spe
jalny sposób.

Za
znijmy od przypadku, gdy ma
ierz A jest hermitowska i reprezentujeprzeksztaª
enie przestrzeni Kn (albo V1) w siebie. Zarówno argument jak i wynikprzeksztaª
enia reprezentujemy za pomo
¡ ma
ierzy wspóª
zynników w tej samejbazie. Z w
ze±niejszy
h rozwa»a« wynika, »e istnieje baza ortonormalna (w sensieilo
zynu skalarnego 〈x,y〉 = yHx) X = [x1, . . . ,xn], taka »e ma
ierz D = X−1AXreprezentuj¡
a to przeksztaª
enie w bazie X jest diagonalna: D = diag(λ1, . . . , λn)i mo»emy napisa¢

A = XDXH =

n∑

i=1

λixix
H
i .

Ma
ierz xix
H
i jest ma
ierz¡ rzutu prostopadªego na podprzestrze« rozpi�t¡ przezwektor xi. Zatem dowolne przeksztaª
enie V1→ V1, którego ma
ierz jesthermitowska, jest kombina
j¡ liniow¡ rzutów prostopadªy
h na jednowymiarowepodprzestrzenie wzajemnie prostopadªe. Warto±
i wªasne λi ma
ierzy A s¡wspóª
zynnikami tej kombina
ji liniowej.

Zbadajmy teraz przypadek ogólniejszy, gdy ma
ierz A ∈ Km,n nie musi by¢kwadratowa, ani tym bardziej hermitowska. B�dziemy poszukiwa¢ odpowiedni
hbaz przestrzeni V1 i V2. Ma
ierz AHA ∈ Kn,n jest hermitowska, zatem istniejema
ierz unitarna (w przypadku rze
zywistym ortogonalna)

U = [u1, . . . ,un] ∈ Kn,n, taka »e UHAHAU = D = diag(λ1, . . . , λn), a ponadtowszystkie wspóª
zynniki diagonalne ma
ierzy D s¡ nieujemne. Przez pomno»eniema
ierzy U przez ma
ierz odpowiednio dobranej permuta
ji mo»emy spowodowa¢,»e wspóª
zynniki diagonalne ma
ierzy D b�d¡ uporz¡dkowane w kolejno±
inierosn¡
ej. Nieujemne li
zby σi =
√
λi dla i = 1, . . . ,min{m,n} s¡ nazywanewarto±
iami sz
zególnymi ma
ierzy A. Li
zba r ty
h wspóª
zynników, które s¡ró»ne od zera, jest o
zywi±
ie równa rz�dowi ma
ierzy A.

Poka»emy, »e istnieje ma
ierz unitarna (ortogonalna) V ∈ Km,m, taka »e ma
ierz
Σ = VHAU jest ma
ierz¡ diagonaln¡. Nie
h

wi = Aui, vi =
wi

‖wi‖2
, dla i = 1, . . . , r.
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Wtedy dla i 6= j

〈wi,wj〉 = wH
j wi = uHj A

HAui = uHj λiui = λi〈ui,uj〉 = 0,poniewa» wektory ui i uj s¡ do siebie prostopadªe. Tak wi�
 wektory wi (
zylitak»e vi) s¡ parami prostopadªe, a zatem przez doª¡
zenie do v1, . . . ,vr pewny
hwektorów vr+1, . . . ,vm mo»emy otrzyma¢ baz� ortonormaln¡. Ma
ierz
V = [v1, . . . ,vm] jest wi�
 unitarna (ortogonalna) i teraz ªatwo jest sprawdzi¢, »edla i = 1, . . . ,min{m,n} za
hodzi równo±¢ Aui = σivi. Fakt, »e ma
ierz Σ jestdiagonalna, wynika z ortogonalno±
i bazy v1, . . . ,vm. Udowodnili±my w ten sposób

Twierdzenie: Dowolna ma
ierz A ∈ Km,n (dla K = R lub K = C) mo»e by¢przedstawiona w posta
i ilo
zynu:
A = VΣUH,w którym ma
ierze U ∈ Kn,n oraz V ∈ Km,m s¡ unitarne (je±li ma
ierz A jestrze
zywista, to ortogonalne), za± ma
ierz Σ ∈ Rm,n jest diagonalna, przy 
zym jejwspóª
zynniki na diagonali s¡ nieujemne i uporz¡dkowane nierosn¡
o. Takirozkªad ma
ierzy nazywa si� rozkªadem wzgl�dem warto±
i sz
zególny
h (ang.singular value de
omposition, SVD).

Wzór podany w twierdzeniu mo»emy napisa¢ w posta
i

A =
min{m,n}∑

i=1

σiuiv
H
i ,

w której jest on uogólnieniem podanego w
ze±niej wzoru opisuj¡
ego rozkªadma
ierzy hermitowskiej. Powy»sze twierdzenie o rozkªadzie wzgl�dem warto±
isz
zególny
h ujawnia fakt, »e ka»de przeksztaª
enie liniowe ma dosy¢ prost¡struktur�: je±li przestrzenie V1 i V2 s¡ euklidesowe, to dla ka»dego przeksztaª
enialiniowego f : V1→ V2 istniej¡ bazy ortonormalne ty
h przestrzeni, w który
hprzeksztaª
enie f jest reprezentowane przez ma
ierz diagonaln¡ Σ.

Rozkªad ma
ierzy wzgl�dem warto±
i sz
zególny
h bywa u»yte
znyw rozwi¡zywaniu nieregularny
h liniowy
h zada« najmniejszy
h kwadratów, 
ojednak wykra
za poza ten wykªad. Numery
zne znalezienie takiego rozkªadu jestdo±¢ kosztowne, ale maj¡
 go mo»na wiele dowiedzie¢ si� o zadaniu i stosunkowoªatwo jest je rozwi¡za¢.



23.3

Norma druga ma
ierzy

Je±li ma
ierz A jest hermitowska, to dowolny wektor x mo»emy przedstawi¢w posta
i kombina
ji liniowej wektorów wªasny
h, które tworz¡ baz�ortonormaln¡: x =
∑n

i=1aixi. Wtedy

Ax = A

n∑

i=1

aixi =

n∑

i=1

aiλixi.

Nie
h λk ozna
za warto±¢ wªasn¡ ma
ierzy A o najwi�kszej warto±
i bezwzgl�dnej.Mo»emy osza
owa¢

‖Ax‖22 =
〈 n∑

i=1

aiλixi,

n∑

i=1

aiλixi

〉
=

n∑

i=1

|ai|
2|λi|

2 ≤ |λk|
2

n∑

i=1

|ai|
2 = |λk|

2‖x‖22.

Przypu±¢my, »e wektor x jest jednostkowy, a wi�
 ∑n

i=1 |ai|
2 = 1. Li
zba ‖Ax‖2jest najwi�ksza, je±li przyjmiemy ak = 1 oraz aj = 0 dla j 6= k (tj. x = xk). Wtedyzamiast nierówno±
i wy»ej otrzymamy równo±¢, sk¡d wynika

Stwierdzenie: Norma ma
ierzy hermitowskiej (lub symetry
znej) n× nindukowana przez norm� drug¡ przestrzeni Cn (lub Rn) jest równa promieniowispektralnemu tej ma
ierzy.

Zbadajmy, jak mo»na obli
zy¢ norm� drug¡ ma
ierzy, która nie jest hermitowskaani nawet kwadratowa. Nie
h zatem A ∈ Km,n oraz x ∈ Kn. Dla wektora

y = Ax ∈ Cm mo»emy obli
zy¢

‖y‖22 = ‖Ax‖22 = (Ax)H(Ax) = xHAHAx.Wyra»enie xHAHAx przyjmuje najwi�ksz¡ warto±¢ w punk
ie xk sferyjednostkowej, który jest wektorem wªasnym przynale»nym do najwi�kszej warto±
iwªasnej λk ma
ierzy hermitowskiej AHA (ma
ierz ta jest nieujemnie okre±lona,a wi�
 λk ≥ 0). St¡d norm� ma
ierzy A indukowan¡ przez norm� drug¡ Hölderaw Cn mo»emy obli
zy¢ na podstawie wzoru

‖A‖2 =
√ max

λi∈spe
tAHAλi = σ1

(li
zba σ1 jest najwi�ksz¡ warto±
i¡ sz
zególn¡ ma
ierzy A).

Uwarunkowanie algebrai
zny
h zagadnie« wªasny
h

Przed przyst¡pieniem do numery
znego rozwi¡zywania dowolnego zadania wypadazainteresowa¢ si� jego uwarunkowaniem numery
znym. Od uwarunkowania zale»y
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sensowno±¢ rozwi¡zywania (dla zada« ¹le uwarunkowany
h mo»na ewentualnieposzukiwa¢ alternatywny
h rozwi¡za«), a tak»e wybór metody.

Za
znijmy od stwierdzenia, »e warto±
i wªasne dowolnej ma
ierzy zale»¡ odwspóª
zynników w sposób 
i¡gªy. Jest tak dlatego, »e miejs
a zerowe wielomianuzale»¡ w sposób 
i¡gªy od jego wspóª
zynników (np. w bazie pot�gowej), a tez kolei zale»¡ w sposób 
i¡gªy od wspóª
zynników ma
ierzy.

Niestety, 
i¡gªo±¢, o której mowa wy»ej, to maªo. Rozwa»my klatk� Jordana

m×m, któr¡ zaburzymy przez przypisanie jednemu tylko wspóª
zynnikowiwarto±
i ε zamiast 0. Wtedy otrzymamy ma
ierz, której wielomian
harakterysty
zny
det





a− λ 1

a− λ

. . .. . .
a− λ 1

ε a− λ




= (a− λ)m− (−1)mε,

ma m ró»ny
h, zespolony
h miejs
 zerowy
h λk = a+ m
√

|ε| eiϕk , gdzie

ϕk = (Arg ε+ 2kπ)/m, k = 0, . . . ,m− 1.

O
zywi±
ie, dla inny
h zaburze« wspóª
zynników dostaniemy inne zmianywarto±
i wªasny
h, ale ju» wida¢, »e w przypadku, gdy krotno±¢ geometry
znapewnej warto±
i wªasnej jest mniejsza ni» algebrai
zna, to zadanie jest ¹leuwarunkowane. Je±li posta¢ kanoni
zna ma
ierzy A zawiera klatk� Jordanao wymiara
h m×m, to mo»emy stwierdzi¢, »e istnieje staªa c, taka »e

|λ(A+ ∆A) − λ(A)| ≤ c‖∆A‖1/m(powy»szy warunek nazywa si� 
i¡gªo±
i¡ w sensie Höldera z wykªadnikiem 1/m).Równie» zaburzenie kierunku odpowiedniego wektora wªasnego (tj. k¡t mi�dzywektorem wªasnym ma
ierzy danej i zaburzonej) mo»e by¢ propor
jonalne do

‖∆A‖1/m, 
o powoduje, »e w ra
hunku numery
znym na ogóª nie jeste±myw stanie rozpozna¢ struktury ma
ierzy, która nie jest diagonalizowalna.

Wskutek bª�dów zaokr¡gle« jest prawie niemo»liwe odró»nienie ma
ierzyo zªo»onej strukturze od ma
ierzy diagonalizowalnej (mniej wi�
ej to samo mamydla ukªadów równa« z ma
ierz¡ niepeªnego rz�du: je±li ma
ierz trzebaprzeksztaª
i¢ w 
elu otrzymania równowa»nego ukªadu z ma
ierz¡ trójk¡tn¡, toprawie zawsze otrzymamy ma
ierz peªnego rz�du). Jedyne na 
o mo»emy li
zy¢, to
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numery
zna poprawno±¢ stosowany
h algorytmów, tj. je±li otrzymamy w wynikuobli
ze« par� wªasn¡ (µ,y), to b�dzie to para wªasna ma
ierzy zaburzonej

A+ ∆A, gdzie ‖∆A‖ ≤ K‖A‖ν (dla pewnej staªej K). Tak wi�
 potrzebne jestzbadanie, jak takie zaburzenia ma
ierzy wpªywaj¡ na warto±
i i wektory wªasne.

Zaªó»my, »e ma
ierz A jest diagonalizowalna, a wi�
 A = X−1DX,

D = diag(λ1, . . . , λn) i rozwa»my par� wªasn¡ (µ,y) ma
ierzy A+ ∆A. Mamy

µy = (A+ ∆A)y = (X−1DX+ ∆A)yi st¡d dla z = Xy 6= 0

(D− µIn)z = −X∆AX−1z.Ch
emy zbada¢, jak daleko jest li
zba µ od widma ma
ierzy A; je±li li
zba ta jestrówna której± warto±
i wªasnej, to znale¹li±my t� warto±¢ wªasn¡ dokªadnie.Przyjmijmy zatem, »e ∆λ = mini=1,...,n |λi− µ| > 0 (
zyli li
zba µ jest ró»na odwszystki
h warto±
i wªasny
h). Wtedy ma
ierz D− µIn jest nieosobliwa i mamy

‖z‖ = ‖(D− µIn)
−1X∆AX−1z‖ ≤ 1

|∆λ|
‖X‖‖X−1‖‖∆A‖‖z‖,sk¡d wynika nast�puj¡
e osza
owanie Bauera-Fikego:

|∆λ| ≤ 
ondX · ‖∆A‖.

Jak widzimy, dla ma
ierzy diagonalizowalnej warto±
i wªasne zale»¡ odwspóª
zynników ma
ierzy w sposób lips
hitzowsko 
i¡gªy; zwró¢my uwag�, »ew osza
owaniu wyst�puje taki sam wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy X jakw zadaniu rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h z t¡ ma
ierz¡. Je±li ma
ierz Xnie jest okre±lona jednozna
znie, to do osza
owania mo»emy wzi¡¢ ma
ierzodpowiedniego podobie«stwa o najmniejszym wska¹niku uwarunkowania.

W ten sposób do
hodzimy do wniosku, »e zaburzenia warto±
i wªasny
h ma
ierzyhermitowski
h (w tym rze
zywisty
h symetry
zny
h) mo»na osza
owa¢ przeznorm� zaburzenia ma
ierzy, jako »e wska¹nik uwarunkowania (w normie drugiej)ma
ierzy podobie«stwa X, która jest unitarna, jest równy 1. Natomiast zmianawektora wªasnego, która jest skutkiem zburze« wspóª
zynników ma
ierzy, mo»eby¢ du»a wtedy, gdy warto±¢ wªasna, do której ten wektor przynale»y, le»y bliskoinny
h warto±
i wªasny
h (w sz
zególno±
i, kiedy ta warto±¢ wªasna ma krotno±¢wi�ksz¡ od 1).
W ogólnym przypadku zaburzenia wektorów wªasny
h s¡ du»e wtedy, gdy k¡tymi�dzy podprzestrzeniami wªasnymi s¡ maªe. Wiele metod numery
zny
h
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rozwi¡zywania algebrai
zny
h zagadnie« wªasny
h polega na wielokrotnymprzeksztaª
aniu ma
ierzy za pomo
¡ podobie«stw; 
i¡g taki ma zbiega¢ doma
ierzy trójk¡tnej (w przypadku niesymetry
znym) albo diagonalnej. Dlategow metoda
h ty
h 
z�sto stosuje si� podobie«stwa reprezentowane przez ma
ierzeortogonalne (albo unitarne); poniewa» opisuj¡ one izometrie, wi�
 nie zmieniaj¡k¡tów mi�dzy podprzestrzeniami wªasnymi, tj. nie pogarszaj¡ uwarunkowaniazadania wyzna
zania wektorów wªasny
h.

Zadania i problemy

1. Wiedz¡
, »e mno»enie ma
ierzy rze
zywistej przez ma
ierze ortogonalne niezmienia normy drugiej ani normy Frobeniusa, znajd¹ staªe równowa»no±
i ty
hnorm, tj. li
zby dodatnie c1 i c2, takie »e
c1‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤ c2‖A‖2dla ka»dej ma
ierzy A ∈ Rm,n. Skorzystaj w tym 
elu z rozkªadu wzgl�demwarto±
i sz
zególny
h.2. Poka», jak znaj¡
 rozkªad ma
ierzy A wzgl�dem warto±
i sz
zególny
h mo»narozwi¡za¢ nieregularne LZNK. Zbadaj, jaki skutek ma zaburzenie ma
ierzy A,które odpowiada zast¡pieniu wspóª
zynika σr+1 = 0 ma
ierzy Σ przez pewn¡li
zb� ε 6= 0 o bardzo maªej warto±
i bezwzgl�dnej.3. Podaj wzór, prostszy ni» dla dowolnej ma
ierzy, umo»liwiaj¡
y obli
zenie normydrugiej ma
ierzy hermitowskiej.4. Podaj wzór umo»liwiaj¡
y obli
zenie wska¹nika uwarunkowania w normie drugiejnieosobliwej ma
ierzy hermitowskiej.5. Udowodnij, »e dla dowolnej ma
ierzy A ∈ Km,n rz�du r za
hodzi równo±¢

‖A‖F =
√∑r

i=1σi, gdzie li
zby σi s¡ warto±
iami sz
zególnymi ma
ierzy A.
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Metody rozwi¡zywania algebrai
zny
h zagadnie«wªasny
h
Uwagi ogólne

Na podstawie doty
h
zas przedstawionej teorii rozwi¡zywanie algebrai
znegozagadnienia wªasnego jawi si� jako nast�puj¡
y algorytm:1. Znajdujemy wspóª
zynniki wielomianu 
harakterysty
znego,2. Znajdujemy miejs
a zerowe wielomianu 
harakterysty
znego (
zyli warto±
iwªasne),3. Dla ka»dej warto±
i wªasnej znajdujemy baz� odpowiedniej podprzestrzeniwªasnej.W prakty
e ta metoda jest odpowiednia dla ma
ierzy o wymiara
h 2× 2,a najwy»ej 3× 3. Przy
zyny s¡ takie: umiemy rozwi¡za¢ (przez obli
zeniepewny
h wyra»e«, w który
h wyst�puj¡ 
ztery dziaªania arytmety
znei pierwiastki) równania algebrai
zne stopnia 
o najwy»ej 4 (i tylko w sz
zególny
hprzypadka
h wy»szego stopnia), przy 
zym prawie nikt nie u»ywa wzorówopisuj¡
y
h pierwiastki wielomianu stopnia 4, a maªo kto 3.

Dla wielomianów wy»szego stopnia (
zyli dla wi�kszy
h ma
ierzy) trzeba stosowa¢metody itera
yjne, który
h wynikiem jest pewne przybli»enie pierwiastkówwielomianu, 
o jednak w ra
hunku numery
znym (z bª�dami zaokr¡gle«) jestnieistotne, bo wzory �dokªadne� te» realizujemy z bª�dami zaokr¡gle«. Problememjest jednak uwarunkowanie zadania. O ile, jak si� przekonali±my, zadaniewyzna
zenia warto±
i wªasny
h ma
ierzy symetry
znej (z wyj¡tkiem warto±
ibliski
h zera) jest dobrze uwarunkowane, to zadanie znalezienia miejs
 zerowy
hwielomianu 
harakterysty
znego tej ma
ierzy na podstawie jego wspóª
zynnikóww bazie pot�gowej jest zwykle zna
znie gorzej, a w pewny
h przypadka
h wr�
zpatologi
znie ¹le uwarunkowane.

Z tego wzgl�du metody numery
zne polegaj¡
e na rozwi¡zywaniu równania
harakterysty
znego opieraj¡ si� na obli
zaniu warto±
i w(x) = det(A − xIn) dlapewny
h li
zb x bezpo±rednio na podstawie wspóª
zynników ma
ierzy A, lubinnej ma
ierzy, podobnej do A. Wprowadzone podobie«stwo ma na 
eluzmniejszenie kosztu obli
zania wyzna
znika.

Wybór metody rozwi¡zywania algebrai
znego zagadnienia wªasnego zale»y odtego, 
zy interesuj¡ nas tylko warto±
i wªasne, 
zy równie» wektory wªasne, 
zyzale»y nam na znalezieniu wszystki
h, 
zy tylko niektóry
h (np. najwi�kszy
h)
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warto±
i wªasny
h, a tak»e od tego, 
zy ma
ierz jest symetry
zna (lubhermitowska) i 
zy jest rzadka (tj. 
zy ma tylko niewiele wspóª
zynnikówniezerowy
h). Jak wida¢, dobór metody musi by¢ poprzedzony zbadaniemkonkretnego zadania i jego zastosowania.

Sprowadzanie ma
ierzy do posta
i Hessenberga

Def. Ma
ierz Hessenberga (górna) jest to ma
ierz kwadratowa [aij]i,j, którejwspóª
zynniki speªniaj¡ warunek aij = 0 dla j < i− 1.

Innymi sªowy, wszystkie niezerowe wspóª
zynniki ma
ierzy Hessenberga s¡ulokowane nad diagonal¡, na diagonali i bezpo±rednio pod diagonal¡. Dowolnama
ierz A jest podobna do ma
ierzy trójk¡tnej na mo
y twierdzenia S
hura, alezwykle nie mo»emy w sko«
zonej li
zbie kroków skonstruowa¢ odpowiedniegopodobie«stwa, bo byªoby to równowa»ne rozwi¡zaniu w sko«
zonej li
zbie krokówrównania algebrai
znego stopnia n. Natomiast dowoln¡ ma
ierz mo»emyw sko«
zonej li
zbie kroków przeksztaª
i¢ do posta
i Hessenberga. W ten sposóbmo»emy zna
znie zmniejszy¢ koszt dalej stosowany
h obli
ze«.

Jedn¡ z naj
z�±
iej stosowany
h metod przeksztaª
ania ma
ierzy do posta
iHessenberga jest metoda odbi¢ Householdera. Pierwsze odbi
ie konstruujemy tak,aby obrazem pierwszej kolumny byª wektor, który ma niezmienion¡ pierwsz¡wspóªrz�dn¡ (
aªy pierwszy wiersz ma
ierzy pozostanie zatem niezmieniony),natomiast wspóªrz�dne 3, . . . , n maj¡ by¢ przeksztaª
one na 0. Po zastosowaniutego przeksztaª
enia do wszystki
h kolumn przeksztaª
amy w taki sam sposóbwiersze � w ten sposób zamiast ma
ierzy A otrzymamy ma
ierz HAH(pami�tamy, »e H−1 = HH = H), podobn¡ do A. S
hematy
znie wygl¡da to tak(
zarne kropki ozna
zaj¡ wspóª
zynniki niezmienione, puste miejs
a to zera):





• • • • •
• • • • •
• • • • •
• • • • •
• • • • •




→





• • • • •
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦




→





• ◦ ◦ ◦ ◦
• ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦





Jak wida¢, przeksztaª
aj¡
 wiersze nie nisz
zymy zer w pierwszej kolumnie.Kolejne kroki s¡ podobne, np. drugi wygl¡da tak:





• • • • •
• • • • •

• • • •
• • • •
• • • •




→





• • • • •
• • • • •

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦




→





• • ◦ ◦ ◦
• • ◦ ◦ ◦

• ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦




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Ma
ierz podobie«stwa danej ma
ierzy A do otrzymanej ma
ierzy Hessenberga jestilo
zynem ma
ierzy kolejno wykonany
h odbi¢. Je±li jest nam potrzebna (w 
eluobli
zenia wektorów wªasny
h), to jak zwykle reprezentujemy j¡ za pomo
¡wektorów normalny
h hiperpªasz
zyzn odbi¢.

Zwró¢my uwag�, »e je±li ma
ierz A jest symetry
zna (albo hermitowskaw przypadku zespolonym), to wªasno±¢ ta b�dzie za
howana przez toprzeksztaª
enie. W wyniku otrzymamy wi�
 symetry
zn¡ albo hermitowsk¡ma
ierz Hessenberga, 
zyli ma
ierz trójdiagonaln¡.

Obli
zenie wyzna
znika ma
ierzy peªnej przy u»y
iu elimina
ji Gaussa wymagawykonania O(n3) dziaªa« arytmety
zny
h. To samo zadanie dla ma
ierzyHessenberga mo»e by¢ rozwi¡zane za pomo
¡ O(n2) dziaªa«, za± w przypadkuma
ierzy trójdiagonalnej tylko O(n) dziaªa«. O
zywi±
ie, koszt przej±
ia do tejposta
i to O(n3) dziaªa«, ale jest to 
zynno±¢ jednorazowa, a obli
zanie warto±
iwielomianu 
harakterysty
znego (w 
elu znalezienia jego zer metod¡ numery
zn¡)wykonuje si� wielokrotnie.

Metoda pot�gowa i jej mody�ka
je

Jedn¡ z najprostszy
h metod znajdowania pojedyn
zy
h warto±
i wªasny
hi wektorów wªasny
h do ni
h przynale»ny
h jest metoda pot�gowa.W podstawowej wersji nie jest ona sz
zególnie u»yte
zna, ale na podobnejzasadzie dziaªaj¡ bardziej wyra�nowane i skute
zne metody. Przyjmiemy, »ewszystkie wspóª
zynniki i warto±
i wªasne ma
ierzy A s¡ li
zbami rze
zywistymi.

Przypu±¢my, »e ma
ierz A jest podobna do ma
ierzy diagonalnej i ma jedn¡ tzw.dominuj¡
¡ warto±¢ wªasn¡ λ1, tak¡ »e |λ1| > |λk| dla k = 2, . . . , n. Nie
h y0ozna
za dowolny wektor, który mo»emy przedstawi¢ w bazie zªo»onej z wektorówwªasny
h x1, . . . ,xn ma
ierzy A: y0 =
∑n

i=1aixi. Okre±lamy teraz 
i¡g

yk = Ayk−1. Nietrudno zauwa»y¢, »e

yk = Aky0 =

n∑

i=1

aiλ
k
ixi.

Je±li |λ1| > 1, to 
i¡g ‖yk‖ ro±nie nieograni
zenie, za± je±li |λ1| < 1, to maleje dozera. W pierwszym przypadku skªadnik λk1a1x1 ro±nie najszyb
iej, a w drugimmaleje najwolniej, a zatem po wykonaniu dostate
znie wielu itera
ji otrzymamywektor yk, którego kierunek ró»ni si� dowolnie maªo od kierunku wektorawªasnego x1. W prakty
e wektory yk trzeba poddawa¢ normaliza
ji, tj. dzieli¢przez i
h dªugo±¢ (lub dowoln¡ inn¡ norm�), dzi�ki 
zemu nie grozi wyst¡pienienadmiaru lub niedomiaru w obli
zenia
h.
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Pro
es itera
yjny, który realizuje metod� pot�gow¡ z normaliza
j¡, wygl¡da tak:
z0 = dowolny wektor po
z¡tkowy, taki »e ‖z0‖ = 1.

yk = Azk−1,

zk = yk/‖yk‖

}
k = 1, 2, . . .

Je±li ma
ierz A speªnia przyj�te zaªo»enia, to 
i¡g wektorów zk zbiega do wektorawªasnego x1, przy 
zym w obli
zenia
h numery
zny
h zwykle dzieje si� tak nawetwtedy, gdy przyjmiemy wektor po
z¡tkowy z0 ∈ lin{x2, . . . ,xn} (to jest jedenz nieli
zny
h przypadków, kiedy skutki bª�dów zaokr¡gle« s¡ po»yte
zne).

Zwró¢my uwag�, »e aby zastosowa¢ t� metod�, nie musimy zna¢ jawnejreprezenta
ji ma
ierzy A; wystar
zy mie¢ tylko podprogram, który obli
zy ilo
zyntej ma
ierzy i danego wektora. Nie musimy te» wyzna
za¢ inny
h ma
ierzy np.poprzez zmian� wspóª
zynników ma
ierzy A. Dzi�ki temu ªatwo jest stosowa¢metod� pot�gow¡ np. do rzadki
h ma
ierzy o du»y
h wymiara
h.

Pozostaj¡ do ustalenia dwie rze
zy: jak obli
zy¢ w tej metodzie warto±¢ wªasn¡ λ1i jak osza
owa¢ szybko±¢ zbie»no±
i. Przypu±¢my, »e wykonali±my dostate
zniedu»o itera
ji aby wtedy wektor zk−1 byª dobrym przybli»eniem wektora wªasnego

x1. Zatem (w ogólno±
i sprze
zny) ukªad n równa« liniowy
h z jedn¡niewiadom¡, λ,
zk−1λ = Azk−1 = yk,jest dobrym przybli»eniem ukªadu x1λ = Ax1, którego rozwi¡zaniem jest warto±¢wªasna λ1. Mo»emy potraktowa¢ ukªad jak regularne LZNK i uªo»y¢ odpowiedniukªad równa« normalny
h:

zTk−1zk−1λ = zTk−1yk,którego rozwi¡zaniem jest li
zba

ρk =
zTk−1yk

zTk−1zk−1
.Wyra»enie po prawej stronie, którego warto±¢ jest przybli»eniem warto±
i wªasnej

λ1 ma
ierzy A, jest nazywane ilorazem Rayleigha. Je±li normaliza
ja polega nadzieleniu ka»dego wektora yk przez jego norm� drug¡, to mianownik ilorazuRayleigha jest równy 1.

Dla ma
ierzy symetry
znej mo»na udowodni¢, »e je±li li
zba t0 jest tangensemk¡ta mi�dzy wektorami z0 i x1, to przy braku bª�dów zaokr¡gle« tangens k¡tami�dzy zk i x1 (ozna
zymy go symbolem tk) speªnia nierówno±¢

|tk| ≤
∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣
k

|t0|,
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gdzie λ2 ozna
za drug¡ 
o do warto±
i bezwzgl�dnej warto±¢ wªasn¡ ma
ierzy A.Natomiast 
i¡g ilorazów Rayleigha zbiega do λ1 zgodnie z osza
owaniem

|ρk− λ1| ≤ 2‖A‖|tk|2 = O

(∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣
2k

)
,

a wi�
 zbie»no±¢ tego 
i¡gu jest jesz
ze szybsza.

Jak wida¢, metoda pot�gowa dziaªa dobrze, je±li iloraz λ2/λ1 ma warto±¢bezwzgl�dn¡ du»o mniejsz¡ ni» 1. W sytua
ji, gdy krotno±¢ warto±
i wªasnej λ1jest wi�ksza ni» 1, 
i¡g wektorów zk zbiega do pewnego wektora le»¡
egow podprzestrzeni wªasnej przynale»nej do λ1, ale nie mamy jak rozpozna¢wymiaru tej podprzestrzeni. Najgorsza jest sytua
ja, gdy λ1 = −λ2, mo»emy jejjednak zaradzi¢ wprowadzaj¡
 przesuni�
ia widma. Jak wiemy, li
zba λ jestwarto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy li
zba λ− a jest warto±
i¡wªasn¡ ma
ierzy A− aIn. Przyjmuj¡
 a < 0 mo»emy otrzyma¢ ma
ierz, którejdominuj¡
a warto±¢ wªasna jest dodatnia, za± a > 0 spowoduje powstaniema
ierzy o dominuj¡
ej ujemnej warto±
i wªasnej. Aby zbie»no±¢ byªa najszybsza,nale»aªoby przyj¡¢ a = 1
2
(a+ b), gdzie [a, b] jest jak najkrótszym przedziaªemzawieraj¡
ym wszystkie warto±
i wªasne opró
z λ1 (
zasem mamy pewneinforma
je o ma
ierzy A, dzi�ki którym mo»emy wskaza¢ taki przedziaª).

Pora na radykalne ulepszenie metody, zwane odwrotn¡ metod¡ pot�gow¡.W metodzie z przesuni�
iami mo»emy znale¹¢ tylko najwi�ksz¡ i najmniejsz¡warto±¢ wªasn¡. Obe
nie b�dziemy poszukiwa¢ warto±
i wªasnej, która jestnajbli»sza wskazanej li
zby a. W tym 
elu zauwa»my, »e je±lispe
tA = {λ1, . . . , λn}, to li
zby 1
λ1−a

, . . . , 1
λn−a

s¡ warto±
iami wªasnymi ma
ierzy

(A− aIn)
−1 i dominuj¡
¡ jest ta, której odpowiada mianownik o najmniejszejwarto±
i bezwzgl�dnej. Metoda jest taka:

z0 = dowolny wektor po
z¡tkowy, taki »e ‖z0‖ = 1.

yk = (A− aIn)
−1zk−1,

zk = yk/‖yk‖

}
k = 1, 2, . . . ,

przy 
zym obli
zenie wektora yk polega na rozwi¡zaniu ukªadu równa« z ma
ierz¡
A− aIn. Wresz
ie, mo»emy w kolejny
h itera
ja
h zmienia¢ parametr a,zast�puj¡
 go 
oraz dokªadniejszymi przybli»eniami ρk poszukiwanej warto±
iwªasnej, które otrzymujemy obli
zaj¡
 ilorazy Rayleigha. W tym pro
esie ma
ierz
A− ρkIn d¡»y do ma
ierzy osobliwej (i w sz
zególno±
i nieograni
zenie ro±nie jejwska¹nik uwarunkowania), ale nie ma to negatywnego wpªywu na dokªadno±¢obli
zenia warto±
i wªasnej, za± zbie»no±¢ tego pro
esu jest zna
znie szybsza(z tym, »e w ka»dej itera
ji trzeba rozkªada¢ now¡ ma
ierz na 
zynniki trójk¡tne;
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je±li parametr a jest ustalony, to wystar
zy zrobi¢ to raz; wida¢ tu jak opªa
alnejest wst�pne przeksztaª
enie ma
ierzy do posta
i Hessenberga lub trójdiagonalnej� dla takiej ma
ierzy koszt jednej itera
ji metody odwrotnej jest prawie taki samjak w itera
ji prostej).

Itera
je na podprzestrzenia
h i algorytm QR

Zaªó»my teraz, »e ma
ierz A jest rze
zywista i symetry
zna. Spróbujmy takzmieni¢ metod� pot�gow¡, aby otrzyma¢ l 
i¡gów wektorów, z który
h ka»dyzbiega do wektora wªasnego przynale»nego do innej warto±
i wªasnej (bierzemypod uwag� l warto±
i wªasny
h o najwi�kszy
h warto±
ia
h bezwzgl�dny
h). Jakwiemy, z wektorów wªasny
h ma
ierzy symetry
znej mo»na utworzy¢ baz�ortonormaln¡ przestrzeni Rn. Mo»emy wi�
 za»¡da¢, aby wektory zk1, . . . ,zklotrzymane w k-tej itera
ji byªy do siebie prostopadªe.

Idea metody itera
ji prostej na podprzestrzenia
h wygl¡da tak:

z01, . . . ,z0l � wektory jednostkowe, wzajemnie prostopadªe.

ykj = Azk−1,j dla j = 1, . . . , l,

zk1, . . . ,zkl � wektory otrzymaneza pomo
¡ ortonormaliza
ji yk1, . . . ,ykl





k = 1, 2, . . .

Mo»emy zauwa»y¢, »e 
ho¢ mno»enie wektora yk−1,j przez ma
ierz A dla j > 1powoduje najwi�kszy wzrost skªadowy
h w kierunku wektorów wªasny
h

x1, . . . ,xj−1, przynale»ny
h do warto±
i wªasny
h λ1, . . . , λj−1 o najwi�kszy
hwarto±
ia
h bezwzgl�dny
h, jednak skªadowe te s¡ �wygaszane� przezortonormaliza
j�. Dlatego kierunek wektorów w 
i¡gu z1j, z2j, z3j, . . . b�dzie d¡»yªdo kierunku wektora xj przynale»nego do j-tej 
o do warto±
i bezwzgl�dnejwarto±
i wªasnej λj. Dokªadniejsze zbadanie warunków dostate
zny
h tejzbie»no±
i opiera si� na ra
hunka
h, które pomin�.

Metod� itera
ji prostej na podprzestrzenia
h mo»na przedstawi¢ w posta
ima
ierzowej:Wybierz ma
ierz Z0 = [z01, . . . ,z0l] o kolumna
hparami prostopadªy
h o dªugo±
i 1;dla k = 1, 2, . . .Obli
z Yk = AZk−1;Znajd¹ ma
ierze Zk i Rk, takie »e Yk = ZkRk i kolumny ma
ierzy Zk s¡parami prostopadªe i maj¡ dªugo±¢ 1, za± Rk jest ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡.
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Przypu±¢my teraz, »e wybrali±my l = n, tj. »e dokonujemy itera
ji na 
aªejprzestrzeni Rn (a zatem interesuje nas otrzymanie 
i¡gów zbie»ny
h do nwzajemnie prostopadªy
h wektorów wªasny
h ma
ierzy A). Przypu±¢my dalej, »ewybrali±my ma
ierz Z0 = In (to jest wybór dopusz
zalny). Okre±lmy ma
ierze

Ak

def

= ZTkAZk.Wtedy mamy

Ak = ZTkYk+1 = ZTkZk+1Rk+1 = Qk+1Rk+1,gdzie Qk+1 = ZTkZk+1, sk¡d wynika Zk+1 = ZkQk+1 i przez induk
j�

Zk = Z0Q1 . . . Qk = Q1 . . . Qk.Mamy zatem

Ak = QTk . . . Q
T
1AQ1 . . . Qk = QTkAk−1Qk = RkQk.Tak wi�
 okre±lili±my pewien 
i¡g ma
ierzy A0 = A,A1, A2, . . ., z który
hwszystkie s¡ podobne do A (i ma
ierze podobie«stw s¡ ortogonalne).

Rozkªad ortogonalno-trójk¡tny ma
ierzy nieosobliwej jest okre±lony jednozna
zniez dokªadno±
i¡ do zwrotów kolumn ma
ierzy ortogonalnej i wierszy ma
ierzytrójk¡tnej. Aby go znale¹¢ mo»na u»y¢ ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta,obrotów Givensa albo odbi¢ Householdera (stosuj¡
 ró»ne metody b�dziemy mielima
ierze z kolumnami o ró»ny
h zwrota
h, ale to jest nieistotne). Je±li ma
ierz

Ak−1 jest osobliwa, to jej rozkªad ortogonalno-trójk¡tny jest niejednozna
zny, aleokazuje si�, »e ta niejednozna
zno±¢ nie przeszkadza w dziaªaniu algorytmu.

Wskazali±my zatem zwi¡zek okre±lonego wy»ej 
i¡gu ma
ierzy z metod¡ itera
ji napodprzestrzenia
h. Poniewa» 
i¡g ma
ierzy Zk d¡»y do ma
ierzy Z, którejkolumny s¡ wektorami wªasnymi ma
ierzy A, wi�
 
i¡g ma
ierzy Ak d¡»y doma
ierzy diagonalnej, której wspóª
zynniki diagonalne s¡ o
zywi±
ie warto±
iamiwªasnymi ma
ierzy A. Algorytm

A0 = A;dla k = 1, 2, . . .Znajd¹ ma
ierz ortogonaln¡ Qk i trójk¡tn¡ górn¡ Rk, takie »e Ak−1 = QkRk;
Ak = RkQk;który tworzy taki 
i¡g ma
ierzy, nazywa si� algorytmem QR. Po opra
owaniupewny
h sz
zegóªów algorytm ten jest najefektywniejszym znanym algorytmemwyzna
zania peªnego rozwi¡zania algebrai
znego zagadnienia wªasnego.

24.8

Sz
zegóªy s¡ takie: je±li ma
ierz A jest trójdiagonalna (a dowoln¡ rze
zywist¡ma
ierz symetry
zn¡ potra�my do takiej posta
i przeksztaª
i¢ i powinni±my tozrobi¢ zaw
zasu), to wszystkie ma
ierze Ak te» s¡ trójdiagonalne. Wynika to st¡d,»e je±li rozkªadana ma
ierz Ak−1 jest ma
ierz¡ trójdiagonaln¡ (
zyli sz
zególnymprzypadkiem ma
ierzy Hessenberga), to j-ta kolumna ma
ierzy Qk (dla j < n) jestkombina
j¡ liniow¡ wektorów e1, . . . ,ej+1 (
zyli ma
ierz Qk te» jest ma
ierz¡Hessenberga) i obli
zaj¡
 ilo
zyn Ak = RkQk dostaniemy znowu ma
ierzHessenberga, a ze wzgl�du na za
howanie symetrii przez kongruen
je � ma
ierztrójdiagonaln¡.

Drugi sz
zegóª ma na 
elu zapewnienie i przyspieszenie zbie»no±
i. Do tego 
elusªu»¡ przesuni�
ia, okre±lone podobnie jak w metodzie pot�gowej. Zamiastma
ierzy Ak−1 rozkªadamy na 
zynniki Qk−1Rk−1 ma
ierz Ak−1− µkIn, a nast�pnieobli
zamy Ak = Rk−1Qk−1+ µkIn. Parametr µk przyjmujemy równyw przybli»eniu pewnej warto±
i wªasnej ma
ierzy Ak−1. Najpro±
iej jest przyj¡¢

µk = ann (wspóª
zynnik w prawym dolnym rogu ma
ierzy Ak−1). Inna mo»liwo±¢to zastosowanie tzw. przesuni�¢ Wilkinsona � przyjmujemy parametr µk równyjednej z dwó
h warto±
i wªasny
h bloku 2× 2 w prawym dolnym rogu ma
ierzy

Ak−1 (zagadnienie wªasne z ma
ierz¡ 2× 2 mo»emy rozwi¡za¢ anality
znie).Nale»y w tym miejs
u odnotowa¢, »e zastosowanie przesuni�¢ nie tylkoprzyspiesza, ale przede wszystkim zapewnia zbie»no±¢ 
i¡gu ma
ierzy A1, A2, . . .do ma
ierzy diagonalnej (która bez przesuni�¢ mo»e nie mie¢ miejs
a).

Ostatni sz
zegóª to zastosowanie de�a
ji, tj. zmniejszenia wymiaru zadania.Wspóª
zynniki na kodiagonala
h kolejny
h ma
ierzy Ak d¡»¡ do zera. Je±li który±z ty
h wspóª
zynników jest tak maªy, »e jego warto±¢ bezwzgl�dna jest napoziomie skutków bª�dów zaokr¡gle«, to mo»emy zast¡pi¢ go zerem. Wtedyjednak otrzymujemy ma
ierz blokowo-diagonaln¡ i mo»emy dalej stosowa¢algorytm do bloków na diagonali, wprowadzaj¡
 dla ty
h bloków indywidualneprzesuni�
ia. Z przeprowadzony
h do±wiad
ze« wynika, »e aby przeksztaª
i¢ma
ierz trójdiagonaln¡ do posta
i diagonalnej (tj. znale¹¢ ma
ierz podobn¡ do A,której wspóª
zynniki pozadiagonalne s¡ na poziomie bª�dów zaokr¡gle«w standardowy
h zmiennopozy
yjny
h reprezenta
ja
h li
zb, 
zyli s¡ pomijalniemaªe), 
o jest równowa»ne znalezieniu wszystki
h warto±
i wªasny
h ma
ierzy A,zwykle wystar
zy mniej ni» 2n itera
ji metody QR.
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Zadania i problemy

Na deser zastosujemy wiadomo±
i na temat algebrai
znego zagadnienia wªasnegodo rozwi¡zania pewnego problemu kombinatory
znego.

v1 v2

v3

Graf skierowany jest to obiekt zªo»onyze sko«
zonego zbioru wierz
hoªków {v1, . . . , vn}i kraw�dzi, 
zyli uporz¡dkowany
h par wierz
hoªków

(vi, vj). Mo»e by¢ wiele kraw�dzi wi¡»¡
y
hte same wierz
hoªki, przykªad jest na rysunku obok.

Dla ustalonego grafu G mo»emy utworzy¢ma
ierz poª¡
ze« A = [aij]i,j, którejwspóª
zynnik aij jest równy li
zbie kraw�dziwy
hodz¡
y
h z wierz
hoªka vi i w
hodz¡
y
h do vj.Dla grafu na rysunku

A =




0 2 0

1 1 1

1 0 2



 .

1. Drog¡ w gra�e G nazywamy 
i¡g kraw�dzi, z który
h ka»da nast�pna ma po
z¡tekw ko«
u poprzedniej. Zbadajmy, ile jest dróg o dªugo±
i 2, 3, . . . (w ogólno±
i d),który
h po
z¡tkiem jest wierz
hoªek vi, a ko«
em wierz
hoªek vj.Ka»da droga o dªugo±
i 2 z wierz
hoªka vi do vj prze
hodzi przez pewienwierz
hoªek vk; li
zba dróg prze
hodz¡
y
h przez vk jest ilo
zynem li
zby drógz vi do vk i li
zby dróg z vk do vj. Caªkowit¡ li
zb� dróg o dªugo±
i 2 z vi do vjotrzymamy sumuj¡
 ilo
zyny po wszystki
h k. Zauwa»amy, »e otrzymali±mywyra»enie opisuj¡
e wspóª
zynnik w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma
ierzy A2.Dla grafu na rysunku mamy

A2 =




2 2 2

2 3 3

2 2 2





Udowodnij (stosuj¡
 induk
j�), »e li
zby dróg o dªugo±
i d mi�dzy wierz
hoªkamigrafu s¡ odpowiednimi wspóª
zynnikami ma
ierzy Ad.2. Cyklem w gra�e G nazywa si� drog� zamkni�t¡, tj. tak¡, której konie
 jestpo
z¡tkiem.Z rozwi¡zania poprzedniego problemu wynika, »e li
zba 
ykli o dªugo±
i d,który
h po
z¡tkiem (i ko«
em) jest wierz
hoªek vi, jest wspóª
zynnikiem w i-tym
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wierszu na diagonali ma
ierzy Ad. Caªkowita li
zba 
ykli o dªugo±
i d w gra�e Gjest sum¡ wspóª
zynników diagonalny
h ma
ierzy Ad.Suma wspóª
zynników ma
ierzy kwadratowej M nazywa si� ±ladem ma
ierzy M(ozna
za si� j¡ symbolem trM). Jak wiemy, jest ona równa sumie warto±
iwªasny
h ma
ierzy M.3. Interesuje nas li
zba 
ykli o dªugo±
i d, przy 
zym li
zba d jest bardzo du»a.Wynika st¡d problem: 
zy mo»na obli
zy¢ ±lad ma
ierzy Ad nie obli
zaj¡
 tejma
ierzy (mogªoby to by¢ zbyt kosztowne).Odpowied¹ w zasadzie jest prosta: je±li znamy wszystkie warto±
i wªasne

λ1, . . . , λn ma
ierzy A, to

tr(Ad) =

n∑

i=1

λdi .

Problem polega na i
h znalezieniu, 
zego te» 
h
ieliby±my unikn¡¢.4. Nie
h w(x) = anx
n+ an−1x

n−1+ · · · + a1x+ a0 b�dzie wielomianem
harakterysty
znym ma
ierzy A; mamy an = (−1)n. Na podstawie twierdzeniaCayleya-Hamiltona ma
ierz w(A) jest zerowa. Dla dowolnego d ≥ n speªnione jestzatem równanie
Ad = (−1)n−1(an−1A

d−1+ · · · + a1Ad−n+1+ a0A
d−n).Ale ±lad (tj. przeksztaª
enie Kn,n→ K, które ma
ierzy przyporz¡dkowuje sum� jejwspóª
zynników diagonalny
h) jest funk
jonaªem liniowym, sk¡d wynika, »etr(Ad) = (−1)n−1(an−1 tr(Ad−1) + · · · + a1 tr(Ad−n+1) + a0 tr(Ad−n)).Znaj¡
 wspóª
zynniki a0, . . . , an−1 wielomianu 
harakterysty
znego i ±ladyma
ierzy A,A2, . . . , An−1 (które mo»emy obli
zy¢ w �zwykªy� sposób) mo»emypowy»szy wzór stosowa¢ rekuren
yjnie do li
zenia 
ykli w gra�e.Dla zoba
zenia � jak to wygl¡da� znajd¹ wspóª
zynniki wielomianu
harakterysty
znego ma
ierzy A odpowiadaj¡
ej grafowi na rysunku i obli
zpodanym sposobem li
zby 
ykli o dªugo±
i 3, 4, 5 w tym gra�e.

Uwaga: Wszystkie li
zby pojawiaj¡
e si� pod
zas dziaªania algorytmu opartego napowy»szym pomy±le s¡ 
aªkowite, w zwi¡zku z 
zym nie nale»y implementowa¢ goprzy u»y
iu arytmetyki zmiennopozy
yjnej, tylko 
aªkowitej (dopusz
zaj¡
ejodpowiednio du»e li
zby). W tym sensie algorytm ten nie jest metod¡numery
zn¡.


