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Zasady zaliczania przedmiotu

Blady atolt strach padat na wszystkich, kiedy
krol, dla niespodzianego kaprysu, ogtaszat
zgadywankt. Z dauren dawna lubowal sie
w nich 1 jeszcze wielkiego kanclerza podczas
koronacji zaskoczyt pytaniem, jak sqdzi, czy
pacterz 1 macierz réznig ste czyms miedzy
sobg, a jesli tak, to czym?

Stanistaw Lem: Cyberiada.

Na zaliczenie przedmiotu sktadaja sie:

e Prace domowe zadawane co tydzien, a takze kartkowki (i inne szykany ustalane
indywidualnie przez prowadzacych ¢wiczenia). Na koricu semestru liczba
otrzymanych punktéw bedzie podzielona przez maksymalng liczbe punktow
mozliwych do zdobycia w danej grupie ¢wiczeniowej, pomnozona przez 50
i dodana do liczby punktéw zdobytych na kolokwium.

o Kolokwium (pisemne, wspélne dla calego roku). Za kolokwium mozna dostaé
maksymalnie 50 punktéw.

e Aby zaliczy¢ ¢wiczenia, trzeba na nie chodzi¢ i zdoby¢ (lacznie, z prac domowych

i kolokwium) co najmniej 50 punktéw.

e Egzamin pisemny na koicu semestru.

e Osoby, u ktérych wystapi niezgodnosé miedzy oceng z egzaminu pisemnego
i liczba punktoéw z ¢wiczen, albo niezgodnos§é proponowanej oceny koricowej

z ambicjami, zdajg egzamin ustny.
e Osoby, ktore otrzymatly 88 lub wiecej punktéw z ¢wiczenn majg prawo do zdawania
tylko egzaminu ustnego.



Kolokwium z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14%° 6 grudnia 2012.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre$¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunkt beda poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powolaniem si¢ na wlasciwe twierdzenia).

Za kazde zadanie mozna otrzymaé od 0 do 10 punktéw.

. Zbadaj, czy kazdy ze zbioréw:

Ar={(xy):x>0,y<0}, Ar={(xy):xy>0}

jest (a) podgrupa, (b) podpétgrupa grupy R? ze ,zwyklym” dziataniem dodawania
(- (i, y1) + (x2,92) = (1 +x2, Y1 +2))7?

. Srodkiem cigzkosci pewnego tréjkata réwnobocznego w plaszczyznie zespolonej
jest punkt (1,1) (tzn. 1+ 1), a jednym z jego wierzchotkéw jest (0,0). Znajdz
pozostate dwa wierzchotki tego trojkata.

. Niech a =[1,2,3,4,5]", b = [-5,4,—3,2,1]" i niech A = ab". Oblicz iloczyn Ax,
gdzie x = [3,0,—5,—1,1]".

. Niech
1 -2 —1 0 0
X = 2 X = 3 X3 = > X4 = > X >
1= 3 y X2 — 1 y A3 — 2 y XM= 5 y A5 — _5
2 —1 1 3 3

i niech V; = lin{xy, X2, X3}, Vo = {X4,%5}. Znajdz wymiar sumy algebraicznej
przestrzeni V; i V,. Czy jest to suma prosta? OdpowiedZ uzadasnij.

. Symbol R[x],, oznacza przestrzenn wielomiandéw rzeczywistych jednej zmiennej
stopnia co najwyzej n. Przeksztalcenie liniowe f: R[x]s — R[x]s okreslone jest
wzorem (f(w)) (x) = xw'(x) —5w(x). Znajdz macierz przeksztalcenia f w bazie
potegowej przestrzeni R[x]s i wyznacz wymiar obrazu tego przeksztalcenia.

Kolokwium poprawkowe z algebry liniowej, I rok Inf.
(Scisle tajne przed godz. 14% 18 stycznia 2013.)

Prosze bardzo uwaznie przeczytac tres¢ zadan. Podczas oceniania nie mniej
wazne niz rachunk: beda poprawne uzasadnienia wszystkich odpowiedzi

(z powolaniem si¢ na wlasciwe twierdzenia).

Za kazde zadanie mozna otrzymac od 0 do 10 punktéw.

. Zbadaj, czy zbiér liczb catkowitych z dzialaniem ,,¢” okre§lonym wzorem

a<>bd§fa—ab+b

jest a) grupa, b) polgrupa. Czy dzialanie to jest przemienne?

. Zbadaj, czy zbiér zespolonych macierzy hermitowskich n x n (dla ustalonego

n > 0) jest przestrzenig liniowa nad

a) ciatem liczb rzeczywistych,

b) ciatem liczb zespolonych.

W kazdym przypadku, jesli odpowiedz jest twierdzaca, podaj wymiar przestrzeni.

. Czy istniejq liczby calkowite dodatnie n, takie ze

N

OdpowiedZ uzasadnij i jesli jest twierdzaca, to znajdZ najmniejsze takie n.

. Niech a = [1,-2,3,—4,5]", b = [5,—4,3,—2,1]" i niech A = ab'. Znajd dowolna

baze przestrzeni rozwiazan uktadu réwnan ze Ax = 0.

. Symbol R[x], oznacza przestrzen wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej

stopnia co najwyzej n. Przeksztalcenie liniowe f: R[x]s — R[x]s okreslone jest
wzorem (f(w))(x) = }(w(x) —w(—x)). Znajdz macierz przeksztalcenia f w bazie

potegowej przestrzeni R[x]s i wyznacz wymiar obrazu tego przeksztalcenia.
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Dziatania

Def. Funkcje f: X; X --+ X X;; = X nazywamy dzialaniem n-argumentowym.

Def. Dzialaniem wewnetrznym n-argumentowym w zbiorze X nazywamy dowolng
funkcje

f: Xx---xX—oX.
N———

n

Zbiory Xi,...,Xn, X w definicji dzialania mogg by¢ rézne, ale nie muszg.

Tak wiec dzialanie wewnetrzne jest to szczegdlny przypadek dziatania w sensie tej
ogoblniejszej definicji, dla X; = --- = X, = X. Stowo ,dziatanie” bywa tez stosowane
(niezbyt §cisle) na okreslenie funkcji nie objetych tymi definicjami.

Przyktad: Dzielenie liczb nie jest dzialaniem w zbiorze liczb catkowitych
dodatnich, Z,, bo nie dla kazdej pary takich liczb istnieje liczba catkowita
dodatnia, ktéra jest ich ilorazem. Dlatego poprawniej bytoby méwic o ,operacji”’
odwrotnej do mnozenia.

Dzielenie nie jest tez dzialaniem wewnetrznym w zbiorze liczb wymiernych Q, bo
nie mozemy dzieli¢ przez 0. Jest to jednak dziatanie Q x (Q\ {0}) — Q.

a

Notacja: Mozna pisa¢ f(x1,...,%a), a-b, ¢, sinx, v/x itd.

Sposbb zapisu jest kwestiag wygody.
Réwnosci 1 robwnania

Wyrazeniem nazywamy dowolny symbol obiektu (elementu ustalonego zbioru albo
zmiennej) lub poprawny (tj. zgodny z definicjami dziatan) opis obiektu za pomoca
innych wyrazen i dzialad na nich. Jedli w wyrazeniu nie wystepuja zmienne, to
mamy jednoznacznie okre§long wartoS¢ wyrazenia, czyli element odpowiedniego

zbioru. W przeciwnym razie wyrazenie opisuje nam pewng funkcje —
podstawiajgc w miejsce wszystkich zmiennych konkretne obiekty (argumenty)
otrzymamy wyrazenie, ktére opisuje jeden konkretny obiekt (bedacy wartoscia
funkcji). Z kazda zmienng jest zwigzany zbior (jeden ze zbioréw X, ..., X,),
ktérego elementy wolno podstawiaé w jej miejsce.

Dwa wyrazenia mogga opisywac¢ ten sam obiekt lub rézne obiekty. Zdanie
»,2Wyrazenie, = wyrazenie,” oznacza stwierdzenie, ze wartoscig obu wyrazen jest
ten sam obiekt. Takie zdanie nazywamy réwnoscig wyrazen.
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Uwaga: Nie nalezy miesza¢ symbolu réwnosci, ,,=", z symbolem réwnosci
przyblizonej, ,,~", ktéry oznacza, ze wartosci wyrazen réznia sie dostatecznie mato
(cokolwiek to znaczy). Pierwszy symbol nalezy do algebry, a drugi do analizy.

Do algebry nalezy natomiast symbol nieréwnosci ,,#".

Jesli wyrazenia zawierajg zmienne, to ich réwnosc¢ jest stwierdzeniem, ze
niezaleznie od tego, jakie obiekty podstawimy w miejsce zmiennych (mozna tez
moéwié ,,jakie wartosci nadamy zmiennym”), oba wyrazenia beda opisywaé ten sam
obiekt. Réwnoscig tego typu jest np. zdanie

(a+b)?=d’+2ab+b* dlaabecR.

Jesli natomiast mamy za zadanie znalezienie obiektéw, ktére podstawione
w miejsce zmiennych dadzg nam zdanie prawdziwe (np. ,znajdz wszystkie
liczby x, takie ze X2 + 1 = 0”), to méwimy o réwnaniu. Zbiér rozwigzan réwnania

(czyli obiektow, ktore podstawiwszy otrzymamy zdanie prawdziwe stwierdzajace
réwnos¢ otrzymanych wyrazerl) moze by¢ pusty i wtedy méwimy, ze jest ono
sprzeczne (cokolwiek podstawimy w miejsce zmiennych, zdanie stwierdzajace
réwno$¢ wyrazen bedzie falszywe), ale uwaga: sprzecznos¢ réwnania zalezy od
zbioru, w ktérym szukamy rozwigzan. Zbiér liczb dodatnich x spelniajgcych
réwnanie x + 1 = 0 jest pusty, ale w zbiorze liczb catkowitych rozwigzanie istnieje.

Struktury algebraiczne

Def. Struktura algebraiczna jest to pewien uktad zbioréw Xi,..., Xy, w ktérych sa
okreslone pewne dziatania fi,...,fm (fj: Xj, x --- x Xj, = X ,,) oraz wyréznione
pewne elementy tych zbioréw.

W szczegdlnosci struktura algebraiczna moze by¢ jednym zbiorem X, w ktérym sa
okreslone pewne dzialtania fy,...,f, i wyréznione pewne elementy xq,...,x, € X.

Konkretng klase struktur algebraicznych (np. grupy, ciata) definiuje si¢ podajac
odpowiednie aksjomaty opisujace warunki spelnione przez dzialania.

Na podstawie aksjomatéw mozna dowodzi¢ twierdzenia orzekajace o kazdej takiej
strukturze.

Majac konkretny uklad zbioréw z dziataniami mozemy sprawdzi¢, czy sa
speinione aksjomaty (i w szczeg6lnosci, czy istniejg opisane przez nie elementy
wyréznione). Jedli to sig¢ uda, to mozemy do tego zbioru z dziataniami stosowac
wszystkie twierdzenia, ktoére pasuja.
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Grupy

Def. Grupa nazywamy niepusty zbiér X, w ktérym jest okreslone dziatanie
dwuargumentowe ,¢” i element wyrézniony e, takie ze

G.1: Dgzialanie ,,¢” jest laczne, tj.
Vx,y,zEX (XOU) CZ=XO (U OZ)

Mozemy wiec pisaé x ¢y ¢ z, co pozostaje jednoznaczne.

G.2: Element e jest neutralnym elementem dzialania ,¢":

Viex EOX =X 0 € =X.

G.3: Dla kazdego x € X istnieje element prawostronnie odwrotny (albo przeciwny):

ngx HyeX xXoy =e.

Jesli dodatkowo spelniony jest warunek
G.4: Viyex x 0y =y o x, czyli dziatanie ,,0” jest przemienne,
to grupa (X, ¢, e) nazywa sie grupg abelows.

Twierdzenie: Element prawostronnie odwrotny x' dowolnego elementu x w
grupie jest tylko jeden. Element ten jest takze elementem lewostronnie
odwrotnym elementu x.

Dowéd: Niech x € X. Na mocy G.3 istniejg y,z € X, takieze xoy=yoz =e.
Wtedy

z=eoz=(xoy)oz=xo(yoz)=xce=x. O

T T T T T
G2 G3 G.1 G3 G2

Mozemy wiec méwi¢ o elemencie odwrotnym do x, bez precyzowania strony.

Twierdzenie (prawostronne prawo skreslen): Jesli zbiér X z dziataniem ,o” jest
grupg, to

Vyyzex (X0z=yoz) = (x =y).

1.4
Dowdd: Zalézmy, ze x ¢z =y ¢ z. Oznaczmy element odwrotny do z symbolem z’.
Wtedy
x=xoe=xo(zoz)=(xo0z)oz' =(yoz)oz' =yo(z0z)=yoce=y. O

T T T T T T T
G2 G.3 G.1 zaltozenie G.1 G.3 G.2

Latwo jest tez dowies¢ lewostronnego prawa skreslen,

vx,y,zEX (XOU :XOZ) = (y = Z)a

ale tymczasem si¢ powstrzymamy.

Uwaga: Dla tej samej klasy struktur algebraicznych mozna przyjmowaé rézne
uktady aksjomatéw. Na przykiad mogliby$émy sformulowaé G.3 w bardziej
symetryczny sposéb:

G.3": Vyex Jyex xoy=yox =e.

Wszystko zalezy od tego, kto to robi i w jakim celu (mozna dazy¢ do symetrii,
albo poszukiwaé najstabszych warunkéw, z ktérych wynika cala reszta).

O dzialaniu w grupie najczesciej myslimy jak o mnozeniu (méwimy wtedy:
grupa multiplikatywna) i piszemy a - b lub ab zamiast a ¢ b. Element odwrotny

do x oznaczamy wtedy symbolem x~', co pasuje do notacji potegowej:

O=e)

X-oox =X (w szczegdlnosci x
Mozemy tez uznaé dziatanie za dodawanie (wtedy jest grupa addytywna —
piszemy a + b). Element przeciwny (czyli odwrotny w poprzedniej terminologii)
do x oznaczamy symbolem —x. Mamy wtedy tez notacje mnozenia elementu przez
liczbe catkowita

X4 X Enx (w szczegblnosei 0 - x = e.)
- —

n

Przyktady grup:

Zbiér liczb catkowitych Z, z dzialaniem ,,+” (dodawaniem) i elementem
neutralnym 0.

Zbiér réznych od 0 liczb rzeczywistych, R\{0}, z dzialaniem ,,-” (mnozeniem)
i elementem neutralnym 1.
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e Zbiér obrotéw plaszczyzny wokoét ustalonego punktu, o wielokrotnosci ustalonego
kata o. Dzialaniem jest ztozente obrotow, a elementem neutralnym obrét o kat 0.

e Zbidér permutacji; permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy dowolng funkcje
réznowartosciows, ktorej dziedzing i zbiorem wartosci jest zbiér {1,2,...,n}.
Dzialaniem w tej grupie jest ztozenie funkcji, a elementem neutralnym jest
funkcja identycznosciowa. Grupe te oznaczamy symbolem S,,.

Poélgrupy

Def. Pélgrupg nazywamy zbiér X, w ktérym jest okreslone dziatanie
dwuargumentowe ,,0”, ktére jest taczne (zobacz aksjomat G.1).

Przyklady pélgrup:

Kazda grupa jest pélgrupa.

Zbiér liczb naturalnych, N ={1,2,3,...} (a takze catkowitych nieujemnych,

Ny ={0,1,2,...}) z dzialaniem mnozenia.

Zbiér napisébw, czyli skoiczonych ciggéw symboli ustalonego alfabetu

V ={aj,...,a,}. Pélgrupe otrzymamy przyjmujac za dzialanie konkatenacje, tj.
polaczenie dwoch napiséw w jeden. W poédlgrupie tej mamy element neutralny —
napis pusty.

Pierscienie

Def. PierScieniem nazywamy zbiér X, w ktérym sa okreslone dwa dziatania:
dodawanie (,,+”) i mnozenie (,,-”), spelniajace nastepujace warunki:

P.1: Zbiér X z dzialaniem dodawania jest grupa abelowg (jej element neutralny
oznaczamy symbolem ,,0”, czyli zero).

P.2: Zbiér X z dzialaniem mnozenia jest pétgrupa.

Element neutralny tej pélgrupy, jesl istnieje, nazywamy jedynka i oznaczamy
symbolem ,,1”. Mamy wtedy pierScien z jedynks.

P.3: Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania:

Vabeex (a+bJc=ac+be, a(b+c)=ab+ac.

Twierdzenie: Jesli (X, +,-,0) jest pterscientem, to Veex a-0=0=0"a.
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Dowdd: a-0+0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Na podstawie lewostronnego prawa skreslenn 0 = a - 0.
Dowdd, ze 0- a = 0 jest podobny. O

Przyklady pierscieni:

Zbiér liczb catkowitych Z, ze ,zwyklym” dodawaniem i mnozeniem, oraz
elementami wyréznionymi — liczbami 01 1.

Zbiér R[x] wielomianéw jednej zmiennej (oznaczonej symbolem x). Element
neutralny dodawania to wielomian zerowy.

Ciata

Def. Cialem nazywamy zbiér X z dwoma dzialaniami (dodawaniem i mnozeniem),
taki ze
C.1: Zbiér X z dziataniem dodawania jest grupg abelowg (element neutralny — 0),

C.2: Zbiér X\{0} z dzialaniem mnozenia jest grupa (element neutralny — 1),

C.3: Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania (zobacz aksjomat P.3).

Jak wida¢, kazde cialo ma co najmniej dwa elementy, 0 i 1, i jest pierScieniem
z jedynka (uwaga: w pierscieniu jest mozliwe 0 = 1; w ciele jest to wykluczone).
Jesli grupa multiplikatywna ciala jest abelowa, to mamy cialo przemienne,

a w przeciwnym razie cialo nieprzemienne (w tym wykladzie nie bedzie o nich
mowy).

Przyktady cial:

Zbiér liczb wymiernych Q, rzeczywistych R, albo zespolonych C.

Zbiér funkcji wymiernych; majg one postaé f(x) = x;g:;, gdzie wy i w; to

wielomiany zmiennej x.

Podstruktury

Def. Niech (X, ¢, e) bedzie grupa. Zbiér A C X, taki ze e € A oraz (A, o, e) jest
grupa, nazywamy podgrupa grupy X.
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Twierdzenie: Warunek a,b € A = ab~' € A (stosujemy notacje
multiplikatywng) jest warunkiem koniecznym ¢ dostatecznym tego, aby
niepusty zbior A C X byt podgrupg grupy X.

Dowdd: Sprawdzamy aksjomat G.2:

a€EA=aa ' =ecA.
Sprawdzamy G.3:

1

acA=>eacA=ea =a' €A,

Pozostaje sprawdzi¢, czy zbidr A jest zamkniety ze wzgledu na dziatanie grupy X,
poniewaz dzialanie to po obcieciu do zbioru A pozostaje oczywiscie taczne. Zatem,

abeA=abb'cA=zab ) '=abeA D

Pojecia podpiericienia i podciala definiuje sie analogicznie — jest to odpowiednio

podzbidr ustalonego piericienia lub ciata, ktory jest pierScieniem lub cialem
z tymi samymi dzialaniami i elementami wyréznionymi. Na przyktad, cialo liczb
wymiernych Q jest podciatem ciata liczb rzeczywistych R.

Liczby zespolone

Def. Liczbg zespolong nazywamy pare¢ uporzadkowang (a,b) liczb rzeczywistych.
Liczba a nazywa sie czeScig rzeczywista, a liczba b — czescig urojong liczby
zespolonej z = (a, b).

Oznaczamy je symbolami a = Rez, b =Imz.

Zbidr liczb zespolonych oznaczamy literg C.

Def. Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych okresla sie wedlug wzoréw

(a1, b1) + (az,b2) = (a; + az, by + by),
(a1, b1) - (az,b2) = (a1az — bybz, a;b; + bray).

Twierdzenie: Zbior C z okreslonymr wyzej dziataniami jest ciatem.
Element neutralny dodawania to (0,0), a mnozenia (1,0).

Szkic dowodu: 1. Nalezy sprawdzié, ze (C,+, (0,0)) jest grupa abelowsg, na
podstawie wlasnosci dodawania liczb rzeczywistych,

2. Nalezy sprawdzi¢, ze (C\{(0,0)}, -, (1,0)) jest grupa abelows; w szczegdlnosci

4 a —b
(a,0) = <a2+b2’ az+b2)'
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3. Dowdd koniczy sprawdzenie, ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.
Rachunki — na ¢wiczeniach.

Formalnie nalezatoby ciato liczb zespolonych oznacza¢ symbolem
(C,+,-,(0,0),(1,0)), ale w skrocie pisze sie po prostu C. Ta sama uwaga dotyczy
cial liczb wymiernych i rzeczywistych, Q i R, a takze innych.

Liczbie rzeczywistej a przyporzadkujemy liczbe zespolong (a,0). Mozemy
sprawdzié, ze zbidr liczb zespolonych o czgici urojonej réwnej O zawiera zero

i jedynke (tj. liczby (0,0) i (1,0)), oraz jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie, oraz operacje przeciwne (tj. odejmowanie i dzielenie, z wyjatkiem
dzielenia przez (0,0)).

Mozemy tez sprawdzié, ze dodawanie i mnozenie zespolone liczb o zerowej czesci
urojonej zgadza sie¢ z dodawaniem i mnozeniem liczb rzeczywistych.
Utozsamiwszy w ten sposob liczby rzeczywiste z pewnymi liczbami zespolonymi
mozemy powiedzie¢, ze ciato liczb rzeczywistych jest podcialem ciata liczb
zespolonych. Dlatego mozemy (i bedziemy) pisa¢ a zamiast (a,0),

i w szczegdlnosci 0 zamiast (0,0) i 1 zamiast (1,0).

Def. Liczbe i = (0, 1) nazywamy jednostka urojong.

Zachodzi réwnos¢ i> = (—1,0) = —1. Korzystajac z tego symbolu mozemy
zapisywac liczby zespolone w postaci a + bi zamiast (a,b).

Uwaga: Wlasnie w tym napisie utozsamiliSmy liczbe rzeczywista a z (a,0),
b z (b,0); symbol ,,+” oznacza dodawanie zespolone!

Def. Wartoscig bezwzgledna liczby zespolonej z = (a, b) nazywamy liczbe
rzeczywista v a? + b2. Jest ona zawsze nieujemna, oznacza si¢ ja symbolem |z|.

Na wykladzie analizy sa definiowane funkcje trygonometryczne sinx, cosx
i funkcja wyktadnicza e* (tu symbol e oznacza liczbe rzeczywistg
Y vow =2,71828...). Dowodszi sig, ze

. Dla dowolnych liczb c,s € R, takich ze c? + s? = 1 istnieje liczba ¢ € R, taka ze

s =sin @, ¢ = cos @.

2. Dla dowolnej liczby ¢ € R zachodzi réwnos¢ liczb zespolonych:

e'? = (cos @, sin @).
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W zwigzku z tym dowolng liczbe zespolong mozna przedstawié w postaci
z=|z|- (cos @,sin @) = |z| - '®.

Liczbe @, ktéra wystepuje w powyzszym przedstawieniu, nazywamy
argumentem liczby zespolonej z i oznaczamy symbolem arg z.

Uwaga: Réwnosé z = |z| - €1¥87 jest uogdlnieniem réwnosci x = [x| - sgnx dla
dowolnej liczby rzeczywistej x. Czynnik e'*€Z pelni role znaku liczby zespolone;.

Jest oczywiste, ze jesli liczba ¢ jest argumentem pewnej liczby zespolonej z, to
jest nim réwniez kazda liczba réwna ¢ + 2km dla k € Z. Tylko jeden argument
liczby z jest elementem przedzialu [0, 271). Nazwiemy go argumentem gléwnym

liczby zespolonej z i oznaczymy symbolem Argz.

Interpretacja geometryczna:

Utozsamiamy zbiér liczb zespolonych Imz
7 plaszczyzna, w ktoérej jest okreslony (a,b)
kartezjanski uktad wspéirzednych. Wartosé
bezwzgledna liczby z = (a, b) jest odlegloscia
odpowiedniego punktu od poczatku

uktadu (tj. punktu, czyli liczby 0). Argument

0 Rez

liczby z jest miarg kata nachylenia odcinka
0z wzgledem osi rzeczywistej (poziome;j).

Argument liczby O jest nieokreslony.

Jedli liczby 2z 1 z, przedstawimy w postaci

trygonometrycznej, z; = |21 - (c1,81) 1 22 = |z2] - (€2, 82), to mozemy obliczy¢
2122 = |zl - za] - (€162 — 182, €152 + s1¢2) = [zl - (¢, 8).

Rozpoznajemy wyzej wyrazenia opisujace cosinus i sinus sumy katéw i wyciggamy
wniosek, ze:

. Wartos¢ bezwzgledna iloczynu liczb zespolonych jest iloczynem ich wartosci
bezwzglednych.

. Argument iloczynu jest suma argumentéw mnozonych liczb.

Prosta konsekwencja tego spostrzezenia jest ponizszy wzor.

Wzoér de Moivre’a: jesli z = |z| - (cos @, sin @), to

z" =z|" - (cosm@,sinne).

1

3.

4.
5.

Def. Sprzezeniem nazywamy przyporzadkowanie liczbie (a,b) liczby (a,—b).
Liczbe zespolong sprzgzong z z oznaczamy symbolem Zz.

Mozemy zauwazy¢, ze

.Zz=z,
2.

Rez = (Z+E]/2, Imz = (Z—E]/(Zl),

_ 1 z
zz=lzf 2z ==,
z |zl
1
Pl =z, gz = —argz = arg

jesli symbol ,,¢” oznacza dowolne z czterech dziatan arytmetycznych
(dodawanie, odejmowanie, mnozenie lub dzielenie), to Z7 o z; = Z; © Z,.

Wynika stad, ze jesli f(zy,...,z,) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym,
w ktérym oprécz zy,...,z, nie wystepuja zadne inne liczby zespolone, to
f(ilw eyZn) = f(z1,.. - Zn)-

Wielomiany

Def. Wielomianem zmiennej x nazywamy wyrazenie, w ktérym oprécz symbolu x

pojawiajg sie dowolne stale i dzialania okreslone w przyjetej strukturze
algebraicznej.

Jesli rozpatrujemy cialo, to mozemy mnozy¢ i dodawa¢, a zatem kazdy wielomian
(nad cialem — o innych nie méwimy) mozemy przedstawi¢ w postaci

n
wx)=a+ax+-+axt (= Z ax),
k=0
dla pewnego n € N. Jeéli a,, # 0, to liczba n nazywa sie¢ stopniem wielomianu w

(umawiamy sie, ze stopieri wielomianu zerowego, w(x) = 0, jest réwny —oco).
Liczby ay,...,a, to wspblczynniki wielomianu w.

Jednym z podstawowych historycznych zadan algebry jest rozwigzywanie réwnarn,
tj. znajdowanie liczb x (pierwiastkéw wielomianu), takich ze w(x) = 0.

Twierdzenie zasadnicze algebry (Gauss, 1799): Ciato liczb zespolonych jest
algebraicznie domkniete, tj. kazdy wielomian stopnia wiekszego niz 0
o wspotczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowdd pomijamy. Nie mozna go przeprowadzi¢ na gruncie samej algebry, bo
gdyby mozna bylo, to ten sam dowdd mozna by zastosowaé do dowolnego ciala,
a nie wszystkie ciala sg algebraicznie domkniete.



Konsekwencjg zasadniczego twierdzenia algebry jest istnienie rozkladu wielomianu
stopnia n o wspoélczynnikach zespolonych ay,...,a, na czynniki pierwszego
stopnia:

n
Z ax® = an(x —x7) - (x — xn).
k=0

Zbidr liczb zespolonych xq,...,x, — pierwiastkéw wielomianu — jest okreslony
przez wspoéiczynniki ay, ..., a, jednoznacznie.

Na przyklad, pierwiastkami wielomianu w(x) = x™ — 1 sg liczby
X, = (cos 2%", sin Z"Tk) dlak=0,...,n—1, co latwo jest uzasadni¢ na podstawie
wzoru de Moivre’a. Liczby te nazywamy pierwiastkami stopnia n z jedynki.

W ogélnym przypadku znalezienie pierwiastkéw wielomianu jest trudne.

Zadania i problemy na ¢wiczenia i do domu

. Udowodnij, ze z zalozenia, ze w zbiorze X istnieje element prawostronnie
neutralny e i element lewostronnie neutralny e’ dzialania dwuargumentowego ,,0”
wynika, ze e = e’ i jest tylko jeden element neutralny tego dziatania.

. Zbadaj, czy zbior liczb catkowitych Z z dziataniem ,,¢” okreslonym wzorem
aob=a+ ab + b jest grupa.

. Zbadaj, czy zbidr liczb wymiernych Q, z dzialaniem ,¢” okre§lonym wzorem
takim jak w poprzednim zadaniu, jest grupa.

. Udowodnij, ze zbiér Z, ={0,1,...,n— 1}, dlan > 1 z dzialaniami dodawania
i mnozenia modulo n jest pierScieniem z jedynka.

Dla jakich n pierScien ten jest ciatem?

. Udowodnij, ze zbiér liczb rzeczywistych o postaci a + bv/2, gdzie a,b € Q,
jest podcialem ciala R. Skorzystaj w dowodzie z twierdzenia opisujacego warunek
konieczny i dostateczny tego, aby podzbiér grupy byt podgrupa.

. Czy mozna koszulke (tzw. T-shirt) zatozy¢ jednoczesnie tyl na przod, prawa reka
w lewym rekawie a lewa w prawym, tak, aby wewnetrzna strona byla na
zewnatrz? (zakladamy, ze talia nie miesci si¢ w dekolcie). Nalezy znalezé Sciste
uzasadnienie odpowiedzi.

. Def. Niech i,j €{1,...,n}, i #j. Transpozycja nazywamy taks permutacje T;
zbioru n-elementowego, ze T;j(i) =j, Tj(j) = 1 oraz Ty(k) =k dla k & {i,j}.

Def. Nieporzadkiem (albo inwersja) permutacji 0 nazywamy pare liczb 1i,j, taks ze
i<jio)>oa(j).

8.

9.

10. Figura geometryczna na rysunku obok

Udowodnij, ze liczba nieporzadkéw permutacji o jest parzysta wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba nieporzadkéw permutacji T o o jest nieparzysta.

Def. Zbiér generatoréw grupy jest to taki podzbiér grupy, ze kazdy element grupy
mozna przedstawi¢ w postaci wyrazenia, w ktérym wystepuja tylko elementy tego
zbioru (generatory) i ich elementéw odwrotnych.

Rozwazmy dwa zbiory generatoréw grupy S,.

Pierwszy to {Ti2, Tosy ..., Tao1n), @ drugi to {Tiz, Tiz, ..., Tin}

Ile transpozycji z pierwszego zbioru wystarczy ztozy¢, aby przedstawi¢ dowolng
permutacje? A ile transpozycji z drugiego zbioru?

Oblicz liczbe z = (1,—2)7 wykonujac jak najmniej mnozen.

jest skonstruowana w oparciu o trzy
kwadraty. Udowodnij, ze suma katéw B
«, 31y jest katem prostym.

11. Napisz wzér wyrazajacy sin4o w zalezno$ci od sin « i cos «.

12. Udowodnij, ze zbiér wielomiandw trygonometrycznych, tj. funkcji o postaci

f(x) = ag+ Y p_; axcoskx + by sinkx, ay, by € R, z dziataniami dodawania
i mnozenia funkcji, jest pierScieniem.

13. Wskaz wszystkie pierwiastki (zespolone) wielomianu x°® + x° + x* + %3 + x* + x.

14. Wyprowadz wzory, pozwalajace obliczy¢ czes¢ rzeczywista 1 urojona pierwiastka

15. Geometryczne wyprowadzenie wzorow

kwadratowego z liczby zespolonej, za pomocg dziatan arytmetycznych na liczbach
rzeczywistych i pierwiastka kwadratowego z liczby rzeczywiste;j.

opisujacych rozwigzanie réwnania algebraicznego
drugiego stopnia x> + ax = b
(wg. Wyktadow z historit matematyki M. Kordosa):

—

Rozwazmy kwadrat podzielony na kwadraty
i prostokaty jak na rysunku. Mamy A% = x*4+2Bx+B2, B
czyli X2 + 2Bx = A2 — B2, Jedli przyjmiemy a = 2B

oraz b = A2 — B?, to dostaniemy réwnanie wyjsciowe.

Aby obliczy¢ x wystarczy znalezé liczby A i B.

Oczywiscie B = $, za§ A? =b + B?, czyli A = Vb + B2

Opisany wyzej sposob rozwiazywania jest arabski. Sredniowieczni Arabowie nie

znali liczb ujemnych (ani tym bardziej zespolonych), wiec nie wiedzieli, ze mozna

wziaé tez A = —v/b + BZ.

16. Geometryczne rozwiazanie réwnania trzeciego stopnia x* + ax = b (Tartaglia,

1535, op. cit.): Szeician o boku A dzielimy na szescian o boku B, szeScian o boku
X, takim ze A = B + x i trzy jednakowe prostopadlosciany o bokach A, B, x.
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Zatem A% = x3 +3ABx + B3, skad x* + 3ABx = A3 — B3. Réwnanie rozwiazemy,
jesli znajdziemy takie liczby A i B, 2e 3AB=ai A>—B>=hb.

Oznaczamy p = A3, ¢ = B® i stad pq = %, p—q=b. Podstawiaje;tc p=b+qdo
pierwszego réwnania dostajemy réwnanie kwadratowe q? + bq = 5 1 dalej kazdy
umie.

17. Udowodnij, ze podana nizej procedura dla dowolnej liczby naturalnej b
oblicza z = a®. Dzialanie div to dzielenie catkowite z odrzuceniem reszty.

X :=a; e :=b; z:=1;
repeat
if nieparzyste(e) then z := zxXx
e := e div 2;
if e = 0 then goto 1;
x 1= x%;
until false;
1:

Okresl liczbe mnozeri wykonywang przez t¢ procedure (podnoszenie do kwadratu
to tez jedno mnozenie).
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Macierze

Def. Macierzg liczbowa o wymiarach m X n nazywamy uktad liczb a;; dla

i=1,...,m,j=1,...,n Liczby te nazywamy wspdiczynnikami macierzy.

Czesto macierz przedstawia sie¢ w postaci prostokatnej tabeli:

an  an Qin
az ap A2n

. )
AQm1 AGm2 ... Qqn

w zwiazku z czym liczba m jest liczba wierszy, a n jest liczbg kolumn macierzy.

Krétszy zapis, ktoérego bedziemy uzywali gdy skadingd znamy wymiary macierzy,
to [ayli; (po nawiasie pierwsza litera okresla indeks wiersza, a druga — kolumny).
Macierze bedziemy tez oznacza¢ duzymi literami, np. A, B.

Macierze mozna tworzy¢ nie tylko z liczb, ale takze z funkcji, zbioréw i innych
obiektéow. Bedziemy wykonywaé na wspéiczynnikach macierzy dziatania —
dodawanie, odejmowanie, mnozenie (czasem takze dzielenie), a zatem zalozymy co
najmniej, ze wspotczynniki naleza do pewnego pierscienia lub ciala. Na razie
rozpatrujemy tylko macierze liczbowe.

Jedli ciato, do ktérego nalezg wspolczynniki, oznaczymy literg K, to zbiér
wszystkich macierzy o wymiarach m x n oznaczymy symbolem K™".

Jedli n =1, czyli macierz ma tylko jedng kolumne, to bedziemy ja nazywac
macierza kolumnows, albo wektorem (pojecie wektora pozniej uogdlnimy).

Zbiér wszystkich macierzy kolumnowych o m wierszach oznaczymy symbolem K™.
Wektory beda tez symbolizowane przez mate ttuste litery, np. a, b.

Dla m = 1 mamy macierz wierszowa.

Jesli m =n =1, czyli macierz ma tylko 1 wspoéiczynnik, to utozsamiamy jg z tym
wspblczynnikiem. Zatem, K" =K' = K.

Def. Transpozycja macierzy jest to przeksztalcenie K™" — K™™, ktére macierzy

A = layli; przyporzadkowuje macierz AT = [ayl;;. Macierz AT nazywa sig
macierza transponowang do A.

2.2

Na przyktad
T

a;;p a2
| an az axn

az; ax
apz a4 asz
az; as;

Def. Sprzezenie hermitowskie jest przeksztalceniem C™" — C™™, ktoére macierzy
A = [ayli; przyporzadkowuje macierz A" = [@y];;.

Oczywiste sg tozsamosci (AT)T = A, (AM)H = A,

Jesli zbiory Q i R traktujemy jak podzbiory C, czyli zbiory Q™™ i R™" jak
podzbiory C™", to sprzezenie hermitowskie w tych podzbiorach jest identyczne
z transpozycja.

Dzialania dwuargumentowe w K™": dodawanie i odejmowanie macierzy, sa

okres§lone wzorami

def
lagliy + [bylyy = [ay + byliy,

[aij]i)j - [biﬂi,j uf [aij - bij]i,j-
Zbiér K™" z dzialaniem dodawania jest grupg abelows, ktérej elementem
neutralnym jest macierz zerowa 0 = [0]; ;.
Element przeciwny do A = [aylij to macierz —A = [—ayli;.
Ponadto, mamy (A +£B)T = AT £ B, (A £ B)" = A" £ B™.

Operacja mnozenia macierzy A = [a;li; € K™" i B = [byli; € K™ jest okreslona w
nastepujacy sposéb: Iloczynem macierzy A i B jest macierz C = [cyi; € K™,
ktérej wspoétczynniki sg réowne

n
Cy = aubyy + - + ainbny = E aikbyy.
k=1

W przyswojeniu sobie tego wzoru moze poméc taki schemat:

- bn -
b

ai;...Qqin cee Cijees
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Wtasnosci algebraiczne mnozenia macierzy

. Jesli m =n =1, a zatem rozpatrujemy macierze kwadratowe, to mnozenie

macierzy jest dziataniem dwuargumentowym wewnetrznym w zbiorze K™".
W ogdlnosci jest to dzialanie nieprzemienne, np.

HI R EEE

. Mnozenie macierzy jest lgczne.

Dowdd: Dodawanie wspoétczynnikéw jest laczne i przemienne, mnozenie
wspbiczynnikdéw jest lgczne i rozdzielne wzgledem dodawania. Mozemy zatem
przyjqé A = [aij]i,j [S Km’n, B = [bij}i,j S Kn’l iC= [Cij]i,j S KL‘S i Ob].iCZyé

1 n 1 n
(AB)C = [dylij € K™*: dyy = Z (Z Qi - btk) (G = Z Z it - bk - cy

k=1 t=1 k=1 t=1
n 1 n 1

A(BC] = [eij]i‘]- S Km'sl eij = Z it - (Z btk . ij) = Z Z At - btk . Ck]'-
t=1 k=1 t=1 k=1

Poniewaz d;; = ey; dla kazdego 1, j, wiec (AB)C = A(BC). Zauwazmy, ze

w dowodzie nie trzeba zakladaé, ze mnozenie wspoiczynnikéw jest przemienne. O
Uwaga: Wyrazenie ABC, dla ustalonych macierzy A, B i C, opisuje ten sam wynik
niezaleznie od kolejnosci wykonywania dziatain. W kazdym przypadku inne sg
wyniki posrednie i moze by¢ ogromna réznica w iloici dziatan, ktére trzeba
wykona¢. Na przyklad, jesli A € R™, B e R"™ i C € R", to obliczanie (AB)C
wymaga wykonania 2n? mnozen, podczas gdy obliczajac A(BC) wykonamy tylko
2n mnozen.

. Niech I, oznacza macierz jednostkowa n x n; I, = [5;;.
Uzyty w tym okreéleniu symbol Kroneckera d;; oznacza 0 dla i #ji 1 jesli i =j.

Macierz I, jest prawostronnie neutralnym argumentem mnozenia, tj. dla dowolnej
macierzy A € K™" zachodzi réwnos¢ Al, = A.
Podobnie, macierz I, jest argumentem lewostronnie neutralnym, tj. [,,A = A.

Zadna inna macierz w K™" ani w K™™ nie ma tej wtasnosci (ale istnieja macierze
A oraz B i C inne niz jednostkowe, takie ze AB = A i CA =A).

Zbiér macierzy kwadratowych, K™", z dzialaniem mnozenia, jest poélgrupa, ktorej
elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I,,.

4. Mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania, tj.

(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC.

2.4

Powyzsze wlasnosci dziatan na macierzach oznaczaja, ze zbiér macierzy
kwadratowych K™" z dziatlaniami dodawania i mnozenia jest pier§cieniem. Jego
elementy wyrdznione to macierz zerowa (zero) i macierz jednostkowa (jedynka).

. Transpozycja i sprzezenie hermitowskie iloczynu macierzy wyrazaja sie wzorami

(AB)T =BTAT, (AB)" = BHAH,

Trzeba przy tym zalozy¢ przemienno$é mnozenia wspélczynnikéw macierzy.
Aby to uzasadni¢, zamiast wykonywac¢ rachunki, ,odbijemy” schemat mnozenia
macierzy wzgledem diagonali wyniku, tj. linii ukoénej, na ktérej lezg
wspoélczynniki cy;.

_ o ]
AT o
1 - -
BT —» (T
by ... by

Aby dokonczy¢ dowdd drugiego wzoru wystarczy przypomnied, ze jesli
f(X1y...,%n) jest dowolnym wyrazeniem wymiernym, w ktérym oprécz zmiennych
X1,...,Xn Die wystepuja zadne inne liczby zespolone, to

f(i],. . )in) = f(X], e ,Xn).

. Jesli argumenty sg macierzami 1 x 1, to dodawanie i mnozenie macierzy jest

zgodne z dodawaniem i mnozeniem odpowiadajacych im liczb, co usprawiedliwia
utozsamienie K" = K' = K.

Transpozycja macierzy 1 x 1 jest przeksztalceniem identycznosciowym,

a sprzezenie hermitowskie jest sprezeniem zespolonym.

Def. Mnozenie macierzy przez liczbe jest dziataniem K x K™" — K™",
okreslonym wzorem

def
a- [aij]i,j = la- aij]i,j-

Jedli cialo K jest przemienne, to czynniki, tj. liczbe a i macierz A mozemy pisaé
w dowolnej kolejnosci, a wiec aA = Aa. Ponadto prawdziwe sg rownosci:
(a+Db)A = aA + bA, a(A + B) = aA + aB,
(a-b)-A=a-(b-A),
(aA)T = aAT, (aA)" = aAM,
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Podzial blokowy macierzy

W wielu sytuacjach wygodnie jest wyrdzni¢ w macierzy bloki, czyli macierze,
ktére powstaja przez odrzucenie pewnej liczby poczatkowych i koicowych wierszy
i kolumn.

Macierz blokowa jest to macierz, ktérej wspolczynnikami sg macierze (bloki),
takie ze
w kazdym wierszu wszystkie bloki maja tyle samo wierszy,

w kazdej kolumnie wszystkie bloki majg tyle samo kolumn.
Bedziemy pisa¢ A = [A;lij. Na przykiad

ann iz | 3 Qi

An | An
A | Ap

Q3 Ay | =

ay ap ) An =

ap an .
itd.
az ax

az a4z ’ azz Az

Wszystkie bloki w szczegdlnosci moga, ale nie musza, mie¢ te same wymiary.
wZwykle” macierze to macierze blokowe z wszystkimi blokami 1 x 1.

Dowolng macierz A mozemy przedstawi¢ w postaci blokowo-kolumnowej,
A

A= ¢ |, albo blokowo-wierszowej, A = [A1,...,An].
Am

Jesli macierze A i B o takich samych wymiarach podzielimy w identyczny sposéb
na bloki, to mozemy napisa¢ wzér na dodawanie macierzy w postaci blokowej:

[Aylij + Byliy = [Ay + Byl

Ponizszy wzér opisujacy mnozenie macierzy obowigzuje wtedy, gdy wymiary
odpowiednich blokéw umozliwiajg ich mnozenie:

P
[Ajlij - Byliy = [Cyliy, Gy = Z Ak - Byje
k=1
Liczba p jest liczba blokéw w wierszu macierzy A i w kolumnie B. Nietrudno jest
udowodni¢, ze powyzszy wzér jest rownowazny podanemu wczesniej wzorowi na

ypojedynczy” wspdlczynnik iloczynu macierzy.

Mozemy na nowo zinterpretowac ,zwykle” mnozenie macierzy. Macierz A
przedstawimy jako blokowo-kolumnows (z blokami o jednym wierszu), a macierz B

2.6

jako blokowo-wierszowg (z blokami o jednej kolumnie). Wtedy
[ 5 ]

B :
1 : ¢y = AiB;.
C

Szczegblne klasy macierzy

Def. Macierz tréjkatna gérna jest to macierz [ayli; spelniajaca warunek a; =0 dla
i>5.

Def. Macierz tréjkatna dolna jest to macierz [ajli;, ktorej wspotczynniki spetniajg
warunek a;; = 0 dla i <j.

Def. Macierz diagonalna jest to macierz [a;l;;, ktérej wspétczynniki ay dla i # j

sg réwne 0.
Macierz diagonalna jest wiec zaréwno macierzg tréjkatng gérna, jak i dolng.
Bedziemy ja oznacza¢ symbolem diag(ai, ..., ax) albo diag(ay,..., ax),

gdzie k = min(m,n).

Latwo jest dowies¢ (na ¢wiczeniach), ze suma i iloczyn dwoch macierzy
trojkatnych gérnych jest macierza trojkatng goérng. Takie samo stwierdzenie
dotyczy macierzy tréjkatnych dolnych, a takze macierzy diagonalnych.

Przyjmijmy oznaczenia ey,..., e, dla wektoréw (macierzy kolumnowych), takich
ze ey = [0,...,0,1,0,...,0]".
T
pozycja k

Macierz diagonalng mozemy przedstawié w postaci blokowo-wierszowej,
diag(ai,...,a,) = [areq,...,a,e,], albo blokowo-kolumnowej,

aq e]T
diag(ayy...,am) = :

amel
W szczegdlnosci wektory ey, ..., e, sa kolumnami macierzy jednostkowej I,,.

Def. Macierz permutacji jest to macierz kwadratowa n x n, ktéra w kazdym
wierszu, a takze w kazdej kolumnie, ma jeden wspélczynnik réwny 1,
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a pozostate 0. Nazwa bierze sie stad, ze jesli pomnozymy przez taka macierz
wektor, np.

010 X X2
100 X2 = X1
0 01 X3 X3

to otrzymamy wektor, ktéry ma te same wspédiczynniki, ustawione w innej
kolejnosci.

Macierz P, taka ze dla dowolnej macierzy x = [x1,...,%,]" iloczyn
Y = Pox = [y1,...,yn]" spelnia warunek y,) = x; dla kazdego i € {1,...,n},
nazywamy macierza permutacji o.

Macierz P, mozemy przedstawi¢ w postaci blokowo-wierszowej, a takze
blokowo-kolumnowej:

P; = [66(1)3 IERD} eo’(n)] =

Tatwo jest sprawdzi¢, ze dla dowolnej permutacji o macierz P! jest odwrotnoscia
macierzy Pg; jest to macierz permutacji odwrotnej do o, Py,-1.

Def. Macierz nieosobliwa jest to macierz kwadratowa A € K™", dla ktoérej istnieje

macierz odwrotna, A, taka ze AA~' =1,.
Macierz kwadratowa, ktéra nie ma odwrotnosci nazywa sie macierzg osobliwg.

Zbiér macierzy nieosobliwych z dzialaniem mnozenia spelnia podane na
poprzednim wykladzie aksjomaty grupy, a zatem jest grupa (nieabelowa).
Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy nieosobliwej A mamy A~'A = 1,,.
Warunki, ktére zapewniajg nieosobliwo§¢ macierzy beda podane pézniej,

a tymczasem mozemy wskazaé¢ dwie klasy macierzy nieosobliwych: macierze
diagonalne, ktérych wspoétczynniki na diagonali sg rézne od 0 i macierze
permutacji. Obie te klasy macierzy stanowig podgrupy grupy macierzy
nieosobliwych n x n.

Def. Macierz symetryczna jest to macierz spetniajaca warunek AT = A.
Macierz hermitowska jest to macierz spetniajaca warunek A" = A.

Obie te klasy macierzy sa zamkniete ze wzgledu na dodawanie, ale nie ze wzgledu
na mnozenie.

Def. Macierz antysymetryczna jest to macierz spelniajaca warunek AT = —A.

2.8

Odnotujmy jeszcze trzy latwe do udowodnienia wzory (zakladamy, ze wystepujace
w nich macierze sa nieosobliwe):

(A-B)' =
(A7)
1

~A*1,
T_ -1
(A" =

.
(AN
(A"

Zamiast pisa¢ (A~")" lub (A", czasem w skrocie pisze sie A~ albo A",

Uktad réwnan liniowych

Def. Algebraicznym réwnaniem liniowym nazywamy réwnanie o postaci

arx; + axxy + -+ anxy = b,

w ktérym dane sg liczby (elementy ustalonego ciata K) aj,...,a, 1 b.
Symbole xq,...,X, nazgywamy niewiadomymi.

Rozwigzaniem réwnania jest dowolny cigg liczb x4,...,x,, ktéry spelnia to
réwnanie.

Def. Uktadem réwnan liniowych nazywamy pewien zbiér réwnan liniowych,

w ktérych wystepujg te same niewiadome.

Zbiorem rozwigzan ukiadu réwnan jest czes¢ wspolna zbiordw rozwigzan
poszczegblnych réwnan.

Uktad jest sprzeczny, jesli nie ma rozwigzania, albo niesprzeczny, jesli zbidr jego
rozwigzain jest niepusty.

Uktad niesprzeczny jest nieokredlony jesli ma wiecej niz jedno rozwigzanie

i okreédlony, jesli ma tylko jedno.

Uktad réwnan liniowych mozemy przedstawi¢ w postaci

anx; + apXxz+ -+ AiXy = by,

AQm1X1 + QX2 + -+ -+ QnXn = b

Jesli oznaczymy macierz wspdiczynnikéw

apr ... Qn

Amt1 ... Qmn
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oraz wektor prawej strony i wektor niewiadomych

by X1
b= y X = )

b Xn

to uktad réwnan liniowych mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

Ax =b.

Zanim udowodnimy ogdlne twierdzenia dotyczace rozwigzan uktadéw réwnan
liniowych, bedziemy takie uklady rozwigzywali ,na piechote”. Zauwazmy, ze jesli
macierz A jest kwadratowa n x n i nieosobliwa, to mnozac stronami réwnanie
Ax = b przez A~ otrzymujemy A~'b = A~'Ax = I, x = x. To przeksztalcenie
czesto stosuje sig¢ w rachunkach symbolicznych (i w dowodach twierdzen),

ale praktyczne metody numeryczne rozwigzywania ukladéw réwnan nie polegajg
na wyznaczaniu odwrotnosci macierzy A.

Zadania 1 problemy na ¢wiczenia 1 do domu

. Udowodnij, ze jesli Py i P, sa macierzami permutacji o7 i 0,, to macierz P,P; jest
macierzg permutacji o, o 0.

Uwaga: Przyjmujemy tu umowe notacyjna, ze (0, o 07)(i) = 02(0;(1)) dla
kazdego i.

2. Udowodnij, ze jesli P jest macierza permutaciji, to P~' = PT.

3. Udowodnij, ze odwrotno$é¢ kwadratowej macierzy trojkatnej gornej (jesli istnieje)
jest macierzg trojkatng gorng i podaj warunek konieczny i dostateczny istnienia
odwrotnosci.

Zr6b to samo zadanie po zmienieniu stéw ,,gérnej” i ,,g6rng” na ,dolnej” i ,dolng”.

. Def. Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy liczbe, ktéra jest suma
wspotczynnikéw na diagonali tej macierzy. Slad macierzy oznaczamy symbolem
trA.

Niech A,B € K™". Udowodnij, ze tr(ATB) = tr(BAT).

. Zbadaj, jaki skutek ma pomnozenie dowolnej macierzy A przez macierz
diagonalna, a takze przez macierz permutacji.

Wskazéwka: Jedli macierz diagonalna lub macierz permutacji jest czynnikiem
z lewej strony, to przedstaw macierz A w postaci blokowo-kolumnowe;j.
W przeciwnym razie przedstaw ja w postaci blokowo-wierszowe;.
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6. Udowodnij, ze zbiér macierzy rzeczywistych 2 x 2, o postaci { g - } ,
a

z dzialaniami dodawania i mnozenia, jest cialem.

Def. Homomorfizmem struktur algebraicznych X; i X; nazywamy funkcje @, ktorej
dziedzing jest zbidér elementéw struktury X;, ktérej wartosci sa elementami
struktury X, i ktéra dla kazdego dziatania f okreslonego w X; spelnia warunek
o(f(ary...,a)) =gle(ar),...,@(ar)), gdzie g oznacza dziatanie w X;
odpowiadajace dziataniu f w Xj.

Na przykiad homomorfizm piericieni X; i X, oznacza spelnienie warunkéw

Vapex, ®(a+b) =o(a) +¢(b), ¢(a-b) =¢(a)- @(b).

Def. Izomorfizm struktur algebraicznych X; i X; jest to bijekcja (odwzorowanie
réznowartosciowe i ,na”), ktora jest homomorfizmem.

Wskaz inne cialo izomorficzne z cialem macierzy 2 x 2 o podanej wyzej strukturze.
Wskaz jakie$ jego podciata.

12

34

Uzyj w tym celu schematu Hornera: (A —5I;)A — 21,.

7. Oblicz macierz A* —5A — 21, gdzie A =

8. Znajdz zbiory rozwiagzan uktadéw réwnan liniowych

1 0 2 X1 7 ! 0 0 X1 !
2.1 0 0

023 |[x|=]5], x| =
0 0 4 12 200 :
3 1T —1o|L® -

9. Rozwigz uktad réwnan
(_]3]) (O>2) Z _ (_Sa_])
(0,0) (2>]) z B (_132)

10. Udowodnij, ze dowolng macierz kwadratowg A mozna jednoznacznie przedstawié
w postaci sumy macierzy symetrycznej i antysymetrycznej (uwaga: zakladamy, ze

)

wspoélczynniki macierzy sa elementami pewnego ciata, ktére nie moze miec tzw.
charakterystyki réwnej 2, czyli nie moze w tym ciele by¢é 1+ 1 =0;
charakterystyka ciat liczbowych @, R i C jest réwna 0).

Przedstaw macierz AT za pomoca tych macierzy.

11. Def. Macierz kwadratowa A nazywa sie macierzg stochastyczna, jesli jej
wspoélczynniki sg nieujemne i suma wspétczynnikéw w kazdym wierszu jest
réwna 1. Wykaz, ze jesli macierze A = [ayli; 1 B = [byli; € K™" sa stochastyczne,
to ich iloczyn tez.
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Wskazdéwka: Zbadaj, czym jest wektor Az, jesli macierz A jest stochastyczna,
az=I[1,...,1".
Czy zbiér macierzy stochastycznych n x n z dzialaniem mnozenia jest grupa?

12. Niech A bedzie macierza nieosobliwg n x n. Wzér Shermana-Morrisona
stwierdza, ze jesli B = A +uv' dla u,v € R" i macierz B jest nieosobliwa, to

B =A"7"—aA WA,

dla pewnego a. Znajdz a.

Rozwigzanie: Jesli wzér jest prawdziwy, to
Li=A+uw)A"'—aA " wWA ) =1L+ ((1—a)l, —auw'A " )Juv'A™!

i réwnanie to powinno da¢ si¢ rozwigza¢ ze wzgledu na a. Mozemy przyjac, ze
u#01iv+#0, bow przeciwnym razie A = B i wzdr jest oczywiscie prawdziwy.
Jedli wzor jest prawdziwy, to wyrazenie

(1—a)h—awA WA =u((1—a)— av’ATu)v'A™! (*)

musi by¢ macierza zerowg w R™". Wartosciami wyrazen u'u i v'v sg liczby
47
T

v. Po uproszczeniu otrzymamy wyrazenie, ktérego

dodatnie. Mozemy zatem pomnozy¢ wyrazenie (*) z lewej strony przez

i z prawej strony przez Av%v

wartoscig musi by¢ liczba 0:
(1—a)—av A lu=0.

Stad tatwo wynika, ze a = 1/(1 +v' A u).
Wzér S.-M. opisuje odwrotnosé macierzy B, jesli vIA~u # —1.

13. Oblicz macierz B i na podstawie wzoru Shermana-Morrisona macierz B~', jesli

BIRNGND!

14. Udowodnij podany nizej wzbér Shermana-Morrisona-Woodbury’ego: jesli
U,V € R™ i macierze A € K™ oraz (I, + VTA~'U) € R™™ sg nieosobliwe, to

B=A+w', A=

A+UVHT=A"T—ATTU{I,+ VIATTU)TVIAT,
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Przestrzenie liniowe
Okreslenie przestrzeni liniowej

Def. Ustalmy dowolne ciato K; jego elementy bedziemy nazywaé skalarami.
Wektorami nazywamy obiekty, ktére mozemy dodawaé (chodzi

o dwuargumentowe dziatanie wewnetrzne w ustalonym zbiorze wektoréw, ktére
jest okreslone w sposéb zalezny od tych obiektéw) i mnozy¢ przez skalary.

Def. Zbiér V wektoréw nazywamy przestrzenia liniowg nad cialem K, jesli spelnia
on nastepujace warunki:

S.1: Zbiér V z dziataniem dodawania wektoréw jest grupa abelows. Element
neutralny tej grupy nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy symbolem O.

S.2: Zbiér V jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie wektoréw przez skalary.
S.3: Dzialanie mnozenia skalaréw i wektoréw jest rozdzielne wzgledem dodawania
wektoréw, a takze dodawania skalaréw:

vaeK‘x,yGV a- (X+y) =a-x+a-y,

va)beK,xev (a+b) Xx=a-x+b-x.

S.4: Zachodzi taczno$é mnozenia skalaréw i wektordw:

Va,bE]K,xEV (ab) X=a- (b . X),

S$.5: Vyev 1-x =x.

Formalnie przestrzen liniowa jest pigtka spelniajacych powyzsze aksjomaty
elementéw, (V,K,+,-,0), ktérymi sg zbioér wektoréw V, cialo skalaréw K,
dziatanie dodawania wektoréw ,,+”, dziatanie mnozenia skalara i wektora ,,-”

i wektor zerowy O.

Méwiac o elemencie ustalonej przestrzeni liniowej mamy na mysli wektor (element
zbioru V).

Przyktady:

Dowolne ciato K jest przestrzenia liniowg nad ciatem K, a takze nad dowolnym
swoim podcialem (uwaga: dla kazdego podciala otrzymujemy inng przestrzen
liniowa!).

Zbiér macierzy liczbowych o ustalonych wymiarach, K™", z dziataniami
dodawania i mnozenia przez liczbe okre§lonymi w poprzednim wyktadzie.

W szczegdlnosci zbiér macierzy kolumnowych K™ jest przestrzenig liniows,

o na tyle waznym znaczeniu, ze przez stowo ,wektor” bywa rozumiany domys$lnie
element tej przestrzeni.

3.2

e Zbiér przesunie¢ plaszczyzny (wektorem jest operacja przesuniecia w danym

kierunku na okreslong odlegtos¢, a dodawaniem wektoréw jest operacja zlozenia
takich przeksztalcen).

e Zbidér wszystkich réwnan liniowych wigzacych okreslone niewiadome.

e Zbiér funkcji rzeczywistych okreslonych w ustalonej dziedzinie, z dziataniami

okreslonymi w ,naturalny” sposob.

e Zbiér R[x],, wielomianéw stopnia nie wickszego niz ustalone n z dzialaniami j.w.

(uwaga: zbi6r wielomianéw ustalonego stopnia n € N nie jest przestrzenig
liniows).

Def. Podzbiér X przestrzeni liniowej V nazywamy podprzestrzenia liniows, jesli

jest on przestrzenig liniowa (nad tym samym cialem, z dzialaniami otrzymanymi
z obcigcia dziatait w przestrzeni V).

W dowolnej przestrzeni liniowej V mozemy natychmiast wskaza¢ dwie
podprzestrzenie: podprzestrzen zerows, ktérej jedynym elementem jest wektor
zerowy, i podprzestrzei niewlasciwa, czyli calg przestrzen V.

Def. Kombinacja liniowg wektoréw xi,...,xx € V o wspdiczynnikach
ai,...,qx € K nazywamy wektor a;x; + - - - + apXy.

Def. Przestrzenig rozpiets przez zbiér wektoréw {xi,..., Xy} nazywamy zbiér
wszystkich kombinacji liniowych tych wektorow.

Oznaczamy ja symbolem lin{xy,...,X;} albo span{xy,...,Xy}.

Latwo jest sprawdzié, ze przestrzen rozpieta przez dowolny zbiér wektordw

w ustalonej przestrzeni V jest jej podprzestrzenig liniowa. Jest tez oczywiste, ze
jesli X = lin{xy,...,x} 1 Y =lin{xq,..., Xy, X1}, to zbidr X jest podprzestrzenia
(nie wiadomo, czy wlasciwg) przestrzeni Y.

Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Def. Ustalony uktad wektoréw xi,...,X; jest liniowo niezalezny, jesli z rownosci
arx; + -+ axg = 0 wynika a; =--- = a =0.
Jedli istniejq skalary ay,..., ay, nie wszystkie réwne 0, takie ze

arxy + - -+ axe = 0, to uktad {xy,...,%y} jest liniowo zalezny.

4 } w przestrzeni R? jest

Przyktad: Ukltad wektorow x; = [ 12 } ix; = [

liniowo zalezny, bo np. 2x; + 1x, = 0.



1.
2.
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Uklad wektoréw y; = { (1) ] iy, = { ; } jest liniowo niezalezny, bo

a) + az
2(12
a;+a;=0,2a, =0, czylia; =a, =0.

ayr + Yy = , 1 dalej, z réwnosci a1y + a;y; = 0 wynika

Uwaga: Stowo ,,uktad” w powyzszej definicji oznacza cigg — w wielu sytuacjach
istotna jest kolejno$é jego elementéw, kiedy indziej interesuje nas tylko, czy jest to
ciagg réznowartosciowy (i uporzadkowanie jest nieistotne) lub tylko zbiér
elementéw tego ciggu. Uporzadkowanie jest potrzebne, aby wigza¢ wektory

z odpowiednimi wspélczynnikami kombinacji liniowych. Jest oczywiste, ze jesli

w danym ukladzie pewien wektor wystepuje wigcej niz raz (tj. ciag nie jest
réznowartosciowy), to uklad ten jest liniowo zalezny. Ustalony zbiér wektoréw
(niezaleznie od uporzadkowania) okresla przestrzen, ktora rozpina.

Stwierdzenie: Dowolny podzbidr zbioru lintowo niezaleznego jest lintowo
niezalezny (w szczegdlnosct zbidr pusty jest lintowo niezaleznym zbiorem
wektoréw).

Dowolny zbiér, ktory zawrera zbior lintowo zalezny, jest lintowo zalezny.
W szczegdlnoscit dowolny zbior, ktory zawiera wektor zerowy, jest lintowo
zalezny.

Def. Uktad wektoréw w przestrzeni V, ktéry speinia nastepujace warunki:

jest liniowo niezalezny,

rozszerzenie go o dowolny wektor daje w wyniku uktad liniowo zalezny,

nazywa sie bazg przestrzeni V.

Twierdzenie: Jesli uktad wektorow X1, ...,X, jest bazg przestrzeni V, to kazdy
wektor Yy € V mozna jednoznacznie przedstawié w postact kombinacji lintowej

Y =aiX;+ -+ anXn.

Dowéd: Uklad wektoréw xi,...,Xxn, Yy jest liniowo zalezny, a zatem istniejg skalary
bi,..., by, c € K, nie wszystkie réwne 0, takie ze

bix; 4+ -+ bpyxy, +cy =0.

Z liniowej niezaleznodci wektoréw xq,...,x, wynika, ze ¢ # 0. Mnozac powyzsza

-1

réwnos¢ przez ¢~ i stosujgc prawo skreslen otrzymujemy

- b
y:T]x1+~-+ =

Xn.

3.4

Gdyby istnialy dwie rézne kombinacje liniowe elementéw bazy réwne y, np.
Y=aiXi+ -+ anXn = QX1 + -+ + @) Xy,
to otrzymalibySmy réwnosé
(a1 —a)xs +- -+ (an —a))x, =0.
Warunek a; # a/ jest dla kazdego i sprzeczny z liniowa niezaleznoscia bazy. O
Twierdzenie o istnieniu bazy: Dowolny lintowo niezalezny uktad wektoréw

w przestrzent V mozna rozszerzyé tak, aby otrzymaé baze tej przestrzeni.
W szczegdlnosci, kazda przestrzen lintowa ma baze.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na pewniku wyboru, pod postacig lematu
Kuratowskiego-Zorna. Pominiemy go, ograniczajac sie do stwierdzenia, ze uzycie
tego pewnika w dowodzie umozliwia wykazanie istnienia pewnego obiektu

(w naszym przypadku bazy), ale nie daje zadnej efektywnej metody znalezienia
tego obiektu. Na przyklad nie umiemy wskazaé zadnej bazy przestrzeni R nad
cialem Q. Dowody oparte na pewniku wyboru noszg miano niekonstruktywnych.
Dla wielu przestrzeni liniowych umiemy jednak wskaza¢ bazy. Umiejetnosé ta

umozliwia sprowadzenie do dzialan na liczbach (skalarach) wielu rachunkéw na
wektorach (ktére mogg by¢ bardzo ,dziwnymi” obiektami) i ich zbiorach.

Przyklady baz:

Uklad wektoréw (macierzy) e,..., e, jest baza przestrzeni K™

Uklad wektoréw (ciggéw nieskoniczonych) ey, e, ..., takich ze k-ty wyraz ciggu ey
jest réwny 1, a wszystkie pozostale — O jest baza przestrzeni K™ (ktorej
elementami sg nieskoniczone ciggi elementéw ciala K, z ktérych co najwyzej
skoriczenie wiele jest réznych od 0).

Uklad wektoréw (wielomianéw) 1,x,x%,...,x™ jest baza przestrzeni R[x],
wielomianéw jednej zmiennej stopnia co najwyzej n (jest to tak zwana

baza potegowa).

Uktad wektoréw (réwnan) x; =0, x; =0, ..., x, =0, 0 =1 jest baza przestrzeni
réwnain liniowych z niewiadomymi xq,...,Xq.

Twierdzenie Steinitza o wymianie: Niech X = lin{xy,..., X}, przy czym uktad
wektorow Xy, ...x, jest lintowo niezalezny. Niech X C Y =lin{ys,...,Ym}-

Wéwczas n < m i n sposrdd elementéw zbioru {y,...,Yn} mozna zastgpié
przez wektory Xi,...,Xn, otrzymujgc zbiér wektorow, ktdry rozpina te samg
przestrzen Y.
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Dowéd: Twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe dla n = 0. Przyjmiemy zalozenie
indukcyjne, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 (gdzie n > 0). Mamy wiec
n —1 < m, a przy odpowiednim uporzadkowaniu wektoréw yi,...,Yn jest

Xn €Y =ln{X1,..., X0 1,Yny -+, Ym} 2 Un{Xq, ..., X0, Ynsty -+, Ym}

Wektor x,, jest kombinacjg liniowa wektoréw xi,...,Xn_1,Yn,-..,Ym, ale nie jest
on kombinacjg liniowa wektoréw xi, ..., Xy (bo zbidr {X;,...,X,} jest liniowo
niezalezny). Musi wiec by¢ n < m, a ponadto istniejg skalary ai,..., an, takie ze

Xn = QX1 + -+ AQn1Xn—1 + AQnYn + - -+ AmYm,

przy czym qy # 0 dla pewnego k € {n,..., m}. Przyjmijmy bez straty ogolnosci,
ze a, # 0. Wtedy

—a —Qn— 1 —a —a
Yn = ——X1 o X X b — g e —
n n an n n
Dla dowolnego wektora z € Y, istniejg skalary by,..., by, takie ze

zZ= blxl + 4+ bn—lxn—l + bnyn 4+ bmym-

Podstawiajac w miejsce Yy, otrzymane wczedniej wyrazenie, otrzymujemy

bn(l1

= (on-  at

bnan bram
(bn+l - (ln-H )ynﬂ +- 4+ (bm - a >ym>

n

b
)x1 ot (bn_1 Xt

n n

a zatem z € lin{Xy, ..., X0, Ynity-- -, Ym}), 2y Y C Un{xy, ..., X0, Ynity-- -y Ym) O

Whiosek: Jesli n-elementowy uktad wektorow jest bazg przestrzeni V, to kazda
baza tej przestrzeni sktada sie z n wektoréw.

Dowod: Niech {xi,...,Xn}i{y1,...,Ym} beda dwiema bazami przestrzeni V.

Na podstawie twierdzenia Steinitza, n < m, ale takze m < n, czylin=m. O

Mozna udowodnié¢ mocniejsze twierdzenie: wszystkie bazy dowolnej przestrzeni
liniowej V sg réownoliczne (a zatem dotyczy to takze przestrzeni, ktére majg bazy
zlozone z nieskoriczenie wielu wektorow).

Def. Wymiarem przestrzeni liniowej V nazywamy liczbe elementéw jej bazy
(ogblniej — moc zbioru elementéw bazy).

Wymiar przestrzeni V oznaczamy symbolem dim V (z angielskiego dimension —
wymiar).

Whioskiem z twierdzenia o istnieniu bazy i twierdzenia o réwnolicznosci
wszystkich baz danej przestrzeni jest

Stwierdzenie: Jesl: przestrzen X jest podprzestrzeniqg przestrzeni Y, to
dim X < dimY, przy czym jeslt wymiary sq skoriczone 1 rowne, to X =Y.

Suma algebraiczna podprzestrzeni liniowych

Def. Niech Y i Z beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni liniowej X.
Suma algebraiczng podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbiér

def

Y+Z={y+z:yeY,zeZ}

Przecieciem (albo czescia Wspélna,) podprzestrzeni Y i Z nazywamy zbiér
YNZ={x:xeY,xeZ}.

Jedli przeciecie podprzestrzeni Y i Z ma tylko jeden element — wektor zerowy,
to sume algebraiczng tych podprzestrzeni nazywamy suma prostg i oznaczamy
symbolem Y & Z.

Latwo jest udowodnié, ze zaréwno przeciecie jak i suma algebraiczna (w tym
prosta) podprzestrzeni przestrzeni liniowej jest podprzestrzenig liniowa.
Zachodza nastepujace, oczywiste lub latwe do udowodnienia relacje:

0 <dim(YNZ) < min(dim Y,dim Z),
max(dim Y,;dim Z) < dim(Y + Z) < min(dim X, dim Y + dim Z),
dimY +dimZ = dim(Y + Z) + dim(Y N Z),

a stad w szczegblnodci dim(Y & Z) = dim Y + dim Z (bo dim{0} = 0).
Pojecia sumy algebraicznej i sumy prostej mozemy uogdlni¢ na przypadek

wiekszej liczby skladnikéw. Suma algebraiczng s podprzestrzeni Yi,..., Y,
przestrzeni X jest zbior

i+ FysVyeY=Yi+- -+ 2} v,
j=1

Jesli Yi,...,Y, sa podprzestrzeniami przestrzeni X, takimi ze

X={y1+---4+ys:y;€Y;}, oraz
Ym( Yy Y,»):{O} dlai=1,...,s,

IS
i
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to suma algebraiczna tych podprzestrzeni jest suma prosta. W zapisie
symbolicznym

X:Y1@~-@YS:EBY]-.
j=1

Wtedy przedstawienie dowolnego wektora x € X w postaci sumy y; + -+ - + Y,
wektoréw takich ze Vjcpi,. ¢ Yj € V; jest jednoznaczne.

Istotnie, dla s = 2, biorgc x = Yy + Yz = Yy + Y3, otrzymujemy y; —yj = yj; — Yz,
ale y1 —y; € Y1, Yy, — Yz € Y;, a jedynym elementem przeciecia przestrzeni Y; i Y,
jest 0. Zatem, y; =Yy, Y2 = y;. Przez indukcje przenosi sie to na przypadek
dowolnego s. O

Def. Wektory y; € Y7,...,Ys € Ys, przypisane jednoznacznie wektorowi
xeX= EB,.S:] Y;, nazywamy sktadowymi wektora x wzgledem wskazanego
rozktadu przestrzeni X na sume prosta.

Przyklad. Przestrzen R(x], wielomiandéw rzeczywistych jednej zmiennej stopnia co
najwyzej n mozemy przedstawi¢ w postaci sumy prostej podprzestrzeni
wielomianéw parzystych i nieparzystych. Dla n parzystego

4

Rixl, = lin{1,x,x%,x3,x*, ..., x"} = lin{1, %%, x* ..., x"} @ lin{x, x>, ..., x" .

Na przyktad wielomian 1 — 2x — 3x? 4+ 4x° + x° jest suma 1 — 3x? + x° (sktadowa
parzysta) i —2x + 4x5 (sktadowa nieparzysta).

W szczegdlnoici, jesli uktad wektoréw xi,...,%, jest baza przestrzeni X, to
przestrzen te mozemy przedstawi¢ jako sume prostg podprzestrzeni
jednowymiarowych:

X =1lin{x;} ® --- & lin{x.},
a zatem mozemy przedstawi¢ dowolny wektor z € X w postaci kombinacji liniowej:
Z=qiX1 + -+ apXq.

W ten sposéb (prawie) dowiedliémy ponownie, ze wspélczynniki a, ..., a, € K tej
kombinacji sg okreslone jednoznacznie.

Przeksztalcenia liniowe

Def. Niech V; iV, bedg przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Funkcja
f: Vi — V; jest przeksztalceniem liniowym, jesli spelnia warunek

Yoy xoevi Var,aoek flarxy + axxz) = aif(x) + axf(x,).
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Latwy dowdd indukcyjny uzasadnia stwierdzenie, ze przeksztalcenie liniowe
zachowuje dowolne kombinacje liniowe. Wynikaja stad nastepujace wlasnosci
takich przeksztalcen:

Obrazem wektora zerowego 0; € V; jest wektor zerowy 0, € V,.

Jesli uktad wektoréw yi,...,Yyx € Vi jest liniowo zalezny, to uklad
f(yi1),...,f(yx) € V; jest liniowo zalezny.

Jesli wiec uktad wektordéw f(yq),...,f(yx) jest liniowo niezalezny, to ukiad
Yi,- -, Yk tez jest liniowo niezalezny.

Jesli okreslimy sume przeksztatcen fy i f, ustalonej przestrzeni V; w V, wzorem
Veev, (f1 +12)(2) = f1(2) + f2(2)
oraz iloczyn przeksztalcenia f i liczby a wzorem

vzEV] (Cl. : f)(Z] =a- f(ZJ,

to mozemy latwo przekonac¢ sie, ze
zbidr przeksztalcen liniowych ustalonych przestrzeni liniowych nad cialem K

z okre§lonymi wyzej dzialaniami jest przestrzenia liniowa nad K.

Przestrzen te oznaczymy symbolem L(Vy;V;). Jej wektorem zerowym jest
przeksztalcenie zerowe, ktére kazdemu wektorowi z € V; przyporzadkowuje
wektor 0, € V,.

Jedli funkcje f: Vi — V, 1 g: V; — V3 sg przeksztalceniami liniowymi, to
przeksztalcenie ztozone g o f: Vi — V; jest przeksztalceniem liniowym. Ogolnie,

zlozenie dowolnego skonczonego ciggu przeksztalcen liniowych jest
przeksztalceniem liniowym.

Def. Izomorfizmem przestrzeni liniowych V; i V, (nad tym samym cialem K)

nazywamy przeksztalcenie liniowe f: Vi — V,, ktére jest bijekcja.

Izomorfizm f przestrzeni liniowych ma przeksztatcenie odwrotne, f~': V, — Vi,
ktore tez jest izomorfizmem. O przestrzeniach V; i V, méwimy wtedy, ze sg
izomorficzne. Z definicji izomorfizmu wynika, ze

Izomorfizm zachowuje liniowg zalezno$¢ albo liniowa niezalezno$¢ dowolnego
ukladu wektoréw. W szczegdlnosci izomorfizm przeksztatca baze przestrzeni Vi na
baze przestrzeni V;, a wiec zachowuje wymiar przestrzeni.

Warunek istnienia izomorfizmu miedzy przestrzeniami okresla relacje, ktéra jest
zwrotna (kazda przestrzen jest izomorficzna ze sobg),

symetryczna (jesli V; jest izomorficzna z V,, to V; jest izomorficzna z V;)

i przechodnia (jesli V; jest izomorficzna z V,, a V; z V3, to V; jest izomorficzna
z V3). Jest to wiec relacja rownowaznosci; klasa przestrzeni liniowych nad
ustalonym cialem dzieli si¢ na klasy przestrzeni izomorficznych.
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Wspblng cecha przestrzeni izomorficznych jest ich wymiar; dowolna przestrzen V
o wymiarze n nad cialem K jest wiec izomorficzna z przestrzenig K".

Majac ustalong baze x4, ...,x, przestrzeni V mozemy okresli¢ izomorfizm, ktéry
wektorowi z = ¢1x7 + - - - + ¢ X, przyporzadkowuje wektor (macierz kolumnowa)
f(z) = [c1y...,cnl". Izomorfizm odwrotny jest to przyporzadkowanie uktadowi
wspélczynnikéw cy,...,c, wektora z, ktéry jest kombinacja liniowg wektoréw
bazy z tymi wspdlczynnikami. Na dalszych wykladach bedzie podany bardziej
systematyczny sposéb konstruowania tych izomorfizméw.

Wiemy, ze jesli A € K™" oraz x € K", to Ax € K™. Na podstawie znanych
wtlasno$ci mnozenia macierzy mozemy stwierdzi¢, ze przeksztalcenie przestrzeni
K™ w K™, polegajace na mnozeniu ustalonej macierzy i wektora, jest liniowe.
Macierz liczbowg m X n mozemy wiec utozsamic z przeksztalceniem K" — K™.

Ustalmy baze x;,...,x, przestrzeni V; i baze yi,...,Ym przestrzeni V;.
Obrazem wektora x; w dowolnym przeksztalceniu liniowym f jest pewna
kombinacja liniowa aj;ys + - - - + amjYm wektoréw bazy przestrzeni V,.
Przypusémy teraz, ze z = c1x; + - - - + cnXn. Wtedy

m

f(z) = i cif(x;) = i Cj <i ai,-yi> = Z(i ai]-cj>yi.
j=1 1 i=1

= i= =1 j=1

Wspbétczynnikami w bazie ys, ..., Y, obrazu wektora z w przeksztalceniu f sg
wiec liczby d; = Zj“:] aic;. Mozemy je obliczy¢ wykonujac mnozenie macierzy

Cq
(65 1 I An d]

Cn dm
Z tego spostrzezenia wnioskujemy, ze majac dowolne przeksztatcenie liniowe

f: Vi — V,, dla ustalonych baz przestrzeni V; o wymiarze n i V, o wymiarze m
mozemy wskaza¢ jednoznacznie okreslong macierz [ayli; € K™", ktora
reprezentuje to przeksztalcenie (tj. pozwala obliczy¢ wspoélczynniki wektora f(z)
na podstawie wspoélczynnikéw wektora z, za pomoca mnozenia macierzy).

Z drugiej strony, dowolnej macierzy [a;li; € K™" odpowiada przeksztalcenie
liniowe, ktoére ,przeksztatca wspodlczynniki w bazach” w opisany sposéb. Dlatego
przestrzen przeksztatcen liniowych przestrzeni n-wymiarowej V; w przestrzen V,

o wymiarze m jest izomorficzna z przestrzenig macierzy K™". Wymiar tej

przestrzeni (a wiec takze przestrzeni L(V;;V;)) jest rowny mn.
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Dzieki istnieniu tego izomorfizmu (a wlasciwie calej klasy izomorfizméw, poniewaz
mozemy dowolnie wybiera¢ bazy), badanie przeksztalceri liniowych mozemy
sprowadzi¢ do badania wtasnosci macierzy. Co tez uczynimy niebawem.

Zadania 1 problemy na ¢wiczenia 1 do domu

. Udowodnij, ze jesli V jest przestrzenig liniowa, to Vyey 0-x = 0.
2. Wskaz wymiar i dowolng baze przestrzeni K™".

3. Wskaz baze przestrzeni C[xq,x;]; (zbioru wielomianéw zespolonych dwoch

zmiennych stopnia co najwyzej 2) nad cialem C.

. Wskaz baze przestrzeni C[x;,x;]; nad ciatem R.

5. Znajdz wymiar przestrzeni réwnan algebraicznych n zmiennych m-tego stopnia

nad ciatem C (na przyktad dla m = n = 2 to sg réwnania o postaci
ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, ze wspotczynnikami zespolonymi q,...,f).
Wskaz baze tej przestrzeni.

. Czy podane nizej zbiory macierzy n x n sg podprzestrzeniami liniowymi

przestrzeni K™"?

a) Zbiér macierzy permutacji.

b) Zbiér macierzy tréjkatnych.

) Zbiér macierzy tréjkatnych gérnych.

d) Zbiér macierzy stochastycznych (ktérych suma wspoétczynnikéw w kazdym
wierszu jest réwna 1).

€) Zbiér macierzy nieosobliwych.

f) Zbiér macierzy osobliwych.

g) Zbiér macierzy hermitowskich (zbadaj osobno przypadki gdy K=R i K =C).

h) Zbiér macierzy antysymetrycznych.

i) Zbiér macierzy diagonalnie dominujacych (takich, ze dla kazdego i € {1,...,n}
zachodzi nieréwnosé |ay;| > Zje{h...,n}\{i) layl).

W kazdym przypadku podaj uzasadnienie i jesli odpowiedz jest twierdzaca, to

wskaz wymiar i baze.

. Udowodnij, ze zbiér R, (zbiér liczb rzeczywistych dodatnich) z dzialaniem

dodawania ,,+" okreslonym wzorem x +’'y = xy (rozwazane dodawanie jest

,Zwyklym” mnozeniem liczb rzeczywistych) i dzialaniem mnozenia przez liczbe
rzeczywista a ,,-"” okreslonym wzorem a -’ x = x%, jest rzeczywista przestrzenig
liniowa. Znajdz wektor zerowy, wymiar i baze tej przestrzeni.

Czy zbiér Q, z dziataniami okreslonymi za pomocg tych samych wzoréw jest
przestrzenia liniowa?
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8. Zbadaj, czy zbiér Q[v2] ={a+bv2: a,b € Q} (z dziataniem dodawania
wektoréw tozsamym z dodawaniem liczb) jest przestrzenia liniowg nad ciatem Q.
Jesli tak, to znajdz jaka$ baze i wymiar tej przestrzeni.

9. Ktére z podanych nizej podzbioréw przestrzeni R® sg podprzestrzeniami
liniowymi?

:x+y—z=a} dlaustalonego a € R,
x"=0} dla ustalonego n € N,

{( )

{( )

{(xy,2): x> +y* > s} dla ustalonego s € Q,

{( ): (x+y)" =sz"} dla ustalonegon € N, s € Q,
{( )

10. Def. Tréjkatng rodzing wielomianéw nazywamy uklad wielomianéw wy, ..., Wy,

takich ze dla kazdego k stopienl wielomianu wy jest réwny k.

Udowodnij, ze dowolna tréjkatna rodzina wielomianéw wy, ..., wy
o wspolczynnikach rzeczywistych jest baza przestrzeni Rx],.

11. Udowodnij podane na stronie 3.6 relacje miedzy wymiarami podprzestrzeni Y,
Z,Y 4+ Z1iYNZ przestrzeni X.

12. Niech przestrzenie X, Y i Z beda podprzestrzeniami przestrzeni V i niech
dimX =3,dimY =4,dimZ =2idimV = 7. Jakie mogg by¢ wymiary przestrzeni
(Y+Z)NnXi(XNY)+Z?

13. Udowodnij, ze dwie przestrzenie, V; i V, nad cialem K sg izomorficzne wtedy
i tylko wtedy, gdy dim V; = dim V,.

14. Zbadaj, czy uklad wektorow

1 Vv2/2 0
V2, 0 , —1
0 1 1

jest liniowo zalezny
a) nad ciatem R,
b) nad ciatem Q.

15. Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego d: R[x]; — R[x]3;, okreslonego wzorem
d(w) = w’, odpowiadajaca bazie potegowej 1,x,x%,x> (W tej bazie reprezentujemy
zaréwno argument przeksztalcenia d, jak i wynik).

16. Udowodnij, ze jesli przeksztalcenia liniowe f: Vi — V21 g: Vo — V3 s3
reprezentowane w bazach xi,...,x, przestrzeni Vi, yi,...,Ym przestrzeni V,
i2zy,...,2y przestrzeni V3 odpowiednio przez macierze A i B, to macierza zlozenia
gof: V; — V; tych przeksztalcen w bazach xi,...,%, 1 21,..., 2y jest macierz BA.

17. Znajdz macierze przeksztatcen d,: R[x]; — R[x]3, okreslonych wzorem

dn(w) = %w dlan=1,2,3,..., w bazie potegowej 1,x,%?,x

Skorzystaj w tym celu z rozwigzan poprzednich dwéch zadan.

3
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Obraz i jadro przeksztalcenia liniowego i macierzy
Roéwnowazne ukltady réwnan liniowych

Def. Dwa uktady réwnar liniowych o tych samych niewiadomych sg réwnowazne,
jesli kazde réwnanie z pierwszego ukladu réwnan jest kombinacjg liniowg réwnan
drugiego uktadu i na odwrét.

Twierdzenie: Zbtory rozwigzan uktadéw réwnowaznych sq identyczne.
Dowdd: Rozwazmy dwa uktady réwnan liniowych:

apXy + -+ ainXp = by, i=1,...,m,
oraz
Ci]X]+"'+Cian:di, 1:1,,1

Wystarczy dowies¢, ze jesli uktady te sg réwnowazne, to kazde rozwigzanie
pierwszego ukladu jest takze rozwigzaniem drugiego.

Jesli uklady sg rownowazne, to i-te rownanie drugiego ukladu jest kombinacjg
liniowg réwnan pierwszego ukladu o pewnych wspoélczynnikach s, ..., Sim-
Zatem, i-te réwnanie drugiego ukladu mozna przedstawi¢ w postaci

m m
E sik(@axt + -+ 4 AQnXn) = E Sik by,
k=1 k=1

PIZy CZym Cij = ) -, SiQyj oraz d; = ) ., sy by. Podstawiajac dowolne
rozwigzanie Xy, ..., X, pierwszego uktadu otrzymujemy réwnosé

Y ey subk = > 1o sibk, z ktorej wynika, ze jest to takze rozwigzanie i-tego
(czyli kazdego, bo i moze by¢ dowolne) réwnania drugiego uktadu. O

Uwaga: Uklady mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej, Ax =b i Cx = d,
gdzie A = [a;li; € K™, b € K™, C = [cy)i; € K™ i d € K'. Drugi uktad
otrzymamy z pierwszego przez pomnozenie jego stron z lewej strony przez macierz
S = [syli; € K"™. Mamy wiec C = SA, d = Sb.

Rozwigzania uktadu réwnan liniowych sg rozwigzaniami dowolnego uktadu, ktéry
mozemy otrzyma¢ mnozac strony przez macierz, ale taki uktad moze mie¢ wiecej
rozwigzan. Na przyklad, mnozac strony przez macierz zerowa otrzymamy uktad,
ktoérego rozwigzaniem jest kazdy wektor x € K™.

Uklad réwnan liniowych Ax = b mozemy przedstawi¢ w postaci

a]X]+"'+aan:b)

4.2
gdzie wektory as,...,a, € K™ sg kolumnami macierzy A. Odpowiada to
przedstawieniu macierzy A w postaci blokowo-wierszowej. Interpretacje
rozwigzania xq,..., %, jako wspoélczynnikéw kombinacji liniowej kolumn

macierzy A, ktéra to kombinacja jest réwna wektorowi prawej strony, bedziemy
eksploatowaé dalej. Tymczasem mozemy zauwazy¢, ze jednorodny uklad réwnan,

ktéry otrzymamy biorac b = 0, ma rozwiazanie rézne od 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory ay,..., a, sa liniowo zalezne. Jest tak zawsze dla n > m.

Rzad macierzy

Def. Rzad kolumnowy macierzy A € K™" jest to wymiar rozpietej przez kolumny
tej macierzy podprzestrzeni przestrzeni K™.

Rzad wierszowy macierzy A jest to wymiar podprzestrzeni przestrzeni K™
rozpietej przez wiersze macierzy A.

Inaczej méwiac, rzad kolumnowy macierzy A jest maksymalng liczba niezaleznych
liniowo kolumn tej macierzy, a rzad wierszowy macierzy jest maksymalng liczbg
jej niezaleznych liniowo wierszy.

Twierdzenie: Rzqd kolumnowy dowolnej macierzy jest rowny jej rzedows:
WIErsZowemu.

Dowéd: Oznaczmy rzad kolumnowy macierzy A € K™" literg k, a jej rzad
wierszowy literg w. Symbolem A; oznaczymy macierz m x k, ktérej kolumny sa
liniowo niezaleznymi kolumnami macierzy A. Rzad wierszowy macierzy A;
oznaczymy wri; jest jasne, ze rzad kolumnowy macierzy A; jest réwny k, a w; < w.
Niech A, oznacza macierz w; X k, otrzymang z A; przez wybranie w; niezaleznych
liniowo wierszy.

Przypusémy, ze k > w;. Wtedy uklad réwnan A,x = O ma rozwigzanie x # 0 (bo
kolumny macierzy A, sg wektorami w K™, wiec gdy jest ich wiecej niz wy, to sa
liniowo zalezne). Ale poniewaz wektor x jest takze rozwigzaniem uktadu A;x =0
(oba uklady réwnan sg réwnowazne), wiec to oznacza liniows zaleznos¢ kolumn
macierzy A;. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze k < wy.

Mamy zatem k < w. Aby dowie$é, ze réwniez w < k wystarczy rozwazyé

macierz AT. Jej rzad kolumnowy jest réwny w, a wierszowy — k. O

Def. Rzedem macierzy A nazywamy liczbe, ktéra jest jej rzedem kolumnowym

i jednoczesnie wierszowym. Bedziemy oznaczaé¢ go symbolem rank A

Macierz A € K™", ktérej kolumny s liniowo niezalezne (tj. rank A =n)
nazywamy macierzg kolumnowo regularng.

Macierz A € K™", ktérej wiersze sg liniowo niezalezne (tj. rank A = m) nazywamy
macierzg wierszowo regularng.
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Macierze kolumnowo regularne i wierszowo regularne bedziemy okresla¢ wspolnym
mianem macierzy pelnego rzedu, a pozostate to macierze niepelnego rzedu.

Jest oczywiste, ze rank AT = rank A. Latwo jest réwniez pokazaé (zostawiam to na
¢wiczenia), ze dla macierzy A € C™" jest rank A" = rank A.

Obraz i jadro macierzy

Def. Obrazem macierzy A € K™" jest przestrzen rozpieta przez kolumny tej
macierzy. Jej wymiar jest rowny rzedowi macierzy A. Do oznaczenia tej
przestrzeni uzyjemy symbolu im A. (ang. tmage — obraz)

Jadrem (albo przestrzenia zerowa) macierzy A € K™" nazywamy zbiér wektoréw
{x € K": Ax = 0}. Zbior ten jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni K",
bedziemy go oznacza¢ symbolem ker A (ang. kernel — jadro).

Majac dowolng macierz A mozemy latwo znalezé baze jej obrazu; wystarczy
wybrac liniowo niezalezne kolumny. Nieco trudniejsze jest znalezienie bazy jadra;
w tym celu zauwazmy, ze wymiar jadra nie zmieni sie, je$li poprzestawiamy
kolumny.

Mozemy tak poprzestawia¢ kolumny, aby pierwsze r = rank A kolumn otrzymanej
macierzy A byto niezalezne liniowo. Macierz A przedstawimy w postaci blokowej,
[A1,Azl, z blokiem A; pelnego rzedu o wymiarach m x r i blokiem A,, ktérego
kolumny sa kombinacjami liniowymi kolumn bloku A;. Wobec tego istnieje
macierz B € K" (utworzona ze wspolczynnikéw tych kombinacji), taka ze

A; = AiB. Niech ® € K". Wektor ten mozemy przedstawi¢ w postaci blokowej,

R = { : } ,dlax; € K", x, € K™". Wektor R jest elementem przestrzeni ker A
2
wtedy, gdy

X1

= A;(x; +Bx;) =0.
X2

Ax=[ A A,BM

Macierz A; jest kolumnowo regularna, z czego natychmiast wynika, ze jej jadro
jest podprzestrzenia zerowa. Wobec tego musi by¢ x; + Bx; = 0, a zatem
x; = —Bx,. Mamy stad

ker//i:{ |:I_B

n—r

} X2: % € KV }

Poniewaz wektor x, € K" mozna wybra¢ dowolnie, wiec baze przestrzeni ker A
otrzymamy biorac np. wektory ei,...,e, . € K"'. Wtedy otrzymamy baze
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ztozong z wektorow

521 = |: b :| )---»anr: |:bn1' :| )
€ €nr

gdzie b; jest i-tg kolumng macierzy B. Baze przestrzeni ker A otrzymamy
przestawiajac odpowiednio wspélczynniki wektoréow X;. Wymiar tej przestrzeni,
jak sie przekonaliSmy, jest réwny n — r = n —rank A. Natychmiast wynika stad

Stwierdzenie: Dla dowolnej macierzy A € K™" zachodzi réwnosé

n =dimker A +dimimA.

Twierdzenie: Dila dowolnej macierzy A € C™" zachodzg réwnosci
C™ =imA @ ker A", C=imA" @ ker A

(dla A € R™™ lub A € Q™" sprzezenie hermitowskie macierzy zastepujemy
przez transpozycje).

Dowdéd: Wystarczy udowodni¢ pierwsza z tych réownosci. Obie przestrzenie, im A
i ker A", s3 podprzestrzeniami przestrzeni C™. Jedli y € im A, to istnieje wektor
x € C", taki ze y = Ax. Jeéli réwnoczeénie y € ker A", cayli Ay =0, to

yHy =x"A"y =0, ale y = [y1,...,yml" (dla pewnych liczb zespolonych
Yly--+,Ym), @ zatem y"y = Y 1, [yxl> = 0 wtedy i tylko wtedy gdy

Y= =Yym =0, czyli y = 0. Tak wigc im A Nker A" = {0}, czyli suma
algebraiczna tych przestrzeni jest suma prostg. Wymiar tej sumy jest wiec rowny

dim(im A @ ker A") = dimim A + dimker A" = rank A + (m — rank A") = m,
co koniczy dowdd, bo jedli wymiar podprzestrzeni jest skoiczony i réwny

wymiarowi przestrzeni, to ta podprzestrzen jest niewtasciwa. O

Uwaga: Twierdzenie to dotyczy macierzy o wspoéiczynnikach zespolonych,
rzeczywistych lub wymiernych, ale nie mozna go uogélni¢ na przypadek
wspoélczynnikdéw nalezacych do dowolnego ciata. Istotnie, w dowodzie
skorzystaliSmy z pojecia wartosci bezwzglednej i uporzadkowania liczb
rzeczywistych przez relacje ,,<".

Interpretacja iloczynu macierzy

Niech A = [ay,...,a,] € K™" i B = [byl;; € K™'. Mamy

AB = Z akbkh .. .,Z akbkl
k=1 k=1
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Kolumny iloczynu sg wiec kombinacjami liniowymi kolumn macierzy A, a zatem
im(AB) C im A, skad wynika

rank(AB) = dimim(AB) < rank A.

Podobnie, wiersze iloczynu macierzy sa kombinacjami wierszy drugiego czynnika
(macierzy B); mozemy stad wywnioskowaé, ze im(AB)" C im BT, a stad
rank(AB) < rank B. Ostatecznie, rank(AB) < min(rank A,rank B).

Przyklad: Rzad obu macierzy,

11 -1 -1

jest rowny 2. Ich iloczyn jest macierzg zerowag 2 x 2, a zatem jego rzad jest
réwny 0. Z drugiej strony, rzad iloczynu kwadratowych macierzy n x n pelnego
rzedu jest rowny n.

Dla dowolnego wektora x € K' mamy (AB)x = A(Bx), jako ze mnozenie macierzy
jest taczne. Poniewaz ABx € K™, wiec macierz C = AB opisuje przeksztalcenie
liniowe, ktére jest zlozeniem przeksztatcenia K' — K™ reprezentowanego przez
macierz B i przeksztalcenia K" — K™ reprezentowanego przez A.

Stwierdzenie, ze rzad iloczynu macierzy jest nie wiekszy niz rzad ktéregokolwiek
czynnika mozemy tez uzasadni¢ geometrycznie, zauwazajac, ze obraz dowolnej
podprzestrzeni X € K" w przeksztalceniu liniowym K" — K™ jest podprzestrzenia
Y € K™, ktérej wymiar nie moze by¢ wiekszy niz dim X.

Macierze nieosobliwe
Dowolna macierz A € K™" okre§la przeksztalcenie przestrzeni K™ w K".

Twierdzenie: Macierz jest nieosobliwa (czylt istnieje jej odwrotnosé) wtedy

1 tylko wtedy, gdy jest petnego rzedu.

Dowéd. Kolumny ay,..., a, macierzy pelnego rzedu sa liniowo niezalezne i jest
ich n, czyli rozpieta przez nie podprzestrzeri im A przestrzeni K" jest niewlasciwa.
Kolumny macierzy A stanowia baze przestrzeni K", a wiec dowolny wektor

y € K" mozna przedstawi¢ w postaci y = xja; + - - - + x, Qy, przy czym uktad
wspélczynnikéw xi,...,Xx, spelniajacych te réwnosc¢ jest tylko jeden. Istnieje
zatem przeksztalcenie odwrotne do A, ktére dowolnemu wektorowi y € K"
przyporzadkowuje wektor x = [x1,...,x.]" € K". Przeksaztatcenie to jest
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oczywiscie liniowe, a wiec istnieje macierz B € K™", ktéra reprezentuje to
przeksztaltcenie. Iloczyn BA tych macierzy reprezentuje ztozenie obu tych
przeksztaltcen; przeksztalcenie to jest przeksztalceniem tozsamosciowym
przestrzeni K" i jego macierz jest jednostkowa.

Z drugiej strony, jesli kolumny macierzy A sg liniowo zalezne, to reprezentowane
przez nig przeksztalcenie nie jest réznowartosciowe. Gdyby istniata odwrotnosé
macierzy A, to reprezentowalaby przeksztalcenie odwrotne, ktére nie istnieje. O

Funkcjonaty liniowe i przestrzen sprzezona

Def. Funkcjonatem liniowym w przestrzeni liniowej V nad ciatem K nazywamy

kazde przeksztalcenie liniowe V — K
(przypominam, ze zbiér K jest przestrzenia liniowg nad ciatem K).

Def. Zbiér wszystkich funkcjonaléw liniowych w ustalonej przestrzeni V nad
ciatem K (z odpowiednio okreslonymi dziataniami) jest przestrzenig liniows nad
K. Przestrzen t¢ nazywamy przestrzenig sprzezong (albo dualng) z V i oznaczamy

symbolem V* (ktory jest rownowazny oznaczeniu L(V;K), ale krotszy).

Def. Funkcjonat zerowy jest to funkcjonat, ktéry kazdemu wektorowi x € V
przyporzadkowuje 0. Funkcjonal ten jest wektorem zerowym przestrzeni V*.

Wymiary przestrzeni V i V* sg réwne (co wynika z wczesniejszych ustalen na
temat wymiaru przestrzeni L(V;;V,)). Zauwazmy, ze zaréwno elementy
przestrzeni V* sg funkcjonalami liniowymi w przestrzeni V, jak i odwrotnie —
dowolny element x przestrzeni V okresla pewien funkcjonatl liniowy x

w przestrzeni V*, za pomoca wzoru

Voev- X(@) = @(x).

Przestrzen L(V* K) = V** funkcjonaléw liniowych na V* mozemy wiec utozsamic
z przestrzenia V (na jednym z dalszych wykladéw wrécimy do tego). Cecha pary
przestrzeni V i V*, ktéra pozwala na ,symetryczne” ich traktowanie, nazywa si¢

dualnoécig.

Def. Niech uktad wektoréw x;,...,x, bedzie bazg przestrzeni V. Uklad wektoréw
©1y---y Pn € V* nazywamy bazg dualng do Xy, ...,X, jesli spelnione sg réwnania

@i(x;) = by

(84, przypominam, to symbol Kroneckera, 1 dlai=j i 0 w przeciwnym razie).
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Natychmiast zauwazamy, ze wyboér bazy przestrzeni V okresla baze dualng

jednoznacznie.
Ponadto, jesli uktad ¢q,..., @, € V* jest bazg dualng bazy xi,...,X, przestrzeni
V, to baza x;,...,X, jest dualna wzgledem bazy @i,..., @,.
Przyklady

. Przestrzeni sprzezona z K™ to K. Baza sprzezona z baza e, ..., e, to uktad
wektoréw (macierzy wierszowych) e],...,el.

. Elementy przestrzeni sprzezonej z R[x],, (przestrzenig wielomianéw rzeczywistych
stopnia co najwyzej n; wymiar tej przestrzeni jest réwny n + 1) sg funkcjami
przyporzadkowujacymi dowolnemu wielomianowi stopnia co najwyzej n pewna
liczbe rzeczywista.

Znajdziemy baze sprzezong z baza potegowa, ktorej elementami sg wektory

(wielomiany) 1,%,%?,...,x". Latwo jest przekona¢ sie, ze jesli przyjmiemy
funkcjonat ¢, okreslony wzorem @o(w) = w(0), oraz funkcjonalty @i,..., @,
takie ze @y(w) = %f—;w(x)lxzo, to otrzymamy baze dualna.
Niech xo, ..., X, beda ustalonymi, parami réznymi liczbami. Uktad funkcjonatéw
Vo, - - -y P, okreslonych wzorami \;(w) = w(x;) jest bazg przestrzeni sprzezonej
z R[x],. Latwo jest znalez¢ dualng do niej baze przestrzeni wielomianéw.
Jej elementami sg wielomiany wy,...,w,, takie ze
X—X
wj(x) = H ﬁ
k=0,...,n
k#j

Istotnie, wszystkie te funkcje sa wielomianami stopnia n, oraz wj(x;) = ;.

Obraz i jadro przeksztalcenia liniowego

Rozszerzymy pojecie macierzy, dopuszczajac, aby jej elementami byly wektory

i funkcjonaty (czyli tez wektory, z przestrzeni sprzezonej). W zasadzie jest to
uogdlnienie wczesniejszych rozwazan na temat macierzy blokowych. Dodawanie
takich macierzy polega na dodaniu odpowiednich wektoréw (albo funkcjonaléw).
Mnozenie takiej macierzy przez skalar, a takze przez macierz, ktorej
wspoélczynnikami sg skalary, jest okreslone za pomoca tych samych wzoréw co
mnozenie macierzy liczbowych (tylko, ze symbole mnozenia i dodawania
wspoéliczynnikéw majg inne znaczenie).
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Macierz, ktorej wspdiczynniki sg funkcjonatami mozemy pomnozy¢ przez macierz,
ktoérej wspdlczynniki sg wektorami, przy czym ,mnozenie” funkcjonatu ¢
i wektora x polega na obliczeniu skalara — wartosci wyrazenia @(x).

Uwaga: to mnozenie nie jest przemienne, tj. iloczyn x@, w ktérym taka kolejnosé
czynnikéw wynika z kolejno§ci mnozonych macierzy, opisuje pewne
przeksztalcenie liniowe; mozemy je ,,pomnozy¢” z prawej strony przez wektor y
(wspotczynnik kolejnej macierzy, jesli taka wystepuje w rozpatrywanym
wyrazeniu) i otrzymac wektor x(y) (iloczyn wektora x i liczby ¢(y)), ktoéry jest
obrazem wektora y w tym przeksztatceniu liniowym.

Latwo jest sprawdzié, ze wymienione dzialania na macierzach, ktérych
wspoéiczynnikami sg wektorami i funkcjonatami, majg podobne wiasnosci
algebraiczne jak dodawanie i mnozenie macierzy liczbowych (w tym lacznos¢,
rozdzielnos¢), mozemy zatem w podobny sposéb przeksztatca¢ wzory z takimi
macierzami.

Niech V; iV, beda ustalonymi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K,
o wymiarach odpowiednio n i m. Przestrzeni V; jest wiec izomorficzna z K",

a V; jest izomorficzna z K™. Ustalmy baze x1,...,X, przestrzeni V; i ustawmy jej
elementy w macierz wierszowg X = [X1,...,X,]. Podobnie, z elementéw @1,..., @,
©1
bazy dualnej ustawimy macierz kolumnowag @ =
(pTl
Podobnie, biorac elementy yj,..., Yy, bazy przestrzeni V; i elementy jej bazy
Py
dualnej P1,..., Py, okreslimy macierze Y = [yi,...,Ynl i ¥ = :
wm

Mozemy teraz zapisa¢ formalnie wiele operacji, o ktérych dotychczas moglismy
tylko gestykulowaé. Wezmy dowolny wektor z € V;. Wyrazenie

©1(2)
Oz = :
Pn(2z)
jest wektorem w przestrzeni K" (tj. liczbowa macierza kolumnowa), ktorej
wspoiczynniki odpowiadajg przedstawieniu wektora z w bazie x1,...,Xx,. Istotnie,

@ilerxy + - eaXp) = @i(x1) + -+ Ca@i(Xn) = ci
Podobnie, majac dowolny wektor ¢ = [c1,...,c,]" € K" mozemy wyrazié
kombinacje liniowa wektoréw bazy xi,...,X, o wspdiczynnikach c;,...,cp
w postaci iloczynu macierzy Xc.
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Macierze X i ® sg swoimi odwrotno$ciami, w tym sensie, ze iloczyn X®
reprezentuje przeksztalcenie tozsamosciowe przestrzeni V;; dla dowolnego wektora
z € Vj wyrazenie X®z jest réwne z.

Podobnie, iloczyn ®X jest przeksztalceniem tozsamo$ciowym przestrzeni K™.

Dla dowolnego wektora (macierzy kolumnowej) ¢ € K™ zachodzi réwnos¢

OXc = ¢, a zatem mozemy stwierdzié, ze iloczyn @ X jest macierza jednostkowa I,
(ktora reprezentuje tozsamosciowe przeksztalcenie przestrzeni K™). Mozemy wigc
napisa¢ ® = X', albo X = @', rozumiejac to w ten sposdb, ze jesli np. macierz X
jest przeksztatceniem liniowym K" — V;, to @ opisuje przeksztalcenie odwrotne.

Tak wiec mnozenie przez opisane wyzej macierze, ktére utozsamimy z bazami
odpowiednich przestrzeni, okre§la izomorfizmy przestrzeni Vi z K" iV, z K™.
Wezmy teraz dowolng macierz A € K™". Okresla ona pewne przeksztalcenie
liniowe przestrzeni K™ w K™ (polega ono na pomnozeniu macierzy A

i przeksztalcanego wektora ¢ € K"). Wyrazenie YA® opisuje pewne
przeksztalcenie liniowe g przestrzeni V; w V;. Jedli obliczamy obraz w tym
przeksztalceniu wektora z € Vi, to @z jest macierzg wspoéiczynnikéw wektora z
w bazie x1,...,X;,, za§ ADz jest macierza wspolczynnikéw wektora g(z) w bazie
Yi,...,Ym. Wreszcie, g(z) = YADz.

7 wczesniejszych rozwazan wynika, ze jesli ustalimy bazy x1,...,Xn 1 Y1y.-+, Ym,
to kazdemu przeksztalceniu liniowemu g: V; — V, odpowiada jednoznacznie
okreslona macierz A € K™". Wybierajac bazy przestrzeni V; i V, ustaliliSmy wiec
izomorfizm przestrzeni przeksztalcen, L(Vi;V,) i przestrzeni macierzy, K™".

Def. Jadrem przeksztalcenia liniowego g: Vi — V, nazywamy zbiér
{xeVyig(x) =0}

Jest ono podprzestrzenia liniowq przestrzeni V;, oznaczamy je symbolem ker g.
Obrazem przeksztatcenia g jest zbiér {y € V2: 3xev, y = g(x) 1.

Jest to podprzestrzen liniowa przestrzeni V,, ktéra oznaczamy symbolem im g.

Mozemy teraz poszukiwac obrazu i jadra dowolnego przeksztalcenia liniowego

g: Vi — V;. Jest jasne, ze wymiary obrazu i jadra przeksztalcenia g sg takie same
jak wymiary obrazu i jadra macierzy A, reprezentujacej to przeksztalcenie

w jakichkolwiek bazach X i Y. Majac te bazy i macierz A, mozemy wyznaczy¢
bazg przestrzeni im A (przez wybranie niezaleznych liniowo kolumn, oznaczmy je
symbolami ai,,..., a;,, liczba 1 jest rzedem macierzy A) i mamy

img =lin{Ya;,} & - @ lin{Yay}

i podobnie, majac baze przestrzeni ker A ztozong z wektoréw c, ..., ch_, (sposéb
ich znalezienia znamy, cho¢ nie do koirica; polega on na rozwigzaniu uktadéw
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réwnan liniowych, o czym bedzie mowa pdzniej), mamy
ker g = lin{Xc;} @ - - - @ lin{Xcp_,}.
Niech uktad wektoréw xi,...,x, bedzie baza pewnej przestrzeni V nad K. Niech

macierz X reprezentuje te baze, a macierz @ jej baze dualng. Wtedy dowolne
przeksztalcenie g: V — V mozemy przedstawi¢ w postaci g = XA®, gdzie A jest
pewng macierza kwadratows. Macierz te (inaczej: macierz przeksztalcenia g

w bazie x1,...,%,) mozemy przedstawi¢ w postaci ®gX.

Mozemy réwniez przyja¢ dwie bazy przestrzeni V, reprezentowane odpowiednio
przez macierze X i Y. Bazy dualne beda reprezentowane odpowiednio przez
macierze @ i V. Przypusémy, ze znamy wspobiczynniki dowolnego wektora z € V
w bazie X. Wspoélczynniki tego wektora w bazie Y mozemy obliczy¢ przez
pomnozenie wektora wspétczynnikéw w bazie X przez macierz zmiany bazy B.

Wyraza sie ona wzorem B = WX.

Zadania i problemy

1. Udowodnij, ze rzad macierzy nie zmieni si¢ wskutek wykonania zadnej

z wymienionych nizej operacji:

e pomnozenie kolumny albo wiersza przez dowolny skalar rézny od 0,

e dodanie do kolumny (albo wiersza) innej kolumny (albo wiersza) pomnozonej

(pomnozonego) przez dowolny skalar,

e przestawienie kolumn (albo wierszy).

2. Udowodnij, ze macierze A i A" maja ten sam rzad.
3. Niech
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Oblicz macierz F = ABCDE.



. Zbadaj, jaki jest rzad macierzy

1 23 4 5 1o 23 4
0 -1 2 -3 4

, 2 -2 0 3 -4
s -3 3 -3 0 4
1 07 -2 13

. Niech n > 4 i niech wektory x,y € R™ bedg niezalezne liniowo. Znajdz jadro
macierzy A = [x,x + yY,x — Yy, y| (macierz jest tu przedstawiona w postaci
blokowej, tak aby uwidoczni¢ kolumny).

. Znajdz jadro i obraz przeksztalcenia liniowego f: R[x], — R[x],, okreslonego
wzorem f(w) = x*w”.

. Wyznacz wspoélczynniki macierzy przeksztalcenia f z poprzedniego zadania,

w bazie potegowej 1,%,x%,...,x"

. Niech n > 1 i niech przeksztalcenie g: R[x], — RIx],,_, bedzie okreslone wzorem
g(w) =w", a przeksztaltcenie h: R[x],, , — R[x],, wzorem h(w) = x*w. Wyznacz
macierze tych przeksztalcern w bazach potegowych przestrzeni Rix],, 1 R[x], >
i oblicz iloczyn tych macierzy (to jest alternatywny sposob rozwigzania
poprzedniego zadania).

. Udowodnij, ze w przestrzeni R[x],, kazdy funkcjonal liniowy jest kombinacja
liniowa warto$ci funkcji w ustalonych punktach.

10. Niech V = R[x],. Poniewaz dim V* = dim V = 3, wiec dowolny funkcjonat liniowy

@ w przestrzeni V mozna przedstawié w postaci @ (f) = aof(xo) + aif(x7) + axf(xz),
czyli @ = ap@o + a1@1 + a2, gdzie @;i(f) = f(x;). Znajdz wspodlczynniki w bazie
©o, @1, > funkcjonalu @(f) = f; f(x) dx.

11. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, przy czym

n=dimU < m =dimV. Dowolny funkcjonatl liniowy ¢ € V* jest funkcjonatem
liniowym okres§lonym w podprzestrzeni U, czyli @ € U*, a zatem V* C U*. Ale
wtedy m = dim V* < n = dim U*, a wiec mamy sprzecznos¢. Wyjasnij, gdzie tu
jest blad i na czym on polega.

Cwiczenia potworkowe

1. Niech z = (1,+/3). Oblicz z™'.

2. Zbadaj, czy zbidér macierzy zespolonych 2 x 2, o postaci

57

z dzialaniem mnozenia macierzy jest grupa. Jesli tak, to czy jest to grupa
abelowa?

. Oblicz macierz

12

o o =
o = N
— N O

. Oblicz macierz B = A3 — 3A? + 3A — I, gdzie

2100
1200
A_0031
0013

. Znajdz zbiér rozwigzan ukladu réwnan liniowych

- Z

(1,2) (2,=1) (3,4) (5,3) (13,11)
(0)]) (1)0) (075) (]>5) = (5>13)

b

. Znajdz rzad oraz baze jadra i obrazu macierzy

1 -2 3 -5
-2 3 -4 6
3 4 5 =7
-4 5 —6 8

. Wskaz wymiar i baze podprzestrzeni przestrzeni R[x]4, sktadajacej sie

z wielomianéw w spelniajacych warunki w(—1) =w(1) i w/(0) =0.

. Oblicz wspolczynniki funkcjonalu ¢ w przestrzeni R[x],, danego wzorem

o(w) = L w(x) dx,

w bazie dualnej do bazy wy, wi, W, gdzie wy(x) = x(x — a), wy(x) = x(x + a),
wy(x) =x* —a, a =

Zaproponuj inny (niz z uzyciem podanego wyzej wzoru) sposéb obliczania
wartosci @ (w) dla ustalonego wielomianu w.

4.12
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Uktady réwnan liniowych
Uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi mozemy zapisa¢ w czterech
réwnowaznych postaciach. Pierwsza z nich jest ,petna™

anxi + apxz + -+ AinXq = by,

AmiX1 + QX2 + -+ + QunXn = bm-
Druga to posta¢ macierzowa,
Ax = b,

z macierzg wspotczynnikéw A = [ayjli; € K™", wektorem niewiadomym x € K"

i wektorem prawej strony b € K™. Rozwigzanie uktadu w tej postaci

interpretujemy jak znalezienie wektora (lub zbioru wektoréw) x, ktérego obrazem
w przeksztalceniu A jest wektor b.

Trzecia posta¢ polega na przedstawieniu wektora b jako kombinacji liniowej
kolumn macierzy A = [ay,..., Q,] ze wspolczynnikami x1,...,X,:

a1X]+“'+aan:b.

Rozwigzanie ukladu polega na znalezieniu tych wspétczynnikéw.
Wreszcie, czwarta posta¢ wyglada nastepujaco:

(g (X) - blv
Om(x) =bn
Funkcjonatl liniowy ¢; € (K™)* dla i € {1,..., m} jest tu okreslony wzorem
@i(lx1y ..oy xnlT) = @iy + -+ 4 AinXn.
Kazde réwnanie liniowe jest kombinacjg liniowg réwnan x; =0,...,x, =010=1.
Pierwsze n z nich mozemy zapisaé w postaci el'x =0,..., elx = 0 (macierze
ell, ..., ell reprezentuja elementy bazy dualnej do ey,..., e,), a ostatnie z nich

w postaci O0x = 1 (macierz zerowa, 0 € K"™ reprezentuje funkcjonat zerowy, czyli

wektor zerowy przestrzeni sprzezonej). Tak wiec w i-tym réwnaniu wystepuje
funkcjonat @; = apell +--- + ai,e!!. Rozwigzanie uktadu polega na znalezieniu
takiego wektora x, dla ktérego funkcjonaly te przyjmuja podane wartosci.

Na podstawie poznanych dotychczas faktéw mozemy podaé warunek istnienia
rozwigzan dowolnego uktadu réwnan liniowych oraz zbadaé, czym jest zbior
rozwigzan. Macierz [A,b] = [ay,..., a,, b], otrzymang przez dolaczenie wektora b
jako dodatkowej kolumny do macierzy wspélczynnikéw nazwiemy

macierza uzupelniona.

5.2

Twierdzenie Kroneckera-Capellego: Uktad m réwnan lintowych

zn niewiadomymi, Ax = b, ma rozwigzanie wtedy ¢ tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A jest réowny rzedowi macierzy uzupetnionej (A, b].

Ponadto, jesli wektor x jest rozurngzaniem uktadu Ax =b, a z € ker A, to
wektor x + z tez jest rozwigzaniem. Kazde rozwigzanie mozna przedstawié

w postact sumy dowolnego tnnego rozwigzania 1 pewnego wektora nalezgcego
do jgdra macierzy A.

Dowod: Lewa strona uktadu (przedstawiona w drugiej z wymienionych wyzej
postaci), po podstawieniu dowolnych liczb xi,...,X,, reprezentuje pewna
kombinacje liniowg kolumn macierzy A. Wektor prawej strony, réwny takiej
kombinacji, musi zatem by¢ elementem przestrzeni rozpietej przez kolumny
macierzy A, tj. im A.

Jesli rzad macierzy uzupeinionej jest wigkszy niz rzad macierzy A, to b ¢ im A,
a zatem wektor b nie jest kombinacja liniowa kolumn macierzy A.

Sposréd kolumn macierzy A mozna wybraé¢ baze przestrzeni im A.

Wektor b € im A ma w tej bazie jednoznacznie okreslone wspoétczynniki.
Rozwigzanie ukladu otrzymujemy wstawiajac do tego ciggu wspdiczynnikéw zera
w miejscach odpowiadajacych kolumnom nie nalezacym do bazy.

Jesli wektor x jest rozwigzaniem, a z € ker A, to A(x+z) =Ax+Az=b+0=D>.
Przypus$émy, ze wektory x i x’ sg rozwigzaniami.

Wtedy 0=b —b =Ax'— Ax = A(x' —x), a zatem x' —x € kerA. O

Znajac pewne rozwigzanie x ukladu Ax = b, mozemy przedstawic¢ zbiér
wszystkich rozwigzan w postaci sumy algebraicznej zbioru jednoelementowego
i podprzestrzeni:

{x}+kerA={y:y=x+z, Az=0}

O wektorze x (i kazdym innym elemencie tego zbioru) méwimy, ze jest to
rozwigzanie szczegblne uktadu réwnan.

Rozwigzanie ogdlne ukladu jest to wyrazenie o postaci

n—r
X+ Z CkYk,
k=1

w ktérym wektor x jest dowolnym rozwigzaniem szczegdlnym ukladu, a ukiad

wektoréw yi,...,Yn_r jest bazg przestrzeni ker A. Wartos¢ tego wyrazenia dla
dowolnych liczb cjy,...,cn_; jest rozwigzaniem szczegbdlnym, kazdemu rozwigzaniu
szczegblnemu odpowiada inny uktad liczb cy,...,cn—, 1 nie ma zadnych innych
rozwigzan.
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Metoda rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

W wyznaczaniu zbioru rozwigzan mozna wyrdzni¢ dwa cele: sprawdzenie, czy
uktad jest niesprzeczny oraz znalezienie dowolnego rozwigzania szczegdlnego

i przestrzeni ker A. Ogélna metoda rozwigzywania uktadu réwnan polega na
takim jego przeksztalcaniu, aby otrzymac¢ uklad réwnowazny (z doktadnoscig do
uporzadkowania niewiadomych), latwiejszy do rozwigzania. Celem jest otrzymanie
uktadu dostatecznie prostego, aby tatwo bylo wskaza¢ zbiér jego rozwigzan

(a w szczegblnosci przekonac sig, czy jest on niepusty).

Przedstawiona nizej metoda rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych znana jest
pod nazwga eliminacji Gaussa, choé¢ byla uzywana znacznie wczeéniej niz Gauss
mog! sie nig zajmowaé (pono¢ jedna z chinskich ksiag z czaséw dynastii Han
zawiera opis rozwigzywania ukladéw dwoch i trzech réwnar).

Uklad mozemy reprezentowaé za pomocg macierzy A i wektora b, albo za pomoca
macierzy uzupelnionej, [A,b], o wymiarach m x n + 1. Przeksztalcajac uklad
bedziemy wykonywaé nastepujace czynnosci:

zmiang kolejnodci réwnan ukladu (odpowiada to przestawianiu wierszy

macierzy [A, b]),

zmiane kolejnosci niewiadomych (odpowiada to przestawianiu kolumn macierzy A;
kolejno wykonane przestawienia trzeba zapamietaé, aby po obliczeniu
niewiadomych odpowiednio je uporzadkowac),

dodanie do wiersza macierzy [A, b] innego wiersza pomnozonego przez dowolng
liczbe.

Przeksztalcenie uktadu wymaga wykonania r = rank A < min(m,n) krokéw.
Przed wykonaniem k-tego kroku mamy macierz A" i wektor prawej strony
b1 ktére przedstawiamy w postaci

R Tk=1) bgk—n
(k=T] (k—T) (k=T] (k—T)

T ek S b'f )

— — — k7

0 Qe | Deprk+r oo S | by
(k1) (k1) (k=1) 1

Qi Cger  --- CQmn bk

Blok R o wymiarach k — 1 x k — 1 jest macierza tréjkatna gérna, a pod nim
znajduje sie (zaznaczony symbolem 0) blok zlozony z samych zer. Przed
pierwszym krokiem (k = 1) mamy macierz A®) = A z pustym blokiem R

i wektor b® = b (na poczatku ktérego mamy pusty blok bﬁ‘”)A

5.4
Jesli wszystkie wspotczynniki macierzy A" w wierszach k, ..., m sa réwne 0, to
r =k — 11 praca polegajaca na przeksztalcaniu uktadu zostata zakoniczona.
. c e e (k=) (k—1) (k—1) :
W przeciwnym razie, jesli aiy, == =ay = 0, to musimy k-tg

kolumne macierzy A zamieni¢ miejscami z inng kolumna, ktéra w k-tym wierszu
lub nizej ma rézny od zera wspoélczynnik (a zatem zmieniamy kolejnosc
niewiadomych).

Jesli po ewentualnym przestawieniu kolumn wspoétczynnik na diagonali w k-tej
kolumnie jest réwny 0, to wyszukujemy w tej kolumnie ponizej diagonali
wspoélczynnik rézny od zera. Jesli znajdziemy go w wierszu j-tym, to
przestawiamy wiersze k i j i zamieniamy odpowiednie wspolrzedne wektora prawej
strony.

W ten sposdéb zapewnilismy, ze a&‘:” # 0 (uwaga: powinienem ten wspoélczynnik
oznaczy¢ inaczej, ale nadmierna liczba réznych symboli moze by¢ grozniejsza niz

drobna nieicistos¢). Mozemy wigc wykonaé nastepujace przeksztalcenie:
(k—l]/a(k—lj

dlai=k+1,..., m obliczamy ly = a; w1 przypisujemy
ag‘) = SH) — likag;*” dlaj=1,...,n (w szczegdlnosci wynika stad ag‘) =0
dla j < k, nie musimy tego oblicza¢) oraz bgk) = bikfn — likblikfn.

W ten sposéb w k-tej kolumnie pod diagonalg pojawiajg sie zera, a przeksztalcona
macierz A i wektor prawej strony b(® reprezentuja réwnowazny uktad réwnar
liniowych.

Po wykonaniu v takich krokéw otrzymamy macierz uzupetniong [A™, b"], ktéra
reprezentuje uklad réwnan liniowych réwnowazny uktadowi wyjSciowemu.
Macierz ta ma nastepujaca postaé blokowa:

Blok R o wymiarach r x 1 jest macierza tréjkatna gérna. Poniewaz wszystkie
wspbéiczynniki na diagonali tego bloku sg rézne od 0, wiec jest to macierz
nieosobliwa.

Blok T™ ma wymiary n —r x 1 i w ogélnosci moze mie¢ dowolne wspétczynniki.
Ponizej blokéw R i T mamy bloki z wszystkimi wspélczynnikami réwnymi 0.
Bloki bﬁ” eK'i bg) € K™ powstajg z podziatu przeksztalconego wektora prawej
strony. Otrzymany uklad réwnan mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

(1)

R(T)X] + T(r)Xz = bgr],
0x1+ Ox;=Db,".

Przeprowadzimy dyskusje mozliwych rozwigzan uktadu o tej szczegdlnej postaci.
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Uklad jest sprzeczny jesli b\ # 0. Przyjmijmy zatem, ze b\ = 0. Jesli blok T
ma 0 kolumn (czyli r = 1), to macierz wspoélczynnikéw uktadu jest kolumnowo
regularna i uklad jest okreslony, tj. ma jednoznaczne rozwigzanie. W przeciwnym
razie mozemy przyja¢ dowolny wektor x, € K", a nastepnie obliczy¢ wektor x;,
ktéry jest jedynym rozwiazaniem uktadu RWx; = b — Tx,. Rozwiagzaniem catego
X1
X2
jest to réwniez rozwigzanie wyjsciowego uktadu réwnan. W przeciwnym razie
trzeba odpowiednio poprzestawia¢ obliczone niewiadome, tj. wspoélczynniki
wektora R.

uktadu jest wektor X = . Jesli nie przestawialiSmy kolumn macierzy A, to

Rozwiazanie uktadu réwnan z nieosobliwg macierza trojkatna R(™ jest tatwe.
Mozemy niezbyt §cisle powiedzieé, ze niewiadoma x; nie wystepuje w danym
réwnaniu, jesli jest w nim pomnozona przez wspéiczynnik réwny 0. Rozpatrujac
réwnania ,,od konca” zauwazamy, ze w kazdym z nich wystepuje tylko jedna
niewiadoma nieobecna w poprzednich réwnaniach. Sposéb jej obliczenia, oparty
na tym spostrzezeniu, jest oczywisty.

Rozklad trojkatny macierzy

Opisana wyzej metoda rozwigzywania uktadu m réwnan liniowych

z n niewiadomymi, Ax = b, sktada sie z dwoch etapéw. Etap pierwszy polega na
przeksztalceniu uktadu w taki sposédb, aby otrzymaé uktad réwnowazny

z macierzg tréjkatng. Dokonamy nowej interpretacji tego procesu.

Przypuéémy, ze nie zachodzi konieczno$é¢ przestawiania réwnan (wierszy macierzy
uzupelnionej [A, b)), ani niewiadomych (ktére odpowiada przestawianiu kolumn
macierzy A). W kroku k dlai=k+1,..., m obliczamy liczbe 1 i do i-tego
wiersza macierzy uktadu dodajemy wiersz k-ty pomnozony przez —l;,. Dzialanie

to jest réwnowazne obliczeniu macierzy [A®, b®] = L T[AK1 b)), gdzie
1 ; F :
1 1
L ;L=
¢ lk+1,k 1 . _1k+1,k 1
lm,k L _lm,k 1 n

(macierze te maja wymiary n x n; nie zaznaczone wspodlczynniki sa réwne 0).

Macierze te mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci: Ly = I, + L el oraz

L]:] = Im — 1ke[, gdzie lk = [O, ceey 0, lk+1,k3 ey lm,k

1.

5.6

Po wykonaniu r = rank A krokéw otrzymujemy macierz tréjkatna gérng R = A",
Mozemy napisaé

R=1"...1;'7A=1"A, czyli A=1,...,LR=1R.

Macierz L jest iloczynem macierzy tréjkatnych dolnych, a zatem jest réwniez
macierza tréjkatng dolna. Co wiecej, mozemy si¢ przekonaé, ze dlai >k < r
wspoélczynnik macierzy L w i-tym wierszu i k-tej kolumnie jest rowny L.
Wspblczynniki na diagonali macierzy L sg réwne 1, a pozostale sg réwne 0.

Procedura przeksztatcania ukladu doprowadzita do znalezienia macierzy
trojkatnej dolnej L € K™™ 1 trojkatnej gornej R € K™, takich ze A = LR.
Przedstawienie macierzy A w postaci iloczynu tych macierzy nazywa si¢
rozkladem troéjkatno-tréjkatnym (w skrocie — rozkiadem trojkatnym). Zbadamy,
czego rozktad otrzymamy, jesli w trakcie przeksztalcania uktadu przestawiamy
wiersze i kolumny.

Jedli przed wykonaniem k-tego kroku eliminacji przestawiamy kolumny

o indeksach ki q(k) oraz wiersze k i p(k), to jest to réwnowazne pomnozeniu
przeksztalcanej macierzy z prawej strony przez macierz transpozycji Ty g € K™"
i z lewej strony przez Ty ) € K™™. Zatem, po wykonaniu calego przeksztatcenia
otrzymamy macierz

R = L;1Tr,p(1‘) cee LT]TLP(])AT]»Q(U ve TT‘q(T) = UAQJ .

Macierz Q' =Ty qq) ... Trq() jest macierza permutacji; poniewaz odwrotnoscia
dowolnej transpozycji jest ta sama transpozycja, a ponadto macierze transpozycji
sq symetryczne, wiec Q = T, g ... Tiq1) oraz Q7' = QT.

Przekonamy sie, ze macierz U mozemy przedstawi¢ w postaci

U=L"Topm - L' Tipy = Lo L Ty -+ Tipy = L'P

L
Niech 1 > k; wezmy macierz transpozycji T;; takiej ze k < j < 1. Przeksztalcimy
wyrazenie

leLE]le =Tl — 1keijl =In— lelkelle-

Mamy e{Tﬂ = e] (transpozycja T;, przestawia w ej wspélczynniki na pozycjach
wigkszych od k, czyli zera), a ponadto istnieje wektor

ik = [O, ey 0, ik+1,k» e ,Imyk}T = jl[O, ceey O, lk+]‘k, ey lm,k]T (oba Wektory, lk i ik,
majg k poczatkowych wspéiczynnikéw réwnych 0). Stad wynika istnienie wektora
/l\k, takiego ze

ey
Tr;P('f) s Tk+1,p(k+1) (Im - lkel) = (Im - lke?;)Tr‘p(r) .. Tk+1yp(k+1)'
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Macierz E;' =1 —fke[ jest wiec macierza troéjkatng dolna, ktéra poza diagonalg i
k-ta kolumna ma wszystkie wspoélczynniki réwne 0. Zatem, macierz
L' =L ...L]’1 jest trojkatna dolna. Mamy wiec

R=L"T"PAQ™", czyli PAQ'=LR.

Macierze P i Q sa macierzami permutacji. W wyniku eliminacji otrzymalismy
wigc czynniki L i R rozktadu tréjkatnego macierzy powstatej z A przez
przestawienie wierszy i kolumn.

Twierdzenie: Dla dowolnej macierzy A € K™" rzedu r istniejg macierze
permutacyi P € K™™ ¢ Q € K", oraz macterz tréjkgtna dolna L € K™™ ¢
macierz tréjkatna gérna R € K™", takie ze

PAQ' =LR

przy czym wspotczynnikt na diagonali macierzy L sqg réwne 1 1 w kolumnach
T+ 1,...,n tej macierzy wszystkie inne wspotczynniki sq rowne 0.
Dia ustalonych macierzy P 1 Q rozktad ten (o ile istnieje) jest jednoznaczny.

Dowdd: Istnienie opisanych w twierdzeniu macierzy wynika z wykonalno$ci
procedury eliminacji i z rachunkéw przeprowadzonych przed chwila. Pozostato
zatem udowodnienie jednoznaczno$ci rozkladu, jesli macierze P i Q sa ustalone.
Oznaczmy A= PAQ~'. Macierz te przedstawimy w postaci blokowej,

AH A]Z
AZ] AZZ

b

z blokiem A;; o wymiarach r X v (r =rankA), A rxn—r, Ay m—1r X7

iAp m—rxn—r. Jedli r = m lub r =n, to odpowiednie bloki beda puste. Blok
Ay jest macierzg nieosobliwa.

Macierze L i R réwniez przedstawimy w postaci

Ly O Ri1 Rpp
L= R =
RS

7 blokami L7 i Ry nieosobliwymi o wymiarach r x r. Mamy wtedy A;; = L;1Ry5.
Gdyby istnialy rowniez inne macierze r x r, takie ze A;; = L11Ry7, to mieliby$my
réwnosci

LRy = LnRy, cayli iﬂ]Ln :ﬁnRﬁ])

przy czym macierz i]’ﬂ L;; jest tréjkatna dolna, macierz ﬁnRﬁ] jest tréjkatna
gbérna, a wiec obie te macierze sg diagonalne. Poniewaz wszystkie wspolczynniki

5.8

na diagonali macierzy fﬂ] i Ly sa rowne 1, wiec iloczyn tych macierzy jest
macierza jednostkowa r x r. Stad

/I:#Ln =1 :ﬁnRﬂ], a zatem i]] =Ly, ﬁ]] = Ry1.

Pozostale bloki macierzy L i R znajdujemy tak: Ay = LRy, czyli Ly = AZIRI’J.
Z zalozen twierdzenia wynika, ze L,; = [;,_,. Musi tez by¢ Ry, = Lﬁl Ayl
Tak wiec wszystkie bloki macierzy L i R sg okreslone jednoznacznie. O

Uwaga: Jesli macierz A nie jest kwadratowa nieosobliwa, to macierz P lub Q

w rozktadzie PAQ ™' = LR moze nie by¢ okreslona jednoznacznie. Istotnie, jesli po
zakoniczeniu eliminacji zostang wiersze lub kolumny z wszystkimi
wspoéiczynnikami réwnymi O, to mozemy je przestawia¢ dowolnie.

Jedli r < m, to blok L, macierzy L jest niepusty. Mozemy zauwazy¢, ze wybierajac
dowolne wspétczynniki w tym bloku zawsze bedziemy mieli réwnosé A =LR.

Metoda eliminacji Gaussa jest nie tylko algebraicznym algorytmem rozwigzywania
uktadéw réwnari liniowych, ale (dla ukladéw z macierzami kwadratowymi
nieosobliwymi) takze algorytmem numerycznym. Znalezienie tréjkatnych
czynnikéw rozktadu macierzy n x n wymaga wykonania ok. %n3 dziatan (mnozen
i odejmowan albo dzielen). Jesli wiele wspolczynnikéw macierzy to 0, to koszt
eliminacji moze by¢ istotnie mniejszy. W algorytmie numerycznym wiersze

(i ewentualnie kolumny) przestawia sie nie tylko po to, aby unika¢ dzielenia przez
zero, ale takze, aby zmniejsza¢ skutki bltedéw zaokraglen — przestawiamy tak,
aby kolejne dzielniki mialy jak najwicksze wartosci bezwzgledne.

Konstrukcja obrazu i jadra macierzy

Niech macierze L € K™™ i R € K™" bedg czynnikami rozkladu tréjkatnego
macierzy A = PAQ™'. Znajac te czynniki oraz permutacje P i Q mozemy tatwo
znalezé baze obrazu i jadra macierzy A.

Driatanie przeksztatcenia opisanego przez macierz Q' polega na takim
przestawieniu kolumn macierzy A, ze pierwsze r = rank A kolumn macierzy AQ™'
jest liniowo niezaleznych. Kolumny te stanowig baze przestrzeni macierzy im A.

Poniewaz macierz L jest nieosobliwa, wiec jadro macierzy A =1LR jest jadrem
macierzy R. Macierz ta ma ostatnie m — r wierszy z samymi zerami, a wiec jej
jadro jest réwniez jadrem macierzy [Rq1, Ry2] otrzymanej po odrzuceniu tych
wierszy (bloki Ryq 1 Ry; sa te same, co wczesniej). Jadro przestrzeni ker R sklada
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sie z wektorow X = [ g } , takich ze

Ry +Riz=0, czyli Ry =—Rpzz.

Macierz Rq; jest nieosobliwa, a zatem dla kazdego wektora z powyzszy ukltad
réwnan ma jednoznaczne rozwigzanie. Podstawiajac zamiast z wektor e; € K™
otrzymujemy po prawej stronie wektor réwny i-tej kolumnie macierzy R,
pomnozonej przez —1. Rozwiazujac takie uktady dla i =1,...,n — r otrzymamy
n — 1 liniowo niezaleznych wektoréw X1, ...,%,._,, ktére stanowig baze przestrzeni
ker R. Majac te baze, mozemy wskazaé baze przestrzeni ker A; sktada si¢ ona

z wektorow x; = Q7 'Rq,...,Xnr = Q'R .. Istotnie,

Ax; = P'LRQx; = P'LRQQ'®; = P'LR&; = 0.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze

uklad réwnan jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie Ox = 1 nie jest
kombinacja liniowg réwnan ukiadu,

dwa niesprzeczne uktady réwnan liniowych sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy maja ten sam zbiér rozwigzan (na wykladzie byt dowdd wynikania tylko

w jedng strong).

Wskazdéwka: Wybierz z kazdego ukladu maksymalny poduktad, ktéry sktada sie

z rOwnain liniowo niezaleznych, i udowodnij, ze te poduklady sg réwnowazne.
Sprobuj uzyé w dowodzie pojecia przestrzeni sprzezonej do K™.

. Znajdz rozwigzanie ogblne uktadu réwnan Ax = b, gdzie

A=

[ )

1
2
1

- w N
-~ W
(o3
Il
|
w

Sprawdz wynik.
. Znajdz rozwigzanie ogblne ukladu réwnan Ax = b, gdzie
(0,0) (1,0) (2,1)

A= “)O) (O)]) (*1)2] ) b= )
(1,0) (0,2) (-2,4) -1,

Sprawdz wynik.
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4. Udowodnij, ze jesli macierz A € K™" jest kolumnowo regularna, to podczas

rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Ax = b nie trzeba przestawia¢ kolumn,
a co najwyzej tylko wiersze.

. Znajdz rozwigzanie ogblne uktadu réwnan liniowych Ax = b, gdzie

11
A=1|1 a
11

w zaleznoéci od parametru a € R. Sprawdz wynik.

. Udowodnij, ze jesli macierz A € K™" jest nieosobliwa, to nastepujace

postepowanie:

Przyjmij macierz My = [A, I,] € K™,

Niech dla k > 0 macierz My powstaje przez wykonanie jednej z nastepujacych
operacji: pomnozenie wiersza przez stala, przestawienie wierszy lub dodanie do
wiersza innego wiersza pommnozonego przez dowolng stala (z takich operacji sktada
si¢ eliminacja Gaussa bez przestawiania kolumn, ale dopuszczamy dowolne takie
dzialania w dowolnej kolejnosci),

spowoduje, ze jesli w macierzy M, w miejscu bloku A pojawi sie macierz
jednostkowa 1 x 1, to w miejscu bloku I,, pojawi si¢ macierz A",

. Znajdz czynniki tréjkatne macierzy

2 3
A= 6 9

w N =
—_

0 54

Sprawdz wynik.

. Dokonaj rozktadu macierzy

A=

N = O
AN A
w = A

na czynniki tréjkatne oraz odpowiednie macierze permutacji. Sprawdz wynik.

. Oblicz koszt rozwigzywania uktadu réwnan liniowych Rx = b z nieosobliwg

macierzg tréjkatng gérng R.
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Podprzestrzenie, warstwy 1 przestrzen ilorazowa
Zasada abstrakcji

Def. Niech ~ oznacza relacje dwuargumentowa w pewnym zbiorze X. Relacje te
nazywamy réwnowaznoscia, jesli ma ona nastepujace wtasnosci:

zwrotnosé, tj. Veex x ~ X,

symetrig, tj. ViyexXx ~y =y ~x,

przechodniodé, tj. Vyy.exx ~y oraz y ~z = x ~ z.

Twierdzenie (zasada abstrakcji): Relacja réwnowaznosci dzieli zbiér X na
roztgczne zbiory X;, takie ze jesli x € Xj toy € X; & x ~y.
Dowdd jest prostym ¢wiczeniem, wiec go na wyktadzie pominiemy.

Def. Niech X oznacza zbiér, w ktérym jest okre§lona relacja réwnowaznosci ~.
Klasg abstrakcji elementu x € X nazywamy zbiér X; wszystkich elementéw y
zbioru X, takich ze x ~y.

Dowolny element x klasy abstrakcji X; nazywamy reprezentantem tej klasy.

Przyktady:

W zbiorze Z dla dowolnego n > 0 okreslamy nastepujaca relacje ~:
X~y & (x —y) mod n = 0. Jest to relacja rownowaznosci, ktéra dzieli zbiér Z na
n klas abstrakeji (jakich?).

W zbiorze wielomianéw zespolonych stopnia co najwyzej n okreslamy relacje ~
warunkiem: Wy ~w; & (wi(x) =0 & wy(x) =0).

Wiele roznych konstrukcji w matematyce (a zwlaszcza w algebrze) polega na
rozpatrywaniu klas abstrakcji jako indywidualnych obiektéw. Przypomnijmy na
przyktad, ze aby formalnie zdefiniowa¢ liczby catkowite, okre§la sie w zbiorze par
liczb naturalnych nastepujacg relacje ,~": (a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c (w tej
definicji wystepuje tylko dodawanie liczb naturalnych). Liczby calkowite to klasy
abstrakeji tej relacji. Podanie innych przykladéw to problem do zastanowienia.

Warstwy przestrzeni liniowe]

Niech X bedzie ustalong podprzestrzenia liniowa przestrzeni liniowej V nad
cialem K. Wprowadzimy nastepujaca relacje w przestrzeni V:

xX~y&x—yeX
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Mozemy sprawdzié, ze jest to relacja réwnowaznosci. Istotnie, x —x =0 € X,

a wiec relacja jest zwrotna. Je$lix —y =z € X, toy —x = —z € X, czyli relacja ~
jest symetryczna. Wreszcie, jesli x —y € X oraz y —z € X, to

x—z=(x—y)+ (y—2z) €X, azatem jest to réwniez relacja przechodnia.

Def. Klasy abstrakcji relacji ~ okreslonej wyzej nazwiemy warstwami

przestrzeni V réwnolegltymi do podprzestrzeni X. Klase abstrakcji wektora x € V
oznaczymy symbolem [x] (trudno, bedziemy stara¢ si¢ nie myli¢ tego symbolu

z zapisem macierzy). W szczegdlnosci warstwa zerowa, [0], jest zbiorem elementéw
podprzestrzeni X.

Jesli podprzestrzen X jest podprzestrzenia zerowa, to wszystkie warstwy do niej
réwnolegle sg zbiorami jednoelementowymi. Podobnie tatwo jest sprawdzi¢, ze
jesli podprzestrzen X jest niewlasciwa, tj. X =V, to jest tylko jedna warstwa —
zbidér wszystkich elementéw przestrzeni V. Miedzy tymi przypadkami skrajnymi
moze by¢ wiele innych mozliwosci.

Wszystkie warstwy przestrzeni V réwnolegte do podprzestrzeni X sg réwnoliczne.
Aby tego dowies¢, wystarczy pokazacd, ze kazda warstwa jest réwnoliczna

z podprzestrzenig X. Jest to latwe — jesli ustalimy dowolny wektor x € [x], to
mozemy okresli¢ przeksztatcenie f: X — [x] wzorem V,cx f(z) = x + z i sprawdzié,
ze jest to bijekcja.

Majac wektor x € V oraz baze yy,...,Y; podprzestrzeni X, mozemy warstwe [x]
przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

1
[x]:{y:y:x—i—Zakyk, apn,...,q € KL
k=1

Mozemy tez napisa¢ [x] = x + X (albo scislej [x] = {x} + X), rozumiejac, ze symbol
,+" oznacza tu sume algebraiczna.
Wymiar warstwy réwnolegtej do podprzestrzeni X jest to liczba dim X.

Mozemy zauwazy¢ nastepujacy fakt: w takiej samej postaci jak warstwe powyzej
przedstawiliSmy rozwigzanie ogblne dowolnego niesprzecznego uktadu réwnan
liniowych. Mamy stad wniosek, ze zbiér rozwigzan niesprzecznego ukladu

m réwnan liniowych z n niewiadomymi, Ax = b, jest warstwa réwnolegta do
podprzestrzeni ker A C K.

Jest tez prawdziwe stwierdzenie odwrotne: kazda warstwa przestrzeni K" jest
zbiorem rozwigzan pewnego uktadu réwnan liniowych. Teraz to udowodnimy.
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Def. Hiperplaszczyzng w przestrzeni liniowej V o wymiarze n nazywamy jej
dowolng podprzestrzen liniowg o wymiarze n — 1.

Lemat 1: Kazda hiperptaszczyzna w przestrzent K" jest zbiorem rozwigzan
pewnego jednorodnego réwnania lintowego @(x) = 0.

Dowbéd: Niech z,...,z, 1 bedzie bazg danej hiperplaszczyzny. Mozna te baze
rozszerzy¢ o 1 wektor, otrzymujac baze z1,...,z, przestrzeni K". Funkcjonal,

o ktérym mowa w stwierdzeniu, to element ¢, bazy @1,..., @, dualnej do bazy
Z1y...,2Zy (funkcjonal ten zalezy od z,, ale to nie szkodzi). O

Lemat 2: Dowolna podprzestrzen k-wymiarowa X przestrzent n wymiarowej V
jest przecieciem n — k lub wnekszej liczby hiperptaszczyzn.

Dowdd: Wystarczy dowiesé tezy dla przestrzeni K". Podobnie jak w lemacie 1,
baze z1,..., 2z, podprzestrzeni X mozemy rozszerzy¢ do bazy z,...,z, przestrzeni
K", a nastepnie znalez¢ baze dualng @1,..., @,.

Zbiorem rozwigzan réwnania @;(x) = 0 jest hiperplaszczyzna, ktérg oznaczymy
symbolem 71;. Zbiér rozwigzan ukladu @y,q(x) =0,..., @,(x) = 0 jest przecieciem
hiperptaszczyzn myy1,...,7T,. Zbiorem tym jest podprzestrzen X o wymiarze k,
ktora w ten sposéb przedstawiliémy w postaci przeciecia n — k hiperptaszczyzn.
Pokazemy, ze wymiar przestrzeni, ktéra jest przecieciem n — k hiperptlaszczyzn,
jest nie mniejszy niz k. Przestrzen ta jest zbiorem rozwigzan pewnego uktadu

n — k réwnan (kazde réwnanie okresla jedng z hiperplaszczyzn). Rzad macierzy
wspoélczynnikéw tego uktadu jest nie wiekszy niz n — k, a zatem wymiar jej jadra
jest nie mniejszy nizn— (n—k) =k. O

Twierdzenie: Dowolna warstwa k-wymiarowa przestrzeni K" jest zbiorem
rozwigzan pewnego uktadu réwnan lintowych, ktory sktada sie co najmniej z
n —k réwnan.

Dowéd: Ustalmy dowolng warstwe [x] C K" réwnolegta do podprzestrzeni
k-wymiarowej X. Na podstawie lematu 2 mozemy skonstruowaé macierz A

o wymiarach n — k x 1, ktérej jadrem jest podprzestrzen X (i nie umiemy
skonstruowaé¢ macierzy o mniejszej liczbie wierszy i tym samym jadrze).

Jesli wektor y jest reprezentantem warstwy [x] (mozna przyjaé¢ y = x), to ukltad
réwnan liniowych, ktérego zbiorem rozwigzan jest warstwa [x] otrzymamy biorac
macierz wspolczynnikéw A i wektor prawej strony b = Ay. O

Przestrzenie ilorazowe

Niech X oznacza ustalong podprzestrzen liniowg przestrzeni V nad K. Zbiér
elementéw przestrzeni V jest suma warstw réwnolegtych do X. Rozwazmy zbiér
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tych warstw. Mozemy w nim okre§li¢ dodawanie warstw, wzorem

Xl + [yl & x +yl,

oraz mnozenie warstwy przez skalar a € K, wzorem
def
alx] = [ax].

Musimy jednak przekonac sig, ze powyzsze dziatania sg dobrze okreslone, co
oznacza, ze wynik kazdego z tych dzialan jest warstwa réwnolegta do X i nie
zalezy od wyboru reprezentantéw. To pierwsze jest oczywiste: dla dowolnego
wektora z € V mozemy skonstruowaé¢ warstwe réwnoleglta do X, ktérej z jest
reprezentantem, a suma wektoréw x + y i iloczyn ax sa wektorami.

Dowdd, ze wyniki dziatan nie zalezg od wyboru reprezentantéw jest tez prosty.
Niech x" € [x], tj. x —x' =z € X,oraz y' € [y], czyliy —y ' =w e X
Jesliae [x+yl, czyli (x +y)—a=D>b €X, to

x'+y)—a=x—z)+(y—w)—a=b—-z—wekX,

a zatem a € [x’' 4+ y'], co dowodzi, ze [x’' +y']l = [x + yl.
Dowdd, ze jesli x’ € [x] to a[x’] = a[x] pozostawiam na ¢éwiczenia.

Zbidér warstw przestrzeni V réwnoleglych do podprzestrzeni X oznaczymy
symbolem V/X. Zbiér ten z dzialaniem dodawania warstw jest grupa abelowa,
ktorej elementem neutralnym jest warstwa [0]. Mnozenie warstwy przez skalar jest
rozdzielne wzgledem dodawania warstw, a takze dodawania skalaréw:

Vaek, w,levyx allx] + [yl) = alx] + alyl,
Vapbek, mev/x (a4 b)x] = alx] + blx].

Wreszcie, prawdziwe sg warunki
Vapek, xev/x (ab)x] = a(blx]), Vinevyx 1Ix] = [xl,

a zatem zbiér V/X z dzialaniem dodawania warstw i mnozenia warstw przez skalar
jest przestrzenig liniowg nad cialem K. Przestrzen te nazywamy

przestrzenia ilorazows.

Podstawowe pytania, jakie nalezy zada¢ majac do czynienia z dowolng przestrzenia
liniowa, to jaki jest jej wymiar i jak znalez¢ jej baze (jesli mozna to zrobic).

Aby odpowiedzie¢ na te pytania, zatézmy, ze dim X =k < dimV = n i wezmy
baze X1, ...,X;, podprzestrzeni X. Dolaczajac do niej pewne wektory X.1,...,Xn
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mozemy otrzymac baze przestrzeni V. Udowodnimy, ze uklad warstw

[Xi1ly .+ ., [Xn] jest bazg przestrzeni ilorazowej V/X, ktorej wymiar jest w zwigzku
z tym réwny n — k.

Przypusémy, ze ai1[Xip1] + -+ + anlx,.] = [0], a zatem istnieje wektor z € X, taki
7€ Qri1Xke1 + -+ anXxn + 2z = 0. Wektor z jest kombinacjg liniowg wektoréw

X1,...,Xk, a zatem wyrazenie po lewej stronie powyzszej réwnosci mozna
przedstawi¢ w postaci a;x; + - - - + a,x,,. Poniewaz uklad wektoréw x;,...,x, jest
baza, wiec wszystkie wspdlczynniki tej kombinacji liniowej, w tym ayx q,...,an, sa
réwne 0.

Uklad warstw [Xi.1l,..., [Xn] jest wiec liniowo niezalezny. Pozostaje dowies¢, ze

jest to maksymalny uklad liniowo niezalezny, tj. dolgczenie do niego dowolnej
warstwy [y] spowoduje powstanie uktadu liniowo zaleznego. Wezmy dowolny
wektor y € V, y € X; istniejg liczby by,...,b, € K, takie ze y =bix; +--- + byx,

i co najmniej jedna z liczb by,,..., b, jest rézna od 0. Rozwazmy réwnanie
Qi1 X1 + -+ - + anlxn] — [yl = [0]. Jesli jest ono spelnione przez pewne liczby
Qit1y - - -, An, to istnieje wektor z € X, taki ze axy X1+ -+ anxn —y+2=0.

Ale réwnanie to mozemy przedstawi¢ w postaci

(a; —by)xy + -+ (an — bn)x, = 0 i spelniajg je wspdiczynniki a; = b;
dlai=1,...,n. Co najmniej jedna z liczb ay.1,...,a, jest rézna od 0, tak wiec
uktad warstw [xy1],...,[X.], [y] jest liniowo zalezny. O

Rozwazmy podprzestrzenie liniowe X 1 Y przestrzeni V, takieze X C Y C V.
Mozemy okre§li¢ przestrzenie ilorazowe V/X i Y/X. Przestrzeni Y/X jest zbiorem
warstw przestrzeni V, réwnolegltych do X i zawartych w Y. Jest to wigc podzbiér
przestrzeni V/X, a poniewaz jest to przestrzen liniowa, jest ona wiec
podprzestrzenia liniowg przestrzeni V/X. Mozemy zatem okresli¢ przestrzei
ilorazowa (V/X)/(Y/X). Zbadamy jej zwiazek z przestrzenig V/Y.

Przede wszystkim, latwo jest sprawdzi¢, ze dim V/Y = dim(V/X)/(Y/X), a wiec
przestrzenie te sg izomorficzne. Elementami przestrzeni V/Y sg warstwy
przestrzeni V réwnolegle do Y. Elementami przestrzeni (V/X)/(Y/X) sa warstwy
przestrzeni V/X, réwnolegle do podprzestrzeni Y/X, ktéra jest zbiorem warstw
przestrzeni Y réwnolegtych do X. Poniewaz przestrzen Y jest suma (mnogosciows)
swoich warstw réwnolegtych do X, wiec kazdy element [x] =x + Y (tu suma
algebraiczna) przestrzeni V/Y jest réwniez suma (mnogosciows) pewnych warstw
przestrzeni V réwnolegtych do X (czyli elementéw przestrzeni V/X).
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Przyktad. Rozwazmy przestrzen tréjwymiarows V,

jej podprzestrzeri dwuwymiarows Y (tatwo jg sobie
wyobrazi¢ jako plaszczyzne zawierajaca punkt przyjety
za wektor 0) i jednowymiarowa podprzestrzen X
zawartg w Y (wyobrazamy jg sobie jako prostg

w plaszczyznie Y, przechodzaca przez 0).

\

Przestrzen Y/X jest zbiorem prostych réwnolegtych do X, ktore lezg

w plaszczyznie Y. Przestrzen V/X jest zbiorem wszystkich prostych

w przestrzeni V réwnolegtych do X. Przestrzen V/Y jest zbiorem ptaszczyzn
réwnoleglych do Y. Kazda taka plaszczyzne mozna przedstawi¢ w postaci sumy
polozonych w niej prostych réwnolegtych do X. Tak wiec elementy przestrzeni
V/Y sa plaszczyznami (ktére mozemy interpretowaé jako zbiory punktoéw),

a elementy przestrzeni (V/X)/(Y/X) to te same plaszczyzny, ktore interpretujemy
jako zbiory prostych réwnolegtych do X.

Uktady wspélrzednych w przestrzeni liniowej

Def. Ukladem wspblrzednych w zbiorze X nazywamy dowolng funkcje

réznowartosciowg f: X — K". Przy ustalonym f przestrzen K" nazywa sie
przestrzenig wspdlrzednych zbioru X.

Znajac wspoélrzedne dowolnego elementu a € X w zasadzie mozemy znalez¢ ten
element; definicja nie wyklucza jednak mozliwosci, ze pewien wektor v € K"

nie jest wartoscig funkcji f dla zadnego a € X, ani nie podpowiada sposobu
znajdowania a = f~'(v). W przypadku n-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad
ciatem K szczegdlnie wygodne jest postugiwanie si¢ uktadem wspoéirzednych,
ktory jest izomorfizmem przestrzeni V i K.

Dowolny izomorfizm przestrzeni V i K™ mozemy skonstruowaé biorac pewng baze

X1,...,Xn przestrzeni X i przyjmujac, ze jesli z = a1xy + - - - + anX,, to

f(z) = [ai,...,an]". Liczby ai,..., a, nazywamy wspdhzednymi wektora x
¢1(2)

w bazie X1,...,X, 1 mozemy je otrzymac obliczajac wyrazenie : , ktoére
@n(2)

zapisujemy krocej @z. Macierz @ reprezentuje baze sprzezong z baza Xi,...,Xn,

ktoérej elementy ustawimy w macierz X.
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Podobnie, mozemy ustali¢ inng (albo i t¢ sama) baze yi,...,Yn 1 jej baze
sprzezona Y, ..., i przedstawi¢ je w postaci macierzy Y i ¥. Wtedy macierz
C = (cy)ij = DY, o wspoétczynnikach ci; = @;(y;), jest macierza zmiany bazy

(to juz bytlo, tu jest tylko powtérzenie). Macierz ta opisuje

zmiane uktadu wspélrzednych, tj. umozliwia obliczenie wspblrzednych dowolnego
wektora z w uktadzie, ktérego ukladem odniesienia jest baza x;,...,Xx,, na
podstawie wspoétrzednych tego wektora w bazie yi,...,Yn.

Macierze zmiany bazy maja nastepujace wlasnosci:

Sa jednoznacznie okre§lone przez odpowiednie bazy.

Jedli A jest macierzg przejécia od bazy xi,...,X, do Yi,...,Yn, a B jest macierzag
przejicia od yy,...,Yn do zi,...,2,, to macierz przejicia od xy,...,x, do
Z1y...,2y jest réwna BA.

Sa nieosobliwe; majac dane dowolne bazy xi,...,%, 1 Y1,..., Y, mozemy znalezé

macierz A przejicia od pierwszej z nich do drugiej, a takze od drugiej do
pierwszej, czyli A~'.

Macierzg przejicia od bazy xi,...X%, do Xi,...X, jest macierz jednostkowa [,.
Dowolna macierz nieosobliwa jest macierzg zmiany bazy. Mianowicie, macierz A
jest macierzg przejscia od bazy xi,...x, do bazy, ktérej elementami sg
wspotczynniki macierzy Y = [xq,...,x,JA7".

Udowodnimy to. Oznaczmy wspoétczynniki macierzy Y symbolami yi,...,Yn. Sa
to wektory liniowo niezalezne, bo YA = X = [x1,...,Xn], @ wiec mozemy otrzymaé
baze wyjsciowa wybierajac odpowiednie kombinacje liniowe wektoréw yi, ..., Yn,

zatem wektory te rozpinajg przestrzen V. Dowolnemu wektorowi a € K"
odpowiada wektor x = Xa € V. Podstawiajac X = YA mamy x = YAa = YD, gdzie
b = Aa € K" jest wektorem wspoéirzednych wektora x w bazie yi,...,Yn.

Dowolny funkcjonat liniowy & mozemy reprezentowaé za pomoca pewnego
wektora g € K" w ten sposob, ze jesli a € K" jest wektorem wspoéirzednych
wektora z € V w bazie x1,...,X, to §(z) = g"a.

Uwaga: Jesli K = C, to we wzorach powyzej i ponizej wystepuje sprzezenie
hermitowskie, a w innych przypadkach zwykla transpozycja macierzy. Powdd
siggania po liczby sprzezone ze wspdiczynnikami zespolonymi wyjasni sie¢ na
jednym z dalszych wykladéw (bylo go wida¢ w dowodzie twierdzenia na str. 4.4).

Zbadajmy, jak przy zmianie bazy zmienia si¢ baza sprzezona. Niech C oznacza
macierz przejicia od bazy yi,...,Yn do Xq,...,X,. Niech teraz b € K" bedzie
wektorem wspolrzednych wektora x w bazie y,...,Yy,. Mamy zatem a = Cb,
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czyli b = C'a. Ten sam funkcjonat & w bazie sprzezonej z baza yi,..., Y, jest
reprezentowany przez wektor h = CMg; istotnie, h'b = g"CC'a.

Jesli wigc dokonujemy zmiany bazy przestrzeni V i macierzg zmiany bazy jest
C~', to baza sprzezona podlega zmianie opisanej za pomoca macierzy C.

W zwigzku z tym elementy przestrzeni V*, czyli funkcjonaly liniowe na V okresla
sie mianem wektoréw kowariantnych (bardziej po polsku: wspélzmienniczych),

a elementy przestrzeni V (czyli ,zwykle” wektory) nosza miano

wektoréw kontrawariantnych (przeciwzmienniczych). Poniewaz role przestrzeni V
1 V* mozna zamienié, wiec ta terminologia ma charakter umowny.

Z powyzszych uwag na temat przestrzeni V i V* wynika, ze cho¢ sg to przestrzenie
izomorficzne (bo maja ten sam wymiar), nie istnieje zaden ,naturalny”
izomorfizm, ktéry bylby niezmienniczy wzgledem wyboru baz. Istotnie, gdybySmy
utozsamili elementy pewnej bazy xi,...,X, przestrzeni V z elementami ¢1,..., @,
bazy sprzezonej, to utozsamienie to nie dotyczy innych baz sprzezonych ze soba;
zauwazmy, ze w K" na ogét AMx £ A~ x.

Przestrzen V**, tj. przestrzen funkcjonaltéw okreslonych w przestrzeni V* jest
jednak latwo utozsamié w rozpatrywanym sensie z przestrzenig V. Wystarczy
wzigé dowolng baze Xx1,...,X, przestrzeni V, baze z nig sprzezong @1,..., @,
przestrzeni V* i baze fq,...,f, przestrzeni V** sprzezong z tg ostatnig baza.
Utozsamiamy funkcjonal f; z wektorem x; i sprawdzamy, ze dowolna zmiana bazy
przestrzeni V i odpowiadajaca jej zmiana bazy przestrzeni V** sg opisane za
pomoca tej samej macierzy.

Transformacje macierzy przeksztatcen liniowych

Wezmy teraz dwie bazy Xi,...,Xn 1 Yi1,...,Yn przestrzeni V, ich bazy sprzezone
©1yeeey @n 1W1,...,Uy, a takze dwie bazy uy,..., U,y 1 V..., Vv, przestrzeni W
i bazy z nimi sprzezone wi,..., Wy 1 Y1,...,Ym. Bazy te bedziemy reprezentowali

przez macierze odpowiednio X, Y, @, ¥, oraz U, V, Q i I". Interpretujac te
macierze jako przeksztalcenia, otrzymujemy zaleznosci ® = X', W =Y,
U=0Q"iV=T"". Dodatkowo oznaczmy macierz C = ®Y, ktéra jest macierza
przejscia od bazy yi,...,Yn do Xq,...,X, i macierz D = QV, ktéra jest macierzg
przejscia od bazy vi,..., v, do Uq, ..., Uy

Niech A oznacza macierz pewnego przeksztalcenia liniowego f: V — W w bazach
X1y...yXn 1 Ug,...,Uy. Macierz B tego przeksztalcenia w bazach yi,...,Yn
ivi...,v, jest towna DTAC. Istotnie, jesli wspblczynniki wektora b € K" sg
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wspolrzednymi wektora x w bazie yi,...,Yn, to wspdlczynniki wektora Cb sg
wspoélrzednymi wektora x w bazie xy,...,X,, wspdtczynniki wektora ACb € K™
sa wspdlrzednymi wektora f(x) w bazie uy,...,u,, i wreszcie wektor

Bb = D 'ACb € K™ sktada sie ze wspotczynnikéw f(x) w bazie vy, ..., V.

Jesli macierz A reprezentuje przeksztalcenie liniowe f: V — W w bazach xq,...,X,
iu,..., Uy, to reprezentuje ona réwniez pewne przeksztalcenie liniowe W* — V*
w bazach wq,...,wn 1 @1,...,@,. Przeksztalcenie to nazwiemy

przeksztalceniem sprzezonym z f i oznaczymy symbolem f*.

Przeksztalcenie to bedziemy zapisywaé nieco innym wzorem niz f; majac wektor
a € K" wspélrzednych wektora x € V w bazie x4,...,X,, mozemy obliczy¢ wektor
b € K™ wspolrzednych wektora f(x) ze wzoru b = Aa. Przypusémy, ze dany

funkcjonat 3 € W* mozemy przedstawi¢ w postaci f = Cjw; + - -+ + Cnwi (czyli
wspotczynniki macierzy ¢ = [¢1,...,Cn] € K'™ sa wspétrzednymi funkcjonatu {3
w bazie ws,...,w,). Wtedy macierz d" = [dy, ..., d,] € K'"™ wspétrzednych
funkcjonatu f*(f) otrzymamy ze wzoru d"' = ¢c"A. Réwnowaznie mozemy pisaé
d=AMc.

Wezesniej juz rozpatrywaliémy przeksztalcenia sprzezone (str. 4.4); dowolnemu
przeksztalceniu liniowemu f: K® — K™ odpowiada pewna macierz A € K™".
Macierz AH € K™™ reprezentuje przeksztalcenie f*: K™ — K" sprzezone z f, jeli
przyjmiemy, ze przestrzen sprzezona z K" to K" (uwaga: przestrzen sprzezona

z K™ to K", jesli obliczenie wartoéci funkcjonatu na wektorze polega na zwyklym
mnozeniu macierzy, ale zapis, ktérego tu uzywam jest usprawiedliwiony tym, ze
hermitowskie sprzezenie jest bijekcja), a przestrzen sprzezona z K™ to
(analogicznie) K™. Jesli wektor y € K" uznamy za funkcjonal, to jego wartos¢ dla
wektora x € K" jest réwna y''x.

Podobnie, jak w przypadku przeksztalcenia f, znajdziemy macierz reprezentujaca
przeksztalcenie f* w bazach yq,...,yYm i W1,...,,. Poniewaz to sg bazy
sprzezone z bazami vq,...,V, 1 Ys,...,Yn, @ macierza przeksztalcenia f w tych
bazach jest B = D~'AC, wiec jest to réwniez poszukiwana macierz
przeksztalcenia f*. Jesli chcemy reprezentowaé funkcjonaly za pomoca macierzy
kolumnowych, to macierz przeksztatcenia f* jest rtéwna BH = CHAHDH,

W szczegdlnym przypadku weimy V =W i uw; = Xi, Vi = Yi, Wi = @; oraz y; = P
dla i=1,...,n. Macierz przejicia od bazy yi,...,Yn do Xj,...,X, oznaczymy
literg C. Jesli macierz A reprezentuje przeksztalcenie f w bazie x1,...,%, (t].
zaréwno argument przeksztalcenia jak i jego obraz reprezentujemy za pomoca
wspoéliczynnikéw w tej samej bazie), to macierza przeksztalcenia f w bazie
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Yi,..., Yy jest macierzs B = C"'AC, a jesli chcemy funkcjonaty reprezentowaé za
pomocya macierzy kolumnowych, to macierzg przeksztatcenia f* jest macierz
BH = CHAMC™M,

Jesli dla ustalonych dwoch macierzy, A i B, istnieje macierz C, taka ze
B = C'AC, to macierze te opisuja to samo przeksztatcenie liniowe w dwoch
réznych bazach. Macierze o takiej wlasnodci nazywamy macierzami podobnymi.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze dzialanie na liczbach catkowitych, tj. klasach abstrakcji opisanej

w wykladzie relacji réwnowazno$ci w zbiorze par liczb naturalnych, zdefiniowane
wzorem

[(a,b)] o [(c,d)] = [(a+¢,b+d)]
nie zalezy od wyboru reprezentantéw (to dzialanie jest dodawaniem liczb

catkowitych).

Okresl mnozenie liczb calkowitych przez znalezienie wzoru, ktéry umozliwia
znalezienie reprezentanta wyniku na podstawie danych reprezentantéw
argumentéw. Udowodnij, ze to dziatanie nie zalezy od wyboru reprezentantéw.

. Uzyj zasady abstrakcji w zbiorze par liczb catkowitych do zdefiniowania liczb

wymiernych. Okresl dodawanie i mnozenie tych liczb za pomocg odpowiednich
dzialai na reprezentantach.

. Wskaz wszystkie klasy abstrakcji okreslone przez relacje ~ w zbiorze C[x],,

zdefiniowang wzorem w; ~ w; & (wq(x) =0 & w;(x) = 0). Cazy te klasy
abstrakcji sg réwnoliczne?

. Relacja ,,~" w zbiorze R[x], jest zdefiniowana warunkiem

wy; ~w; & (wi(x) =0 & w;y(x) =0), natomiast relacja ,,~'” warunkiem
wi ~ w; & (W = aw,(x) dla pewnego a # 0). Czy relacje te sg identyczne?

. Pierécien wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej, R[x], zawiera podpiericien

wielomianéw podzielnych przez wielomian x* 4 1. Wprowadzimy w R[x] relacje
réwnowaznosci ,,~”, spelniong przez dwa wielomiany, a i b, jedli wielomian a — b
jest podzielny przez x> + 1.

Zbiér klas abstrakcji takiej relacji jest tzw. pierScieniem ilorazowym. Dowolng
klasg abstrakcji mozna reprezentowaé za pomoca reszty z dzielenia przez x* + 1
dowolnego wielomianu nalezacego do tej klasy. Reszta jest wielomianem stopnia
co najwyzej 1, a wiec ten pierscien ilorazowy mozna utozsami¢ ze zbiorem

(piericieniem) wielomianéw, w ktérym mnozenie odbywa si¢ modulo x? + 1.
Dodawanie klas abstrakcji jest rownowazne dodawaniu reprezentantéw tych klas
(czyli jest realizowane przez ,zwykle” dodawanie wielomianéw).
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a) Udowodnij, ze reprezentantem stopnia co najwyzej 1 klasy abstrakcji
wielomianu w(x) = ap + a1x + ayx* + - - - + a.x™ jest wielomian
px)=(ap—a+as—)+(ar—az+as—--)x

b) Sprawds, ze ((a; + bix) + (az +byx)) mod (x> +1) = (a1 + a;) + (by + b,)x oraz
((a; + byx)(a; + byx)) mod (x* + 1) = (a;a; — byby) + (a1b; + byay)x.

Jesli zamiast x napiszesz 1, to otrzymasz wzory definiujagce mnozenie liczb
zespolonych. Jest to wigc inny sposéb ich okreflenia. Zwr6¢ uwage, ze ten
piericien ilorazowy jest ciatem.

6. Udowodnij, ze jesli x’ € [x] to alx’] = alx].
7. Udowodnij, ze jesli macierze A i B sa podobne, to maja ten sam rzad.

8. Jaki jest rzad macierzy przeksztalcenia przeksztalcenia f: R[x], — R[x];, danego
wzorem f(w) = aw”x? 4+ bw’x +w, w zaleznosci od parametréw a i b?

9. Zbadaj, czy jesli macierze A i B sg podobne, oraz macierz A jest hermitowska (tj.
AM = A) i macierz C podobiestwa macierzy A i B (taka, ze B = C"'AC) jest
hermitowska, to macierz B jest hermitowska.

10. Niech f oznacza przeksztalcenie przestrzeni R[x];, okreslone wzorem
flw) =w"+w' +w.

Znajdz macierz tego przeksztalcenia w bazie potegowej 1,x, x2.
Znajdz macierz C przejscia do bazy Newtona, T,x — 1, (x — 1)(x — 2).

Oblicz macierz B przeksztalcenia f w tej bazie Newtona.
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Normy wektoréw
Pojecie normy wektora

Def. Niech V oznacza przestrzen liniowg nad ciatem K, ktére jest jednym z cial
liczbowych, Q, R lub C. Normg w tej przestrzeni nazywamy dowolng funkcje
II-|I: V= R, o nastepujacych wiasnosciach:

N.1: Vyev |[x]| = 0, oraz ||x|| =0 & x =0.

Norma jest wiec funkcjg nieujemna, a jedynym jej miejscem zerowym jest
wektor 0.

N.2: Voek xev ||ax]|| = lal||x].

Wtasnosé¢ ta bywa nazywana péiliniowoscia, przy czym ,pdl”’ zwigzane jest
7 ignorowaniem znaku liczby a.

N.3: Vxyev [[x +yll < [Ix] + [yl
Powyzsza nier6wnos§¢ nazywa sie nieréwnoscig tréjkata.

Def. Normg wektora x nazywamy liczbe ||x||.

Def. Przestrzeit unormowana jest to przestrzen liniowa V, w ktérej jest okre§lona
ustalona norma || - ||.

Warto podkresli¢, ze w przestrzeni, ktérej wymiar jest wiekszy od 0, mozna
okresli¢ nieskonczenie wiele réznych norm. Wybierajac rézne normy w tej samej
przestrzeni liniowej otrzymamy za kazdym razem inng przestrzen unormowang.

Stwierdzenie: Jesli funkcja || - ||a: V — R jest norma, a przeksztatcenie liniowe
f: V=V jest ograniczone i réznowartosciowe, to funkcja || - |v: V — R,
okreslona wzorem ||x||, = ||f(x)||a, tez jest normg w przestrzeni V.

Dowdd polega na sprawdzeniu, ze funkcja || - ||, ma wszystkie podane wyzej
wlasnosici normy. Majac pewng norme w przestrzeni mozemy wiec definiowac inne
normy. Trzeba tylko umie¢ okresli¢ cho¢ jedng norme.

Powdd, dla ktérego wprowadza si¢ normy, jest nastepujacy: majac dwie liczby
(np. rzeczywiste) x i y, mozemy zmierzy¢ odlegtosé tych liczb, albo biad, z jakim
x przybliza y, obliczajac |x —y|. Majac dwa wektory w dowolnej przestrzeni
liniowej V, chcieliby§my moéc zrobi¢ to samo, tj. wyrazi¢ blad, z jakim wektor x
przybliza wektor y, za pomocg jednej liczby. W tym celu potrzebna jest
metryka, tj. funkcja, ktéra opisuje odlegtos¢ dowolnych dwoch wektordw
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w przestrzeni V. Jednym z najprostszych sposobdéw okreslenia metryki
w przestrzeni liniowej jest wlasnie uzycie normy; za odlegtos¢ wektoréw x i y
przyjmujemy liczbe réwna ||x — y||.

Normy Holdera

Jeden z najczesciej stosowanych sposobéw okreglenia normy w przestrzeni K"
polega na uzyciu wzoru (dla x = [x1,...,%,]")

n 1/p
Il = (X bar)
i=1

w ktérym wystepuje ustalona liczba rzeczywista p > 1. Latwo jest udowodni¢, ze
tak okreslona funkcja ma dwie sposréd trzech podanych wyzej wlasnosci, tj. jest
dodatnia dla x # 0 i pétliniowa. Dowdd, ze funkcja ta spelnia nieréwnosé
tréjkata, tj. ze

=~ 1/p = 1/p = 1/p
(O mrul) "< (k) (3 i)
i=1 i=1 i=1

dla dowolnych liczb x1,...,%4 1 Y1,...,Yn € K, jest znacznie trudniejszy

i pominiemy go (dalej zbadamy tylko pewne przypadki szczegélnie latwe).
Powyzsza nier6wnos$¢ nosi nazwe nieréwnosci Minkowskiego, a normy
przestrzeni K" okres§lone w opisany tu sposéb sa nazywane normami Héldera.
Norme p-ta oznacza si¢ symbolem || - ||,.

Przypadki szczegblne norm Holdera, czgsto spotykane w praktycznych rachunkach,
odpowiadajg p =11 p = 2. Mamy tez przypadek graniczny, dla p — oo. Te trzy
szczegblne normy mozna obliczaé¢ na podstawie latwych do udowodnienia wzordéw

n n
Il =3Il Il = [ 3 bl = VAR, e = max il
i=1 i=1 ,...,

}

Norma druga, || - ||z, bywa okreslana mianem normy euklidesowej. O normie | - ||

czesto méwi sie ,norma maksimum”.

Mozemy okresli¢ norme w dowolnej przestrzeni n-wymiarowej V, ustalajagc w niej
uktad wspolrzednych (czyli izomorfizm V — K"), a nastepnie przyjmujac za
norme¢ wektora y € V wybrang norme Hoéldera jego wektora wspotrzednych.
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Wspomnijmy w tym miejscu o normach Hoéldera w przestrzeniach funkcji; dla
rzeczywistej lub zespolonej funkcji f o dziedzinie A mozna napisa¢

I#1y = ([ oo ax)™".

Jesli catka wystepujaca w tym wzorze istnieje i jest skoiiczona, to wyrazenie po
prawej stronie wzoru okresla norme funkcji f. Zdanie to sugeruje, ze nie kazda
funkcja ma norme. Dlatego rozpatruje sie przestrzenie liniowe zlozone

z wszystkich tych funkcji (o dziedzinie A), ktérych norma jest okreslona (tj. catka
istnieje i jest skoriczona), a zatem norma jest elementem okreslenia przestrzeni.
W powyzszym okresleniu normy funkcji jest pewna niescisto$¢, wyjasniona

w pierwszym zadaniu po tym wyktadzie.

Def. Kulg jednostkowg nazywamy zbiér wszystkich tych wektoréw x, ktérych
norma jest mniejsza lub réwna 1.
Sfera jednostkowa jest zbiorem wektoréw x, takich ze ||x|| = 1.

Okreslenie metryki w przestrzeni V, poprzez ustalenie normy, umozliwia
okreslenie otoczenia dowolnego punktu (wektora) x; moze nim by¢ zbiér tych
punktéw y, dla ktoérych liczba ||y — x|| jest mniejsza niz ustalone ¢ > 0. Majac
dowolny podzbiér X przestrzeni V mozemy wyrézni¢ wnetrze tego zbioru, czyli
zbiér tych elementéw zbioru X, ktére nalezg do niego wraz z pewnym otoczeniem,
a takze brzeg zbioru X, czyli zbiér tych punktéw, ktérych wszystkie otoczenia
zawierajg punkty nalezace do X i do V\X.

Mozemy teraz powiedziel, ze sfera jednostkowa jest brzegiem kuli jednostkowe;j.

p=1 x| P=2 % pP=o00%x2)
1 ]

Na rysunku sa przedstawione kule jednostkowe w przestrzeni R? dla p=1,p=2
ip = oo, czyli dla przypadkéw, z ktérymi bedziemy sie stykaé najczesciej.
Zauwazmy, ze wszystkie te kule sg zbiorami wypuklymi i symetrycznymi
wzgledem punktu 0. W ogdlnosci w przestrzeni liniowej V nad R mozna wybraé
dowolny zbiér K, ktéry ma te dwie wtasnosci, a ponadto ma niepuste wnetrze
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i jest domkniety i ograniczony (te wlasnosci badamy przy uzyciu dowolnej
normy), i okre§li¢ norme, dla ktérej zbior K jest kulg jednostkows.

Udowodnimy nieréwnos§¢ Minkowskiego w szczegbdlnym przypadku p = 2.

W tym celu dowiedziemy najpierw nieréwnosdci Schwarza: jesli x,y € C", to

"yl < [lx[l2ly]l2-

Nieréwno$¢ ta jest oczywista, jesli ktérys z wektoréw jest réwny 0; zalézmy
zatem, ze y # O i przyjmujac parametr zespolony t obliczmy

Ix +ytll; = (x +yt)" (x + yt) =x"x + x"yt + y"'xt + y"'ytt.

Wartoscia tego wyrazenia dla kazdego t € C jest nieujemna liczba rzeczywista.
Mozemy oznaczy¢ x"y = a = |ale!?. Podstawiajac t = [t|le"¥ otrzymujemy

0 < [Ix]I3 + lal [e@F¥) 4+ e Mo ] + ||y]|3 L.
Przyjmujac kolejno = —@ i P = m— ¢ otrzymujemy nieréwnosci
0 < [[x[13 + 2"yl It + [lyl5 1tF  oraz 0 < [x|F — 2ix"yl It + [yl tF.

Biorac nastepnie liczbe rzeczywista T = |t| w pierwszym przypadku i T = —[t|
w drugim, otrzymujemy za kazdym razem nieréwnosé

0 < [[x[3 + 2x"ylt + [[y[37*.

Nieréwno$¢ ta obowigzuje dla kazdego T € R. Tréjmian kwadratowy po prawej
stronie nie moze mie¢ dwoch réznych rzeczywistych miejsc zerowych, a stad
wyrdznik tego tréjmianu (dla a + 2bt + c7? jest to A = b2 — ac) nie moze byé
dodatni. Mamy zatem

"yl — [x[lzlly3 <0,

skad nieréwnos¢ Schwarza wynika natychmiast.
Mozemy napisac

Ix+yl2=x+y)"x+y) =3 +x"y +y"x+ |yl =
[Ix[I7 + 2Re(x"y) + [[y[I3,

oraz ([|x[|2 + [[yll2)* = [[x[13 + 2[Ixl2l[yll2 + [[y[I3-

Na podstawie nieréwnoéci Schwarza 2Re(xMy) < 2xMyl < 2|x|2/|ly]|2, zatem

I+ yll3 < (Ixll2 + llyll2)? i dowéd nieréwnosci Minkowskiego dla p = 2 na tym sie
konczy. O
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Uwaga 1: Nieréwno$¢ Schwarza jest ostra (tj. réwno$¢ nie zachodzi), jesli wektory
X 1 Y s3 niezalezne liniowo. Nieréwno$¢ Minkowskiego jest ostra wtedy, gdy nie
istnieje liczba nieujemna a, taka ze x = ay lub y = ax.

Norma, dla ktérej nieréwnos¢ tréjkata jest ostra, jesli podstawi¢ do niej wektory
spelniajace podany wyzej warunek, nazywa sie normg ostrg. Wszystkie normy
Holdera oprécz || - |1 i || - [l sa ostre.

Uwaga 2: Dowolna norma Hoéldera wektora x € K" nie zmieni sie, jesli
poprzestawiamy jego wspotczynniki, ani jesli pozmieniamy ich znaki.

Normy przeksztalcen liniowych

Niech f bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni unormowanej X
w przestrzeil unormowang Y. Mozemy okresli¢ norme przeksztalcenia f, wzorem

I£(x) Iy
[f]| = sup .
xexvoy  [I%llx

Tak okreslona funkcja okreéla, ,jile razy dtuzszy” od dowolnego wektora x moze
by¢ jego obraz w przeksztalceniu f. Sprawdzenie, ze funkcja ta w przestrzeni
L(X;Y) ma wszystkie wlasnosci normy, pozostawiam na éwiczenia. Okreslona

w ten sposéb norma nazywa sie normg indukowang przez normy przestrzeni X i Y.

Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnych norm | - ||x i || - ||y wyrazenie z prawej strony
powyzszego wzoru jest réwne

sup [[f(x)[y = sup [If(x]]}y.
xeX: ||x[|x<1 xeX: ||x]|x=1
Chcac znalezé norme danego przeksztatcenia f mozna badaé te wyrazenia, choé
w og6lnosci zadanie to nadal moze by¢ trudne. W przestrzeniach skonczenie
wymiarowych kule jednostkowe sg zbiorami zwartymi (zbi6r skoriczenie
wymiarowy jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy jest domkniety i ograniczony).
Zamiast supremum mozemy wtedy poszukiwa¢ maksimum.

Niech f: X = Y1ig: Y — Z beda przeksztalceniami liniowymi przestrzeni
unormowanych. Wtedy norma indukowana przez || - ||x i || - ||z przeksztatcenia
zlozonego f o g, spelnia nieréwnosé

o gll < lIglllifl,

w ktoérej wystepuja normy przeksztalcen f i g, indukowane odpowiednio przez

I - Il oraz [| - [lv 1[I - [|z-
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Wazny przypadek szczegdlny otrzymamy rozpatrujac przeksztalcenie f: X — X,
dla przestrzeni X, w ktérej rozpatrujemy tylko jedng norme.

Normy indukowane macierzy

Macierz A € K™" interpretujemy jako przeksztalcenie liniowe przestrzeni K"
w K™. Wybrawszy normy w tych przestrzeniach mozemy okresli¢ norme
indukowang w przestrzeni K™". W praktyce ograniczymy sie do norm
indukowanych przez norme p-ta Holdera w jednej i drugiej przestrzeni.

Norme macierzy A, indukowang przez normy p-te w przestrzeniach K" i K™,
bedziemy oznacza¢ symbolem ||A||, (ktéry wyglada tak samo jak symbol normy
p-tej macierzy kolumnowej, ale ma ogélniejsze znaczenie). Zauwazmy, ze macierz
x € K™ = K™ opisuje przeksztalcenie przestrzeni K' w K™; przeksztatcajac
dowolny element sfery jednostkowej w K', tj. liczbe a, taka ze |a| =1,
otrzymujemy wektor ax, ktérego norma jest rowna ||x||. Tak wigc, jesli n =1, to
obie interpretacje symbolu ||x||,, tj. norma p-ta wektora x € K™ i norma
przeksztatcenia x: K' — K™ indukowana przez norme p-ta, sa ze soba zgodne.

Interpretujac normy macierzy jako normy przeksztalcen indukowane przez normy
wektoréw, mozemy uzasadni¢ nastepujaca nieréwnosc:

[ABI < [IAlI[BI],

dla wszystkich macierzy, ktorych iloczyn jest okreslony. Dla pewnego wektora z,
takiego ze ||z|| = 1, mamy bowiem

[AB] = [I(AB)z] = [|A(Bz)]| < [|A[[[[Bz] < [IA[l[[B]].

Ta wlasno$¢ norm macierzy nazywa sie submultiplikatywnoscig.

Indukowana norma pierwsza i norma maksimum macierzy A = [a;li; € K™" sg
szczegbdlnie tatwe do obliczenia, na podstawie wzordéw

m
Al = max Z Qi
H H1 el 4 ‘ 1]|a

i=1

n
[Allo = max Z\aijl.

ie{l,...,m} £
j=1

Udowodnimy drugi z tych wzoréw, dowdd pierwszego zostawiajac na ¢wiczenia.
Wezmy wektor z = [z1,...,2z,]", taki ze ||z|| < 1. Zatem, dlaj = 1,...,n mamy
|z;| < 1. Wspoélczynniki wektora Az =x = [xy, ..., %n]" mozna oszacowaé
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nastepujaco:

n n n

Ixi| = ‘Z athj) < Z layzi| = Z lag] Iz < Z layl.
j=1 j=1 j=1 j=1

Poniewaz ||X||oc = maXieq,.. m)[Xil, Wigc mamy gbérne oszacowanie normy,

[Allo < maXicqn,.,m 2 ity lagl-

Aby oszacowaé norme macierzy A z dotu, mozemy obliczy¢ norme ustalonego

wektora z. Niech i oznacza numer wiersza, w ktérym suma wartosci

bezwzglednych wspoélczynnikdéw macierzy A jest najwieksza. Wspdlczynniki

w tym wierszu sg liczbami zespolonymi ay = |aylsi,- .., Gin = |Qinlsn (jesl

macierz A jest rzeczywista, to s; = £1). Poniewaz s;5; = 1, wiec biorac wektor

z = [S1,...,5,]" i obliczajac wspétczynnik x; wektora x = Az otrzymamy

n
Xi = Z |asly
j=1

a poniewaz ||x|| > |xil, wigc stad wynika nieréwnos¢

Alloo > maxieq, . m 2y lasl-
Z otrzymanych dwoéch nieréwnosci wynika wzér, ktérego mieliSmy dowiesé. O

Z podanych dwoéch wzordéw, z ktorych jeden udowodniliSmy wynika, ze
IATIl1 = [|Alloos 0raz ||AT||oo = ||All1, @ ponadto mozemy przepisaé te wzory
zamieniajac transpozycje na hermitowskie sprzezenie.

Czesto stosuje si¢ norme drugg wektoréw. Indukowana przez nig norma druga
macierzy jest trudniejsza do obliczenia, a przy tym we wzorze, ktéry ja opisuje,
wystepuja pojecia spoza zakresu tego wyktadu'. Ale mozemy udowodnié
(¢wiczenia), ze
Al = max [x"Ayl.

xeK™,yeK"

[Ixllz=llyll2=1
Na podstawie tego wzoru tatwo jest pokazac, ze

Al = IAT]l2 = IA"]]2 = Al

Stwierdzenie: Jesli normy |- |la ¢ || - [y w K" spetniajg warunek Vi|/x|, = ||BX||q,
dla ustalonej nieosobliwej macierzy B, to normy w przestrzeni K™",
indukowane przez te dwie normy, sq zwigzane zaleznoscig ||A|y = |[BAB™',.
Dowéd: Mamy
[Ally = max Ay, = max [|AB'Byll, = max |BAB 'x|lc = [BAB ||,
lylle=1 llylle=1 [xlla=1
O

1Jest [|[Al2 = v/Amax(ATA), gdzie Amax (A" A) oznacza najwicksza tzw. wartos¢ wiasna macierzy
hermitowskiej A™ A, tj. najwigksza liczbe A, taka ze macierza AHA —\I jest osobliwa (wszystkie takie
liczby sa rzeczywiste i nieujemne).
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Nieréwno$ci norm wektorow

Def. Dwie normy, || - ||q 1 || - [|v, okreslone w tej samej przestrzeni V, nazywamy
réwnowaznymi, jesli istniejg liczby dodatnie c; i c;, takie ze dla kazdego x € V
spelnione sg nieréwnosci

crlixlla < fIxllo < callx[fa-

Wszystkie normy w przestrzeni o skoficzonym wymiarze sg rownowazne, zatem
kwestia polega na znalezieniu odpowiednich liczb c; i ¢;. Je§li je znamy, to
wykonujgc rachunki majace na celu oszacowanie normy || - ||, pewnego wektora x
mozemy postuzy¢ sie oszacowaniami ||x||y, jesli tylko umiemy je znalezé.

Najwazniejsze w praktyce normy w przestrzeni K" spelniajg nastepujace
nieré6wnosci (dowody na ¢wiczeniach):

[Xlloo < [Ix[l < 12|00y
Xlloo < 1x[l2 < v/PX]|oos
Ixllz2 < [l < vx]2.

Nieréwno$ci norm macierzy

Rozwazmy p-ta norme wektorowg i norme macierzy przez nig indukowana.
Jesli macierz A € K™" przedstawimy w postaci blokowo-wierszowej,
A =[Ay,...,A,], w ktorej bloki Ay,..., A, mogg mie¢ rézng liczbe kolumn, to dla
j=1,..0yr mamy Al < AL
Z;
Dowdd: Dowolny wektor w K™ mozemy przedstawi¢ w postaciz = | : |. Wtedy
T Zy
1Al =, max_ Azl < _max |3~ Az =lAll,. ©
zj: [1z3llp=1 2 zllp=111435

Podobnie, jesli macierz A przedstawimy w postaci blokowo-kolumnowej,
Aq
A=| 1 |,to A, <||Al,dlai=1,...,q. Latwy dowdd tego faktu
Aq
pozostawiam na ¢wiczenia. Tymczasem zauwazmy, ze stad i z poprzedniego
stwierdzenia wynika, ze dla dowolnego podziatu blokowego macierzy A = [Ayli;,

nieréwnoé¢ ||Ayll, < ||A|lp zachodzi dla kazdego bloku Aj;.
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W wielu zastosowaniach naturalne jest poszukiwanie warto$ci normy macierzy,
indukowanej przez norme druga w K". Poniewaz norma druga macierzy nie jest
bardzo tatwa do obliczenia, wiec zamiast niej bywa stosowana norma Frobeniusa,

okre§lona wzorem

m

Zi |(11j\2-

i=1 j=1

[Alle =

Zwroémy uwage, ze (poza przypadkiem m =1 lub n = 1) norma ta nie jest
norma indukowang przez zadng norme wektorowa. Aby tego dowiesé, rozwazmy
macierz jednostkowa, I,. Reprezentuje ona przeksztalcenie tozsamosciowe
przestrzeni K", oczywiste jest wiec, ze kazda norma indukowana tej macierzy jest
réwna 1. Tymczasem || L[ = v

Stwierdzenie: Norma Frobeniusa i norma druga macierzy (tj. norma w K™"
indukowana przez norme drugg w K") sqg réwnowazne i zachodzq nastepujgce
nieréwnosci:

[Allz < [[AllF < v/min{m, n} [[A]]2.

a;
Dowéd: Przedstawmy macierz A w postaci blokowo-kolumnowej: A =

an
Wezmy z € K", takie ze ||z]|; =11 |[|A|2 = ||Az|];- Wtedy (na podstawie
nieréwnosci Schwarza)

m m

IAIZ = Az]3 =) lazP < ) [laill3 = A1

i=1 i=1
Na podstawie wczesniejszych stwierdzen dotyczacych podziatu blokowego
macierzy mamy

m

IAIF = llesl3 < mlA[3,

=1

a takze |Al|Z = ||AT||2 < n||AT||3 = n||A||%, co koticzy dowdd. O

Dla wygody okresla si¢ warto$¢ bezwzgledna macierzy A = [ayli;, jako macierz

macierz |A| & [laylls;-

W zbiorach Q™" i R™" (ale nie w C™") istnieje relacja ,,nie wiekszy niz”
(ozn. symbolem ,,<"), ktéra jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, czyli
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jest czeSciowym porzadkiem:
£
laijly; < [byliy & Vij ay < by

Na przyklad, dla dowolnej macierzy A zachodzi relacja A < |A].

Mozemy tez rozpatrywaé relacje ,mniejszy niz” (<), ,,nie mniejszy niz” (>)
i ,wickszy niz” (>), ktoérych definicje tatwo jest zgadnaé.

Oproécz szacowania jednej normy danej macierzy przez inng, stosuje sie
oszacowania normy macierzy przez norme innej macierzy. Norma w przestrzeni
K™" nazywa si¢ monotoniczng, jesli z nieréwnosci |A| < |B| wynika [|A|| < [|B]|.
Nie wszystkie normy sa monotoniczne; na przyktad nie jest monotoniczna norma
druga macierzy.

Bez dowodu podam nastepujace zwigzki miedzy normami macierzy (niektére
z nich sg oczywiste, inne mniej):

Al = ATl = A"]]r = |A]F,

Al = 1AL, 1Aleo = [Alloy  JA[llF = [AllF,

[Al2 < [||A]ll2, (nie zawsze zachodzi réwnosc),

[AMA2 = A2 < IATA oo,

Zadania 1 problemy

. Def. Seminormg (albo péinorma) nazywamy funkcje || - |”: V — K, ktoéra spetnia

wszystkie warunki okreslajace norme, z wyjatkiem tego, ze jedynym jej miejscem
zerowym jest wektor 0.

Udowodnij, ze zbiér wektoréw, ktérych seminorma jest réwna 0, jest
podprzestrzenia liniowg przestrzeni V.

Udowodnij, ze jesli wszystkie wektory x, takie ze ||x||” = 0 nalezg do
podprzestrzeni X przestrzeni V, to wzér ||[x]|| = ||x||” okresla norme w przestrzeni
ilorazowej V/X.

Uzupelnienie informacji na temat norm w przestrzeniach funkcji: istniejg

funkcje f rézne od 0, takie ze [, |f(x)|P dx = 0; na przyktad funkcja f moze
przyjmowaé wartosci rézne od 0 tylko w skorniczonej liczbie punktéw. Dlatego wzoér

podany na wyktadzie okresla funkcje nie spelniajaca warunku dodatnioéci, czyli
seminorme. Norme otrzymamy, jesli utozsamimy kazde dwie funkcje, ktérych
catka réznicy podniesionej do potegi p jest réwna 0. Dlatego np. okreslenie
»przestrzen funkcji catkowalnych w potedze p” w rzeczywistosci oznacza
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unormowang przestrzen ilorazowa (o czym czesto przy roéznych okazjach sie nie
wspomina, bo wszyscy wiedza).

2. Jaka jest srednica kuli jednostkowe;j?

3. Udowodnij, ze jedli X 1 Y sg podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V, w ktérych
s okreslone normy odpowiednio || - ||x i || - ||y, oraz V = X @Y (to jest rozktad
wektora v na skladowe wzgledem rozkladu przestrzeni V na sume prosta
podprzestrzeni X i Y; rozklad taki jest, przypominam, jednoznaczny), to wzory
[Vlla = [Ixlx + [[yllv i Iv][o = max({[x[lx, [yllv), gdzie v=x+y,x € X,y €,
okreslajg normy w przestrzeni V.

4* Udowodnij, ze przy zalozeniach takich jak w poprzednim zadaniu wzdr
vl = (Ix|I% + [[y|l5)'? dla p > 1 okrefla norme w przestrzeni V.

5. Sprawds, ze norma indukowana w przestrzeni L(X;Y) rzeczywiscie spelnia
wszystkie warunki potrzebne do tego, aby by¢ norma.

6. Udowodnij wzér umozliwiajacy obliczenie normy pierwszej macierzy A € K™".

7. Udowodnij, Ze norma p-ta macierzy A € K™" jest nie mniejsza niz norma kazdej
macierzy, ktéra powstaje z A przez odrzucenie pewnych wierszy.

8. Czy norma macierzy okrelona wzorem ||[ayli;|| = max;|a;| jest
submultiplikatywna? Czy jest ona normg indukowang przez jaka$ norme
wektorowa? Wskazéwka: Sprobuj znalezé kontrprzyktad.

9. Oblicz normy ||A[)1, ||Alle 1 ||Allr macierzy

10. Udowodnij podane na wykladzie zwigzki migdzy normami || - |1, || - |21 || - [|eo
w przestrzeni K".

11. Niech u € K™, v € K". Udowodnij, ze
vl = Tullp[Vilg,

gdziep=1iq=o00,albop=q=2lubp=o00,q=1.

Wskazéwka: Oszacuj z géry i z dotu norme p-ta wektora uvtz dla z € K",

lzllp = 1.

Powyzsza nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb p i q, takich ze
1/p+1/q=T1orazp > 1, q > 1. Do jej dowodu mozna zastosowa¢ nastepujaca
nieréwnos$¢ Holdera:

y"zl < [lyllqllzlls-

Szczegélnym przypadkiem tej nieréwnosci, dla p = q = 2, jest udowodniona na
wyktladzie nieréwnosé Schwarza.
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12. Udowodnij, ze indukowana norma druga macierzy A € K™" wyraza sie wzorem

Al = "Ayl.
1Al = e, WAl
Ixll2=llyll2=1

13. Znajdz wzér umozliwiajacy obliczenie dowolnej normy indukowanej przez p-ta
norme Holdera macierzy diagonalne; n x n i podaj dowdd jego poprawnosci.
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Wyznaczniki

Def. Wyznacznikiem stopnia n nazywamy funkcje det, : K™" — K, taka ze

jesli okreslimy funkcje f: K™ — K wzorem f(x) = det,[ay,...,a,1,x], to dla
dowolnych ustalonych wektoréw ay,..., a,_; € K" funkcja ta jest funkcjonatem
liniowym,

jesli macierz A’ otrzymamy przez przestawienie dwoch sasiednich kolumn
macierzy A, to det, A’ = —det, A,

det, I, =1.

Def. Wyznacznikiem macierzy A € K™" nazywamy skalar (liczbe) det, A.

Dalej zamiast det, na ogé! bedziemy pisaé¢ det. Majac definicje sformutowang
przez podanie pewnych warunkéw musimy upewnié sig, czy definiowany obiekt
jest dobrze okreslony, a zatem czy istnieje funkcja majaca wymienione witasnosci
i czy jest tylko jedna taka funkcja. To pierwsze mozemy sprawdzié jesli zgadniemy
dowolny wzdr, ktéry okresla funkcje spelniajaca te warunki. To drugie jest
prawda, jesli natozone warunki (nie wystarczy, jesli odgadniety wzér) umozliwiajg
jednoznaczne obliczenie wartosci takiej funkcji dla ustalonej macierzy.

Latwo jest zauwazy¢, ze z podanych warunkéw wynikaja nastepujace wlasnosci
funkcji det: zamiana miejscami dowolnych dwéch kolumn macierzy powoduje
zmiane znaku wyznacznika na przeciwny. Ogdlniej, poddanie kolumn macierzy
dowolnej permutacji powoduje zmiane znaku na przeciwny wtedy, gdy permutacja
ta jest nieparzysta (czyli zawiera nieparzystg liczbe nieporzqdkdw, str. 1.11,

zad. 7), a wigc mozna jg przedstawic jako zlozenie nieparzystej liczby transpozycji.
W przeciwnym razie przestawienie kolumn nie zmienia wartosci wyznacznika.
Ponadto wyznacznik jest funkcjonalem liniowym ze wzgledu na kazda (nie tylko
ostatnia) kolumne macierzy (bo wystarczy zamieni¢ te kolumne z ostatnia,
sprawdzi¢ liniowo$¢ i przestawi¢ z powrotem).

Wreszcie, wyznacznik macierzy osobliwej jest rowny 0; przypu$é¢my bowiem, ze
ostatnia kolumna macierzy jest kombinacja liniowg pozostatych. Wtedy

n-1 n-1
detn Ay ..vy Ao, E Ciai:| = E Cidetn[ala-"vanfhai]a
i=1 i=1

ale jesli macierz ma dwie kolumny identyczne, to jej wyznacznik jest réwny 0 bo
detnlar, ..., Q... @y g, @] = —detp[ag, ..., Q.. Qg @i

(zaktadamy tu, ze K nie jest cialem charakterystyki 2).

8.2
Jawny wzér opisujacy wyznacznik jest taki:
n
det,[ayliy; = Z sgn o H Qi o(i)-
0ESH i=1
Suma w tym wzorze przebiega po wszystkich permutacjach o zbioru
n-elementowego, ktérych jest n!. Znak permutacji, sgn o, jest réwny +1 jesli
permutacja o jest parzysta, albo —1 jesli nieparzysta. Wspélczynniki macierzy,
ktoérych iloczyn (opatrzony odpowiednim znakiem) jest skladnikiem sumy, sa
brane po jednym z kazdego wiersza (dla i =1,...,n), a takze po jednym z kazde;j

kolumny (bo dlai=1,...,n wartos¢ o(i) przebiega zbior {1,...,n}).

Uwaga: Podany wyzej wzdr przyda nam sie do rozwazan teoretycznych, ale nie
nalezy na jego podstawie oblicza¢ wyznacznika numerycznie (chyba, ze macierz
ma wymiary 3 x 3 lub mniejsze). Obliczenie takie byloby bardzo czasochtonne
i niedokladne. Poznamy duzo lepsza metode obliczania wyznacznika.

Sprawdzmy, ze funkcja okreslona powyzszym wzorem spelnia podane warunki.
W kazdym sktadniku wystepuje dokladnie 1 wspélczynnik z ostatniej kolumny.
Jesli w miejsce tej kolumny podstawimy dowolng kombinacje liniowa wektoréw
X1y...,Xx € K", to w kazdym sktadniku bedziemy mieli czynnik, ktéry jest
kombinacjg liniowg (z tymi samymi wspolczynnikami) odpowiednich
wspolczynnikéw wektoréw xi, ..., Xx.

Zamiana miejscami dwoch sasiednich (a nawet dowolnych) kolumn powoduje
ztozenie kazdej permutacji o z transpozycja T opisujaca te zamiane. Zlozenie
takie ma znak przeciwny niz o i wszystkie takie zlozenia przebiegajg calty zbiér
Sn. Zatem zamiana kolumn powoduje zmiane na przeciwny znaku wszystkich
sktadnikéw.

Podstawiajac macierz jednostkowg I,, przekonamy sie, ze tylko jeden skladnik
sumy we wzorze jest rézny od 0: ten, ktéry odpowiada permutacji
identycznosciowej. Sktadnik ten jest iloczynem samych jedynek.

Tak wiec funkcja spelniajaca podane warunki istnieje.

Aby sprawdzié, ze istnieje tylko jedna funkcja, ktéra odpowiada definicji
wyznacznika stopnia n, zaltézmy, ze macierz A jest nieosobliwa (dla osobliwej
kazda taka funkcja ma wartosé¢ 0, a wiec funkcje takie obciete do zbioru macierzy
osobliwych sg identyczne) i rozwazmy ciag przeksztalcen macierzy, ktéry prowadzi
do otrzymania macierzy jednostkowej. Proces ten jest ciggiem przeksztalcen,

z ktorych kazde jest przestawianiem kolumn (znak wyznacznika si¢ zmienia,
zapamietujemy czynnik —1), mnozeniem kolumny przez pewng liczbg a # 0
(zapamietujemy czynnik 1/a) i dodawaniem pewnej kolumny do innej (ta operacja
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nie zmienia warto$ci wyznacznika). Wykonujac te operacje, mozemy po skoriczenie
wielu krokach otrzymac macierz jednostkowa. Wyznacznik macierzy wyjsciowej
jest réowny iloczynowi zapamietanych czynnikéw i nie moze by¢ inny (bo

w ktéryms kroku nie zachowaliby$my przyjetych wiasnodci wyznacznika).

Dalsze wtasnosci wyznacznikow

Kazda permutacja o ma taki sam znak jak jej permutacja odwrotna. Ponadto,
jedli o przebiega zbiér S, wszystkich permutacji zbioru n-elementowego, to o

tez przebiega caly ten zbiér. Dlatego

n

n
Z sgn O'H Qio(i) = Z sgno ' H Ao-1(3),»
1

0ESn i=1 o 1eSy j=

skad wynika, ze det A = det AT. Konsekwencja tego spostrzezenia jest fakt, ze
wszystkie wlasnodci wyznacznika sformutowane dla kolumn obowiazuja takze dla
Wierszy.

Wyznaczniki mozna opisa¢ (i czasem tak sie je definiuje) za pomoca wzoru
rekurencyjnego, zwanego rozwinieciem Laplace’a:

det;[an] = ai,

det,layli; = Z(—1 ) (detn—1 Ay)ay.

i=1

We wzorze tym symbol Aj oznacza macierz n — 1 x n — 1 otrzymang z A = [a;]i;
przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Wyznacznik (stopnia n — 1) tej
macierzy nazywa si¢ minorem macierzy A. We wzorze tym wyrézniona jest j-ta
kolumna (j moze by¢ dowolne od 1 do n); zaden z minoréw nie zalezy od
wspbélczynnikdéw w tej kolumnie. Dlatego moéwi sie¢ o rozwinieciu wzgledem

j-tej kolumny. Dowdd, ze wzér jawny i wzér rekurencyjny sg réwnowazne,
pozostawiam na ¢wiczenia. Tymczasem zauwazmy, ze mozna napisa¢ wzor
rekurencyjny, ktéry przedstawia rozwiniecie wyznacznika wzgledem dowolnego
wiersza.

A Anp
An An
bloki Ayy i Ay, s macierzami kwadratowymi k x k oraz 1 x 1 (jest n = 1+ k). Jesli
blok A;; lub A} ma wszystkie wspoétczynniki réwne 0, to det A = det Ay; det Ay,
Istotnie, zalézmy, ze blok A;, zawiera same zera. Rozwazmy sktadnik sumy

Macierz A mozna przedstawi¢ w postaci blokowej, A = , W ktorej

W jawnym wzorze na wyznacznik, w ktérym jednym z czynnikéw jest
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wspOlczynnik ai; z bloku Aj;. Pozostale czynniki pochodza z wierszy o numerach
innych niz i i kolumn innych niz j-ta.

Musimy wybraé jeszcze k + 1 — 1 czynnikéw. Wybierajac wspdiczynnik z bloku
Aq1 lub A musimy odrzucié odpowiednig kolumne kazdego z tych blokéw

(a zatem wybierzemy najwyzej k — 1 takich wspotczynnikéw), a takze odpowiedni
wiersz catej macierzy. Odrzuciliémy zatem wszystkie k kolumn blokéw Ay 1 Ay,
oraz k wierszy blokéw A;; i Ay, W tym co najmniej 1 wiersz bloku A,;. Pozostale
czynniki trzeba znalezé w macierzy kwadratowej utworzonej z pozostatych

1 wierszy blokéw A, i Ayy. Ale co najmniej jeden z tych wierszy nalezy do bloku
A4z, czyli zawiera same zera. Tak wiec kazdy skiadnik, ktéry zawiera czynnik

z bloku A;; zawiera réwniez czynnik z bloku Aq,, réwny 0. Wszystkie te sktadniki
sg wiec rowne 0. Sume pozostalych sktadnikéw otrzymamy mnozac sumy
opisujgce wyznaczniki blokéw Aq; 1 Ay,.

Rozumowanie to mozemy powtérzy¢ zaktadajac, ze wszystkie wspodlczynniki

w bloku Aj; sg rowne 0. Wnioski z obu tych rozwazain sg takie: je§li macierz A
jest blokowo-trojkatna (gorna lub dolna), przy czym wszystkie bloki diagonalne sg
macierzami kwadratowymi, to wyznacznik macierzy A jest réwny iloczynowi
wyznacznikéw tych blokéw. W szczegdlnosci, jesli macierz A jest trojkatna, to jej
wyznacznik jest iloczynem wspoéiczynnikéw na diagonali. W szczegblnosci
stwierdzenia te dotycza macierzy blokowo-diagonalnych i diagonalnych.

Twierdzenie Cauchy’ego: Jeslt A, B € K™", to det(AB) = det Adet B.

Dowdéd: Rozwazmy macierz C o wymiarach 2n x 2n, o nastepujacej strukturze
blokowej:

A 0

€= I, B

Na podstawie wczesniejszego stwierdzenia det C = det A det B. Obliczmy iloczyn
macierzy C i macierzy

I, B
0 I, |~

Macierz C’ = CD ma nastepujaca postac:

D=

A AB
C'=
-, 0
Jedli kolumny macierzy C oznaczymy symbolami cy,..., Con, to wykonane

mnozenie jest réwnowazne dodaniu do n + j-tej kolumny macierzy C wektora
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> hickby, dlaj=1,...,n, a zatem wyznacznik macierzy C’ jest réwny det C.
Mozemy jeszcze zamieni¢ kolumne j-tg z n +j-tg dla j = 1,...,n, co spowoduje
zmiane znaku wyznacznika jesli n jest nieparzyste, a potem pomnozy¢ ostatnie n
kolumn przez —1, (co n-krotnie zmieni znak na przeciwny). W wyniku tego
postepowania otrzymamy macierz

AB —A

n __
= 0 I,

Mamy det C” = det(AB), ale takze det C” = det C, co koriczy dowdd. O

Whiosek: Jeslt macierz A jest nieosobliwa, to det A # 0.
Dowédd: 1 =detI, =detAdetA~'. O

Wyznaczniki, baza dualna i wzory Cramera

Rozwazmy uklad n réwnan liniowych z n niewiadomymi, Ax = b, z nieosobliwg
macierzg A, ktéry zapiszemy w postaci

Xy + -+ Apxn = b,

Kolumny ay,...,a, macierzy A sg liniowo niezalezne, zatem stanowig baze
przestrzeni K" i istnieje jej baza dualna s, ..., @,. Znajac funkcjonaty wchodzace
w sklad tej bazy mozemy obliczy¢ kazda z niewiadomych w taki sposéb:

@i(b) = @ilaix + - + anxy) = @i(@)x) + - + @i(an)xy = x;.

Zobaczymy sposéb znalezienia tych funkcjonatéw. Rozwazmy wyrazenie
Bi(y) =detlar, ..., ai1,Y, Qir1y..., Anl.

Definiuje ono pewien funkcjonat liniowy {3;, ktérego argumentem moze byé
dowolny wektor y € K™. Dla i # j mamy f;(a;) = 0, natomiast

Bi(a;) = det A # 0. Dlatego funkcjonal ¢y, ktory jest i-tym elementem bazy
dualnej do ay,...,a,, jest rowny

Bs
Bi(ay)’

Stad mamy dlai=1,...,n wzgory Cramera:

Qi =

Bl(b] _ det[ah' ) ai*])ba Qig1y. . -yan}

" Biula) detlar,. .., a]

xi = @i(b)
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Wzory Cramera w szkole bywaja przedstawiane jako praktyczny sposéb
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, w zwigzku z czym konieczny jest
pewien komentarz. W pewnych sytuacjach rzeczywiscie mozna ich uzy¢, gltéwnie
wtedy, gdy liczba réwnan i niewiadomych jest mata (np. 2 lub 3), albo gdy
informacja o zadaniu umozliwia szczegdlnie tatwe obliczanie odpowiednich
wyznacznikéw. Jednak juz nawet dla n = 2 algorytm oparty na wzorach Cramera
nie jest numerycznie poprawny (tylko stabilny), a zatem jest gorszy niz eliminacja
Gaussa. Ponadto obliczanie wyznacznika zwykle jest kosztowne; stosunkowo tania
i dokladna metoda polega na dokonaniu rozktadu macierzy A na czynniki
tréjkatne (metoda eliminacji Gaussa), a nastepnie obliczenie iloczynu
wyznacznikéw tych czynnikéw (tj. iloczynu ich wspoélczynnikéw na diagonalach).
W $wietle powyzszych uwag stosowanie wzordéw Cramera w obliczeniach
numerycznych jest zwykle bezsensowne.

Wyznaczniki i odwrotnos¢ macierzy
Def. Niech A = [aij]i)j oznacza macierz n X n. Dopelnieniem algebraicznym

wspélczynnika a;; macierzy A nazywamy liczbe (—1)" det Ay;, gdzie macierz Aj;
powstaje przez skreslenie w macierzy A i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Dopelnienie algebraiczne jest wiec minorem macierzy, opatrzonym odpowiednim
znakiem. Udowodnimy, ze je§li macierz A jest nieosobliwa, to macierz
A~" = [byli; ma wspélczynniki
(—1 )i+j det A]'i

det A ’
a zatem jest to transponowana macierz dopelnien algebraicznych poszczegbdlnych
wspoélczynnikdéw macierzy A, pomnozona przez ﬁ. Istotnie, dla ustalonego
je{l,...,n} niech y' = [(=1)" det Ay;,..., (—1)"" det Aj]. Jesli ay oznacza
k-tg kolumne macierzy A, to liczba y]Hak jest réwna det A, jesli j = k (wyrazenie

bij =

yjHak opisuje rozwinigcie Laplace’a wyznacznika macierzy A wzgledem j-tej
kolumny), albo 0 jesli j # k. Stad wynika réwnos¢
yi'
: [ar,...,a,) =detA -1,
yn

i na tym koniec dowodu. O

Uwaga: Macierz wierszowa g{=y!' uzyta w powyzszym dowodzie jest
funkcjonatem ;, nalezacym do bazy przestrzeni K" = (K™)* dualnej do bazy
Ary...yQn.
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Wyznacznik przeksztatcenia liniowego

Niech f: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni V, ktérej wymiar
jest skoniczony. Ustalmy dowolng baze xi,...,X,, z ktérej utworzymy macierz
X =[x1,...,X.). Wtedy wyrazenie A = X 'fX opisuje macierz A tego
przeksztatcenia w ustalonej bazie (macierz X' reprezentuje baze dualng do
X1y...,Xn). Udowodnimy, ze wyznacznik macierzy przeksztalcenia nie zalezy od
wyboru bazy.

Istotnie, niech macierz Y = [y, ..., Yn] reprezentuje dowolng inng baze przestrzeni
V. Macierz przejicia od bazy Y do X jest réwna B = X~'Y. Zatem, macierz
przeksztalcenia f w bazie Y jest réwna C = B™'AB (méwimy, ze macierze A i C sg
podobne). Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego

det C =detB'det AdetB = dgﬁ det A det B = det A, co koiiczy dowdd. O
Poniewaz wyznacznik kazdej macierzy reprezentujacej ustalone przeksztalcenie
jest taki sam (nie zalezy od wyboru bazy), wigc mozemy zdefiniowaé pojecie
wyznacznika przeksztalcenia liniowego. Dla ustalonego przeksztalcenia liniowego
f: V — V jest to liczba, réwna wyznacznikowi macierzy reprezentujacej to
przeksztalcenie w dowolnej bazie.

Orientacja bazy i uktadu wspoélrzednych

Niech x;,...,Xx, oraz yi,...,Yn beda bazami pewnej rzeczywistej przestrzeni
liniowej V (dowolnej, niekoniecznie R™). Bazy te moga stuzy¢ do okreslenia
réznych uktadéw wspoédlrzednych, o czym byla mowa wczesniej. Istnieje macierz C
przejicia od jednej bazy do drugiej. Macierz ta jest nieosobliwa, a wiec jej
wyznacznik jest liczba rzeczywista dodatnig albo ujemng. Mozemy miedzy bazami
wprowadzi¢ relacje zgodnos$ci orientacji: dwie bazy sg zgodnie zorientowane jesli

wyznacznik macierzy przejscia migedzy nimi jest dodatni i przeciwnie
zorientowane, jesli jest ujemny. Oczywiscie, orientacja bazy jest zwigzana
z kolejnoscig jej elementéw; zmiana tej kolejno$ci moze zmieni¢ orientacje bazy.

Latwo jest sprawdzi¢ (na podstawie twierdzenia Cauchy’ego), ze okreslona wyzej
relacja jest réwnowaznoscia, ktéra ma dwie klasy abstrakcji. Jest sprawg
arbitralnej umowy, na podstawie ktérej uktady wspoélrzednych okreslone przez
bazy z jednej z tych klas nazwiemy prawoskretnymi i wtedy uklady
wspolrzednych okreslone przez bazy z drugiej klasy beda lewoskretne. Co ciekawe,
nie majac wzorca (czyli pewnej bazy w rozpatrywanej przez nas przestrzeni,

o ktérej ktos powiedzial, ze okresla ona uktad prawoskretny), nie mamy zadnej
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szansy na to, aby skonstruowa¢ uktad np. prawoskretny na podstawie informacji,
ktoéra takiego wzorca nie definiuje.

[loczyny wektorowe

Def. Iloczynem wektorowym w przestrzeni K" nazywamy przeksztalcenie
f: K" x -« x K" — (K")* okreslone wzorem
S ——

n—1
VyeK“ f(x1,... ,Xn—l)(y) = dEt[xl, cee )xn—hy}'

Tak wiec iloczynem wektorowym ustalonych n — 1 wektoréw xq,...,x, 1 € K" jest
pewien funkcjonat liniowy w przestrzeni K". Mozemy go utozsamié z pewnym
wektorem n € K", takim ze dla kazdego y € K" jest det[x1,...,xn 1,yl =n'ly. W
zwigzku z tym moéwimy, ze iloczyn wektorowy wektoréw jest wektorem. Kolejne
wspdiczynniki wektora n mozemy otrzymaé nastepujgco: tworzymy macierz
kwadratowg A = [xy,...,X,_1,Y] (dla dowolnego wektora y € K"), a nastepnie
obliczamy dopelnienia algebraiczne kolejnych wspéiczynnikéw w kolumnie y (i w
przypadku zespolonym bierzemy liczbe sprzezona).

Uwaga: Dla n > 3 to nie jest praktyczny algorytm obliczania iloczynu
wektorowego, tylko fakt, na ktérym opierajac sie mozna rézne praktyczne
algorytmy znalezc.

Iloczyn wektorowy wektoréw x;,...,%,_; oznaczamy symbolem
X1 A\ Axnq, albo x; X -o- XX

(drugie oznaczenie moze myli¢ si¢ z iloczynem kartezjariskim zbioréw, wigc
osobiscie wole to pierwsze).

Wiekszo$¢ wlasnosci iloczynu wektorowego w tatwy sposéb wynika z witasnosci
wyznacznikéw. Na przyktad, iloczyn wektorowy jest przeksztalceniem liniowym ze
wzgledu na kazdy argument. Przestawienie dwoch argumentéw jest rownowazne
pomnozeniu iloczynu przez —1. Jesli wektory xq,...,%,_1 sa liniowo zalezne, to
ich iloczyn wektorowy jest funkcjonalem zerowym.

Powyzsza definicja dla dwoch wektoréw w R> jest réwnowazna definicji iloczynu
wektorowego znanej ze szkoly. Ale w szkolna definicja wymaga pojecia kata
miedzy wektorami, do okreslenia ktérego jest potrzebne pojecie iloczynu
skalarnego — poznamy je pdzniej i dopiero wtedy bedziemy mogli udowodnic¢ te
réwnowaznosc¢.
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Zadania i problemy

. Udowodnij, ze wzér jawny na wyznacznik i wzér rekurencyjny (rozwinigcie
Laplace’a) sg rownowazne. Zacznij od udowodnienia indukcyjnego réwnowaznosci
Wwzoru jawnego i rozwiniecia wzgledem ostatniej kolumny, a nastepnie udowodnij
(rozpatrujac odpowiednie przestawienia kolumn), ze ten sam wynik daje
rozwiniecie wzgledem dowolnej kolumny.

. Udowodnij reguty Sarrusa, tj. znane ze szkoly schematy pozwalajace obliczaé
wyznaczniki macierzy 2 x 21 3 x 3.

. Udowodnij, ze macierz antysymetryczna (tj. taka, ze AT = —A) o wymiarach
n X n jest osobliwa, jesli n jest nieparzyste.

Macierz A € C™" jest antyhermitowska, jesli AH = —A. Co mozna powiedzie¢
o wyznaczniku takiej macierzy w zaleznosci od jej wymiaréw?

. Metoda eliminacji Gaussa, przy uzyciu ktérej mozna rozwigzywaé ukiady réwnan
liniowych, znajduje macierze L, R, P i Q, takie ze LR = PAQ', przy czym macierze
P i Q to macierze permutacji, macierz L jest tréjkatna dolna, a macierz R jest
tréjkatna gérna. Jak mozna obliczy¢ wyznacznik macierzy A, znajac macierze L
i R oraz laczng liczbe przestawient kolumn i wierszy wykonanych podczas
eliminacji (przestawienia te sg reprezentowane odpowiednio przez macierze P
i Q)? Odpowiedz uzasadnij, powolujac si¢ na stosowne twierdzenia.

. Def. Macierz cykliczna dwudiagonalna jest to macierz A = [a;]i; 0 wymiarach
n x n, ktorej wszystkie wspoétczynniki z wyjatkiem ay dlai=1,...,n oraz a;;
dlai=T1,...,n—11 ay sg réwne 0.
Znajdz wzor opisujacy wyznacznik takiej macierzy i warunek (réwnanie, w ktorym
wystepuja wspolczynniki) konieczny i dostateczny nieosobliwosci takiej macierzy.

. Oblicz wspoélczynniki macierzy odwrotnych do

1 -1

A=
1 1

210
} oraz B=1|1 2 1
012

na podstawie jawnego wzoru.

. Oblicz iloczyn wektorowy wektoréw

1 3
x=12 iy=1|2
3 1

. Dla ustalonego wektora x € R® przeksztalcenie f: R* — R®, dane wzorem
f(y) =x Ay, jest liniowe. ZnajdZ macierz jego przeksztatcenia.
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9. Zbadaj, czy zbiér R® z dziataniem dwuargumentowym — iloczynem wektorowym
— jest grupa (w tym i w nastepnym zadaniu utozsamiamy przestrzenie R3 i R"3).
Jesli tak, to czy to jest grupa abelowa? Jesli nie, to ktére wlasnosci dziatania
W grupie nie sg spelnione?

10. Oblicz wyznacznik przeksztalcenia liniowego f: R[x]; — R[x]4, danego wzorem
fw)(x) = (x + THw'(x) + w(x).

11. Znajdz ogdlny wzér na wyznacznik macierzy

2 1
1 2 1
An - .. ..
1 21
1 2
12. Def. Macierz Vandermonde’a jest to macierz n+ 1 x n+ 1 o postaci
T %0 X3 ... Xy
1T x1 ¥ ... X
b
T %y X2 0 X0
dla ustalonych liczb xo,...,%,. Udowodnij, ze wyznacznik takiej macierzy jest
rowny
1T x—x)
0<i<j<n

(wynika stad wniosek, ze taka macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy nie
wszystkie liczby x; sg parami rozne).

Pierwszy sposéb: Zastosuj jeden krok eliminacji Gaussa, a nastepnie przeksztalé
blok n x n w prawym dolnym rogu (wykonujac pewne dziatania na wierszach

i kolumnach) tak, aby otrzyma¢ macierz Vandermonde’a n x n. Nastepnie uzyj
indukcji.

Drugi sposéb: Napisz macierz Vandermonde’a, zamieniajac liczbe x, na
zmienng x. Wyznacznik tej macierzy jest wielomianem zmiennej x stopnia co
najwyzej n, a jego miejscami zerowymi sg liczby x¢, ..., X, 1. Zatem wielomian
ten mozna przedstawi¢ w postaci

e(x —%xo) +ven (X —%xn_1).

Liczba ¢ jest wspoélczynnikiem przy x", a wiec jest to réwniez wyznacznik
macierzy ... . Nastepnie uzyj indukcji.

Ktory sposob bardziej Ci sie¢ podoba? (odpowiedz na to pytanie nie jest
punktowana).
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Formy kwadratowe, dwuliniowe i1 péttoraliniowe

Def. Niech Vi,...,V,, oraz V beda przestrzeniami liniowymi nad ustalonym ciatem
K. Funkcje f: Vi x ... xV,, = V nazywamy przeksztalceniem n-liniowym, jesli dla
kazdego k € {1,...,n}, przy ustalonych wszystkich argumentach z wyjatkiem
k-tego, funkcja ta jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni Vi w V.

Na przyklad, jesli utozsamimy przestrzen K™" z (K™)", to funkcja det,,
(wyznacznik) jest przeksztalceniem n-liniowym (bo jest to przeksztalcenie liniowe
ze wzgledu na kazda kolumne macierzy, przy ustalonych wszystkich pozostatych).

Odtad przez najblizsze kilkanascie wyktadéw bedziemy si¢ zajmowaé
przeksztatceniami dwuliniowymi i symetrycznymi, ¢: V xV — K.
Przeksztalcenie dwuliniowe ¢ jest symetryczne, jesli dla dowolnych wektorow
X,y € V zachodzi réwnos¢ ¢(x,y) = ¢(y,x). Przeksztalcenia takie bedziemy
nazywa¢ formami dwuliniowymi.

Def. Niech V oznacza przestrzen liniowg nad ciatem K. Forma kwadratowa
w przestrzeni V nazywamy dowolng funkcje @: V — K, okreslong wzorem

®(x) = @(x,x), za pomocg pewnej formy dwuliniowej ¢: V x V — K.

Okreslone wyzej formy kwadratowe spelniajg warunek @ (ax) = a’®@(x) dla
kazdego x € V oraz a € K. Wtasno§¢ funkcji @: ®@(ax) = h(a)®(x) dla kazdego x
i a, gdzie h jest pewng ustalong funkcjg, nazywa sie jednorodnoscig
przeksztalcenia @. Przeksztalcenia liniowe sg jednorodne, z funkcjg h(a) = a.

W poprzednim wykladzie byta mowa o wspoélrzednych jednorodnych. W zwigzku
z tym zauwazmy, ze przeksztalcenie afiniczne nie jest jednorodne, ale
reprezentowaliSmy je przez pewne przeksztalcenie liniowe; stad nazwa
,wspdlrzedne jednorodne”. Mozna uogélni¢ to postepowanie, np. na formy
kwadratowe w przestrzeniach afinicznych — bedzie jeszcze o tym mowa.

Obliczmy, korzystajac z dwuliniowo$ci i symetrii
e(x+y,x+y)=0Xxx) +20xy)+ ¢(y,y)

skad wynika

(P(x+y)—Ox) - O(y)).

N —

(P(X»y] =

Podstawiajac do powyzszego wzoru dowolng forme kwadratowg @ otrzymamy
pewnga jednoznacznie okreslong forme dwuliniowg ¢. Jednoznaczno$¢ zwigzku
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symetrycznych przeksztalcen dwuliniowych i form kwadratowych nosi nazwe
zasady polaryzacji, a wtasciwie jest szczegblnym przypadkiem bardzo ogdlnego

twierdzenia o tej nazwie, dotyczacego symetrycznych przeksztalcen n-liniowych
dla dowolnego n.

Jesli V = K", to kazda forme dwuliniowg ¢ oraz forme kwadratowa ® mozemy
przedstawié¢ wzorami

¢(x,y) = y'Ax, O(x) =x"Ax,

dla pewnej jednoznacznie okre§lonej macierzy symetrycznej A. Majac dowolng
baze X = [xy,...,X,] ustalonej przestrzeni liniowej V mozemy odpowiednie formy
w tej przestrzeni przedstawi¢ w postaci

ex,y) = (XTYTAX X,  O(x) = (X 'x)TAX X,

za pomoca macierzy bazy dualnej X' oraz pewnej macierzy symetrycznej

A € K™". Zauwazmy, ze forme kwadratowa otrzymamy biorac niekoniecznie
symetryczng macierz A; symetria macierzy jest konieczna do zapewnienia symetrii
formy dwuliniowej. Zalozenie o symetrii zapewnia jednoznacznosé zwigzku form
dwuliniowych i kwadratowych.

W przestrzeni nad ciatem liczb zespolonych mozemy wykonaé¢ wszystkie
konstrukcje opisane wyzej bez problemu. ChcielibySmy jednak, aby wartosci form
kwadratowych w przestrzeni nad dowolnym ciatem liczbowym (tj. Q, R i C) byty
liczbami rzeczywistymi (a dokladniej, aby cze$¢ urojona wartosci formy
kwadratowej w przestrzeni zespolonej byta réwna 0). Dlatego musimy nieco
zmieni¢ warunek jednorodnos$ci. Trzeba, aby dla kazdego wektora x € V i liczby a
byta spelniona réwnosé¢ @ (ax) = |al*®@(x). Okreslamy w ten sposéb

formy kwadratowe drugiego rodzaju; w przestrzeniach nad ciatem liczb

rzeczywistych lub wymiernych dostajemy to samo, co przedtem.

Dowolng forme kwadratowg (dalej dla skrétu pomijamy stowa ,drugiego rodzaju”’,
ale tylko takimi formami bedziemy si¢ zajmowac) w przestrzeni C* mozemy
przedstawi¢ wzorem

d(x) =x"Ax,

w ktérym wystepuje macierz hermitowska A (tj. A" = A; sprawdzenie, ze dla
kazdego wektora x czgd¢ urojona wartosci formy jest réwna 0, jest prostym
¢wiczeniem). Dla ustalonej bazy X = [x1,...,x,], dowolng forme kwadratows @
w przestrzeni V mozemy przedstawi¢ wzorem

D(x) = (X 'x)"AX Tx,
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z macierzg hermitowska A. Z tak okreslong formg kwadratowa mozemy zwigzaé
przeksztalcenie @, okres§lone wzorem
e(x,y) = (X 'y)"AX .

Natychmiast mozemy zauwazy¢, ze przeksztalcenie to, z wyjatkiem przypadku
gdy macierz A jest zerowa, nie jest ani symetryczne, ani dwuliniowe!

Przeksztalcenie @: C" x C* — C, okreslone wzorem

(P(X, y] = UHAX)

ktory jest szczegdlnym, najltatwiejszym do zbadania przypadkiem wzoru
poprzedniego, spelnia nastepujgace warunki dla dowolnych wektoréw x, y, x1, X2,
Y1, Yo i liczb ay, az:

e(arx + axx2,y) = a1@(x1,Y) + 29(x2,y),
e (x, a1y1 + @y2) = qe(x, Y1) + we(x,Yz),
o(x,y)

o(y,x).

Przeksztalcenie spelniajgce powyzsze warunki jest nazywane
forma péttoraliniows. Przeksztalcenia dowolnej przestrzeni, opisane ogdlniejszym
wzorem podanym wczesniej, tez spelniajg te warunki.

Miedzy formami péttoraliniowymi a formami kwadratowymi drugiego rodzaju
réwniez zachodzi jednoznaczna odpowiednio§é. Sposéb obliczania wartosci formy
kwadratowej za pomocg péitoraliniowej jest oczywisty, za§ w druga strone mamy

e(x+y,x+y)=ox,x) +2Reo(x,y) + o(y,y),
e(x+iy,x +1y) = o(x,x) + ip(x,y) +ie(y,x) + iie(y,y) =
o(x,x) +2Ime(x,y) + ¢(y,y),

skad wynika nastepujaca tozsamo$¢ polaryzacyjna:

e(x,y) = 5 (Q(x +y) — @(x) - D(y)) + %(®(X+iy) —@(x) — @(y)).

N =

Znajac forme kwadratowa umiemy wiec obliczy¢ odpowiadajaca jej forme
pbéitoraliniowa, a z jej pomocg mozemy obliczy¢ wspodlczynniki macierzy
A = [apqlp,q, ktora reprezentuje obie te formy w ustalonej bazie X = [x;,...,xul:

Upg = P(Xq,Xp).

9.4

Dygresja. Formy kwadratowe i dwuliniowe lub péttoraliniowe okresla sie takze

w przestrzeniach nieskoiczenie wymiarowych. Niech np. a,b € R, a < b i niech V
oznacza zbiér funkcji rzeczywistych lub zespolonych na odcinku [a, b], za$ p
oznacza ustalong nieujemng funkcje rzeczywista na [a,b]. Mozemy wtedy okresli¢
nastepujace formy:

b
o(f) = J 100 Rp(x) dx,

a
b _—

olf,g) = | f0g0xTp(x dx
przy czym bierzemy pod uwage tylko te funkcje, dla ktérych powyzsze caltki sg
okreslone i skoniczone. O funkcjach takich méwi sie, ze sg catkowalne w kwadracie

z wagg p na odcinku [a, bl; ich zbiér jest przestrzenia liniowa (podprzestrzenia
przestrzeni V). Zauwazmy, ze przyjeta forma kwadratowa jest istotnym
elementem uzytym do zdefiniowania przestrzeni liniowej?. Koniec dygresji.

Kongruencje macierzy

Jesli macierz hermitowska A reprezentuje forme péltoraliniows ¢ w bazie

X =[X1,...,%,], za§ C = XY, gdzie Y = [y1,...,Yn] jest macierza innej bazy, to
macierz B = CHAC reprezentuje forme ¢ w bazie Y. Latwo jest sprawdzi¢, ze
macierz B jest hermitowska. Poniewaz kazda nieosobliwa macierz C jest macierza
zmiany bazy, wiec kazda macierz réwna CHAC reprezentuje te sama forme ¢

w pewnej bazie.

Def. Przeksztalcenie, ktére macierzy hermitowskiej A przyporzadkowuje macierz
CHAC (dla pewnej nieosobliwej macierzy C) nazywamy przystawaniem albo
kongruencjg macierzy.

Kongruencje stanowig grupe (nieabelowa) z dzialaniem zlozenia. Dzialanie to jest
realizowane przez mnozenie macierzy kongruencji. Istotnie,

B=CHAC, D =E"BE =E"C"ACE = (CE)"A(CE).

Lacznosé zlozenia kongruencji wynika z laczno$ci mnozenia macierzy, elementem
neutralnym w grupie kongruencji jest przeksztalcenie tozsamosciowe
(reprezentowane przez macierz jednostkowa), a kongruencja odwrotna do
realizowanej przez macierz C jest realizowana przez macierz C .

2Jedli funkcja p jest dodatnia, to wzér ||f|| = /@ (f) definiuje pewna norme w przestrzeni funkcji
okreslonych na odcinku [a, b], zobacz tez strone 7.3.
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W grupie kongruencji mozna wskazaé rézne podgrupy, realizowane przez macierze
nalezace do odpowiednich podgrup grupy macierzy nieosobliwych n x n

7 dzialaniem mnozenia. Mamy np. kongruencje realizowane przez macierze
permutacji, kongruencje tréjkatne goérne, kongruencje troéjkatne dolne

i kongruencje diagonalne — ta ostatnia podgrupa jest abelowa.

Majac dowolng grupe przeksztalcenn warto znaé jej niezmienniki. Oczywistym
niezmiennikiem kongruencji jest rzad macierzy poddawanej przeksztalceniu. Inne
niezmienniki poznamy dalej.

Przystawanie macierzy jest relacja w zbiorze macierzy hermitowskich n x n: dwie
macierze, A i B, sg przystajace, jesli istnieje macierz nieosobliwa C, taka ze

B = CHAC. Relacja przystawania jest réwnowaznoscia w zbiorze macierzy
hermitowskich, a zatem dzieli ten zbiér na klasy abstrakcji. Przekonamy sie, ze
klas tych jest skoniczenie wiele.

Uwaga: MieliSmy juz do czynienia z inng relacjg rownowaznosci w zbiorze macierzy
N X n, mianowicie z podobienstwem (s. 6.10). Przypomnijmy, ze macierze A i B sg
podobne, jesli istnieje macierz C taka ze B = C 'AC. Istniejg macierze C, takie ze
C™' = CH, a wigc w tym przypadku (i tylko w tym) podobieristwo jest
jednocze$nie przystawaniem. Zwrdéémy uwage, ze macierz podobieistwa C jest
okreslona z doktadnoéciag do czynnika statego, tj. jesli B = C'AC, to réwniez

B = (aC)'A(aC) dla kazdego a # 0. Dla przystawania tak nie jest.

Podsumowujac: macierze A i B sg podobne, jesli reprezentuja to samo
przeksztalcenie liniowe f: V — V w dwbéch réznych bazach. Macierze hermitowskie
A i B sa przystajace, jesli reprezentujg te samag forme poéitoraliniows

©:V xV — Kw dwoch réznych bazach. Prosze tych pojeé nie mylié.

Twierdzenie Sylvestra

Twierdzenie Sylvestra (macierzowe): Dla kazdej macterzy hermitowskiej A

istnieje macierz nieosobliwa C, taka ze macierz C'AC ma nastepujgcg
strukture blokowo-diagonalng:

Macierz C moze nie byé okreslona jednoznacznie, ale wymiary
poszczegdlnych blokow, m, v 1 (, sg przez macierz A okreslone jednoznacznie.

9.6

Dowbéd: Przeprowadzony nizej dowdd istnienia odpowiedniej macierzy C polega na
wskazaniu sposobu jej znalezienia. Kongruencja realizowana przez macierz C jest
zlozeniem kongruencji, ktére kolejno

. doprowadzaja macierz A do postaci blokowo-diagonalnej z blokami 1 x 1 lub 2 x 2

na diagonali,

2. przeksztalcajg bloki diagonalne 2 x 2 w macierze diagonalne,

3. doprowadzajg do otrzymania macierzy diagonalnej o postaci podanej

w twierdzeniu.

Lemat: Dla macierzy hermitowskie; A o podziale blokowym

A=
GH w

MG]

z blokamt M 1 W o wymiarach odpowiednio s X s 1 n—s X n—s, takiej ze blok
M jest macierzqg nieosobliwg, kongruencja realizowana przez macierz

L —-M7'G
R - |: O Inis :|

doprowadza macierz A do postaci blokowo-diagonalne;.
Dowdd lematu: Wystarczy przeprowadzi¢ odpowiednie rachunki, tj. obliczy¢ bloki
macierzy RHAR. Skorzystamy ze schematu

A R
1 l
R" — RMA — RMAR
M G I, -M-'G
GH w 0 Lh—s

I 0 M G M 0
—G"M™ I 0 —-G"MT'G+WwW 0 W-GHM'G

O

Dowdd twierdzenia:
Krok 1. Dowdd istnienia kongruencji, ktorej efektem jest otrzymanie macierzy

blokowo-diagonalnej jest indukcyjny ze wzgledu na wymiary macierzy. Dla
macierzy 1 x 112 x 2 wystarczy kongruencja tozsamo$ciowa, przypusémy wiec, ze
istnieje odpowiednia kongruencja dla wszystkich macierzy o wymiarach mniejszych
niz n X n. Jedli macierz A jest zerowa, to jest diagonalna, a wiec nie trzeba jej
przeksztalca¢. Jedli macierz A jest niezerowa, to mamy dwie mozliwosci:



9.7

1. Pewien wspolczynnik na diagonali, a,,, jest rézny od zera. Macierz Tﬁ‘jAT]p ma ,\w
gérnym lewym rogu” nieosobliwy blok M = [a,,] o wymiarach 1 x 1
(Uwaga: Macierz transpozycji T,q jest jednostkowa, jesli p = q).
. Wszystkie wspdlczynniki na diagonali macierzy A sg réwne 0, ale istnieje
niezerowy wspélczynnik a, poza diagonalg. Macierz (T1pTzq]HA(T]pT2q) ma
W gbérnym lewym rogu” blok M o wymiarach 2 x 2, o postaci (C) ,
nieosobliwy, bo [c| = [apq| # 0.
Po odpowiednim przestawieniu wierszy i kolumn uzyskujemy nieosobliwy blok M
o wymiarach 1 x T lub 2 x 2. Na podstawie lematu mozemy wskaza¢ macierz R,
taka ze macierz R"AR ma zera w pierwszym wierszu i kolumnie, albo
w pierwszych dwoch wierszach i kolumnach, poza blokiem diagonalnym.
Nastepnie mozemy wskazaé macierz blokowo-diagonalng, o postaci o c |
z blokiem diagonalnym I — macierzg jednostkowa 1 x 1 lub 2 x 2 i blokiem C,
ktéry jest macierza kongruencji sprowadzajacej drugi blok diagonalny naszej
macierzy po przksztalceniu do pozadanej postaci. Na mocy zalozenia
indukcyjnego taka macierz istnieje.

Krok 2. Macierz kongruencji zastosowanej w kroku pierwszym jest ztozeniem
macierzy permutacji i macierzy tréjkatnych gérnych. Aby przeksztatcié
otrzymane na diagonali bloki 2 x 2 to nie wystarczy. Majac blok

i ip ip
G= g g =gl { e?w eo } zastosujemy macierz E, = e] e_] }
. . 1 0 . .
Latwo mozemy sprawdzi¢, ze E,GE,, = 2|g| o 1 |- Aby otrzymaé macierz

diagonalng n x n z macierzy blokowo-diagonalnej otrzymanej w pierwszym kroku,
stosujemy kongruencje reprezentowang przez macierz blokowo-diagonalng

z blokami o takich samych wymiarach; kazdy z blokéw 1 x 1 ma wspobtczynnik
réwny 1, a bloki 2 x 2 sg macierzami E,, dla odpowiednio wybranych ¢.

Krok 3. Po wykonaniu kroku drugiego mamy hermitowsks macierz diagonalng,
zatem wszystkie jej wspbiczynniki sg liczbami rzeczywistymi. Teraz nalezy
odpowiednio uporzadkowac¢ i przeskalowaé wspoiczynniki diagonalne, aby mieé na
diagonali kolejno +1, —11 0. W tym celu stosujemy transpozycje T,q tak, aby
poprzestawiaé na poczatek wiersze (i kolumny) zawierajace dodatnie
wspoélczynniki diagonalne, nastepnie ujemne i na koricu zera. Po przestawieniu
mamy macierz D’ = diag(dy,...,dr, —dri1y.- .y —dniv, 0y ..., 0), gdzie wszystkie
liczby di, ..., dry sg dodatnie. Aby otrzymaé macierz D, wystarczy zastosowac

kongruencje diagonalng realizowang przez macierz diag(ﬁ) ceey \/d%, 1,...,1).

N
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Jest oczywiste, ze powyzsza konstrukcja jest w ogdlnym przypadku
niejednoznaczna (tj. ze istnieje wigcej niz jedna macierz C, taka ze macierz CH'AC
ma posta¢ opisang w tezie twierdzenia). Pozostalo dowies¢, ze niezaleznie od
sposobu przeksztalcania macierzy, zawsze otrzymamy te same liczby 7, vi ¢
wspoélczynnikéw 1, —1 i 0 na diagonali.

Poniewaz kongruencje zachowujg rzad macierzy, wiec jasne jest, ze zawsze
( =n —rank A. Rozwazmy nieosobliwe macierze C; i C;, takie ze
CMAC; =D; =diag(],...,1,-1,...,—1,0,...,0). Podprzestrzen liniowa
s Vi ¢
przestrzeni K", ktérej baza jest zbiér pierwszych 7y kolumn macierzy C,
oznaczymy symbolem V;. Symbolem V, oznaczymy podprzestrzen rozpigta przez

ostatnie v, + ¢ kolumn macierzy C,.

Rozwazmy forme kwadratowa @: ®(x) = x"Ax. Dla kazdego niezerowego
wektora x € V; mamy ®(x) > 0, podobnie dla kazdego x € V, jest ®(x) < 0.
Przypusémy, ze m; > m. Wtedy dim Vq +dimV, =m+ v, + > m+ v +(=mn,
zatem wymiar podprzestrzeni V; N V; jest wigkszy od zera (nie moze by¢ mniejszy
niz m — 7). Stad wynika istnienie niezerowego wektora x € K™ (x € Vi N'V3),
takiego ze @ (x) > 01 ®(x) < 0. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze 7 < 7.

W podobny sposéb mozna dowiesé, ze m; < 74, co konczy dowdd. O

Twierdzenie Sylvestra (ogélne): Niech @ oznacza dowolng forme kwadratowg
(drugiego rodzaju) w przestrzeni V o wymiarze n i niech ¢ oznacza zwigzang
z nig forme péttoraliniowq. Istniejq podprzestrzenie V., V_ 1V, przestrzen:
V, takie ze

. dla kazdego x € V., x # 0, zachodzi réwnosé ®(x) > 0,
. dla kazdego x € V_, x # 0, zachodzi réwnosé ®(x) < 0,
. dla kazdego x € Vy, y € V, jest spetniona réwnosé ¢(x,y) =0,

.jeslix eV, iyeV_ to o(x,y) =0.

Wymaary podprzestrzent V., V_ 1V, odpowiednio 1, v © (, sq okreSlone
jednoznacznie przez forme ®©. Przestrzen V jest sumg prostq tych
podprzestrzeni. Ponadto istnieje baza przestrzent V, taka ze macierz formy ©
w tej bazie ma postaé diag(],...,1,—1,...,—1,0,..(.,0).

us v
Powyzsze twierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia macierzowego. Dodajmy
jeszcze kilka uwag.
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e Niezalezno$¢ liczb 7, v, ¢ od konkretnych podprzestrzeni V, i V_ nazywa sie
bezwladno$cig formy @. Twierdzenie Sylvestra bywa w zwigzku z tym nazywane
twierdzeniem o bezwtadnosci.

e Jesli znamy macierz A formy kwadratowej ® w bazie X = [xy,...,X,] oraz macierz
C kongruencji sprowadzajacej macierz A do postaci D takiej jak w macierzowym
twierdzeniu Sylvestra (tzw. postaci kanonicznej), to macierz D reprezentuje forme
® w bazie XC = [y1,...,Yn) =Y. Poczatkowe 7t elementéw tej bazy rozpina
podprzestrzen V., kolejne v wektoréw tworzy baze V_, za$ baze podprzestrzeni V,
otrzymamy biorac  ostatnich wektoréw bazy Y.

e 7 wyjatkiem sytuacji, gdy jedna z podprzestrzeni, V, lub V_, jest calg
przestrzenia V (czyli gdy 7w =n albo v = n), jedynie podprzestrzen V; jest przez
forme @ okreslona jednoznacznie. Przestrzen te nazywamy
jadrem formy kwadratowej ®. W przestrzeni K" jest nig oczywiscie podprzestrzen
ker A, gdzie A jest macierza formy ®@.

e Forma, dla ktérej podprzestrzen V, jest calg przestrzenia V, nazywa sie
forma dodatnio okreslong. Jedli V_ =V to mamy forme ujemnie okreslong.
Oprécz tego mozemy mieé do czynienia z forma nieujemnie okreslong, jesli
V_ ={0} albo z formg niedodatnio okreslong, gdy V. = {0}.

Forma kwadratowa @, dla ktérej istniejg wektory x i y, takie ze @(x) >0
i ®(y) < 0, nazywa si¢ nieokreslona.

Przestrzenie ortogonalne

Def. Niech ¢ oznacza forme péttoraliniowg w przestrzeni V. Jesli dla pewnych
wektoréw x,y € V zachodzi réwnosé¢ ¢(x,y) = 0, to méwimy, ze wektory x i y sg
ortogonalne ze wzgledu na forme @, albo @-ortogonalne.

Def. Pare (V, @), w ktérej V jest przestrzenia liniowg nad cialem liczbowym K, a ¢
— forma poéttoraliniowa w tej przestrzeni, nazywamy przestrzeniag ortogonalng.

Oczywiscie, wybierajac rézne formy péltoraliniowe w ustalonej przestrzeni V

dostaniemy rézne przestrzenie ortogonalne. Z twierdzenia Sylvestra wynika, ze dla
ustalonego wymiaru n istnieje tylko skoriczenie wiele (mianowicie %(n +1)(n+2)
typoéw przestrzeni ortogonalnych, réznigcych sie wymiarami podprzestrzeni V., V_
i Vp, ktére mozna w nich znalezé. Najwazniejsze znaczenie w zastosowaniach

praktycznych maja przestrzenie, w ktérych macierz formy jest dodatnio okreslona
(tzw. przestrzenie euklidesowe, w przypadku zespolonym moéwi si¢ ,,unitarne”), ale

nie tylko. Na przyktad przestrzenie Minkowskiego, dla ktérych m=n—1,v =1,
{ =0, sg podstawg teorii wzglednosci.

9.10

Def. Baze przestrzeni ortogonalnej, w ktorej forma ¢ jest reprezentowana przez
macierz diagonalng, nazywamy bazg ortogonalng. Jesli w szczegdlnosci wszystkie
wspbélczynniki tej macierzy sg réwne 1, —1 lub 0, to mamy baze ortonormalna.

Def. Jesli przestrzen ortogonalna V jest sumg prosta swoich podprzestrzeni
Vi,..., Vi i jest spelniony warunek, ze jesli i # j to dowolne wektory x € V;

iy €V sa ortogonalne ze wzgledu na forme ¢, to méwimy, ze przestrzed V jest
sumg ortogonalng podprzestrzeni Vi, ..., Vi.

Def. Niezerowe wektory x w przestrzeni ortogonalnej V, ktére sg miejscami
zerowymi formy kwadratowej @, nazywaja sie wektorami izotropowymi. Sg to

wszystkie elementy jadra tej formy, ale w przypadku, gdy jest ona nieokreslona,
istniejg takze inne wektory izotropowe. Przykiad zobaczymy na ¢wiczeniach.

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze kazdej formie kwadratowej w K" odpowiada jednoznacznie

okreslona macierz symetryczna (Uwaga: Nie nalezy wierzy¢ w zapewnienia na
wyktadzie, jesli nie byly udowodnione).

Wskazéwka: Udowodnij, ze kazdej formie dwuliniowej pierwszego rodzaju
odpowiada jednoznacznie okre$§lona macierz symetryczna, a nastepnie powotaj sie
na jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy formami dwuliniowymi i kwadratowymi.

. Znajdz macierz C taka, ze jesli

4
A:z

NG N
NG N

2
5

to macierz C"AC ma posta¢ kanoniczng Sylvestra.

. Udowodnij, ze zbiér kongruencji ortogonalnych, realizowanych przez macierze C,

takie ze C™' = CM, jest podgrupa grupy kongruencji. Czy jest to podgrupa
abelowa?

Udowodnij, ze zbidér kongruencji realizowanych przez macierze permutacji jest
podgrupa grupy kongruencji ortogonalnych. Czy jest to podgrupa wtasciwa?

. Forma kwadratowa ® w przestrzeni R[x], jest okreslona wzorem

1
O(f) = L f(x)? dx.

Znajdz macierz tej formy w bazie [1,x,x?].
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Szczegblna teoria wzglednosci

. Przestrzen ortogonalna z formg kwadratows @, takg ze v =1, { =0, nazywa sie
przestrzeniag Minkowskiego, albo czasoprzestrzeniag. W fizyce bada sie

czasoprzestrzen czterowymiarowa, my ograniczymy sie do dwuwymiarowe;.
Przestrzen ta jest sumg ortogonalng dwéch podprzestrzeni jednowymiarowych,
w ktérych forma @ jest odpowiednio dodatnio okres§lona i ujemnie okreslona.
Punkty przestrzeni nazywajg sie zdarzeniami.

Wprowadzmy uklad wspélrzednych tak, aby macierz A formy @ miala postaé

kanoniczna, tj. . Wspblrzedne wektora v = )t( okreslaja

0 -1
przemieszczenie w przestrzeni (na odleglos¢ x) i w czasie (na odlegtos¢ t).
Wartos¢ formy ®(v) nazywa si¢ interwalem czasoprzestrzennym.

Obserwator w czasoprzestrzeni moze mierzy¢ przyrosty czasu (swoim zegarkiem)
i przemieszczenia (swoja linijka). Szczegoblna teoria wzglednosci jest konsekwencja
stwierdzenia, ze jesli mamy wielu obserwatoréw poruszajacych sie wzgledem
siebie, to kazdy z nich miedzy ustalonymi dwoma zdarzeniami zmierzy zawsze te
sama warto$¢ interwalu czasoprzestrzennego.

. Pierwszy obserwator (dajmy na to, Asia) zmierzy! miedzy dwoma zdarzeniami
v =[] i obliczy ®(v) = x? — t*. Drugi obserwator (niech bedzie Basia) zmierzy
miedzy tymi samymi zdarzeniami wektor v/ = [’t‘f] i musi dostaé

X212 =242,
ZnajdZmy macierz kongruencji C, ktéra nie zmienia macierzy A, tj. speinia

warunek CTAC = A:

1.0 ||e f|_|e-g ef—gh| |1 0
0 -1 || g h| |ef—gh 2—h2 | |0 —1 |
Stad wynika, ze 2 —g? =1, ef —gh=01if2—h?=—1.

Przypus$émy, ze Asia stwierdzila, ze x = tv, a Basia zaobserwowata x' =0, t' = 2.
A wiec Basia porusza sie wzgledem Asi z predkodcia v (w STW rozpatrujemy

e g
f h

tylko ruchy ze stala predkoscia) i oba zdarzenia zaobserwowala ,w tym samym
miejscu”. Zatem,

HIBEE

Mamy wiec ft’ = tv oraz ht’ = t. Dzielac to stronami dostajemy % =v.
Podstawiajac f = hv do f2 —h? = —1 dostajemy h?(v* — 1) = —1, czyli h? = 1.
Dalej przyjmiemy h =

ﬁ, bo w przeciwnym razie zegarki Asi i Basi chodzityby
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w przeciwne strony. Mamy zatem f = ﬁ i dalej podobnie mozemy obliczy¢

(prosze zrobi¢ to osobiscie) e = h, g = f. Stad macierz kongruencji, ktéra zalezy
od parametru v (predkosci ruchu Basi wzgledem Asi) jest symetryczna:

C—] 1 v
VUV v 1|

Aby ta macierz byta rzeczywista i nieosobliwa, musi by¢ |[v| < 1.

. Kongruencje opisane przez macierze o powyzszej postaci (dla [v| < 1) nazywaja sig

przeksztatceniami Lorentza.

Udowodnij, ze zbiér przeksztalcen Lorentza (z dzialaniem zlozenia) jest grupg
abelowa. Znajdz przy tym wzér opisujacy sktadanie predkosci (trzeba w tym celu
obliczy¢ wspodlczynnik poza diagonalg iloczynu macierzy C,,C,, ktéry opisuje
zlozenie przeksztalcen opisujacych ruch z predkosciami v i w).

Przekonaj sie przy tym, ze jesli [v| < 11 [w| < 1, to predkos¢ ruchu powstalego ze
zlozenia ruchéw z tymi predkosciami jest co do modutu mniejsza niz 1, czyli
predkosé swiatta.

Jesli Basia ucieka od Asi z polows predkosci §wiatta (v = %), za$ Cesia tak samo
ucieka przed Basig, to jaka predkoscig Cesia oddala si¢ od Asi?

. Wektory []] 1 [7'] sa wektorami izotropowymi. Kazdy z nich opisuje ruch

z predkoscia §wiatta (w jedng lub drugg strone). Udowodnij, ze jesli co§ porusza
sie z predkoscia §wiatla wzgledem pewnego obserwatora, to ma tez te sama
predko$é ruchu wzgledem kazdego innego obserwatora.

. Asia zauwazyta pewne zdarzenia (punkty czasoprzestrzeni) odlegte od siebie

o wektor v = [g] (a wigc zaobserwowala je jednocze$nie).

Basia zobaczyta te same zdarzenia, ktére jej zdaniem réznity si¢ o wektor

L { | _v] M _{ AT ]

VI | —v 1 0 —dv/vV1 =2 |’
a wiec zaobserwowata je w réznych chwilach.
Przypusémy, ze obserwatorzy maja do czynienia ze zjawiskami trwajacymi
w czasie. Asia zwraca uwage na proste x =01 x = d (tj. Asia obserwuje ,dwa
nieruchome punkty”). Basia jednoczesnie ze zdarzeniem [8] zaobserwuje
zdarzenie, ktérego wspoirzednymi w uktadzie Asi sg liczby d i dv. Interwal
czasoprzestrzenny tych zdarzen jest réwny @ ([ 4 1) = d*(1 —v?). Ale Basia ,te dwa
punkty” tez obserwuje caly czas, widzac jak poruszajg sie wzgledem niej,
pozostajac w statej odlegtosci od siebie. Tak wiec odlegtosé ,tych samych”
punktéw zmierzona przez Basie jest réowna dv/1 — V2, czyli jest mniejsza.

Zjawisko to nazywa sie relatywistycznym skréceniem dlugosci. Kiedy dwaj

obserwatorzy mijajg sig, kazdy z nich uwaza, ze to ten drugi jest krétszy.
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t t/

/.
/«

d X

10. Asia i Basia sg bliZzniaczkami w tym samym wieku. Asia obserwuje, jak Basia
wyrusza w droge, podrbzuje w jedng strone przez czas t/2, i natychmiast po
osiggnieciu celu podrézy zawraca i przez drugie tyle samo czasu wraca z tg sama
predkoscia v.

Dla Asi zdarzenie, ktérym bylo zawrdcenie Basi z drogi, ma wspoirzedne vt/2
i t/2. Basia zawrécita w punkcie (zdaniem Basi)

)

1 1 —v vt/2 | 1 0
Viev2 | —v 1 t/2 | 2T =2 | Vit 4+t
a wiec do tego momentu uptyneto jej tv/1 —vZ/2 czasu. Droga powrotna zajeta
Basi tyle samo, a wiec cala wyprawa trwata t' = tv/1 — v? czasu zmierzonego przez
jej zegarek.
Tak wiec po powrocie Basia jest mlodsza od siostry. Wniosek: Nalezy jak
najwiecej podrézowaé, wtedy czlowiek wolniej si¢ starzeje. Mozna tez szybko

spacerowaé po (nawet niewielkim) pomieszczeniu w te i z powrotem (to wyjasnia
dosy¢ rozpowszechniony zwyczaj spacerowania po celi).
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Roéwnania drugiego stopnia
Zbiory algebraiczne

Def. Podzbiér A przestrzeni K" nazywamy zbiorem algebraicznym, jesli istnieje

uktad wielomianéw n zmiennych, py,..., Pk, taki ze x € A wtedy i tylko wtedy
gdy pi(x) =0dlai=1,... k.

Zbiory algebraiczne mozemy okresli¢ w dowolnej przestrzeni liniowej lub
afinicznej, wybierajac odpowiedni (kartezjanski) uktad wspoélrzednych i zadajac,
aby wspéirzedne punktéw spelnialy pewne réwnania. Jest oczywiste, ze
reprezentowanie zbioréw algebraicznych za pomocg wielomianéw nie jest
jednoznaczne. Nie kazdy zbiér jest algebraiczny, np. kula (w sensie dowolne;j
normy) zbiorem algebraicznym nie jest.

Skoriczona suma (teoriomnogosciowa), a takze przeciecie zbioréw algebraicznych
jest zbiorem algebraicznym. Zauwazmy tez, ze kazdy zbiér jednopunktowy jest
algebraiczny. Tak wiec kazdy zbidr skoriczony jest algebraiczny.

Def. Stopniem zbioru algebraicznego A nazywamy najmniejszg liczbe, ktéra
mozna otrzymac wybierajac pewien uklad wielomianéw reprezentujacych ten
zbiér i obliczajac iloczyn stopni tych wielomianéw.

Jedynym zbiorem algebraicznym stopnia 0 jest zbiér pusty. Poniewaz miejsca
zerowe wielomianéw stopnia 1 spelniajg rownania liniowe, wiec zbiory algebraiczne
stopnia 1 to warstwy przestrzeni K" (albo, jesli traktujemy przestrzen K" jak
afiniczna, to zbiorami algebraicznymi stopnia 1 sg jej podprzestrzenie afiniczne).

Roéwnania drugiego stopnia

Zbadamy zbiory algebraiczne drugiego stopnia w przestrzeni R", traktujac jg jak
przestrzen afiniczng, tj. rezerwujac sobie mozliwo§é dowolnego wybierania uktadu
wspoélrzednych kartezjanskich (w szczegdlnodci o poczatku w dowolnym punkcie).

Wystarczy zajac sie zbiorami, ktére sg miejscami zerowymi jednego wielomianu
drugiego stopnia. Jedli mamy do tego jakie§ réwnania liniowe, to z ich pomocg
mozemy wyeliminowa¢ niektére zmienne, otrzymujac réwnanie drugiego stopnia
zbioru w przestrzeni o mniejszym wymiarze. Przekonamy sie, ze kazde réwnanie
drugiego stopnia w przestrzeni R" mozemy, przez odpowiednia zamiane
zmiennych, przedstawi¢ w ,najprostszej” postaci.

10.2

Dowolny wielomian drugiego stopnia mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:
p(x) =x"Ax +2b"x +c.

Wielomian p jest tu sumg formy kwadratowej i wielomianu pierwszego stopnia.
Bez straty ogdlnosci, macierz formy jest symetryczna, przy czym zatozymy, ze nie
jest to macierz zerowa (bo wtedy mieliby$Smy réwnanie liniowe). Ten sam
wielomian mozemy przedstawi¢ w postaci jednorodnej:

X

- (3112 2][1)

Stosowanie jednego lub drugiego zapisu jest kwestiag wygody. Zbadamy kolejne

T
A b

b’ ¢

kroki (polegajace na zamianie zmiennych), jakie prowadzg do otrzymania
,hajprostszej” postaci réwnania p(x) = 0, ktéra nazwiemy postacig kanoniczng.

Pierwszy krok jest przeksztalceniem liniowym, dzigki ktéremu zamiast macierzy
symetrycznej A otrzymamy macierz diagonalng D ze wspoétczynnikami
diagonalnymi 1, —1 i 0. Na podstawie twierdzenia Sylvestra istnieje taka macierz
nieosobliwa C, ze C'AC = D. Mamy zatem

p(x) =xTCTDC % +2b"CC 'x + ¢ = x"Dx’ + 2b" "X’ + c,

gdzie b’ = C"b oraz x’ = C"'x. Uwaga: Symbol ,,’
symbolem pochodne;j.

nie jest w tym wyktadzie

Mozemy zalozy¢, ze liczba diagonalnych wspdtczynnikéw macierzy D réwnych 1,
tj. 7, jest nie mniejsza niz liczba wspoélczynnikéw —1. Jesdli bowiem 7 < v, to
zajmiemy sie réwnaniem —p(x) = 0, ktére ma ten sam zbiér rozwigzan.

W kroku drugim przypu$émy najpierw, ze uktad réwnan liniowych Dt = —b’
z niewiadomym wektorem t jest niesprzeczny. Mozemy zatem wzigé dowolne jego
rozwigzanie t i podstawiajac x’ = x” + t, otrzymac

p(x)=(x"+t)"D(x" +1)+2bT(x" +t) +c =
X" TDx" +2(Dt)"x" 4+ 20™x" +t'Dt +2b" "t + ¢ =
XHTDXH+C”,

gdzie ¢” = —t"Dt + c. W ten sposéb ,,pozbyliémy si¢” liniowego sktadnika
wielomianu p.

Zanim poddamy réwnanie dalszym przeksztalceniom, zauwazmy, ze jesli dla
pewnego wektora y zachodzi réwnoéé y Dy + c” = 0, to réwniez
(—y)"D(—y) + c” = 0. Punkt O jest wiec rodkiem symetrii zbioru rozwiazar
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réwnania y'Dy + ¢” = 0, skad wnioskujemy, ze punkt t jest rodkiem symetrii
zbioru rozwigzar réwnania x""Dx’ + 2b"x’ + ¢ = 0 (z niewiadomym wektorem x').
Zbiér rozwigzan réwnania p(x) = 0 ma $rodek symetrii w punkcie s = Ct. Dalej
przekonamy sie, ze nie ma innych §rodkéw symetrii, a zatem zbiér Srodkéw
symetrii dowolnego zbioru algebraicznego drugiego stopnia jest warstwa (albo
podprzestrzenia afiniczng) przestrzeni R", albo jest pusty.

Jegli udalo sie przedstawié¢ wielomian p w postaci x""Dx” + c¢”, to mozliwe sa dwa
przypadki: moze byé¢ ¢” =0 albo ¢” # 0. Jesli ¢” =0, to mamy juz postac
kanoniczng, ktéra w rozwinietej postaci wyglada tak:

Yit Y= Yna — o~ Yay =0

(symbole yi, ..., Yy, 0znaczaja teraz zmienne, ktére sg wspoirzednymi w ukladzie,
w ktérym ostatecznie przedstawiliSmy nasze réwnanie). Jesli ¢” # 0, to po
podstawieniu x” = \/Mx’” otrzymamy wielomian |c¢”|(x”TD'x" 4+ 1), ktory
mozemy podzieli¢ przez |c”| i otrzymaé wielomian o tych samych miejscach
zerowych. Posta¢ kanoniczna réwnania otrzymana w tym przypadku wyglada
nastepujaco:

Yl YR Yng — o~ Yn, £1=0.

Pozostal do zbadania przypadek, gdy uklad réwnan Dt = —b’ jest sprzeczny
(czyli, jak si¢ przekonamy, gdy zbiér rozwiagzan nie ma srodka symetrii). Wektor
b’ mozemy przedstawi¢ w postaci sumy dwoch wektoréw, by # 01 b,, takich ze
b; € kerD i b, € imD. Wektory te spetniaja warunek blb, = 0.

Uwaga: Na stronie 4.4 jest dowdd takiego twierdzenia: dla dowolnej macierzy

A € C™ jest ker A @ im A" = C" oraz im A ® ker AH = C™. W przypadku, gdy
macierz A jest rzeczywista i symetryczna, wynika stagd R™ =ker A @ im A.
Szczegdlnie tatwo jest to widoczne dla macierzy diagonalnej, z jaka mamy teraz do
czynienia.

Pierwsze m+ v = rank D wspolczynnikéw wektora by to zera, a pozostate sg
odpowiednimi wspéiczynnikami wektora b’. Wektor b, otrzymamy zamieniajac
na zera ostatnie { = n —rank D wspéiczynnikéw wektora b’. Uklad réwnan

Dt = —b; jest niesprzeczny i istnieje (by¢ moze wigcej niz jedno) jego rozwigzanie
t spelniajace warunek bjt = 0. Za pomoca takiego rozwigzania okreslmy wektor
x”, taki ze x' = x” 4+ t + sby; parametr s dobierzemy za chwile. Liczymy

p(x) = (x"+t+sb)'D(x"+t+sb;)+2(b;+ b)) (x"+t+sb;)+c=
X"TDx" + 2t"Dx" 4 2bIx" + t'Dt + 2b]x" 4+ 2bJt + 2sb]by +¢c =
x"TDx"” +2b{x" + (c — t'Dt + 2sb]by).

10.4

Podstawiajac s = (t"Dt —c)/(2b]b;) dostajemy
p(x) =x""Dx" + 2blx",

a zatem ,pozbywamy sie” wyrazu wolnego.

Niech E oznacza macierz n x n, E = [ey,..., €.y, 2by, T2, ..., T ], ktorej
poczatkowe kolumny sg kolumnami macierzy jednostkowej, dalej mamy wektor
2b,, a po nim wektory fs,...,f; wybrane sposréd wektoréw e, i1,..., €, tak,
aby macierz E byta nieosobliwa. Podstawiajac x” = E~"x" otrzymamy

p(X) — x///TE—1DE—TX/// 4 Zb]TE—Tx///‘

Macierz E skonstruowana w opisany wyzej sposbb spelnia nastepujace warunki:
E'DE " =D oraz E"'b; = }ex;v41. Dlatego po tym podstawieniu mamy

mT n T "
p(x) =x""Dx" + Crpvs1X -
To jest wtasnie trzecia postaé¢ kanoniczna wielomianu drugiego stopnia:

U%"""""yi_yiﬂ —"'—yiﬁ,"‘wavﬂ =0.

(zmienne y; sg wspoirzednymi wektora x"). Zbior rozwigzan powyzszego
réwnania jest niepusty (bo jego elementem jest wektor zerowy). Dowdd, ze zbiér
rozwigzan réwnania x'Ax + 2b"x + ¢ = 0, takiego ze uktad As = —b jest
sprzeczny (czyli kazdego réwnania drugiego stopnia, ktére mozna przez afiniczne
przeksztalcenie wektora niewiadomych sprowadzi¢ do tej postaci), nie ma srodka
symetrii jest umiarkowanie trudny i pozostawiam go na ¢wiczenia.

Rachunki przeprowadzone wyzej sa z jednej strony procedurg sprowadzania
réwnan do postaci kanonicznej, z drugiej za$ sg dowodem ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: Dowolne réwnanie drugiego stopnia n niewiadomych

o wspdétczynnikach rzeczywistych moze byc, poprzez odpowiednie afiniczne
przeksztatcenie wektora niewiadomych, przedstawione w jednej (i tylko
jednej) z trzech tzw. afinicznych postaci kanonicznych:

Yl Y Yhg — o~ Un =0,
Y Y = Yn — o~ Ym £ 1=0,
y%"’"""yi_yiﬂ _”'_yft+v+yﬂ+\’+1 =0,

przy czym m = v. W ogélnosct moze istnieé wiecej niz jedno przeksztatcenie
sprowadzajgce dane réwnanie do ktorejs z tych postact, ale liczby ™ 1 v sg
zawsze takie same.
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Klasyfikacja zbioréw stopnia 2 w plaszczyznie

Poniewaz kazde réwnanie dwoch zmiennych 2-go stopnia ma jedng ze skoiczenie
wielu postaci kanonicznych, okreslenie czym jest zbidr rozwigzan sprowadza si¢ do
odpowiedniego nazwania zbioru rozwigzai réwnania w postaci kanonicznej.
Dowolne dwa réwnania o tej samej postaci kanonicznej maja zbiory rozwigzan
identyczne z doktadnos$cig to podobieristwa afinicznego. Mamy zatem takie
przypadki (symbole x i y oznaczaja niewiadome):

x? =0: Zbiorem rozwigzan jest prosta x = 0.

xt+y? =0: Zbiér jednopunktowy, x =y = 0.

x> —y?=0: Dwie proste, o réwnaniach x +y=0ix—y =0.
x2—1=0: Dwie proste réwnoleglte, x =11ix = —1.
x2+1=0: Zbiér pusty.

x> +y?+1=0: Zbiér tym bardziej pusty.
x*! —y? +1=0: Hiperbola.

x*+y? —1=0: Elipsa.

x*+y=0: Parabola.

Klasyfikacja zbioréw stopnia 2 w przestrzeni tréjwymiarowej

x2 =0: Plaszczyzna x = 0.
x? +y? =0 Prosta x =y = 0.
x*—y? =0: Dwie plaszczyzny, o réwnaniach x +y=01ix—y = 0.

Xyt 422 =0

Zbiér jednopunktowy, x =y =z =0.

X +y?—22=0: Stozek.

xt—1=0: Dwie plaszczyzny rownolegle, x =11 x = —1.
x2+1=0: Zbiér pusty.

Xy +1=0: Zbiér jak wyzej pusty.

X =y +1=0 Walec hiperboliczny.

X +yt—1=0: Walec eliptyczny.

X2+ yz 4+ 2241 =0: Zbir pusty.

x> +y>—2z>+1=0: Hiperboloida dwupowtokowa.
x*!+y?—z>—1=0: Hiperboloida jednopowlokowa.
x*+y?+2z>—1=0: Elipsoida.

x*+y=0: Walec paraboliczny.
x*+y*+z=0: Paraboloida eliptyczna.
X} —yr+z=0: Paraboloida hiperboliczna.

Powierzchnie drugiego stopnia, tj. elipsoida, stozek, walce, paraboloidy
i hiperboloidy sa nazywane kwadrykami.

10.6

Zbiory prostokreslne

Def. Zbiér S rozwigzan réwnania drugiego stopnia nazywa sie
zbiorem prostokreslnym, jesli kazdy jego punkt lezy na pewnej prostej afinicznej,
ktoéra jest zawarta w zbiorze S.

Na przyktad zbiér rozwiazari réwnania x> —y? = 0 na plaszczyznie jest zbiorem
prostokre§lnym, poniewaz sklada sie on z dwdch prostych. Nie jest zbiorem
prostokre§lnym elipsa, tj. zbiér rozwigzan réwnania x* +y? — 1 =0.

Znacznie ciekawiej to wyglada w przypadku zbioréw rozwigzai réwnai z trzema
niewiadomymi. My sprébujmy rozwiaza¢ w przypadku ogélnym (dla réwnan

z dowolng liczbg niewiadomych) nastepujacy problem: majac dane réwnanie,
nalezy stwierdzié, czy jego zbiér rozwigzan S jest prostokreslny i jesli tak, to
znalez¢ wszystkie proste przechodzace przez dowolny punkt x, € S, zawarte

w zbiorze S.

Niech p(x) = xTAx +2b"x + c. Jesli p(xo) = 0, to dowolny punkt x’ = x — X,
taki ze p(x) = 0, jest rozwigzaniem réwnania

xTAx' +2b"x' = 0.

Jesli b’ = 0, to mamy réwnanie x'TAx’ = 0, ktérego rozwigzaniem jest kazdy
wektor izotropowy formy kwadratowej reprezentowanej przez macierz A.

Jesli b’ # 0, to dowolny wektor x’ € R™ mozemy (jednoznacznie) przedstawic
w postaci sumy: x’ = db’ + z, dla pewnego wektora z spelniajgcego warunek
b’z = 0 (dowdd na éwiczeniach). Podstawiajac te sume, otrzymujemy

p(x) =p'(x) = (db’ +2)TA(db’ + 2z) +2b7(db’ + z) =
d’bTAb’ +2db"Az + z"Az +2db"Tb’.

Jesli powyzsze wyrazenie ma warto$¢ O dla pewnego wektora x’ = db’ + z, to
chcemy, aby byto p’(ex’) = 0 dla kazdego e € R. Poniewaz jednak b’Tb’ # 0, wiec
musimy przyja¢ d = 0. Istnieje niezalezny liniowo uktad wektoréw zi,...,z, 1,
taki ze b'Tz; =0dlai=1,...,n— 1 (spos6b znalezienia takich wektoréw bedzie
tematem dalszych wykladéw). Mozemy wiec przyja¢ x' = Zy, gdzie macierz
Z=1z1,...,2n1] € R" jest kolumnowo regularna. Poniewaz b'Z =0 ¢ R*,
wiec

p'(Zy) =y'(Z'AZ)y.

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie jednorodne p’(Zy) = 0, ktérego rozwigzania
okreslajg kierunki prostych zawartych w zbiorze rozwigzan réwnania p(x) =0,
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przechodzacych przez punkt x,. Wektory y spelniajgce to réwnanie sa wektorami
izotropowymi formy kwadratowej reprezentowanej przez macierz Z'AZ € R

Zadania 1 problemy

. Udowodnij, ze punkt s spelniajacy uklad réwnan As = —b jest srodkiem symetrii
zbioru rozwigzan réwnania x'Ax +2b"x + ¢ = 0.

Wykaz, ze niesprzeczno$¢ ukladu réwnan As = —b jest rownowazna
niesprzecznosci uktadu Dt = —b’, gdzie D = CTAC, b’ = C'b, dla dowolnej
macierzy nieosobliwej C. Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia $rodka
symetrii zbioru rozwiazan réwnania drugiego stopnia jest wiec niesprzecznosé
dowolnego z tych uktadow.

. Udowodnij, ze zbiér rozwigzan réwnania x'Ax + 2b"x + ¢ = 0, takiego ze uktad
réwnan liniowych As = —b jest sprzeczny, nie ma $rodka symetrii.

Wskazéwka: Uzasadnij, ze wystarczy zrobi¢ to dla macierzy A w postaci
kanonicznej. Udowodnij, ze jesli uktad z taka macierzg jest sprzeczny, to punkt O
nie jest §rodkiem symetrii zbioru rozwigzan réwnania x'Ax +2b"x 4 ¢ = 0.

. Oblicz, ile réznych rodzajéw zbioréw drugiego stopnia (tj. zbioréw rozwigzan
réwnan drugiego stopnia) w sensie klasyfikacji afinicznej jest w przestrzeni R™ dla
dowolnego n.

Podaj ile jest w tej klasyfikacji rodzajéw zbioréw, ktére majq Srodki symetrii.
Uwaga: Zbiér pusty jest zbiorem rozwigzan wiecej niz jednego rownania w postaci
kanonicznej.

. Znajdz wzory, ktore dla ustalonych wektoréw b # 0 i x umozliwiajg obliczenie
wektora z i liczby d, takich ze x = db + z oraz b’z = 0.

. Znajdz posta¢ kanoniczng D macierzy tréjdiagonalnej

Napisz macierz kongruenciji R, takiej ze D = RTAR.
. Zapisz w postaci macierzowej, a nastepnie sprowadz do postaci kanonicznej
réwnania

a) 42 —12xy +9y? +4x — 6y + 1 =0,
b) X2 +2xy —2yz— 2> +x—z =0.

Zidentyfikuj zbiory rozwigzan tych réwnan.

10.8

7. Zidentyfikuj zbiory rozwigzan réwnania
X +ay’+(a—2)22+(1—a)i=0
w zaleznosci od parametru a € R.

8. Zidentyfikuj (tj. dobierz odpowiednie nazwy i réwnania) powierzchnie drugiego
stopnia, ktérych fragmenty sg przedstawione na rysunku.

9. Ktore sposrod kwadryk (powierzchni drugiego stopnia w przestrzeni
tréjwymiarowej) sg prostokreslne?

Ile prostych zawartych w takiej powierzchni przechodzi przez kazdy jej punkt?
10. Wskaz zbiér srodkéw symetrii kazdej z kwadryk.
11. Znajdz wszystkie proste zawarte w zbiorze rozwigzan réwnania
X4yl —2Z2-1=0
przechodzace przez punkt [1,2,2].



Przestrzenie euklidesowe 1 unitarne
Macierze dodatnio okreglone

Pojecia macierzy dodatnio, nieujemnie, ujemnie i niedodatnio okreslonej, a takze
macierzy nieokreslonej, wigza sie z formami kwadratowymi reprezentowanymi
przez te macierze. I tak np. macierz hermitowska (czyli symetryczna w przypadku
rzeczywistym) A € K™" jest dodatnio okreslona, jesli dla kazdego wektora x € K",
x # 0, jest spelniona nieréwnosé

x"MAx > 0.

Czesto symbolicznie zapisuje sie to tak: A > 0, ale uwaga: niech to sie nikomu nie
myli z napisami takimi jak A > B, oznaczajacymi wczesniej przedstawiong relacje
czeSciowego porzadku miedzy macierzami A i B.

Twierdzenie (kryterium Sylvestra): Niech A¥) oznacza macierz o wymiarach
k x k, ktdra jest blokiem macierzy hermitowskiej A o wymiarach n X n,

powstatym przez odrzucenie koricowych n —k kolumn 1 wierszy. Macierz A
jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy det AW >0 dlak=1,...,n.

Dowéd: Jest oczywiste, ze warunek A® > 0dlak=1,...,n— 1 jest konieczny dla
dodatniej okreslonosci macierzy A = A™. Istotnie, gdyby byto inaczej, tj. gdyby
istniat wektor y € K, y # 0, taki ze y"A®y < 0, to dla wektora x otrzymanego
przez dopisanie n — k zer do wektora y mielibysmy x"Ax = y"A®My 0.

Dla macierzy dodatnio okre§lonej A istnieje macierz nieosobliwa C,, taka ze
CEA“‘) Cx = Ix. Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego mamy |det Cy[*det A% =1,
skad wynika nieré6wnoé¢ det A > 0. Zatem wyznaczniki wszystkich macierzy A®
otrzymanych z macierzy dodatnio okreflonej A sg dodatnie.

Nalezy jeszcze dowiesé, ze spelnienie nieréwnosci det A® > 0dlak=1,...,n jest
warunkiem dostatecznym dodatniej okreslonosci macierzy A. Udowodnimy to
indukcyjnie. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, zatézmy wiec, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla wszystkich macierzy hermitowskich o wymiarach mniejszych
niz n x n. Macierz A przedstawimy w postaci blokowej,

A A1) g
g"  am

i zatozymy, ze det A® >0 dlak =1,...,n. Stad i z zalozenia indukcyjnego

wynika, ze macierz A™ 1 jest dodatnio okreslona. Kongruencja o macierzy

R= |: L —(A(nfl))—1g :|

oH 1

sprowadza macierz A do postaci blokowo-diagonalnej (zobacz dowod
macierzowego twierdzenia Sylvestra):

A0
ot al

nn

A’ =R"AR =

] gdzie a/,, = ap, — gH(A(“*”Y1 g.

Wyznacznik macierzy R jest réwny 1, a zatem det A’ = det A > 0. Poniewaz

det A™=1 > 0, wiec musi by¢ a/, > 0. Dlatego dla dowolnego wektora

x =[] # 0 mamy x"A’x = y"A" Ty + |y, [2al, >0, a zatem macierz A, czyli
takze macierz A, ktora jest macierza przystajaca do A’, jest dodatnio okreslona. O

Iloczyny skalarne
Def. Niech V oznacza rzeczywista lub zespolong przestrzen liniowa. Forma

dwuliniowa (albo péttoraliniowa) ¢, taka ze odpowiednia forma kwadratowa ®
jest dodatnio okreslona, nazywa sie iloczynem skalarnym w przestrzeni V.

Przestrzen V z iloczynem skalarnym ¢ w przypadku rzeczywistym nazywa sie
przestrzenig euklidesows, a w przypadku zespolonym przestrzeniag unitarng.

Dalej w przypadku gdy forma ¢ jest iloczynem skalarnym, zamiast pisa¢ ¢(x,y)
bedziemy uzywaé krotszej notacji (x,y). Liniowa przestrzen euklidesowa lub
unitarna jest wiec szczegdlnym przypadkiem przestrzeni ortogonalnej. Przy okazji
zdefiniujemy najwazniejsze (niewatpliwie) pojecie geometrii:

Def. Przestrzen afiniczna E, ktérej przestrzen wektoréw swobodnych V jest
euklidesowa, nazywa sie przestrzenia afiniczng euklidesowsa.

W poprzednich wyktadach pojawito sie wiele faktéw majacych bezposredni
zwigzek z iloczynami skalarnymi. Mozemy je teraz zebra¢ i dokona¢ ponownej
interpretacji.

Dla dowolnego iloczynu skalarnego w przestrzeni V o wymiarze n istnieje baza

X = [x1,...,%n], taka Ze macierz iloczynu skalarnego w tej bazie jest jednostkowa.
Zatem jesli wektory x i y reprezentujemy za pomoca kolumnowych macierzy
wspoéltczynnikéw w bazie X, odpowiednio a i b € K" (czyli x = Xa i y = Xb), to

(x,y) = b"a.



Weczeéniej udowodnili§my nastepujaca nieréwno§é Schwarza: dla dowolnych
wektoréw x,y € K" (gdzie K oznacza cialo liczb rzeczywistych lub zespolonych)

jest XMyl < |1x||2]lyll2, gdzie |x]|2 & \/xHx. Udowodnimy ponownie t¢ nieréwnosé
dla wektoréw w dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarne;j:

106 Y) < V06 %)(Y, Y).

Dowdd: Jedli istnieje liczba a, taka ze x = ay lub y = ax, to oczywiscie zachodzi
réwnosé [{x, y)| = v/ (x,x)(y,y). Wystarczy zatem zbada¢ przypadek, gdy
wektory x i y sa liniowo niezalezne. Wtedy rozpinaja one przestrzen
dwuwymiarowg, w ktérej naszemu iloczynowi skalarnemu odpowiada macierz

_ | %) (y,x)
A= { xy) (yy) } '

Na podstawie kryterium Sylvestra det A > 0, czyli (x,x)(y,y) > [(x,y)|>. O

Funkcja f: V — R, okreslona wzorem f(x) = /(x,x) dla dowolnego ustalonego
iloczynu skalarnego ma nastepujace wtasnosci: jest dodatnia dla kazdego wektora
x € V z wyjatkiem 0, jest pétliniowa, tj. f(ax) = |a|f(x) dla kazdego a € K, x € V
i spelnia nieréwno$¢ tréjkata: f(x +y) < f(x) + f(y). Ten ostatni warunek wynika
z nieréwnosci Schwarza (dowod — ¢wiczenie). Dlatego funkcja f jest norma

i zamiast oznaczenia literowego bedziemy pisaé

Xl = v {x,%).

Przestrzen liniowa euklidesowa lub unitarna jest wiec przestrzeniag unormowang.
Oczywiscie, przyjmujac rozne iloczyny skalarne w ustalonej przestrzeni V (lub
w innej przestrzeni o tym samym wymiarze) otrzymamy rézne przestrzenie
unormowane, ale wszystkie te przestrzenie sg izomorficzne, a przy tym dla
kazdego iloczynu skalarnego istnieje baza (a nawet wiele baz), w ktérej macierz
tego iloczynu jest jednostkowa; jesli pewien fakt wyrazalny za pomocg iloczynu
skalarnego jest prawdziwy w jednej z tych przestrzeni, to ma on miejsce rowniez
we wszystkich pozostatych.

Norma przestrzeni K" dana wzorem ||x||; = vx'x, o ktérej wspomnialem, ze bywa
nazywana normga euklidesowsa, jest w szczegblnosci zwigzana z iloczynem
skalarnym, ktérego macierz w bazie ey,..., e, jest jednostkowa.

Dowolna norma w przestrzeni liniowej V okresla metryke w tej przestrzeni, za
pomoca wzoru p(x,y) = [|x — y||. W szczegdlnosci moze to byé

metryka euklidesowa, jesli zastosowana norma jest zwigzana z iloczynem
skalarnym. W zwiazku z ta metryka bedziemy uzywaé okreslern dlugos¢ wektora x
oraz dtugos¢ odcinka ab (ktéra jest odlegtoécia punktéw a i b, czyli dtugoscia
wektora a — b).

W pewnych zastosowaniach konieczne jest uzycie réznych iloczynéw skalarnych

w tej samej przestrzeni liniowej (na przyktad w celu szacowania normy pewnego
wektora przez inng norme tego wektora) i wtedy spotyka sie¢ oznaczenia w rodzaju
IX]la = v/ (X,%)q, ktére majg na celu identyfikacje uzytych iloczynéw skalarnych

i norm. Zauwazmy, ze pojecie dtugosct wektora jest zwigzane z konkretnym
iloczynem skalarnym, i w szczegbdlnodci w przestrzeni o wymiarze wigkszym niz 1
istniejg wektory x i y oraz iloczyny skalarne (-,-), i (-, )y, takie ze

[xXlla = v/ X)a < [Ylla = V/{Ys Y)a 012z [[X[[o = v/ (X, X)0 > [[Yllo = /(Y5 Y)o-

Izometrie przestrzeni euklidesowych i unitarnych

Def. Dowolne przeksztalcenie f przestrzeni metrycznych X; — X, nazywa sig
zanurzeniem izometrycznym, jesli dla a,b € X; jest p1(a,b) = p,(f(a), f(b)), tj.
odlegto$¢ kazdych dwoch punktéw jest niezmiennikiem przeksztalcenia f. Jesli
istnieje przeksztalcenie odwrotne do zanurzenia izometrycznego f, to
przeksztalcenie to (a takze jego odwrotnos¢) nazywa si¢ izometrig przestrzeni X
iXs.

Twierdzenie: Niech f oznacza przeksztatcenie lintowe przestrzeni euklidesowe;
lub unitarne; Vi na przestrzen euklidesowq lub unitarng V,. Przeksztatcenie f
jest zanurzeniem izometrycznym wtedy 1t tylko wtedy, gdy zachowuje iloczyn
skalarny, t3. dla dowolnych wektorow x,y € V; zachodzi réwnosé

<X3y>1 = <f(X), f(U))z

Dowdd: Jesli iloczyn skalarny wektoréw jest niezmiennikiem przeksztalcenia f, to
dla dowolnych wektoréw x,y € V; jest

px—y)=lx—yl =vVx—yx—y) = V(f(x) — f(y), f(x) — f(y)). =
[If(x) = f(y)|l = e2(f(x), f(y)),

a zatem przeksztalcenie f jest zanurzeniem izometrycznym. Z drugiej strony,

jesli f jest zanurzeniem izometrycznym, czyli zachowuje norme kazdego wektora,
to fakt, ze zachowuje réwniez iloczyn skalarny dowolnych dwoéch wektoréw wynika
z tozsamosci polaryzacyjnej. O

Jedli wymiary przestrzeni V; i V; sg skonczone, to przeksztalcenie odwrotne do
liniowego przeksztalcenia f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wymiary przestrzeni
sg réwne. W tym przypadku zanurzenie izometryczne f jest izometrig.



Pojecia kata
Def. Wektory x i y sa prostopadle (w sensie ustalonego iloczynu skalarnego (-, -))
jesli (x,y) = 0. Prostopadlos¢ wektoréw x i y bedziemy zapisywac symbolicznie

xLly.

Twierdzenie Pitagorasa:

Jesli wektory x 1y sq prostopadte, to |[x +yl* = |[x||* + |y|*
Jesli wektory x4, ...,Xx sq paramt prostopadte, to HZL XiHZ = Zlf:] [Pei|?.

Dowod tego twierdzenia, jako oczywisty, pomine (nalezy umie¢ go przeprowadzic).

Def. Podprzestrzenie V; i V; przestrzeni euklidesowej (lub unitarnej) V sg
prostopadle jedli x | y dla kazdego x € V; oraz y € V..

Def. Niech x i y beda niezerowymi wektorami w przestrzeni euklidesowej V.

Na podstawie nieréwnosci Schwarza liczba c, taka ze (x,y) = c||x||||ly||, spelnia
warunek |c| < 1. Dlatego istnieje liczba rzeczywista « € [0, 7], taka ze ¢ = cos «.
Liczbe te nazywamy miara kata niezorientowanego miedzy wektorami x i y.
Oznaczaé ja bedziemy symbolem arc(x,y).

Jest oczywiste, ze zawsze arc(x,y) = arc(y,x), a ponadto dla dowolnych liczb
dodatnich a, b, arc(ax,by) = arc(x,y). Latwo jest dowies¢, ze miara kata miedzy
wektorami jest niezmiennikiem kazdej izometrii. Mozna tez dowies¢, ze jesli dla
pewnych wektoréw x,y,u,v zachodzi réwnos¢ arc(x,y) = arc(u,v), to istnieje
taka izometria f oraz liczby dodatnie a i b, ze u = af(x) oraz v = bf(y). Na tej
podstawie mozna zdefiniowaé pojecie kata niezorientowanego przy uzyciu zasady
abstrakc;ji.

Def. Niech ~ oznacza relacje w zbiorze par (nieuporzadkowanych) niezerowych
wektoréw w przestrzeni euklidesowej V, okreslong przez warunek {x,y} ~ {u, v}
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f: V — Vi liczby dodatnie a, b, takie
ze u = af(x) oraz v = bf(y). Relacja ~ jest rownowaznoscia; kazda jej klase
abstrakcji nazywamy katem niezorientowanym. Klase, ktérej reprezentantem jest
para {x,y}, bedziemy oznaczali symbolem £(x,y).

Na podstawie rozwazan poprzedzajacych powyzsza definicje mozemy orzec, ze
miara kata niezorientowanego jest funkcja stala w kazdej klasie abstrakcji relacji ~
i jej warto$¢ jest inna w kazdej klasie abstrakcji. Ponadto miara kata
niezorientowanego jest niezmiennikiem wszystkich izometrii.

Pojecie kata niezorientowanego jest okreslone w przestrzeni euklidesowe]j

o dowolnym wymiarze. W odréznieniu od niego, pojecie kata zorientowanego
mozemy okresli¢ tylko w przestrzeni dwuwymiarowej. W tym celu wprowadzimy
nastepujaca relacje ,,~"” w zbiorze uporzgdkowanych par niezerowych wektorow
z takiej przestrzeni: (x,y) ~' (u,v) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje izometria f,
ktorej wyznacznik jest dodatni (czyli réwny +1) oraz dodatnie liczby a i b, takie
ze u = af(x) i v =bf(y).

Przypomnijmy, ze dwie bazy dowolnej przestrzeni liniowej sg zorientowane
zgodnie, jesli wyznacznik macierzy przejscia miedzy nimi jest dodatni, oraz
przeciwnie, jesli jest ujemny. Kazda baze zorientowang zgodnie z baza e, e;

(lub z dowolng ustalong bazg ortonormalng w przestrzeni innej niz RZ) nazwiemy
baza dodatnio zorientowang.

Def. Katem zorientowanym nazywamy kazdg klase abstrakcji relacji ~’ okreslonej
wyzej. Jesli para (x,y) jest reprezentantem pewnej takiej klasy abstrakcji, to
miarg kata zorientowanego nazywamy liczbe ¢ € (—m, 7, takg ze

cos ¢ = cosarc(x,y) oraz jesli wektory x,y stanowia baze dodatnio zorientowana,
to sin$ > 0, a w przeciwnym razie sin ¢ < 0. Miare kata zorientowanego

oznaczymy symbolem Arc(x,y).

W powyzszej definicji zawarte jest twierdzenie, ze miara kata zorientowanego jest
funkcjq stala w kazdej klasie abstrakcji relacji ~/, tj. liczba ¢ = Arc(x,y)

nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy, tj. pary (x,y). Czesto za miare kata
zorientowanego wygodnie jest przyja¢ kazda z liczb Arc(x,y) + 2kmt dla k € Z.

Niewatpliwie przydadza si¢ bardziej praktyczne wzory. Zatem, miara kata
niezorientowanego miedzy wektorami x i y jest to liczba «, taka ze

x,y)

OS X — .
Xyl

Miara kata zorientowanego miedzy wektorami x = ax; + bx; oraz y = cx; + dx;
w przestrzeni dwuwymiarowes, ktérej baza x1,x; jest dodatnio zorientowana
i ortonormalna, jest to liczba ¢, taka ze

ac + bd ad — bc

e mes '

cosp =
(a2 +b2)(c2 4 d2)

Miara kata zorientowanego jest niezmiennikiem izometrii zachowujacej orientacje
(tj. o dodatnim wyznaczniku). Miara kata niezorientowanego jest niezmiennikiem
kazdej izometrii.



Macierze Grama

Niech ¢ oznacza pewng forme péttoraliniowa w przestrzeni V. Dla dowolnych
wektoréw x,y € V mozemy w rachunkach formalnych napis y" - x interpretowaé
jako @(x,y) (trzeba tylko pamietac, jaka forme ¢ ustaliliSmy; jesli kto$ nie czuje
sie z ta notacja zbyt pewnie, to moze pisa¢ y" (bx).

Wezmy dowolne dwie bazy przestrzeni V, mianowicie X = [x1,...,Xn]
iY=1[yi,...,Yn]. Mozemy utworzy¢ macierz A = [@(x;, y;)];; i wtedy jesli a € K"
jest wektorem wspolczynnikéw pewnego wektora x € V w bazie X, zas b € K" jest
wektorem wspotczynnikéw wektora y € V w bazie Y, to ¢(x,y) = b"Aa.

W rachunkach symbolicznych powyzsza macierz mozemy oznaczaé¢ symbolem
@(X,Y) albo YH . X. Okazuje sie, ze wtedy mozemy stosowaé zwykte reguty
przeksztalcania iloczynéw macierzy i takie ,mnozenie” jest w szczegblnosci taczne.
Na przyklad dla a,b € K" mamy

©(Xa,Yb) = b"Y". Xa = (YD) - (Xa).

Powyzsze spostrzezenia stosuja sie w szczegblnosci do iloczyndéw skalarnych. Dla
ustalonych baz X i Y bedziemy pisaé¢ (X,Y) albo YH . X. Na podstawie kryterium
Sylvestra macierz (X, X) = X" - X jest dodatnio okreslona (i w szczegdlnosci
nieosobliwa). Macierz ta nazywa si¢ macierzg Grama bazy X.

Uwaga: Kropka odréznia w tej notacji mnozenie polegajace na obliczaniu wartosci
formy ¢ lub iloczynu skalarnego od zwyklego mnozenia macierzy, w celu
unikniecia niejednoznacznosci. W szczegélnosci rownosé Y - X = YH'X odpowiada
sytuacji, gdy macierze X i Y sa liczbowe i @(x,y) = y"x.

Rzuty prostopadte

Def. Rzutem na podprzestrzen V; przestrzeni liniowej V nazywamy
przeksztalcenie liniowe p: V — V; C V, takie ze dla kazdego x € V; p(x) = x.

Przestrzen V) nazywamy podprzestrzenia niezmienniczg przeksztalcenia p.

W szczegdlnosci przeksztalcenie tozsamosciowe jest rzutem, ktorego
podprzestrzenia niezmiennicza jest cala przestrzen V; inny trywialny przyktad
rzutu to przeksztalcenie zerowe.

Rzuty sg przeksztalceniami idempotentnymi, tj. p = p?. Zauwazmy, ze

w okre$leniu rzutu nie wystepuje pojecie iloczynu skalarnego. Istotnie, mozemy
okresli¢ rzut w dowolnej przestrzeni liniowej. W tym celu wybieramy
podprzestrzenie V; i V5, takie ze V =V; ® V;. Dowolny wektor x mozemy
jednoznacznie przedstawié¢ w postaci sumy wektoréw x; € V; i x; € V,.
Przeksztalcenie p, ktére wektorowi x przyporzadkowuje wektor x; jest rzutem na
podprzestrzen V;. Przeksztalcenie id — p jest réwniez rzutem, na

podprzestrzen V,.

Jesli wymiar podprzestrzeni V; jest rowny v, to rzad macierzy A rzutu na te
podprzestrzen jest rowny r. Macierz ta musi spetnia¢ warunek A2 = A.

W ogélnosci mozemy wybra¢ dowolng baze przestrzeni V; i uzupelni¢ jg (przez
dolaczenie wektoréw rozpinajacych podprzestrzen V,) do bazy calej przestrzeni V.
Macierz dowolnego rzutu na podprzestrzen V; w takiej bazie sktada sie¢

z 1 poczatkowych kolumn macierzy jednostkowej i n — r kolumn bedacych
dowolnymi kombinacjami liniowymi poczatkowych r kolumn.

Def. Rzutem prostopadlym na podprzestrzen V; przestrzeni euklidesowej lub
unitarnej V nazywamy rzut p, taki ze dla kazdego wektora x € V wektory p(x)
ix —p(x) sa prostopadte.

Mozna udowodni¢ (éwiczenie), ze dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje
dokladnie jeden rzut prostopadly na te podprzestrzei.

Twierdzenie: Rzut prostopadly p przestrzeni V ma podprzestrzen Vi, ktorej
bazg jest X = [x1,...,X,], mozna zapisaé w postact wyrazenia Macierzowego
p(x) = X(X" - X)7' X" . x, gdzie wyrazenie X! - X oznacza macierz Grama bazy
X.

Dowbd: Wystarczy dowiedé, ze jesli p = X(X" - X)'X" to imp =V, p> =p idla
kazdego wektora x prostopadlego do podprzestrzeni V; (czyli do wszystkich
wektorow w tej podprzestrzeni) p(x) = 0. Obliczajac

p(X) =X(X"- X)X X =X

przekonujemy sie, ze obrazem bazy X podprzestrzeni V; jest baza X, skad pierwsze
dwa warunki wynikajg natychmiast. Warunek y L V; jest réwnowazny warunkom
ylLxidlai=1,...,7, azatem X" -y =0, skad wynika réwnoéé¢ p(y) =0. O



Jesli V = K" i stosujemy iloczyn skalarny (x,y) = y"'x, to macierz rzutu
prostopadtego na podprzestrzen im A, gdzie A € K™', rank A = r, jest réwna
A(AMA)TAH,

Wazny przypadek szczegdlny rzutu prostopadlego to rzut na podprzestrzen
jednowymiarows, rozpieta przez ustalony wektor v # 0. W tym przypadku
macierz Grama ma wymiary 1 x 1; jej jedyny wspélczynnik jest rowny (v,v)
i rogpatrywany rzut prostopadly mozemy przedstawi¢ wzorem

Jesliv € K" i (x,y) = y"'x, to macierz rzutu przestrzeni K" na podprzestrzeri
lin{v} jest réwna ﬁwH, W przypadku rzeczywistym zamiast hermitowskiego
sprzezenia we wszystkich podanych tu wzorach wystepuje transpozycja.

11.10

Zadania i problemy

. Podaj (i udowodnij) warunek konieczny i dostateczny, aby macierz hermitowska A

byta ujemnie okre§lona, tj. aby dla kazdego wektora x # 0 byto x"'Ax < 0.

. Udowodnij (na podstawie nieréwnosci Schwarza) nier6wnos¢ trojkata dla norm

generowanych przez iloczyny skalarne.

3. Na wszelki wypadek jednak udowodnij twierdzenie Pitagorasa.

. Udowodnij, ze macierz (X,Y), dla dowolnych baz X = [x1,...,x,] 1Y =[y1,...,Ynl

i dowolnego iloczynu skalarnego jest nieosobliwa. Czy zawsze jest ona dodatnio
okreslona?

. Jaki warunek spelnia warto§¢ wyznacznika dowolnego przeksztatcenia, ktoére jest

izometrig?

. Udowodnij podane na wyktadzie wzory, ktére pozwalajg obliczy¢ miare kata

zorientowanego miedzy wektorami.

Wskazéwka: Trzeba udowodnié, ze suma kwadratéw wyrazen opisujacych sinus

i cosinus jest réwna 1, a ponadto ze znak obliczonego w ten sposéb sinusa zgadza
si¢ z definicja.

. Oblicz miare kata niezorientowanego i miare kata zorientowanego miedzy

wektorami [0,1]7 i [—1,—1]", przy zalozeniu, ze

a) macierz iloczynu skalarnego w bazie ey, e; jest jednostkowa,

b) macierz iloczynu skalarnego w bazie ey, e; jest réwna [ ]] _21 ] :

. Znajdz macierz Grama iloczynu skalarnego w R?, takiego ze baza

—_

o o —
—_
—_
—

jest ortonormalna (w sensie tego iloczynu).

. Znajd# macierz rzutu prostopadlego przestrzeni R® na podprzestrzer

a) rozpieta przez wektor [3,4,0]T,
b) rozpieta przez wektory [3,4,0]" i [8,—6, 117,

przy zalozeniu, ze iloczyn skalarny jest dany wzorem (x,y) =y’

X.

10. Niech

1
(fog) = | flxlgln)ax

Znajdz obraz wielomianu w(x) = x? + x W rzucie prostopadtym na podprzestrzen
rozpietg przez a(x) = 1.
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11. Znajdz macierz rzutu prostopadtego przestrzeni R[x], na przestrzeni R[x]; w bazie
[1,x,%?] dla iloczynu skalarnego

1
(f,g) = J fx)g(x) (1 +x) dx

12. Napisz procedure obliczania rzutu wektora x € R™ na podprzestrzen
jednowymiarowa rozpieta przez wektor v, taki ze viv = 1.

13. Udowodnij, ze dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje dokladnie jeden rzut
prostopadly przestrzeni euklidesowej lub unitarnej V na te podprzestrzen.

14. Niech A, B € C™" bedg macierzami hermitowskimi, nieujemnie okreslonymi.
Udowodnij, ze jesli dla dowolnego s € [0, 1] macierz (1 — s)A + sB jest dodatnio
okreslona, to dla kazdego t € (0, 1) macierz (1 —t)A + tB jest dodatnio okreslona.
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Bazy ortogonalne

Niech (V, (-, -)) bedzie ustalong przestrzenig euklidesowg lub unitarng, a V; jej
podprzestrzenig. Jak wiemy, istnieje dokladnie jeden rzut prostopadly przestrzeni
V na podprzestrzen V;. Jesli rzut ten oznaczymy symbolem ps, to przeksztalcenie
liniowe p, = id — p; jest rzutem prostopadiym na podprzestrzen V, C V, taka ze

dimV;+dimV; =dimV,dimV,;NV, =0, azatem V;® V, =V,
xeVi,yeV,= (x,y)=0.

W przypadku gdy dowolne podprzestrzenie V; i V, spelniajg powyzsze warunki
moéwimy, ze przestrzen V jest ich suma ortogonalng.

Poniewaz dla dowolnej podprzestrzeni V; istnieje (dokladnie jeden) rzut
prostopadly na te podprzestrzen, wiec dla dowolnej przestrzeni V; istnieje
(dokladnie jedna) przestrzen prostopadla do niej, V, taka ze przestrzen V jest

suma ortogonalng podprzestrzeni V; i V;.

Pojecie sumy ortogonalnej mozna rozszerzy¢ na dowolng liczbe (a nawet
nieskoniczenie wiele, ale nie jest to trywialne) podprzestrzeni parami
prostopadlych. Pojecie sumy ortogonalnej okresla sie tez w przestrzeniach
ortogonalnych innych niz euklidesowe i unitarne, tj. ktérych forma péttoraliniowa
nie jest iloczynem skalarnym (odpowiednia forma kwadratowa nie jest dodatnio
okreslona) — postepowanie w dowodzie twierdzenia Sylvestra przedstawia pewien
sposéb znalezienia takich podprzestrzeni.

W szczegdlnosci przestrzenn V mozna przedstawi¢ w postaci sumy ortogonalnej
podprzestrzeni jednowymiarowych. Baza przestrzeni V, ktéra jest suma baz
takich podprzestrzeni, nazywa sie baza ortogonalng. Kazde dwa elementy takiej
bazy sg wektorami prostopadtymi.

Ponizsze twierdzenie na temat baz w przestrzeniach z iloczynem skalarnym
stanowi analogie (a wlasciwie wzmocnienie) ogblnego twierdzenia dotyczacego
istnienia baz w przestrzeniach liniowych.

Twierdzenie: W dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej istniejg bazy
ortogonalne. Dowolny ortogonalny uktad wektorow roznych od wektora
zerowego mozemy rozszerzyé¢ do bazy ortogonalnej.

Uwaga: Twierdzenie to dla przestrzeni nieskonczenie wymiarowych zawiera kilka
subtelnosci, ktérych nie mozna pominaé, nawet jesli teraz nie bedziemy sie
wglebiali w ten temat. Po pierwsze, dotyczy ono innego pojecia bazy.

12.2

Baza Hamela to uklad wektoréw taki, ze dowolny element przestrzeni ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji liniowej (skoriczonej) tych
wektoré6w. Baza Schaudera to uklad wektoréw w przestrzeni unormowaneyj, taki
ze kazdy element tej przestrzeni ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
skoriczonej kombinacji liniowej albo nieskorniczonego szeregu (ktéry musi by¢
zbiezny w sensie uzywanej normy). MyS$my zajmowali si¢ dotad bazami Hamela,
ale pojecie bazy ortogonalnej w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej jest
zwigzane z bazami Schaudera. Oba pojecia w przestrzeni skoriczenie wymiarowej
sg identyczne. Jesli uktad wektoréw, ktéry chcemy rozszerzy¢ do bazy
ortogonalnej, jest nieskoiczony, to aby to bylo mozliwe, trzeba jeszcze zalozy¢, ze
dlugosci (tj. normy) tych wektoréw sg zawarte miedzy pewnymi dwiema liczbami
dodatnimi.

Uwaga: Przymiotniki ,prostopadly” i ,ortogonalny” mozna w zasadzie stosowac
zamiennie. Jest jeszcze jeden przymiotnik wystepujacy w tym znaczeniu,
mianowicie ,normalny” (ale pozniej jeszcze pojawi sig pojecie ,baza
ortonormalna”; druga czes$¢ przymiotnika w tym terminie oznacza co innego).

Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Zajmiemy sie nastepujacym zadaniem: Majac baze x1,...,X, przestrzeni
euklidesowej (lub unitarnej) V, nalezy znalezé baze yi,...,Yn, taka ze

Yi L yy dla i # k (baza yr,..., Y, jest ortogonalna),
lin{xq,...,x¢} =lin{ys,...,yx} dla k =1,...,n, oraz
<Xk,yk> >0dlak= 1,...,1’1.

W szczegdlnosci przekonamy sig, ze to zadanie ma jednoznaczne (z dokladnoscig
do n statych dodatnich) rozwigzanie.

Drugi z postawionych warunkéw oznacza, ze dla kazdego k wektor yy jest
kombinacja liniowg wektoréw xi,...,Xy, albo, réwnowaznie, wektoréw

Y1y .-+, Yx_1,Xk. Aby spelni¢ trzeci warunek, wystarczy przyjaé, ze wspdlczynnik
tej kombinacji liniowej przy x; jest dodatni — najbardziej oczywisty wybér to 1.

Wektory yi,...,Yn bedziemy konstruowaé kolejno. Wektor yy otrzymamy
dokonujac rzutowania prostopadtego wektora x, na podprzestrzen prostopadta do
przestrzeni rozpietej przez wektory xi,...,xx_1. Latwo mozemy sie przekonac, ze
w ten sposdb rzeczywiscie dostaniemy wektory spelniajace postawione warunki.
Istotnie, mamy wtedy

Xk = Yk + Zk,y
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gdzie zy € lin{xy,...,x¢1} = lin{yy,...,Yx1} oraz yy L zy. Jest oczywiste, ze
wektor Yy jest prostopadly do wektoréw yi,...,Yyx_1 (czyli kazdy z nich jest
prostopadty do yyx — relacja prostopadtosci wektoréw jest symetryczna),

a ponadto

(X1, Yx) = (Y + 2, Yx) = (Yx, Yi) + (21, Yx) > 0.

Opisany rzut mozemy konstruowac na wiele sposobéw, ktére réznia si¢ kosztem
realizacji. W szczegdlnosci, niech X = [xy,..., %111 Y = [Y1,...,Yx_1]. Wtedy
(zgodnie z wczesniej udowodnionym twierdzeniem)

ze = XXM X)X x = V(YR Y)Y kL

Jest jasne, ze mniej pracy wymaga zastosowanie bazy Y, poniewaz jej macierz
Grama jest diagonalna, co znakomicie ulatwia znalezienie jej odwrotnosci. Zatem,
na podstawie ostatniego wyrazenia mozemy napisac

k1
(X%, Y1)

=Xp — Zp =Xy — i
Yem M AR ;y@i»yi)

Na podstawie powyzszego wzoru mozemy napisaé¢ nastepujaca procedure, ktéra
realizuje algorytm ortogonalizacji Grama—Schmidta:

for k := 1 to n do begin

Y = X
fori:=1+to k—1 do
v -y w
Ye = Y
end;

Powyzsza procedura moze by¢ zastosowana w celu znalezienia bazy ortogonalnej
dowolnej przestrzeni euklidesowej lub unitarnej o wymiarze n. Stosujac jg nalezy
obliczyé %n(n + 1) iloczynéw skalarnych.

Zwiazek miedzy bazami X = [x,...,X,] 1 Y = [y1,...,Y,] mozemy przedstawié
w postaci réwnania macierzowego

X =YR,
w ktérym macierz R = (ry)i; € K" jest trojkatna gérna: ry; =0 dla i > j oraz
Tij = % dla i < j. Wspélczynniki diagonalne r;; macierzy R sg réwne 1, a zatem
detR =

12.4

Objetos¢ réwnolegltoscianu

Def. Niech x;,...,x, bedg ustalonymi wektorami w pewnej przestrzeni
euklidesowej. Réwnolegtoscianem k-wymiarowym rozpietym przez te wektory
nazywamy zbiér {x = Zlf:] aixi: a; € [0,1]}

Jednym z najwazniejszych zadan geometrii i analizy jest badanie miary réznych
zbioréw (w szczegdlnosci figur w przestrzeniach euklidesowych). Na przykiad
miarg odcinka moze by¢ dlugoé¢ tego odcinka. Innymi miarami sg funkcje, ktore
wyrazaja pole figury plaskiej lub objetoé¢ bryty. Nie dotykajac teorii miary
powiedzmy, ze:

Miara w przestrzeni V jest rzeczywistg funkcjg nieujemna, ktérej dziedzing jest
pewien podzbiér zbioru podzbioréw przestrzeni V (mogg istnie¢ tzw. zbiory
niemierzalne).

Znajac miare pewnego zbioru A mozemy podzieli¢ go na rozlaczne, mierzalne
podzbiory, a nastepnie poddaé te podzbiory takim przeksztalceniom, ktére nie
zmieniajg miary. Jesli ich obrazy sa roziaczne, to ich suma jest zbiorem
mierzalnym, ktérego miara jest réwna mierze zbioru A. W ten sposéb starozytni
Grecy obliczali pola i objetosci figur, tnac je (w wyobrazni) na kawalki i ukladajac
z nich inne figury, ktérych miary znali.

W przestrzeni euklidesowej mozna okre§li¢ pojecie prostopadto$cianu
k-wymiarowego (jest to réwnolegtoscian rozpiety przez k wektoréw parami
prostopadtych) i okresli¢ miare kazdego takiego prostopadioscianu jako iloczyn
dlugosci rozpinajacych go wektoréw. Tak okreslong miare mozna uogélni¢ na inne
podzbiory tej przestrzeni (to jest bardzo nietrywialna konstrukcja, poniewaz
mierzone zbiory moga mie¢ bardzo skomplikowany opis), przez co powstaje tzw.
k-wymiarowa miara Lebesgue’a, zgodna z intuicyjnym pojeciem ,dlugosci” (dla

k =1), ,pola” (dla k = 2) ,objetosci” (dla k = 3) itd. Kazda miara Lebesgue’a jest
funkcjg ciagly (ale Sciste wyjasnienie co to oznacza jednak pomineg) i na zbiorach
mierzalnych (w sensie tej miary) identycznych z doktadnoscig do izometrii
przyjmuje te sama wartosé.

Na obrazku obok mamy przyktad
réwnolegloscianu dwuwymiarowego, rozpietego U2 X3
przez wektory x; i x;. Jest on réwnowazny

przez rozklad (jak powiedzieliby starozytni
Grecy, oczywiscie w tltumaczeniu z jezyka
polskiego) réwnolegtoscianowi rozpietemu
przez wektory x; i y,; oba réwnolegloSciany maja X1

wiec te samg miare (objetos¢ dwuwymiarows).
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Wektor y, jest obrazem x, w rzucie prostopadtym na podprzestrzeil prostopadta
do x;. Poniewaz z réwnolegloboku (réwnolegloscianu dwuwymiarowego) przez
rozktad otrzymaliSmy prostokat, ktérego miara jest réwna iloczynowi diugosci
bokéw, wiec taka tez jest miara roéwnolegltoboku wyjsciowego. Widzimy tez, ze
takie samo pole beda miaty wszystkie réwnolegloboki rozpiete przez wektory x;
ix; + ax; dla dowolnego a € R.

Podobnie wyglada sytuacja dla réwnoleglo§cianéw o innym wymiarze. Jesli
pewien réwnoleglo$cian jest rozpiety przez wektory x;,...,Xy, to dodanie do
ktoregos z tych wektoréw dowolnej kombinacji liniowej pozostalych wektoréw da
nam réwnolegtoscian, ktérego k-wymiarowa objetos¢ jest taka sama
(réwnowaznos¢ przez rozkiad obu réwnolegloscianéw mozna sprawdzié
bezposrednim rachunkiem).

Rozwazmy ponownie proces ortogonalizacji Grama—Schmidta. Przypusémy, ze
wektory x1,...,Xx sg liniowo niezalezne, a zatem stanowia baze pewnej przestrzeni
liniowej. W wyniku ortogonalizacji dostaniemy pewien uktad wektoréw ys,..., Yk
i latwo jest przekonac sie, ze w §wietle poczynionych przed chwilg uwag
réwnoleglosciany rozpiete przez te dwa uktady wektoréw sg réwnowazne przez
rozklad. Maja one zatem te sama k-wymiarowg objetos¢. Drugi z tych
réwnoleglosciandéw jest k-wymiarowym prostopadioscianem i jego miara jest
réwna iloczynowi diugosci krawedzi (tj. iloczynowi dlugosci parami prostopadiych
wektorow yu, ..., Yi).

Jesli wektory xi,...,Xy s3 liniowo zalezne, tj. dla pewnego j wektor x; jest
kombinacja liniowa wektoréw x;,...,X;j_1, to procedura ortogonalizacji da

w wyniku wektor y; = 0; objetos¢ réwnolegloscianu rozpietego przez te wektory
jest réwna 0.

Niech X = [x1,...,%], Y = [Y1, ..., Yx] (uwaga: nie zaktadamy liniowe;j
niezalezno$ci wektoréw xi,..., Xy ani otrzymanych z nich yi,...,yx). Istnieje

macierz tréjkatna gérna R o wymiarach k x k, taka ze X = YR i det R = 1. Macierz
Grama uktadu x;,...,xy jest réwna

X, X) =X". X = (YR)" - YR = R"Y" . YR = R™(Y, V)R,

Zatem det(X,X) = det(Y,Y). Ale macierz (Y,Y) jest diagonalna i jej wspoéiczynniki
diagonalne sa réwne (yi, yi) = ||yi||* (a zatem s3 to kwadraty dltugosci wektoréw
Yi w sensie normy zwigzanej z iloczynem skalarnym (-,-)). Stad miara (objetos¢
k-wymiarowa) réwnolegtoscianu P rozpietego przez wektory xi, ..., Xy jest rowna

we(P) = 1/det(X, X)

12.6
Zauwazmy (wynika to z twierdzenia Pitagorasa), ze jesli uktad yi, ..., yx powstat
%z X1, ...,Xx W drodze ortogonalizacji, to ||xi|| > ||yi|| dlai=1,...,k, przy czym
réwnos¢ ||xi|| = ||yi|| zachodzi tylko wtedy, gdy x; = yi. Na tej podstawie mozemy
napisac
k k k
det(X,X) = det(Y, V) = [ [two,ue) = [ [ luell®> < T T Ixill™.
i=1 i1 i1
Udowodnilismy w ten sposéb nastepujaca nieréwnos§¢ Hadamarda: jesli
X =[x1y...,%, t0
k
det(X, X) < ] [ Ixll*
i1
Nieréwno$¢ ta jest ostra z wyjatkiem przypadku, gdy wektory xi,...,Xy sa parami

prostopadle, lub gdy ktérys z nich jest wektorem zerowym.
Iloczyn skalarny i funkcjonaly liniowe

Niech (V, (-, -)) oznacza skonczenie wymiarows przestrzen euklidesowg lub
unitarng. Wezmy pod uwage wyrazenie (x,y). Przy ustalonym wektorze y opisuje
ono funkcjonat liniowy; zatem dowolnemu wektorowi y odpowiada doktadnie
jeden funkcjonat liniowy f okreslony wzorem f(x) = (x,y).

Udowodnimy, ze przyporzadkowanie elementom przestrzeni V (wektorom)
elementéw przestrzeni sprzezonej V* (funkcjonatéw), okreslone powyzszym
wzorem, jest wzajemnie jednoznaczne. Inaczej méwiac, dla kazdego funkcjonatu
f € V* istnieje dokladnie jeden wektor y, taki ze dla kazdego x € V f(x) = (x, y).

W przestrzeni V istnieje baza ortogonalna ys,...,Yyn. Niech z; = myi. Latwo
jest przekonac sig, ze uktad funkcjonaléw fy,...,f,, takich ze fi(x) = (x,z;) dla
i=1,...,n, jest bazg przestrzeni V*, sprzezona z baza yi,...,Yn. Wystarczy
sprawdzi¢, ze jesli Y = [y1,...,Ynl 1 Z = [21,...,24] to (Y, Z) = 1,. Poniewaz

elementy bazy przestrzeni V* utozsamiliSmy z wektorami z przestrzeni V, wigc
mozemy to samo zrobi¢ z kazdym elementem przestrzeni V*. O

Tak wiec funkcjonatly liniowe na przestrzeni V mozemy utozsami¢ z wektorami

z tej przestrzeni. Izomorfizm przestrzeni V i V*, w troche wezszym kontekscie,
rozpatrywaliémy w pierwszym semestrze. Obecnie, znajac pojecie iloczynu
skalarnego, mozemy dokona¢ geometrycznej interpretacji funkcjonatu liniowego.
Zbiorem miejsc zerowych dowolnego niezerowego funkcjonatu f jest pewna
podprzestrzen o wymiarze n — 1 (hiperptaszczyzna). Jest ona zbiorem wektoréw



12.7

prostopadtych (w sensie iloczynu skalarnego przestrzeni V) do wektora y, ktéry
utozsamiliémy z funkcjonatem f. Wektor y prostopadty do hiperptaszczyzny
U C V zazwyczaj jest nazywany wektorem normalnym hiperptaszczyzny U.

Uwaga: Nie w kazdej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni z iloczynem skalarnym
dowolny funkcjonal liniowy mozna utozsamié¢ z pewnym wektorem; mozna to
zrobi¢ w tzw. przestrzeni Hilberta, czyli przestrzeni zupelnej (ktérej elementami
sa granice wszystkich ciaggéw Cauchy’ego zawartych w tej przestrzeni) — orzeka

o tym twierdzenie Riesza, ale to temat na wyktad z innego przedmiotu.

Iloczyn wektorowy w R>

W wykladzie o wyznacznikach znajduje si¢ definicja iloczynu wektorowego n — 1
wektoréw w przestrzeni K". Zbadamy, jak ta definicja ma sie do bardziej znanej
definicji ,,geometrycznej” iloczynu wektorowego dwoch wektoréw w przestrzeni
euklidesowej R® z iloczynem skalarnym (x,y) = y'x.

Iloczyn wektorowy dwoch wektoréw, x,y € R®, zdefiniowalismy jako funkcjonat
liniowy f okreslony wzorem f(z) = det[x, y, z]. Utozsamimy funkcjonal f z takim
wektorem n, ze dla kazdego wektora z jest f(z) = (z,n). Wiemy, ze wektor n jest
prostopadty do wektoréw x i y (kto nie wie, jak to udowodnié¢, niech powie to
teraz, lub zamilknie na wieki).

Niech z oznacza wektor prostopadty do wektoréw x i y (o ktérych zalozymy, ze sg
liniowo niezalezne) i taki, ze ||z||> = (z,z) = 1 (wektor taki istnieje, bo potrafimy
go skonstruowac; doktadniej, istniejg dwa takie wektory). Wektor z ma kierunek
wektora n, skad wynika, ze |(z,n)| = ||z|||n| = |[n||. Stad |[n|? = (z,n)? = det G,
gdzie G oznacza macierz Grama ukladu wektoréw x,y,z. Mamy

x,x) (y,x) (z,x) x,%) (y,x) 0
G= <[X»U>Z]> [X»U,ZD = <X,y> (U»U) <Z'vy> = <X,y> <U»U> 01,
x,z) (y,2) (z,2) 0 U

skad wynika, ze wyznacznik tej macierzy jest rowny

|n|2:detG:det[<<;‘:;‘>> 8;‘;] (X W,y) — (,y)?

Jak widzimy, dlugo$¢ wektora n jest réwna mierze (polu) réwnolegtoboku
rozpigtego przez wektory x i y. Korzystajac w dalszych rachunkach z réwnosci
(x,y) = ||x||[|[y|| cos e, gdzie & = arc(x,y), mozemy obliczy¢

[ = Il (1 — cos® &) = [[x[|*[|y |* sin” «.
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Zatem definicja iloczynu wektorowego podana wczesniej na wyktadzie,
w przypadku iloczynu wektorowego dwoch wektoréw w R?, jest réwnowazna
znanej definicji geometrycznej:
., 3 n=xAvy
Def. Iloczynem wektorowym wektoréw x,y € R
jest wektor n € R® prostopadty do x i y,
ktorego diugosé jest rowna ||n| = ||x||||y|| sin &,
gdzie o = arc(x,y) (uwaga: zawsze sin & > 0) T
i jesli wektory x i y sa liniowo niezalezne,
to uktad x,y,n jest zorientowany dodatnio. o
X
Zadania 1 problemy
. Udowodnij, ze jesli wektory xq,...,Xx € V sg rézne od wektora zerowego i parami
prostopadte, tj. (xi,%;) =0 dla i # j, to sa liniowo niezalezne.
. Sprawd? bezposrednim rachunkiem, ze jesli y; L y; dla i,j <k, i #j, to dla
kazdego wektora x zachodzi réwnosé
(%, Yi)
(yj,x Z Vi g
Przy tym jesli wektory ys,...,Yx-1,X sa liniowo niezalezne, to drugi argument
iloczynu skalarnego w wyrazeniu po lewej stronie nie jest wektorem zerowym.
. Zastosuj ortogonalizacje Grama—Schmidta do bazy 1, x,x? przestrzeni R[x],
z iloczynem skalarnym okreslonym za pomocg wzoru
1
(f,g) = | flrgl ax
0
. Znajdz wyrazenie macierzowe, ktére opisuje baz¢ sprzezona z baza
X =[xy,...,%n], wiedzac ze X = YR, gdzie macierz Y = [yy,..., Y] reprezentuje

baze ortogonalng.

5. Udowodnij, ze réwnolegtoician jest zbiorem wypuklym.

. Oblicz objgtosé (tréjwymiarows) réwnolegloscianu w przestrzeni euklidesowej R*

z iloczynem skalarnym (x,y) = y'x, rozpietego przez wektory [1,2,2,0],
[—2,2,0,1], [1,—1,1,—1]. Oblicz dlugosci krawedzi i pole powierzchni $cian tego
réwnolegloscianu.

. Oblicz katy miedzy wektorami rozpinajacymi réwnolegtoscian z poprzedniego

zadania (wystarczy obliczy¢ cosinusy tych katow).

. Niech x = [x1, X, 3] oznacza ustalony wektor w R®. Znajdz macierz X, taka ze dla

kazdego wektora y € R® zachodzi réwnosé Xy = x A y.
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Wskazéwka: Oblicz wektory x /A ey, x /\ e; i x /\ e; i skorzystaj z tego, ze uklad Wyjaénij, jak mozna obliczy¢ objetos¢ réwnolegloscianu na podstawie
e, ey, e; jest baza. wspoélrzednych jednorodnych jego wierzchotkow.
9. Udowodnij réwnowazno$¢ przez rozktad réwnolegtoscianu tréjwymiarowego
rozpietego przez dowolne wektory xq, Xz, X3 i réwnolegloscianu rozpietego przez
X1, X1 + axz, X3 + bx; + cx; dla dowolnych a,b,c € R.
Wskazowka: Trzeba zaczaé od przypadku a € [0,1], b = ¢ = 0, a nastepnie
uogdlni¢ wynik dla dowolnego a. Brzeg réwnolegtoscianu i jego kawatkdéw nalezy
przy tym zaniedbaé (objetos¢ brzegu jest réwna 0).
10. Objetos¢ k-wymiarowa sympleksu S, potozonego w przestrzeni R"™ z iloczynem
skalarnym (x,Yy) = y'x, ktérego wierzcholkami sa punkty po,..., Pk, jest réowna

w(S) = %\/det XX,
gdzie X = [x1,...,Xi] oraz x; = p; — po dla kazdego i. Réwnolegloscian
k-wymiarowy mozna podzieli¢ na k! symplekséw o jednakowej objetosci, ale nie
tedy droga, aby powyzszy wzér wyprowadzi¢. Rzecz w tym, ze dla k > 2
otrzymane sympleksy nie sg réwnowazne przez rozklad, tj. nie mozna zadnego

z nich podzieli¢ na skonczenie wiele czedci, z ktérych mozna by ztozyé kazdy inny.
Dlatego powyzszy wzoér otrzymuje si¢ w wyniku przejscia granicznego (rozpatrujac
podziaty sympleksu na nieskoriczenie wiele czesci), co oznacza obliczenie catki.
Udowodnij powyzszy wzoér, korzystajac z indukcji. W tym celu rozwaz sympleks
k-wymiarowy. Kazda jego $ciana jest sympleksem k — 1-wymiarowym; wybierz
jedna ze Scian i podziel sympleks na ,plasterki” o grubo$ci dx za pomoca
afinicznych przestrzeni k — 1-wymiarowych réwnolegtych do wybranej §ciany.
Objetos¢ k-wymiarowa kazdego plasterka jest w przyblizeniu (tym lepszym im
mniejsze dx) réwna dx - objetosé k — 1-wymiarowa ,podstawy” plasterka.
Wystarczy teraz znalezé odpowiednig funkcje podcatkows i obliczy¢ catke.

11. Udowodnij, ze objetos¢ k-wymiarowa sympleksu S o wierzchotkach w punktach

Poy-- -, Px € R™ mozna obliczy¢ na podstawie wzoru
1 ———
uk(S) = g det XTX)
w ktérym wystepuje macierz X = [xo, ..., X € R ktérej kolumny powstaty

przez dopisanie liczby 1 jako dodatkowej wspétrzednej do punktéw po, ..., Px-
Udowodnij nastepnie, ze jesli Y = [yo,. .. Yi] gdzie yi = wix; (liczby w; sg
dowolne, rézne od 0, czyli punkty po,..., Pk reprezentujemy za pomoca
dowolnych macierzy wspoétrzednych jednorodnych), to

1 VdetYTY

w(S) = .
k!|Hli<:0Wi‘



