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4.3 Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw
4.3.1 Wstep

Niedeterminizm stanowi jedno z kluczowych poje¢ wspodlczesnej informatyki teoretyczne;j.
Wiele fundamentalnych probleméw otwartych tej dziedziny, jak chociazby pytanie czy P=NP,
koncentruje si¢ na zrozumieniu sity niedeterminizmu. Sytuacja jest nieco prostsza w przy-
padku teorii automatéw, gdzie granice pomiedzy automatami deterministycznymi a niedeter-
ministycznymi sg lepiej zrozumiane. Celem prac z mojego osiagniecia jest wlasnie badanie
wilasnosci typowych form niedeterminizmu w odniesieniu do standardowych modeli automa-
téw.

7 abstrakcyjnego punktu widzenia, automat moze by¢ widziany jako skonczona maszyna,
parsujaca dang strukture i aktualizujaca swéj wewnetrzny stan w zaleznosci od wcezytanych
liter z ustalonego alfabetu. Jak si¢ okazuje, dopuszczenie niedeterminizmu (czyli zgadywa-
nia) w przypadku rozwazanego modelu automatéw, czesto znaczaco zwieksza sile wyrazu
danego modelu. Ponadto, nawet w sytuacjach, gdy sila wyrazu maszyn niedeterministycz-
nych pozostaje taka sama, automaty niedeterministyczne sa czesto wykladniczo mniejsze od
rownowaznych im automatéw deterministycznych. Rozbiezno$é ta staje sie jeszcze wigksza,
gdy rozwazymy modele maszyn alternujacych, gdzie oprécz standardowego niedeterminizmu
widzianego jako tryb egzystencjalny, dopuszczony jest réwniez dualny tryb uniwersalny. In-
terakcje pomiedzy tymi dwoma trybami modeluje sie tam za pomoca gry.

Niestety, opisane powyzszej korzysci ptynace z wigkszej sity wyrazu czy mniejszej liczby
stanow automatéw niedeterministycznych, nie przychodza za darmo. Radzenie sobie z niede-
terminizmem lub alternacja danej maszyny zwykle powoduje dodatkowe komplikacje w ma-
tematycznym wnioskowaniu na temat jej wlasnosci. Czesto oznacza to, ze maszyny takie
nie moga by¢ bezposrednio uzywane w pewnych zastosowaniach (np. automaty niedetermini-
styczne nie nadaja si¢ do rozwiazywania problemu syntezy). Ponadto, koniecznosé rozpatrze-
nia wielu éciezek wykonania danej maszyny znacznie podnosi ztozonos¢ obliczeniowa typowych
probleméw decyzyjnych i konstrukcji. W skrajnych przypadkach prowadzi to do nierozstrzy-
galnosci (jak np. dla problemu niepustosci automatéw alternujacych ze stosem).

Biorac pod uwage komplikacje zwiazane z niedeterminizmem i alternacja, naturalny wy-
daje sie pomyst poszukiwania modeli posrednich, gdzie sita tych trybéw jest czesciowo ogra-
niczona. Najlepiej byloby przy tym nie wyrugowaé w pelni jakiej$ mozliwosci zgadywania,



by méc skorzystaé z rozszerzonej sity wyrazu lub zwieztosci oferowanych przez brak petnego
determinizmu. Oznacza to koniecznos¢ poszukiwania zlotego Srodka: celem jest znalezienie
modelu, dla ktérego koszt radzenia sobie z niedeterminizmem jest mozliwie maly, przy jed-
noczesnym zachowaniu mozliwie wielu korzyéci ptynacych ze zgadywania. W ramach badan
w tym kierunku wyodrebniono nastepujace posrednie formy niedeterminizmu (dokladniejszy
opis tych form oraz referencje podane sa w dalszej czeéci autoreferatu):

(D) automaty deterministyczne, calkowicie pozbawione mozliwosci zgadywania;

(U) automaty jednoznaczne (ang. unambiguous), czyli te automaty niedeterministyczne,
ktore spelniaja dodatkowy warunek semantyczny, by dla kazdego wejécia istnial co
najwyzej jeden sposob zgadywania (czyli bieg) prowadzacy do akceptacji;

(G) automaty Good-For-Games (ozn. GFG), czyli te automaty niedeterministyczne,
w ktorych istnieje metoda pozwalajaca dokonywaé zgadywania, w oparciu wylacznie
0 juz wezytang cze$é¢ wejscia;

(N) automaty niedeterministyczne, dzialajace stale w trybie egzystencjalnym;

(A) automaty alternujace, gdzie tryby egzystencjalny i uniwersalny wchodza w nieogra-
niczong interakcje.

Kluczowe zalety plynace z silniejszych form niedeterminizmu sg do$é¢ jasne: automaty
niedeterministyczne moga zgadywacé kolejne przejscia; za$ automaty alternujace sa w prosty
spos6b zamkniete ze wzgledu na kombinacje boolowskie (dysjunkcje, koniunkcje i negacje).
7 drugiej strony, liczne wyniki pokazuja, ze rezygnacja z pelnej sily niedeterminizmu moze
przynosi¢ wymierne korzysci w odniesieniu do rozwazanych zastosowan. Klasycznym przy-
ktadem moga by¢ automaty jednoznaczne na stowach skonczonych: podobnie do automatéw
niedeterministycznych, sa one prosto zamkniete ze wzgledu na operacje odwracania stowa
wejéciowego; a jednoczesnie problem ich uniwersalno$ci mozna rozwiazywaé¢ w czasie wielo-
mianowym [SI85], pomimo tego ze jest on PSCAPE-zupelny dla ogélnych automatéw niede-
terministycznych [SM73]. Podobnie, automaty GFG moga by¢ uzywane wymiennie z automa-
tami deterministycznymi do rozwiazywania problemu syntezy; a ich symboliczne reprezentacje
bywaja prostsze od réwnowaznych automatéw deterministycznych [HP06] (Twierdzenie 4.7
ponizej pokazuje dalsze przewagi automatéw GFG nad deterministycznymi).

Celem naukowym prowadzonych przeze mnie badan byto precyzyjne zrozumienie zalezno-
$ci pomiedzy klasami automatéw, odpowiadajacymi wymienionym powyzej formom niedeter-
minizmu. Kladtem przy tym szczegdlny nacisk na poszukiwanie kompromiséw pomiedzy sita
wyrazu, liczbg stanéw, warunkiem akceptacji i ztozonoscig odpowiednich probleméw oblicze-
niowych.

Jak wynika bezposrednio z definicji powyzszych form niedeterminizmu, zachodza pomie-
dzy nimi oczywiste inkluzje, méwiace ze kazdy automat z danej klasy moze by¢ traktowany
jako automat z klasy szerszej: (D) < (U),(G) < (N) < (A); przy czym klasy (U) i (G)
sa a priori nieporownywalne. Inkluzje odwrotne, rozumiane literalnie w sensie zawierania si¢
odpowiednich klas automatéw, w prosty sposoéb nie zachodza dla wiekszosci modeli.

Praktycznie kazda inkluzja z powyzszej listy daje potencjalne miejsce na znalezienie kom-
promisu, pozwalajacego tworzy¢ efektywniejsze algorytmy operujace na danych automatach.
W tym celu nalezy znalez¢é odpowiedzi na fundamentalne pytania dazace do zrozumienia na-
tury takiej inklugzji. Pierwszym z nich jest pytanie o zawieranie sie odpowiednich klas jezykow:



Problem 4.1 Czy kazdy jezyk rozpoznawany automatem z klasy szerszej, daje sie tez rozpo-
znawad jakimé automatem z klasy wezszej?

W przypadku, gdy zawieranie sie klas jezykdéw nie zachodzi, konieczne jest zrozumienie, ktére
jezyki z szerszej klasy naleza tez do wezszej:

Problem 4.2 Czy istnieje dokladna charakteryzacja, lub chociaz gorne szacowanie ztozonosct,
mowigce ktore jezyki rozpoznawane automatamsi z klasy szerszej dajg sie rowniez rozpoznawaé
automatem z klasy wezszej?

7 kolei w przypadku, gdy klasy jezykdéw pokrywaja sie, istotne jest zrozumienie jaki jest koszt
transformacji automatéw z klasy szerszej do wezszej:

Problem 4.3 Czy daje si¢ oszacowaé wzrost komplikacji (np. liczby standw) przy translacji
automatu z klasy szerszej, do rownowaznego automatu z klasy wezszej?

Ponadto, ze wzgledu na asymetrie pojecia niedeterminizmu, wazna role w badaniu powyzszych
probleméw odgrywajg analogiczne pytania dla jezykéw z klasy dualnej, czyli dopelnienia
jezykéw rozpoznawanych przez rozwazane automaty.

Oczywiscie odpowiedzi na te pytania zaleza od konkretnego modelu rozwazanych maszyn.
Rozwaza si¢ np. automaty skoriczone, automaty z licznikami, czy automaty o réznych warun-
kach akceptacji. Sytuacja zmienia sie tez w zaleznosci od rozwazanych struktur (stéw, drzew,
itp.). Ze wzgledu na fakt, ze wiele pytan upraszcza sie dla struktur skonczonych, wiekszos$¢
badan koncentruje si¢ na stowach i drzewach nieskoniczonych.

Gléwne wyniki mojego osiagniecia naukowego koncentruja sie na szukaniu odpowiedzi na
powyzsze pytania w odniesieniu do wymienionych powyzej modeli automatow. Ze wzgledu
na nieco inny zestaw stosowanych technik, opis wynikéw wchodzacych w sklad osiagniecia
naukowego zostal rozbity na dwa nurty.

Pierwszy z omawianych nurtéw dotyczy automatéw na stowach nieskonczonych. Rozwa-
zane w tym przypadku warunki akceptacji to warunki Biichiego, co-Biichiego, Rabina, Streetta
i parzystosci (wraz z jego slabym wariantem). Badane w tym nurcie sa automaty skonczone
oraz ich rozszerzenie o §lepe liczniki. Prace wchodzace w sklad tego nurtu to prace [A], [D]
oraz [F]. Rozwazane w tym nurcie formy niedeterminizmu to automaty GFG oraz jedno-
znaczne.

Drugi z nurtéw dotyczy drzew nieskoriczonych. Badana jest tutaj granica pomiedzy auto-
matami jednoznacznymi, niedeterministycznymi oraz alternujacymi. Gléwny nacisk ktadziony
jest na warunki akceptacji Biichiego oraz stabe warunki parzysto$ci. Prace z tego nurtu to
prace [B], [C] oraz [E].

Wyniki tych prac sa zaprezentowane w odniesieniu do wezeéniejszego stanu wiedzy. Z tego
wzgledu cytowane sa twierdzenia i hipotezy z innych publikacji, nie wchodzacych w sktad
osiagniecia naukowego. Twierdzenia pochodzace z prac wchodzacych w sktad tego osiggniecia
sa oznaczone znakiem s na marginesie.

4.3.2 Pojecia wstepne

Ogélne wprowadzenie do uzywanych poje¢ i notacji teorii automatéw mozna znalezé mie-
dzy innymi w [Tho96]. Odniesienia do deskryptywnej teorii mnogosci sa oparte o prezentacje
w [Kec95]. Uzywana tu notacja i nomenklatura pochodzi z [Skr16].



Przypomnijmy, ze automat niedeterministyczny na slowach nieskonczonych to krotka
A = 3,Q,q1,6,)\), gdzie ¥ jest alfabetem skoniczonym; () to skonczony zbiér stanéw au-
tomatu; ¢ € Q to stan poczgtkowy; 6 € Q x ¥ x @ to relacja przejscia automatu; zas§ A to
warunek akceptacji. Automat deterministyczny to szczegllny przypadek automatu niedeter-
ministycznego, w ktérym 6: @ x 3 — @ jest zaleznoscia funkcyjna. Biegiem automatu na
danym stowie nieskoriczonym « € ¢ jest nieskonczone stowo p € Q¥ etykietowane stanami
automatu, takie ze p(0) = ¢ za$ dla n = 0,1,... kolejne stany p(n) i p(n+1) zgadzaja sie
z litera (n) i relacja przejscia 8, czyli: (p(n), a(n), p(n+1)) € 6.

Warunek akceptacji A decyduje, ktore ciagi stanéw p € Q¥ sa uwazane za akceptujgce.
Warunek parzystosci to funkcja A: Q@ — N przypisujaca stanom ich priorytety. Nieskon-
czony ciag standéw spelnia ten warunek, jedli najwiekszy priorytet wystepujacy nieskonczenie
czesto jest liczba parzysta. Méwimy, ze warunek parzystosci A ma indeks (i,7) dla i < j,
jesli rg(A) < {i,...,J}. Slaby warunek parzystosci to warunek parzystosci, w ktérym priory-
tety stanéw sa niemalejace wzdluz przej$é automatu. Warunki Biichiego i dualny (nazywany
co-Biichiego) mozna rozumie¢ jako warunki parzystosci odpowiednio indeksu (1,2) i (0,1).
Warunek Rabina to dysjunkcja pewnej rodziny warunkéw parzystosci indeksu (1,3). Waru-
nek Streetta to negacja warunku Rabina.

Automat na nieskonczonych drzewach binarnych jest podobny do automatu na stowach
oprécz tego, ze jego relacja przejscia to podzbidr @ x X x @ x Q w przypadku niedetermi-
nistycznym; lub funkcja 6: Q x ¥ — @Q x Q w przypadku deterministycznym. Bieg takiego
automatu na drzewie t to drzewo p: {L,rR}* — @, takie Ze p(e) = ¢r oraz dla kazdego wierz-
cholka v € {r,r}* zachodzi (p(v), t(v), p(vL), p(vr)) € &. Bieg taki jest akceptujacy, jesli spelnia
warunek akceptacji na wszystkich galeziach nieskonczonych drzewa.

Jezyk L(A) rozpoznawany przez dany automat niedeterministyczny to zbiér tych stéw lub
drzew nieskoriczonych, na ktorych istnieje bieg akceptujacy. Automaty alternujace réznia sie
od automatéw niedeterministycznych tym, ze funkcja przejscia przypisuje stanom i literom
pozytywne kombinacje boolowskie kolejnych stanéw. Semantyke takich przej$é interpretuje sie
w terminach gry. Stowo lub drzewo nieskonczone nalezy do jezyka rozpoznawanego przez taki
automat, jesli gracz pozytywny ma strategie wygrywajaca w odpowiedniej grze. Jezyk (czyli
zbiér stéw lub drzew) nazywamy regularnym, jesli daje si¢ rozpoznawaé niedeterministycznym
(réwnowaznie alternujacym) automatem parzystosci.

Automat niedeterministyczny nazywamy jednoznacznym, jesli na kazdym wejsciu (stowie
lub drzewie) posiada on co najwyzej jeden bieg akceptujacy.

4.3.3 Niedeterminizm w przypadku stéw — automaty GFG

Prace [A] i [D] koncentruja sie na przypadku automatéw na stowach nieskonczonych.
Celem tych prac jest zrozumienie réznic pomiedzy automatami deterministycznymi a auto-
matami GFG.

Definicja 4.4 Automat niedeterministyczny A na stowach nieskoriczonych jest nazywany
GFG (ang. Good-For-Games), jesli istnieje funkcja o: ¥* — @, taka, ze dla kazdego stowa
nieskoniczonego akceptowanego przez automat o € L(A) € X%, cigg standw p € Q¥ uzyskany

jako p(n) dzefa(a[n) dlan=0,1,... jest biegiem akceptujgcym A na «.
Oznacza to, ze istnieje sposéb (podpowied?), pozwalajacy wybieraé przejScia automatu

GFG w oparciu jedynie o juz wezytang czesé stowa wejsciowego. Powyzsze wymaganie méwi,
ze ilekroé¢ wezytywane stowo nalezy do jezyka rozpoznawanego przez ten automat (czyli daje



sie przez niego zaakceptowa¢ w sposéb niedeterministyczny), to stany wybrane w oparciu
0 powyzsza podpowiedZ stanowig bieg akceptujacy. Innymi stowy jest mozliwe, by w kaz-
dym momencie czytania stowa wejéciowego wybieraé kolejne przejécie, bez znajomosci dalszej
czesci stowa wejSciowego, i mimo to zaakceptowaé¢ wszystkie stowa, ktore w ogdle daje sie
zaakceptowad.

Klasa automatéw GFG zostala wprowadzona w pracy [HP06]. Motywacja stojaca za ta
definicja jest taka, ze automat GFG (w przeciwienstwie do ogdlnego automatu niedetermini-
stycznego) moze by¢ stosowany bezposrednio w kontekscie gier, na przyklad w rozstrzyganiu
problemu syntezy. Oznacza to, ze znalezienie automatéw GFG, ktére sg prostsze niz réwno-
wazne im automaty deterministyczne, dawaloby szanse na szybsze algorytmy dla tego pro-
blemu. Niezalezne badania nad pojeciem GFG, pod nazwa automatéw history deterministic,
byly prowadzone w odniesieniu do warunkéw ograniczonosci i funkcji kosztu [CL10, Coll3].

Szczegdlnym przypadkiem automatow GFG sa takie, gdzie daje si¢ znalezé rownowazny
automat deterministyczny wewnatrz struktury danego automatu:

Definicja 4.5 Niedeterministyczny automat A nazywamy DBP (ang. determinisable by pru-
ning), jesli istnieje automat A’ powstaly z A przez usuwanie standw i przejsé, taki ze A’ jest
deterministyczny, a jezyki A i A’ sq réwne.

Ze wzgledu na fakt, ze juz deterministyczne automaty parzystodci rozpoznaja wszystkie
jezyki regularne stéw nieskonczonych, odpowiedz na Problem 4.1 jest w sposéb trywialny
prawdziwa, zaréwno dla automatow GFG jak i DBP.

Punktem wyjscia do rozwazan z pracy [A] byla wczesniejsza praca [BKKS13] pokazujaca
nastepujace dwa twierdzenia, odpowiadajace na odpowiednie wersje problemu inkluzji dla
rozwazanych klas automatow:

Twierdzenie 4.6 ([BKKS13])
a) Klasa automatéw GFG pokrywa sie z klasq automatéw Good-For-Trees'.
b) Istniejg automaty GFG z warunkami Biichiego i co-Biichiego, ktdore nie s¢ DBP.

Pierwszy z wynikéw wskazuje na zwiazek pomiedzy automatami GFG na stowach nieskon-
czonych, a pewna klasa jezykow drzew (klasa ta moze by¢ widziana jako pewne zawezenie jezy-
kéw rozpoznawanych przez automaty deterministyczne). W tym kontekscie, wyniki dotyczace
np. determinizacji automatéw GFG moga by¢ widziane jako wyniki dotyczace determinizacji
szczegblnych przypadkéw automatéw niedeterministycznych na drzewach nieskonczonych.

Drugi z powyzszych wynikéw sygnalizuje, ze automaty GFG moga mie¢ istotnie niede-
terministycznag strukture. Wynik ten jednak nie rozstrzygnat, czy automaty GFG moga by¢
istotnie prostsze od deterministycznych — dla podanych tam przyktadéw istnieja réwnie proste
automaty deterministyczne. Innymi stowy, Problem 4.3 pozostal otwarty w przypadku auto-
matéw GFG. To wlasnie pytanie bylo punktem wyjscia w pracy [A], ktérej gléwne wyniki
dotyczace determinizacji sg nastepujace:

! Automaty Good-For-Trees to automaty na stowach nieskoniczonych, ktére mogg byé uzyte do rozpoznawa-
nia jezykéw drzew nieskorficzonych postaci Path(L) — jezyk taki zawiera wszystkie drzewa czeéciowe, ktérych
wszystkie nieskoniczone Sciezki naleza do danego jezyka stéw L < ¥%.



* Twierdzenie 4.7 ([A])

a) (Twierdzenie 1.) Istniejq automaty GFG z warunkiem co-Biichiego o 2n+1 stanach,
takie ze kazdy rownowazny im automat deterministyczny ma przynajmniej % stanow.

b) (Twierdzenie 8.) Istnieje algorytm, ktory wezytuje automat GFG z warunkiem Biichiego
o n stanach i zwraca réwnowainy mu automat deterministyczny o O(n?) stanach.

Dowéd Punktu a) tego twierdzenia przebiega przez konstrukcje rodziny automatéow GFG.
o ile fakt, ze automaty te istotnie sa GFG jest do$¢ prosty, o tyle wykazanie dolnego ograni-
czenia na rozmiar ich determinizacji wymaga argumentu w stylu pompowania. Co ciekawe,
argument nie przebiega przez wskazanie bezposredniego schematu (w stylu petli w jakims
grafie), ktérego rozpatrzenie prowadzi do poszukiwanej sprzecznosci. Zamiast tego, uzyty jest
argument pompowania granicznego: tworzona jest pewna rodzina biegéw o okreslonych wia-
snosciach, a nastepnie dzigki topologicznej zwartosci odpowiedniego zbioru biegéw, wybierany
jest bieg graniczny, spelniajacy jednoczeénie wszystkie te wlasnosci.

Dowéd Punktu b) powyzszego twierdzenia opiera sie na konkretnym algorytmie wczy-
tujacym automat GFG A i przeprowadzajacym na nim modyfikacje. Punktem wyjécia jest
rozwazenie gry sprawdzajacej, czy A istotnie jest GFG (jest to tzw. gra GFG). Dzigki zaloze-
niu na temat A, wiemy ze gracz pozytywny ma strategie wygrywajaca w tej grze. Nastepnie
nalezy rozpatrzy¢ pewna konkretna strategie tego gracza, ktéra optymalizuje tzw. sygnatury
parzystosci [SE89, Wal96]. Dobre wlasnosci kombinatoryczne tej strategii umozliwiaja prze-
prowadzenie indukcyjnego uproszczania jej struktury, az do otrzymania malego automatu
deterministycznego dla jezyka L(.A).

Poniewaz warunek Biichiego odpowiada indeksowi parzystosci (1, 2) (analogicznie warunek
co-Biichiego odpowiada indeksowi (0, 1)), to wyniki Twierdzenia 4.7 daja pelna klasyfikacje
wzrostu liczby standéw przy determinizacji automatéow GFG z warunkiem parzystodci: wzrost
jest wielomianowy dla warunkéw indeksu (1,2) i nizszych; a wykladniczy dla warunkéw in-
deksu (0,1) i wyzszych. Ponadto, Punkt a) Twierdzenia 4.7 pokazuje, ze automaty GFG
moga by¢ istotnie mniejsze od réwnowaznych im automatéw niedeterministycznych. Ozna-
cza to, ze faktycznie w pewnych sytuacjach zastosowanie automatéw GFG moze prowadzié
do wykladniczo szybszego rozwiazania problemu syntezy, anizeli opierajac si¢ na automatach
deterministycznych.

Kontynuacja badan nad réznicami pomiedzy automatami deterministycznymi a GFG byta
prowadzona w pracy [D]. Przyjeta tam miara podobienstwa, zamiast liczby stanéw, oparta
byla na pojeciu typowalnosci. Ponizsza definicja prezentuje to pojecie w odniesieniu do auto-
matéw GFG:

Definicja 4.8 Rozwazmy dwa typy warunkéw akceptacji X i N'. Mowimy, Ze automaty GFG
A sqg N-typowalne jesli: ilekroé¢ A jest automatem GFG o warunku X, takim Ze jezyk L(A)
daje sie rozpoznawaé deterministycznym automatem o warunku N, to istnieje automat GFG
A’ o tej samej strukturze co A, ale z warunkiem akceptacji .

Pojecie to zostalo wprowadzone w pracy [KPB94] w odniesieniu do automatéw determi-
nistycznych. Z kolei w pracy [KMMO06] autorzy wykazuja przyklady braku wlasnosci \'-ty-
powalnosci dla automatéw niedeterministycznych. Celem pracy [D] bylo zbadanie w jakim
zakresie pojecie to przenosi sie na automaty GFG, czyli na ile sa one podobne do automa-
toéw deterministycznych. Zgodnie z definicja, pojecie bycia A-typowalnym moze by¢ widziane



Dop. w | W
z

Staby

Biichiego Wielomianowy

Co-Biichiego
Parzystosci ?
Wykt.

Rabina

Streetta ﬁ

Tablica 1: Wzrost liczby stanéw przy dopelnianiu automatéw GFG. Uzyte sa oznaczenia na
warunki akceptacji: W — staby parzystosci; C' — co-Biichiego; B — Biichiego; P — parzystosci;
R — Rabina i S — Streetta.

jako instancja Problemu 4.3, gdzie jako komplikacje rozumiemy ztozonos¢ warunku akceptacji
automatu, bez zmiany jego struktury.

Gléwne wyniki [D] dotyczace typowalnosci automatéw GFG sa przedstawione ponizej.
Wyniki te korzystaja z pojecia $cistosci automatu GFG (ang. tightness), méwiacego ze auto-
mat nie zawiera zbednych przejs¢ z punktu widzenia pewnej funkcji o zaswiadczajacej temu,
ze jest on GFG.

* Twierdzenie 4.9 ([D])
a) (Twierdzenie 10.) Sciste automaty GFG z warunkiem Streetta sq co-Biichi-typowalne.
b) (Twierdzenie 11.) Scisle automaty GFG z warunkiem Rabina sq Biichi-typowalne.
b) (Przyklady 11., 12.) ZaloZenie Scistosci w obu powyzszych twierdzeniach jest konieczne.

¢) (Whniosek 16.) Scisle automaty GFG z warunkami Streetta i Rabina sq typowalne dla
stabego warunku parzystosci.

Ponadto, praca ta przyniosta kolejne rozszerzenia, oparte o wyniki z pracy [A], dotyczace
determinizacji i dopeliania automatow GFG:

*x Twierdzenie 4.10 ([D])

a) (Wniosek 14.) Rozwazmy automat GFG A z warunkiem Rabina i n stanami. Jesli L(A)
daje sie rozpoznawaé deterministycznym automatem Biichiego, to istnieje determini-
styczny automat Biichiego rozpoznajgcy L(A) o O(n?) stanach.

b) (Twierdzenie 17.) Automaty GFG ze slabym warunkiem parzystosci sq DBP.

¢) (Twierdzenie 20.) Dopelnienie automatow GFG ze zmiang warunkéw akceptacji jest
podsumowane w Tabeli 1 (patrz Tabela 2 w pracy [D]).

Wreszcie, Sekcja 3 pracy [D] rozwaza pojecie typowalnoéci dla automatéw jednoznacznych:
definicja typowalnosci jest taka sama jak w Definicji 4.8, z tym ze wymagamy by automat A
byl jednoznaczny (a niekoniecznie GFG), za$ A" moze byé¢ dowolnym automatem niedetermi-
nistycznym. Uzyskane w tym zakresie wyniki sa nastepujace:



* Twierdzenie 4.11 ([D])

a) (Przyklady 7. © 8.) Jednoznaczne automaty parzystosci nie sq ani Biichi, ani co-Biichi
typowalne.

b) (Stwierdzenie 9.) Jednoznaczne automaty parzystosci ktore s¢ GFG, sq tez DBP.

Przedstawione wyniki pracy [D] mozna podsumowaé nastepujaco. Po pierwsze, automaty
GFG maja podobne wlasnoéci typowalnoéci co automaty deterministyczne. Po drugie, pod
wzgledem dopelniania automaty GFG znajduja sie $ciéle pomiedzy automatami determini-
stycznymi a niedeterministycznymi. Wreszcie Punkt a) Twierdzenia 4.11 pokazuje, ze z per-
spektywy typowalnoéci automaty jednoznaczne bardziej przypominajg niedeterministyczne
niz deterministyczne. Z kolei Punkt b) Twierdzenia 4.11 pokazuje, ze wymaganie jednoznacz-
noéci trywializuje automaty GFG.

4.3.4 Niedeterminizm w przypadku sléw — automaty ze $lepymi licznikami

Jednym z najprostszych sposobéw wzmocnienia sity wyrazu automatéow skonczonych jest
dodanie Slepych licznikéw. Automat taki, nazywany automatem BMC (ang. blind multi-coun-
ter), oprécz zbioru stanéw @, posiada tez skoniczony zbiér licznikéw C' o wartosciach w liczbach
naturalnych. Poczatkowo wszystkie liczniki przyjmuja wartosé 0. Relacja przejécia takiego
automatu to skoniczony zbiér 0, zawierajacy przejscia. Przejscie (q,a,7,q') € § oznacza, ze
automat moze ze stanu q € QQ wezytadé litere a € X 1 przej$é do stanu ¢’ € (), zmieniajac przy
tym wartoéci licznikéw zgodnie z podanym wektorem 7 € ZC — jezeli oznaczaloby to, ze ktérys
licznik musi przyja¢ wartos¢ ujemna, to przejscie takie nie jest mozliwe. Oprécz powyzszego
ograniczenia, wartosci licznikow nie wpltywaja na dzialanie automatu, stad nazwa mowiaca
o Slepych licznikach. Warunek akceptacji A takiego automatu jest zadany wylacznie w oparciu
o cigg odwiedzonych stanéw.

Pojecie automatéw BMC jest motywowane modelami VASS (ang. vector addition systems
with states) oraz powiazanymi z nimi sieciami Petriego. Ze wzgledu na wrodzony niedeter-
minizm tych modeli, réwniez automaty BMC zwykle rozpatruje sie w wariancie niedetermi-
nistycznym. Fakt, ze automaty takie nie moga explicite testowaé¢ wartosci swoich licznikéw
powoduje, ze problem niepustosci jest dla tego modelu rozstrzygalny. Dodatkowo, ze wzgledu
na dostepny w tym modelu niedeterminizm, nietrudno pokazaé, ze sita wyrazu tych automa-
téw nie zalezy od tego czy warunek akceptacji to warunek Biichiego, Streetta, Rabina czy
parzystosci. Z tego wzgledu czesto méwimy po prostu o niedeterministycznych automatach
BMC, bez specyfikowania warunku.

Praca [FS14] pokazuje, ze w ogélnosci niedeterministyczne automaty BMC sa silniejsze od
swoich deterministycznych wariantéw, czyli stanowi odpowiedZ na Problem 4.1 w odniesieniu
do tej klasy:

Twierdzenie 4.12 ([FS14]) Istnieje jezyk rozpoznawany przez niedeterministyczny automat
2

BMC, ktorego nie rozpoznaje zaden deterministyczny automat BMC z warunkiem parzystosci®.

Rozumowanie podane w pracy [FS14] jest oparte o argument topologiczny: zaprezento-
wano tam przyklad jezyka o ztozonoéci topologicznej X9, ktéra wykracza poza zlozonosé topo-
logiczng deterministycznych maszyn z warunkiem parzystosci. Przyklad ten w ograniczonym

2W istocie jezyk ten nie jest rozpoznawany nawet przez deterministyczne maszyny Turinga z warunkiem
parzystosci.



stopniu korzysta z niedeterminizmu, sprawialo to wrazenie, ze trudno jest poda¢ istotnie bar-
dziej skomplikowany jezyk w obrebie rozwazanego modelu. Sugerowato to, ze klasa X9 stanowi
jednoczeénie gérne ograniczenie ztozonosci topologicznej niedeterministycznych automatéw
BMC. W takim przypadku byloby niewykluczone, ze istnieje model maszyn deterministycz-
nych (albo chociaz jednoznacznych), z relatywnie prostym warunkiem akceptacji (np. w klasie
39), ktére sa w stanie rozpoznawaé wszystkie jezyki rozpoznawane przez niedeterministyczne
automaty BMC. Pomimo badan, modelu takiego nie udato sie znalez¢.

Odpowiedz na pytanie o istnienie takiego modelu przyniosta praca [F], pokazujaca ze
niedeterminizm w przypadku automatéw BMC jest w pewnym sensie inherentny:

Twierdzenie 4.13 ([F]) Istnieje jezyk rozpoznawany przez niedeterministyczny automat BMC
o jednym Slepym liczniku, ktérego zloZonosé topologiczna to X} (w szczegdlnosci jezyk ten jest
nieborelowski). Jezyka tego nie rozpoznaje ani Zadna maszyna deterministyczna, ani jedno-
znaczna o borelowskim (a tym bardziej $9) warunku akceptacji.

Jakkolwiek praca [F] nie wspomina o modelach GFG, podany przyklad réwniez ten model
wyklucza, ze wzgledu na nastepujacy wniosek:

Whniosek 4.14 Jezyk z Twierdzenia 4.13 nie jest rozpoznawany przez Zadng maszyne GFG
o borelowskim warunku akceptaciji.

Szkic dowodu. Zalézmy przeciwnie i niech A bedzie maszyna jak w tresci wniosku. Zatézmy,
ze 0 to (co najwyzej przeliczalny) zbior przejéé tej maszyny. Funkcja® o: £+ — § éwiadczaca
o tym, ze A jest GFG, zadaje ciagla transformacje : X% — 6. W zwiagzku z tym wykres tej
transformacji Graph(d) < (X x 5)w jest zbiorem domknietym, o sekcjach mocy co najwyzej 1.
Jezyk L(.A) jest rzutem na wspo6irzedng ¢ przeciecia zbioru Graph(c) z borelowskim zbiorem
biegéw akceptujacych. A zatem, analogicznie jak w Twierdzeniu 2 z [F], jezyk L(A) jest
borelowski, co zaprzecza Twierdzeniu 4.13. |

Wyniki te oznaczaja, ze nawet w przypadku jednego $lepego licznika, automaty BMC
wykazuja sie pelna sila niedeterminizmu, a modele deterministyczne, jednoznaczne czy GFG
sg istotnie stabsze.

4.3.5 Niedeterminizm w przypadku drzew — klasy z dealternacja

W przypadku automatéw parzystosci na stowach nieskonczonych, wszystkie formy nie-
determinizmu maja te sama site wyrazu. Wlasnos¢ ta przestaje by¢ prawda, gdy rozwazane
modele to drzewa nieskoniczone. Po pierwsze, automaty deterministyczne maja istotnie stabsza
site wyrazu od niedeterministycznych. Po drugie, jakkolwiek sita wyrazu automatéw niede-
terministycznych i alternujacych z warunkiem parzystosci jest taka sama, to transformacja
od automatu niedeterministycznego do alternujacego moze w niekontrolowany sposéb zwiek-
szy¢ jego indeks. Wyjatek od tej zasady stanowi klasa automatow Biichiego, ktére definiuja
podklase jezykéw regularnych drzew o szczegdlnie silnych wlasnosciach:

Twierdzenie 4.15 ([MS95], [Rab70]) Jezeli jezyk drzew nieskoniczonych L jest rozpoznawany
alternujgcym automatem Biichiego, to L jest tez rozpoznawany niedeterministycznym auto-
matem Biichiego — innymi stowy automaty Biichiego dopuszczajg dealternacje.

37 przyczyn technicznych nalezy tu rozwazyé podpowied? przejéé automatu, zamiast stanéw jak w Defi-
nicji 4.4. Spowodowane jest to faktem, ze sam ciagg stanéw moze nie okresla¢ wartosci licznikéw w trakcie
biegu.
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Ponadto, L daje sie rozpoznawac alternujgcym automatem o stabym warunku parzystosci
(ozn. weak-ATA ), wtedy i tylko wtedy, gdy zaréwno L jak i jego dopelnienie L sq rozpozna-
wane niedeterministycznymi automatams Biichiego.

Powyzsze wyniki mozna interpretowaé¢ nastepujaco: warunek Biichiego na drzewach nie-
skonczonych jest w pewnym sensie stabilny ze wzgledu na dokladanie alternacji; natomiast
jezyki weak-ATA stanowia klase o symetrycznie ograniczonym niedeterminizmie (z punktu
widzenia silnych warunkéw parzystosdci). Wlasnoéci te pozwolily przedstawié¢ efektywna cha-
rakteryzacje jezykéw weak-ATA w obrebie klasy jezykéw Biichiego, dajac rozwigzanie Pro-
blemu 4.2 w tym przypadku:

Twierdzenie 4.16 ([CKLV13], alternatywny dowdéd w [Skrl4a, Rozdzial 2]) Istnieje algo-
rytm wezytujgey niedeterministyczny automat Biichiego A dla drzew mieskoriczonych ¢ roz-
strzygajacy czy jezyk L(A) daje sie rozpoznawaé jakims automatem weak-ATA. W przypadku
odpowiedzi pozytywnej, algorytm jest w stanie stworzyé taki weak-ATA.

Jakkolwiek twierdzenie to charakteryzuje klase jezykéw weak-ATA, to nie dostarcza ono
nowych informacji na temat ich zlozonosci w obrebie jezykdéw Biichiego. W szczegdlnodci, nie
wynika z tych wynikéw odpowiedz na nastepujaca hipoteze odniesiong do jezykéw Biichiego:

Hipoteza 4.17 ([Sku93|) Jesli jezyk reqularny drzew nieskoriczonych jest borelowski, to daje
sie on rozpoznawad automatem weak-ATA.

Hipoteza ta, podobnie jak argument uzyty w Twierdzeniu 4.13, bazuje na intuicji, ze
jezyki borelowskie powinny odpowiada¢ ograniczonym formom niedeterminizmu. Stanowi ona
odwrdécenie znanego wyniku:

Twierdzenie 4.18 ([DMO07], dowdd obecny de facto w [Mos91]) Kazdy jezyk weak-ATA jest
borelowsksi.

Gléwny wynik pracy [B| dostarcza pozytywnej odpowiedzi na powyzsza hipoteze, w przy-
padku jezykow Biichiego:

Twierdzenie 4.19 ([B]) Dia danego niedeterministycznego automatu Bichiego A na drze-
wach nieskornczonych, nastepujgce warunki sqg rownowazne:

1. jezyk L(A) jest rozpoznawany przez automat weak-ATA,
2. jezyk L(A) jest borelowski.

Dodatkowo, problem rozstrzygania czy ktérys z powyzszych przypadkow zachodzi jest EXP-
TIME-zupetny.

Struktura dowodu powyzszego twierdzenia jest podobna do struktury dowodu Twierdzenia 2
z mojego doktoratu [Skrlda|: idea opiera si¢ na odpowiednio zaprojektowanej grze, ktéra
pozwala w pewnym sensie wyrugowaé niedeterminizm wejSciowego automatu. Celem gracza
negatywnego w tej grze jest wykazac, ze istnieja drzewa nalezace do danego jezyka, na kto-
rych odpowiedni wariant sygnatury parzysto$ci moze by¢ dowolnie duzy. Dzieki odpowiednio
dobranemu warunkowi wygrywania tej gry nie do$é¢, ze otrzymany algorytm ma optymalng
zlozonod¢ czasowa, to jeszcze wiedza wynikajaca ze struktury tej gry pozwala stwierdzié, ze
jezyki Biichiego, ktére nie sa weak-ATA musza byé Xi-zupelne (w szczegdlnoéci nieborelow-
skie).
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Powyzsze konstrukcje sugeruja, ze pewne problemy decyzyjne dla drzew nieskoriczonych
mogg sie upraszcza¢ w przypadku warunkéw akceptacji dopuszczajacych dealternacje. Znane
przyklady takich warunkéw to, oprécz warunku Biichiego, réwniez warunki reachability (czyli
staby indeks parzystosci (1,2)) oraz safety (staby indeks (0,1)). W tych dwéch przypadkach
rowniez potwierdzona jest powyzsza intuicja, jak pokazuje ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 4.20 ([Wal02, Sekcja 6], [Cavl8, Sekcja 3.2] lub [JLO2]) Nastepujoce warunki
sq rownowazine dla jezyka reqularnego drzew nieskoriczonych L:

1. L jest zbiorem domknietym, czyli TI{ (odp. otwartym, czyli 29),
2. L jest rozpoznawany automatem alternujgcym safety (odp. reachability),
3. L jest rozpoznawany automatem niedeterministycznym safety (odp. reachability).

Dodatkowo, problem rozstrzygania, czy ktorys z powyziszych przypadkow zachodzi jest EXP-
TIME-zupeiny.

Analogiczna intuicja dotyczaca dealternacji okazala sie kluczowa w uzyskaniu wynikéw
z pracy [C]. Punktem wyjscia w tych badaniach byla préba zrozumienia w sensie Problemu 4.2,
ktére jezyki regularne drzew naleza do klasy zlozonoéci topologicznej AY = X9 n II9 (wy-
niki [FM14] zawieraja istotny blad, patrz [BCPS18, Sekcja 14]). W trakcie badania tego pro-
blemu okazalo sie, ze moze by¢ latwiej pracowaé z niesymetryczna klasa IT9. Dalsza analiza
kombinatoryczna problemu doprowadzita do wykazania nowego twierdzenia o dealternacji:

Twierdzenie 4.21 ([C, Twierdzenie 13.]) Jezeli jezyk drzew nieskoniczonych L jest rozpozna-
wany automatem alternujgcym o stabym indeksie parzystosci (1,3), to L jest tez rozpoznawany
automatem niedeterministycznym o stabym indeksie parzystosci (1,3).

Powyzszy wynik o dealternacji, w potaczeniu z ideami topologicznymi z Twierdzenia 4.19
(patrz Stwierdzenie 11 w Sekcji 5 z [B]), pozwolil skonstruowaé gre, ktéra radzi sobie z niede-
terminizmem danego automatu. Doprowadzito to do wykazania nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.22 ([C, Twierdzenia 2. i 13.]) Nastepujgce warunki sq réwnowazne dla jezyka
regularnego drzew nieskoriczonych:

1. L nalezy do klasy X9 zlozonosci topologiczne,

2. L jest rozpoznawany automatem alternujgcym o stabym indeksie (1,3),

3. L jest rozpoznawany automatem niedeterministycznym o stabym indeksie (1,3).
Dodatkowo, istnieje algorytm, ktory rozstrzyga czy powyzsze warunki zachodzg.

Klasa jezykéw charakteryzowanych przez to twierdzenie jest relatywnie mata. Jednakze,
jest to obecnie najszersza klasa dla ktérej znana jest efektywna charakteryzacja, dopuszcza-
jaca na wejsciu dowolny jezyk regularny — wyniki Twierdzen 4.16 i 4.19 sa ograniczone do
automatéw Biichiego.
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4.3.6 Niedeterminizm w przypadku drzew — jezyki jednoznaczne

Omowione do tej pory wyniki dotyczace drzew koncentrowaly sie na automatach deter-
ministycznych (patrz Punkt a) Twierdzenia 4.6 i wyniki dotyczace automatéw GFG), oraz
niedeterministycznych i alternujacych (Sekcja 4.3.5). W niniejszej sekcji zostaja umoéwione
wyniki z pracy [E] dotyczace automatéw jednoznacznych?.

Prosto jest podaé¢ przyktady pokazujace, ze automaty deterministyczne na drzewach nie-
skonczonych sa istotnie stabsze od automatéw niedeterministycznych. Zupelnie inaczej wy-
glada Problem 4.1 odniesiony do poréwnywania automatéw jednoznacznych i niedetermi-
nistycznych. Pierwszy przyklad jezyka regularnego drzew, ktéry nie daje sie rozpoznawaé
jednoznacznym automatem parzystosci (czyli jest niejednoznaczny) podano w pracy [NW96]
(wyniki rozszerzone w [CLNW10]). Podany tam przyklad, to jezyk drzew nad alfabetem
{a,b}, ktére zawieraja cho¢ jedno wystapienie litery a. Prostota tego jezyka nasuwa wniosek,
ze wlasciwie dowolna forma istotnego niedeterminizmu, musi prowadzi¢ do jezyka niejedno-
znacznego. Z drugiej strony, okazuje sie, ze trudno jest udowodnié, ze dany jezyk istotnie
jest niejednoznaczny. Na ten moment znane sg jedynie dwa istotnie niezalezne przyktady ta-
kich jezykoéw: jezyk z pracy [NW96] oraz jezyk drzew cienkich z pracy [BS13]. Dodatkowo,
nie jest na ten moment znana zadna efektywna charakteryzacja (czyli odpowiedZ na Pro-
blem 4.2) klasy jezykéw jednoznacznych w obrebie wszystkich jezykéw regularnych drzew;
jedynie praca [BS13| przynosi pewne czesciowe wyniki w tym kierunku.

Wymienione wyzej wyniki przedstawiaja dos¢ tajemniczy obraz sytuacji: z jednej strony
wydaje sie, ze bardzo trudno zapewnié, zeby dany jezyk byl jednoznaczny; z drugiej strony
znamy niewiele istotnie réznych przyktadéw jezykéw niejednoznacznych. Jedna z hipotez roz-
wazanych w oparciu o ten stan wiedzy bylo, ze moze jezyki jednoznaczne nie odbiegajg zna-
czaco od jezykéw deterministycznych tj. réwniez naleza do klasy ztozonosci topologicznej IT3.

Pierwszy postep w tym kierunku badan nastapil w pracy [Hum12], gdzie wskazano przy-
klad jezyka jednoznacznego, ktérego ztozonoéé topologiczna wykracza poza klase ITi. Péz-
niejsze wyniki doprowadzily do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.23 ([DFH15]) Istniejq jezyki jednoznaczne o rosngceej zlozonosci topologicznej
w obrebie drugiego poziomu hierarchii indeksu automatow alternujgcych.

Istotnym elementem zaproponowanej konstrukcji jest fakt, ze rozpatrywane tam jezyki sa
w istocie podwdjnie jednoznaczne: zaréwno dany jezyk L jak i jego dopelnienie L€ sg jedno-
znaczne.

Uzyskane w pracy [DFH15] wyniki, z jednej strony pokazuja, ze jezyki podwdjnie jedno-
znaczne sa zauwazalnie bardziej ztozone od deterministycznych, ale jednocze$nie unaoczniaja
jak trudno moze by¢ znalezé jezyki jednoznaczne poza drugim poziomem hierarchii indeksu
automatow alternujacych. Doprowadzito to do sformulowania nastepujacej hipotezy (jest ona
konsekwencja Hipotezy 5.27 w [Skrl4a] w polaczeniu z Twierdzeniem 26 z pracy [ISB16]):

Hipoteza 4.24 KaZidy jezyk podwaojnie jednoznaczny daje sie rozpoznawac automatem alter-
nujgcym indeksu (1, 3).

Hipoteza ta wciaz pozostaje otwarta, w szczegdlnosci nie udalo sie znalezé zadnych nowych
konstrukcji jezykéw podwdjnie jednoznacznych. Jednakze, w toku dalszych badan nad zto-
zonoscia jezykéw jednoznacznych, wykazano nastepujace twierdzenie. Wystepujaca tu klasa

1Pojecie automatéw GFG dla drzew nie zostalo nigdzie explicite wprowadzone. Jednak wydaje sie, ze
przyjmujac najbardziej naturalng definicje, otrzymywaloby sie automaty GFG na stowach. W zwigzku z tym
nie rozwazam tego modelu.
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Comp(i, j) to, motywowana p-rachunkiem, klasa jezykéw dopuszezajacych zagniezdzenie wa-
runkéw indeksu (i, j) oraz (i+1,j5+1).

Twierdzenie 4.25 ([Skrl4a, Rozdzial 1], [MS16] oraz [MS18])

a) Jezeli dany automat jednoznaczny jest indeksu postaci (i,2j), to rozpoznawany przez
niego jezyk nalezy do klasy Comp(i+1,2j).

b) Analogiczny kolaps nie zachodzi dla automatow jednoznacznych o stabych warunkach
parzystosci.

Jedna z konsekwencji tego twierdzenia jest nastepujacy wniosek:

Whiosek 4.26 KaiZdy jednoznaczny automat Biichiego rozpoznaje jezyk rozpoznawany przez
weak-ATA.

Ze wzgledu na Twierdzenie 4.18, wniosek ten stanowi wzmocnienie wczesniejszego twier-
dzenia, uzyskanego metodami czysto topologicznymi:

Twierdzenie 4.27 ([FS09]) Kazdy jednoznaczny automat Biichiego rozpoznaje jezyk borelow-
ski.

Warto przy tym zauwazy¢, ze Wniosek 4.26 mozna niezaleznie wydedukowaé z powyz-
szego Twierdzenia 4.27, korzystajac dodatkowo z Twierdzenia 4.19, méwiacego ze borelowski
jezyk Biichiego musi byé¢ weak-ATA. Tym niemniej, konstrukcja podana w Twierdzeniu 4.25
jest bardziej bezposrednia, dzigki czemu otrzymany automat ma wielomianowo-wiele standéw
wzgledem oryginalnego automatu (automat uzyskany z Twierdzenia 4.19 moze by¢ wyktad-
niczo wiekszy).

W momencie udowodnienia Punktu a) Twierdzenia 4.25 nie bylo jasne, dla jak wielu
indeksow (i,27) wynik ten jest istotnie nietrywialny — bylo wciaz mozliwe, ze wszystkie jezyki
jednoznaczne daja sie rozpoznawaé automatami ograniczonego indeksu. Jak sie jednak okazuje
tak nie jest:

Twierdzenie 4.28 ([E|) Istniejq jezyki jednoznaczne, lezgce dowolnie wysoko w hierarchii
indeksu automatow alternujgcych.

Istota konstrukcji jest nowa gra, pozwalajaca poroéwnywaé sygnatury gier parzystosci.
Okazuje sie, ze by w jednoznaczny sposéb rozpoznawaé trudne jezyki regularne wystarczy
umozliwi¢ automatowi zgadniecie optymalnych strategii ze wzgledu na sygnatury parzysto-
$ci. Mozna to widzieé¢ jako analogie do dowodu Punktu b) Twierdzenia 4.7, gdzie nalezalo
zaczaé od optymalnej w sensie sygnatur parzystosci strategii w grze GFG, by zapewni¢ dobre
wtasnosci kombinatoryczne badanego obiektu.

Twierdzenie 4.28 méwi, ze jezyki jednoznaczne moga by¢ dowolnie z{oZone wsrdéd wszyst-
kich jezykdéw regularnych drzew. Oznacza to, ze wczesniejsze intuicje méwiace o ich ograniczo-
nej mozliwosci wykorzystania niedeterminizmu byty bledne. Z drugiej strony, duza czesé tech-
nicznego ciezaru w [E] po$wiecona jest zapewnieniu, by wszelkie wybory podejmowane nie-
deterministycznie przez konstruowany automat mogty by¢ wykonane w sposéb jednoznaczny.
Innymi stowy, potrzeba wiele pracy, by zapewni¢ sobie, ze dany rodzaj zlozonosci w sensie
indeksu, bedzie rozpoznawany w trybie jednoznacznym. Jednym ze skutkéw tych komplika-
cji jest fakt, ze nie wiadomo czy da sie zapewnié¢, by konstruowane jezyki byly podwdjnie
jednoznaczne. Miedzy innymi z tego powodu Hipoteza 4.24 pozostaje wcigz otwarta.
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4.3.7 Podsumowanie

Wyniki wchodzace w sktad mojego osiagniecia naukowego doprowadzily do rozszerzenia
stanu wiedzy dotyczacego posrednich form niedeterminizmu. Udalo si¢ uzyskaé postepy w ob-
rebie rozwazanych modeli automatéw, zaréwno w odniesieniu do nieskonczonych stow jak
i drzew.

Prace [A] i [D] dostarczyly dos¢ kompletnego obrazu na temat automatéw GFG, w odnie-
sieniu do automatéw deterministycznych, jednoznacznych i niedeterministycznych. Ze wzgledu
na zwigzki z automatami Good-For-Trees, rezultaty te mozna odnie$¢ do pewnych wariantéw
automatéw deterministycznych na drzewach. Wyniki [F]| dostarczaja zrozumienia sity niede-
terminizmu dla jednego z najprostszych modeli automatéow z licznikami: niedeterminizm jest
tu istotnie silniejszy od jakichkolwiek modeli maszyn jednoznacznych czy GFG.

Prace [B] i [C] dostarczyly nowych rozwiazan Problemu 4.2, opartych o metody growe
i powiazane twierdzenia dealternacyjne. Wyniki [B] wskazuja na podobna analogie do tej
wynikajacej z pracy [F]: jezyki borelowskie odpowiadaja niepelnej sile niedeterminizmu, za$
jezyki o zlozonoéci 21 odzwierciedlaja jego petna site. Wreszcie praca [E] dostarcza odpowiedzi
na dlugo otwarty wariant Problemu 4.2: jak skomplikowane moga by¢ jezyki jednoznaczne
w obrebie wszystkich jezykdéw regularnych drzew nieskonczonych.

Metody dowodowe tych rezultatéw opieraja sie na narzedziach kombinatoryki, topologii
i teorii gier. Szczegdlnie obecne sg tam gry z warunkami w-regularnymi uzywane do charakte-
ryzowania pewnych pojeé¢ ([A], [B], [C], [E]). Unaoczniona jest tez rola sygnatur parzystosci
w wyborze optymalnego swiadka ([A], [E]) lub szacowaniu zlozonosci jezyka ([B]). Istotna
role odgrywa tez pojecie topologicznej trudnosci rozwazanego jezyka ([B], [C], [E], [F] oraz
implicite w [D]).

Jakkolwiek wiele pytan dotyczacych niedeterminizmu wciaz czeka na rozwiazanie, to
przedstawione osiagniecie doprowadzito do ostatecznego zamkniecia kilku waznych, badanych
uprzednio probleméw otwartych: Twierdzenie 4.7 daje precyzyjne szacowania kosztu determi-
nizacji automatéw GFG; Twierdzenie 4.13 ustala stopien niedeterminizmu automatéw BMC
z jednym slepym licznikiem; wreszcie Twierdzenie 4.28 pozwala zrozumieé¢ ztozonosé jezykoéw
jednoznacznych w obrebie wszystkich jezykéw regularnych drzew.

5 Omowienie pozostalych osiggnie¢ naukowo—badawczych

Wyniki wchodzace w sktad mojego osiagniecia naukowego wpasowuja sie w kontekst weze-
$niejszych badan w tym kierunku. W szczegdlnosci, nastepujace prace mojego wspotautorstwa,
jakkolwiek nie wchodza w sktad mojego osiggniecia, to sa z nim powigzane i zostaly juz wspo-
mniane powyzej:

[BKKS13] Udi Boker, Denis Kuperberg, Orna Kupferman, and Michal Skrzypczak. Nonde-
terminism in the presence of a diverse or unknown future. In ICALP (2), pages
89-100, 2013.

Praca pokazuje, ze klasa automatéw GFG jest istotnie szersza od klasy DBP. Do-
datkowo, pokazane jest, ze automat parzystosci jest GFG wtedy i tylko wtedy,
gdy jest Good-For-Trees.

[BS13] Marcin Bilkowski and Michal Skrzypczak. Unambiguity and uniformization pro-
blems on infinite trees. In CSL, volume 23 of LIPIcs, pages 81-100, 2013.
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[FS14]

[MS16]

[MS18]

Praca wprowadza nowa hipoteze dotyczaca mozliwosci zdefiniowania w MSO funk-
cji wyboru na tzw. drzewach cienkich. Przedstawione sg inne, rownowazne sformu-
towania tej hipotezy. Podana jest tez, oparta o zaproponowana hipoteze, efektywna
charakteryzacja jezykéw podwojnie jednoznacznych na pelnych, nieskonczonych
drzewach binarnych. Ponadto zaproponowany jest istotnie nowy przykltad niejed-
noznacznego jezyka regularnego.

Olivier Finkel and Michat Skrzypczak. On the topological complexity of w-languages
of non-deterministic Petri nets. Information Processing Letters, 114(5):229-233,
2014.

Gléwnym wynikiem tej pracy jest cytowane powyzej Twierdzenie 4.12.

Henryk Michalewski and Michat Skrzypczak. Unambiguous Biichi is weak. In
DLT, pages 319-331, 2016.

Gléwnym wynikiem tej pracy jest cytowany powyzej Punkt a) Twierdzenia 4.25.
Henryk Michalewski and Michat Skrzypczak. On the strength of unambiguous tree

automata. International Journal of Foundations of Computer Science, 29(5):911—
933, 2018.

Jest to czasopismowa wersja [MS16|, rozszerzajaca podane wyniki o Punkt b)
Twierdzenia 4.25 oraz nowa procedure separacji w stylu [AS05], dla niedetermini-
stycznych automatow ze stabymi warunkami parzystosci.

Dodatkowo, wiele z wynikow omawianych w dalszej czesci tego dokumentu znalazto sie

[Skr16]

z moim doktoracie, ktérego wersja ksigzkowa zostata opublikowana w 2016 roku:

Michat Skrzypczak. Descriptive Set Theoretic Methods in Automata Theory — De-
ctdability and Topological Complexity, volume 9802 of Lecture Notes in Computer
Science. Springer, 2016.

5.1 Wilasno$ci miarowe i kategoryjne jezykéw regularnych

Jednym z zywych tematéw moich badan byta analiza wlasnosci motywowanych topologia

[BNRT10]

i teoriag miary w odniesieniu do jezykéw regularnych stéw i drzew nieskonczonych. Prace
badajace te tematyke, to:

Mikotaj Bojanczyk, Damian Niwiniski, Alexander Rabinovich, Adam Radziwon-
czyk-Syta, and Michat Skrzypczak. On the Borel complexity of MSO definable
sets of branches. Fundamenta Informaticae, 98(4):337-349, 2010.

Celem tej pracy jest zbadanie, jaka zlozonosé topologiczng maja zbiory galezi
petnego drzewa binarnego, ktére moga by¢ zdefiniowane w oparciu o ustalone pa-
rametry monadyczne przez formute MSO (lub réwnowaznie niedeterministyczny
automat parzystosci). Okazuje sie, ze zbiory te, to doktadnie boolowskie kombina-
cje zbioréw 29, czyli zbiory o zlozonosci topologicznej odpowiadajacej warunkom
parzystosci.
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[Skr13]

[GMMS14]

[GMMS17]

[MSM18]

Michat Skrzypczak. Topological extension of parity automata. Information and
Computation, 228:16-27, 2013.

Praca ta rozbudowuje wyniki [BNR*10] o dokladniejsza analize zalezno$ci po-
miedzy warunkami parzystosci a boolowskimi kombinacjami zbioréw 9. Osta-
teczny wynik to charakteryzacja zbioréw z pierwszych trzech pozioméw hierarchii
borelowskiej (az do X9) w oparciu o odpowiednio dobrane warianty warunkéw
parzystosci.

Tomasz Gogacz, Henryk Michalewski, Matteo Mio, and Michat Skrzypczak. Me-
asure properties of game tree languages. In MFCS, pages 303-314, 2014.

Praca pokazuje, ze wszystkie jezyki regularne drzew nieskoniczonych sg uniwer-
salnie mierzalne. Kluczows czescia dowodu jest wskazanie na zaleznosci pomiedzy
jezykami W ;, a klasa tzw. R-zbioréw wprowadzona przez Kotmogorowa [Kol28].

Tomasz Gogacz, Henryk Michalewski, Matteo Mio, and Michat Skrzypczak. Me-
asure properties of regular sets of trees. Information and Computation, 256:108—
130, 2017.

Jest to pelna czasopismowa wersja [GMMS14]. Oprécz uszczegblowienia wszyst-
kich dowodéw z [GMMS14], praca ta wykazuje dodatkowo, ze stratyfikacja jezykow
Wi j, w oparciu o odpowiednio zdefiniowane sygnatury parzystosci, jest ciagla ze
wzgledu na miare. W potaczeniu z mierzalnoscia, pozwala to w pelni wyelimino-
wacé potrzebe stosowania aksjomatu Martina z wynikéw dotyczacych semantyki
growej dla probabilistycznego p-rachunku [Miol2].

Matteo Mio, Michat Skrzypczak, and Henryk Michalewski. Monadic second or-
der logic with measure and category quantifiers. Logical Methods in Computer
Science, 14(2):1-29, 2018.

Praca wprowadza i bada pewne dodatkowe kwantyfikatory wyrazajace generycz-
nos¢ danego zbioru lub galezi. Rozwazane pojecia generycznosci sa oparte o miare
(zbi6r pelnej miary) i kategorie (dopelnienie zbioru pierwszej kategorii Baire’a).

5.2 Automaty growe i gry rozgateziajace

Kolejny temat moich badan dotyczy pojecia automatéw growych oraz gier rozgateziaja-
cych. Automat growy moze byé¢ widziany jako samo-dualizacja automatu deterministycznego
na drzewach nieskoniczonych: kazde przejscie tego automatu jest albo uniwersalne (i wysyla
dwa stany do dwojga dzieci danego wierzcholka), albo egzystencjalne (i niedeterministycz-
nie zgaduje, w ktérym kierunku wystaé¢ nastepny stan). W ramach nastepujacej serii prac
udalo nam sie rozwiazaé wszystkie problemy indeksu dla tej klasy automatéw, dodatkowo
przedstawiajac efektywna charakteryzacje rodziny jezykow rozpoznawanych w tym trybie:

[FMS13]

[FMS15]

Alessandro Facchini, Filip Murlak, and Michat Skrzypczak. Rabin-Mostowski in-
dex problem: A step beyond deterministic automata. In LICS, pages 499-508,
2013.

Alessandro Facchini, Filip Murlak, and Michatl Skrzypczak. On the weak index
problem for game automata. In WoLLIC, pages 93-108, 2015.
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[FMS16] Alessandro Facchini, Filip Murlak, and Michal Skrzypczak. Index problems for
game automata. ACM Transactions on Computational Logic, 17(4):24:1-24:38,
2016.

Czesciowo powiazane z tymi wynikami sa badania nad tzw. grami rozgateziajacymi, gdzie
peten zapis pojedynczej rozgrywki ma ksztalt nieskoriczonego drzewa. Ze wzgledu na fakt nie-
petnej informacji, jaka posiadaja gracze w takiej grze, gry te nie musza by¢ zdeterminowane.
W ramach ponizszej pracy badaliSmy ich poziom determinacji w zaleznosci od komplikacji
warunku wygrywania, oraz dopuszczonej klasy strategii. Dodatkowo analizowaliSmy rozstrzy-
galnos¢ problemu obliczania wartosci takiej gry.

[PS16] Marcin Przybylko and Michal Skrzypczak. On the complexity of branching games
with regular conditions. In MFCS, pages 78:1-78:14, 2016.

5.3 Rozstrzygalnosé MSO

Ponizsze dwie prace stanowia do$¢ kompletna analize zaleznosci pomiedzy logika MSO
a automatami w odniesieniu do klasy tzw. drzew cienkich. Drzewo cienkie to takie czeSciowe
drzewo binarne, ktére ma jedynie przeliczalnie wiele galezi nieskonczonych. Okazuje sie, ze
nie dosé, ze teoria MSO takich drzew jest rozstrzygalna, to stanowia one dos¢ naturalny krok
posredni pomiedzy nieskonczonymi stowami a drzewami.

[BIS13] Mikotaj Bojanczyk, Tomasz Idziaszek, and Michal Skrzypczak. Regular languages
of thin trees. In STACS, volume 20 of LIPIcs, pages 562-573, 2013.

[ISB16] Tomasz Idziaszek, Michal Skrzypczak, and Mikotaj Bojanczyk. Regular languages
of thin trees. Theory of Computing Systems, 58(4):614-663, 2016.

Praca stanowi rozszerzona, czasopismowa wersje [BIS13].

W ramach odrebnego nurtu badawczego, kontynuujac wyniki [KM16], badaliSémy sile ak-
sjomatyczna potrzebng do wykazania twierdzenia Biichiego [Biic62], méwiacego o rozstrzygal-
noéci MSO na stowach nieskoniczonych. Gtéwne wyniki tej pracy pokazuja, ze rozstrzygalnosé
MSO na stowach nieskoniczonych jest zasadniczo réwnowazna zasadzie indukeji dla $9-formut.

[KMPS16] Leszek Aleksander Kolodziejczyk, Henryk Michalewski, Pierre Pradic, and Michatl
Skrzypczak. The logical strength of Biichi’s decidability theorem. In CSL, pages
36:1-36:16, 2016.

5.4 TloSciowe rozszerzenia pojecia regularnosci

Ostatnia grupa prac koncentruje sie na modelach rozszerzajacych jezyki regularne o jakies
wlasnosci ilosciowe. Wiekszos¢é tych wynikow dotyczy rozszerzen méwiacych o ograniczonosci
wystepowania pewnych zjawisk: studiowany jest kwantyfikator U (wprowadzony w [Boj04])
oraz automaty wB, wS i wBS (studiowane w [BCO06]).

[HST10] Szczepan Hummel, Michal Skrzypczak, and Szymon Toruriczyk. On the topo-
logical complexity of MSO+U and related automata models. In MFCS, pages
429-440, 2010.
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Praca bada site wyrazu logiki MSO rozszerzonej o tzw. kwantyfikator nieograniczo-
nosci U. Okazuje sig, ze tak rozszerzona logika (ozn. MSO+U) moze definiowaé je-
zyki nieborelowskie. Wyklucza to mozliwosé chwytania tej logiki przez jakakolwiek
klase borelowskich automatéw niedeterministycznych. Dodatkowo, praca podaje
dokladne szacowania ztozonosci topologicznej dla automatéw niedeterministycz-
nych z warunkami wB, wS i wBS; oraz pokazuje jezyki zlozone topologicznie, ktére
daje sie rozpoznawaé¢ automatami alternujacymi z warunkiem wBS.

[HS12] Szczepan Hummel and Michal Skrzypczak. The topological complexity of MSO+U
and related automata models. Fundamenta Informaticae, 119(1):87-111, 2012.

Jest to rozszerzona, czasopismowa wersja [HST10]. W pracy tej udalo sie roz-
szerzy¢ konstrukcje nieborelowskiego jezyka definiowalnego w MSO+U do calej
rodziny jezykow, siegajacych na wszystkie skonczone poziomy hierarchii rzutowe;j.
Pozwolito to wykluczyé mozliwosé chwytania MSO+U przez jakiekolwiek bore-
lowskie automaty alternujace.

[BGMS14] Mikolaj Bojariczyk, Tomasz Gogacz, Henryk Michalewski, and Michat Skrzypczak.
On the decidability of MSO+U on infinite trees. In ICALP (2), pages 50-61, 2014.

Praca podaje dowdd, ze przy zalozeniu aksjomatu Godla [God39] o konstruowalno-
$ci uniwersum (ozn. v=L), logika MSO+U jest nierozstrzygalna na drzewach nie-
skoniczonych. Dowdd tego faktu jest oparty o jezyki trudne topologicznie z [HS12]
oraz metody [She75] uzyte do wykazania nierozstrzygalnosci MSO(R). Jakis czas
po opublikowaniu tej pracy, znaleziono bezposredni dowdd nierozstrzygalnosci
MSO+U na stowach nieskoriczonych [BPT16].

[Skr14b] Michal Skrzypczak. Separation property for wB- and wS-regular languages. Logical
Methods in Computer Science, 10(1):1-20, 2014.

Praca bada wlasnos¢ separacji i regularnosci dla jezykdéw stéw nieskonczonych
rozpoznawanych przez automaty z warunkami wB i wS. Gléwny wynik mowi, ze
dwa rozlaczne jezyki rozpoznawane automatami typu wB (odpowiednio wS) daja
sie odseparowaé od siebie jezykiem regularnym.

[FHKS15] Nathanaél Fijalkow, Florian Horn, Denis Kuperberg, and Michal Skrzypczak. Tra-
ding bounds for memory in games with counters. In ICALP (2), pages 197-208,
2015.

Praca analizuje wlasno$é determinacji ze skoniczona pamiecia (ang. finite memory
determinacy) dla rodziny gier parzystosci z warunkami ograniczonosci B. Gléwne
wyniki méwia, ze taka determinacja w ogdlnoéci nie zachodzi, natomiast ma ona
miejsce na arenach pochodzacych od drzew cienkich.

Innym iloSciowym rozszerzeniem pojecia regularnosci jakie bylo przeze mnie badane sg
automaty probabilistyczne. Nastepujaca krétka notatka podaje bardzo prosty przykiad nie-
regularnego jezyka stéw skonczonych, ktory daje sie rozpoznawacé przez takie automaty.

[FS15] Nathanaél Fijalkow and Michal Skrzypczak. Irregular behaviours for probabilistic
automata. In RP, pages 33-36, 2015.
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