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2 subgoals
Emtlm‘v‘eExamp\es‘v| h ngt
rewrite IHn. | THn : forall m : nat, {n=n}+{n<n
reflexivity. m : nat
Qed. Hm :n=m
(1/2)
Lemma nat_eq dec : forall (n m : nat), {n =m} + Sm=5n

induction n.
destruct m as [|n].
left. (2/2)
reflexivity. {Sn=5m+{Sn<Sn}
right.
discriminate.
destruct m as [|n].
right; discrininate
destruct (IHn m) as [Hm|Hm].
Left.
rewrite Hn.
reflexivity.
right.
intros Hnm,
apply Hm.
injection Hnm.
tauto. =
Defined.

Eval compute in (nat_eq dec 2 2).
Eval compute in (nat_eq_dec 2 1),

Definition pred (n:nat) : option nat :=
match n with

| 8 => None o
1 — A

‘Ready in Predicate_Logic, proving nat_eq_dec

Line: 159 Char: 13 Coglde started

Musimy wiedzie¢. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 3/ 13




Wiele swiatow. ..

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

Michat Skrzypczak Musimy wiedzie¢. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

?
MO = <R2a Ba D> MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



e.g.

®
o

Wiele swiatow. ..

(Ry, B, D)

FEuclid

Michat Skrzypczak

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



e.g.

®
o

Wiele swiatow. ..

(Ry, B, D)

Mok T

FEuclid

Michat Skrzypczak

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

?
MO = <R2a Ba D> MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

M ‘
?
| R I |— qb

teoria T' dowodzi formuty ¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

?
MO = <R2a Ba D> MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

M ‘
?
| R I |— qb

teoria T' dowodzi formuty ¢

~—p M % (Ry, B D) ET

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

?
MO = <R2a Ba D> MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

o '
?
I' < e I |— qb

teoria T' dowodzi formuty ¢

~—p M E (R B D) ET Co jesli Mo E ¢ ale M E —¢p ?

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

MO = <R2J 87 D>

Mok T

e.g.
F - FEuclid

~—p M) E (RS, B D) ET

Def. (Konsekwencja semantyczna)

Michat Skrzypczak

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

v

Ik ¢

teoria T' dowodzi formuty ¢

Co jesli My E ¢ ale My E —¢p ?

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele swiatow. ..

MO = <R2J 87 D>

Mok T

e.g.
F - FEuclid

~—p M % (Ry, B D) ET

Def. (Konsekwencja semantyczna)

IE ¢

wteoria I' pociaga formute qb”

Michat Skrzypczak

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

v

Ik ¢

teoria T' dowodzi formuty ¢

Co jesli My E ¢ ale My E —¢p ?

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele

MO = <R2J 87 D>

Mok T

e.g.
F - FEuclid

~—p M % (Ry, B D) ET

Def. (Konsekwencja semantyczna)

Swiatow. ..

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

v

Ik ¢

teoria T' dowodzi formuty ¢

Co jesli My E ¢ ale My E —¢p ?

I |= ¢ gdy dla kazdego modelu M ET' zachodzi M E ¢

wteoria I' pociaga formute qb”

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



Wiele

MO = <R2J 87 D>

Mok T

e.g.
F - FEuclid

~—p M) E (RS, B D) ET

Def. (Konsekwencja semantyczna)

Swiatow. ..

?
MO |= ¢ = ¢Pasch

,,model M spetnia formute gb”

v

Ik ¢

teoria T' dowodzi formuty ¢

Co jesli My E ¢ ale My E —¢p ?

[thedyI‘[;éqbiI‘[;éﬁqb!]

I |= ¢ gdy dla kazdego modelu M ET' zachodzi M E ¢

wteoria I' pociaga formute qb”

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 4 /13



['F ¢

,,teoria I' dowodzi formuty (b”

istnieje dowodd P formuty ¢ z zatozen T

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”
istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”
istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)
JeSli T ¢ to T E ¢.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”
istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)
JeSli T ¢ to T E ¢.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”
istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)
JeSli T ¢ to T E ¢.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”

istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)

JeSli T ¢ to T E &.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.
Dowadd (szkic)
Zatézmy, ze T £ ¢. Stworzymy model M taki, ze Mgy E T ale M ¥ o.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”

istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)

JeSli T ¢ to T E &.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.

Dowad (szkic)
Zatézmy, ze T £ ¢. Stworzymy model M taki, ze Mgy E T ale M ¥ o.
1) Konstruujemy teorie IV O T tak by IV }£ .

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”

istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)

JeSli T ¢ to T E &.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.
Dowad (szkic)
Zatézmy, ze T £ ¢. Stworzymy model M taki, ze Mgy E T ale M ¥ o.
1) Konstruujemy teorie IV O T tak by IV }£ .
2) Tworzymy M, by dla kazdej formuty »: My E ¥ wtw IV |- 1.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o VS. I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”

istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)

JeSli T ¢ to T E &.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.
Dowad (szkic)
Zatézmy, ze T £ ¢. Stworzymy model M taki, ze Mgy E T ale M ¥ o.
1) Konstruujemy teorie IV O T tak by IV }£ .
2) Tworzymy M, by dla kazdej formuty »: My E ¥ wtw TV . B

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



I' - o wtw I'E o

,,teoria I' dowodzi formuty (b” ,,teoria I' pociagga formute qb”

istnieje dowdd P formuty ¢ z zatozen T’ } [ kazdy model M [ T spetnia M E ¢

Twierdzenie (o poprawnosci)

JeSli T ¢ to T E &.

Dowaod
Indukcja po strukturze dowodu P, wykazujacego I' - ¢:
Teza: dla kazdego modelu M jesli M =T to M E ¢. L

Twierdzenie (o petnosci) (Gé'de/ 's completeness theorem [1929])
Jesli TE ¢ to T ¢.
Dowad (szkic)
Zatézmy, ze T £ ¢. Stworzymy model M taki, ze Mgy E T ale M ¥ o.
1) Konstruujemy teorie IV O T tak by IV }£ .
2) Tworzymy M, by dla kazdej formuty »: My E ¥ wtw TV . B

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 5/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna
wtw

I' ¥ 1 — teoria I' nie pocigga za sobg fatszu

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna
wtw

I' ¥ 1 — teoria I' nie pocigga za sobg fatszu
wtw

nieprawda jest, ze |dla kazdego modelu M E I zachodzi M E L

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna
wtw

I' ¥ 1 — teoria I' nie pocigga za sobg fatszu
wtw

nieprawda jest, ze |dla kazdego modelu M E I zachodzi M E L
wtw

istnieje model M [ T, taki ze M £ |

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna
wtw

I' ¥ 1 — teoria I' nie pocigga za sobg fatszu
wtw

nieprawda jest, ze |dla kazdego modelu M E I zachodzi M E L
wtw

istnieje model M [ T, taki ze M £ |
wtw

istnieje model M |E I' — teoria I jest spetnialna

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

6/ 13



Niesprzeczno$¢ = spetnialnosc

I' ¥ 1L — teoria I' nie dowodzi fatszu, czyli jest niesprzeczna
wtw

I' ¥ 1 — teoria I' nie pocigga za sobg fatszu
wtw

nieprawda jest, ze |dla kazdego modelu M E I zachodzi M E L
wtw

istnieje model M [ T, taki ze M £ |
wtw

istnieje model M |E I' — teoria I jest spetnialna

bedziemy czasem cicho zakfadacd, ze I jest niesprzeczna

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

6/ 13



Duze liczby naturalne

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N7 Sa -, '707 1> = PA

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <, +,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <, +,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]|

n

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

nie

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

nie

Istnieje model M
takize M EPAUT !

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

nie

Istnieje model M
taki ze M EPAUT !

N.b. M = (NUN </ +/,/,0,1,Q)
gdzie Q € V'

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie

Istnieje model M
taki ze M EPAUT !

N.b. M = (NUN </ +/,/,0,1,Q)
gdzie Q € V'

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie

Istnieje dowdéd P, ze PAUT | L Istnieje model M
taki ze M EPAUT !

N.b. M = (NUN </ +/,/,0,1,Q)
gdzie Q € V'

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie
Istnieje dowdéd P, ze PAUT |- L Istnieje model M
~» P $wiadczy, ze PAUTY | L takize M EPAUT !

dla skonczonego IV C T
N.b. M = (NUN </ +/,/,0,1,Q)
gdzie Q € V'

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie
Istnieje dowdéd P, ze PAUT |- L Istnieje model M
~» P $wiadczy, ze PAUTY | L takize M EPAUT !

dla skonczonego IV C T
'C{Q>1+...+1 |n<n} | Nb. M =(NUN, < +,-,0,1,Q)

| S —

! gdzie Q € V'

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie
Istnieje dowdéd P, ze PAUT |- L Istnieje model M
~» P $wiadczy, ze PAUTY | L takize M EPAUT !

dla skonczonego IV C T
'C{Q>1+...+1 |n<n} | Nb. M =(NUN, < +,-,0,1,Q)

n . /
«»—><N,§,+,-,O,1,Q;: ”O>|7£PAUI" gdzie Q e N

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

tak nie
Istnieje dowdéd P, ze PAUT |- L Istnieje model M
~» P $wiadczy, ze PAUTY | L takize M EPAUT !

dla skonczonego IV C T
'C{Q>1+...+1 |n<n} | Nb. M =(NUN, < +,-,0,1,Q)

n . /
«»—><N,§,+,-,O,1,Q;: ”O>|7£PAUI" gdzie Q e N

~ (N, <,+,-,0,1) ¥ PA

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

Aﬁy nie

Istnieje dowdéd P, ze PAUT | L Istnieje model M
~+ P éwiadczy, ze PAUTY | L takize M E PAUT !
dla skonczonego IV C T
'C{Q>1+...+1 |n<n} | Nb. M =(NUN, < +,-,0,1,Q)

n . /
«»—><N,§,+,-,O,1,Q;: ”O>|7£PAUI" gdzie Q e N

~ (N, <,+,-,0,1) ¥ PA Q

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13




Duze liczby naturalne

<N, <,+,-,0, 1> F PA  — aksjomaty Peano: arytmetyka + indukcja
{ ($(0) A V. (n) = ¢(nt1)) = (Vn. ¢(n)) | ¢ }

I''={Q>1+1+...+1 [ neN]| v (N, <,+,-,0,1,Q) ¥ PAUT

n

Czy teoria PA U T jest sprzeczna?

Aﬁy nie

Istnieje dowdéd P, ze PAUT | L Istnieje model M
~+ P éwiadczy, ze PAUTY | L takize M E PAUT !
dla skonczonego IV C T
'C{Q>1+...+1 |n<n} | Nb. M =(NUN, < +,-,0,1,Q)

n . /
«»—><N,§,+,-,O,1,Q;: ”O>|7£PAUI" gdzie Q e N

~ <N, <,+,-,0, l> ¥ PA & l Lowenheim-Skolem 1

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 7/ 13



Zmora Cantora

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora

Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):

duc = -3IX CR. |N| < |X| < |R|

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):

duc = -3IX CR. |N| < |X| < |R|

7 7
ZFC |— ¢HC czy moze ZFC |— _‘CbHC

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):
duc = -IX CR. |N| < |X| < [R

7 7
ZFC |— ¢HC czy moze ZFC |— _‘CbHC

Twierdzenie (Godel [1940])
Istnieje model M E ZFC, taki ze M E ¢nc.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):
duc = -IX CR. |N| < |X| < [R

? ?
ZFC | ¢nc czy moze M

Twierdzenie (Godel [1940])
Istnieje model M E ZFC, taki ze M E ¢nc.
~ ZFC }f —¢uc !

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):
duc = -IX CR. |N| < |X| < [R

? ?
ZFC | ¢nc czy moze M

Twierdzenie (Godel [1940])
Istnieje model M E ZFC, taki ze M E ¢nc.
~ ZFC }f —¢uc !

Twierdzenie (Cohen [1963]) (forsing)
Istnieje model M, E ZFC, taki ze M, E “PHC.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):
duc = -IX CR. |N| < |X| < [R

? ?
M czy moze M

Twierdzenie (Godel [1940])
Istnieje model M E ZFC, taki ze M E ¢nc.
~ ZFC }f —¢uc !

Twierdzenie (Cohen [1963]) (forsing)
Istnieje model M, E ZFC, taki ze M, E “PHC.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zmora Cantora
Teoria mnogosci: teoria modeli <V, e, Q)>
ZFC = aksjomatyka Zermello [1908] — Fraenkela [1922] + Aksjomat Wyboru (C)
~~» N, arytmetyka, R, pochodne, ...
Hipoteza continuum (Cantor [1878]):
duc = -IX CR. |N| < |X| < [R

? ?
M czy moze M

Twierdzenie (Godel [1940])
Istnieje model M E ZFC, taki ze M E ¢nc.
~ ZFC }f —¢uc !

Twierdzenie (Cohen [1963]) (forsing)
Istnieje model M, E ZFC, taki ze M, E “PHC.

~~ zdanie ¢yc jest niezalezne od ZFC !

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 8/ 13



Zupetnosc

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Zupetnosc
Definicja

Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }

Lemat

Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }
Lemat

Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.
Wtedy dla kazdej formuty ¢ mamy

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }
Lemat
Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.

Wtedy dla kazdej formuty ¢ mamy
Lo wtw M E o.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }

Lemat
Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.
Wtedy dla kazdej formuty ¢ mamy
Lo wtw M E o.

Dowdd

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }

Lemat
Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.
Wtedy dla kazdej formuty ¢ mamy
Lo wtw M E o.
Dowéd

(=) Wynika z poprawnosci.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

9/ 13



Zupetnosc
Definicja
Teoria I' jest zupetna jesli dla kazdej formuty ¢ zachodzi
'@ lub T' | —0¢.

nie ma zdania niezaleznego od I' }

Lemat
Zatézmy, ze I jest zupetna, a My E T to jej model.
Wtedy dla kazdej formuty ¢ mamy
Lo wtw M E o.
Dowodd
(=) Wynika z poprawnosci.
(<) Zatszmy, 2 T i ¢. Wtedy T' - ~¢p. Wiec M E —¢. Q 0

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 9/ 13



Niezupetnosc

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])

Jesli I' jest teorig taka ze:

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:

e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >

e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,

e I' jest niesprzeczna,

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie ¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze

I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze
I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

~~ kazda sensowna teoria posiada formute niezalezng ~~ jest niezupetna

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze
I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

~~ kazda sensowna teoria posiada formute niezalezng ~~ jest niezupetna

Twierdzenie (Godel [1931])
Jesli T jest jak wyzej to

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze
I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

~~ kazda sensowna teoria posiada formute niezalezng ~~ jest niezupetna

Twierdzenie (Godel [1931])
Jesli T jest jak wyzej to T £ ['T i J_]

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze
I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

~~ kazda sensowna teoria posiada formute niezalezng ~~ jest niezupetna

Twierdzenie (Godel [1931])
Jesli T jest jak wyzej to T £ ['T i J_]

Ale te: Dy ([T L)) =[TF L]

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 10 / 13



Niezupetnosc
Twierdzenie (o niezupetnosci) (Géde/'s incompleteness theorem [1931])
Jesli I' jest teorig taka ze:
e I' definiuje prawdziwg arytmetyke <N, +, >
e aksjomaty I' daje sie konstruktywnie wyliczy¢,
e I' jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie @, takie ze
I' ¥ ¢ oraz T |f —o.

~~ kazda sensowna teoria posiada formute niezalezng ~~ jest niezupetna
Twierdzenie (Godel [1931])

Jesli T jest jak wyzej to T £ ['T i J_]
Ale tes T i H’T v LD =Tk L.

~+ /Zdanie [’T a J_”} jest niezalezne od I |

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

10 / 13



Teorie zupetne

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Teorie zupetne

M = <Q, §>

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Teorie zupetne

sty porzadek liniow
M, = <Q,§> To = gesty porza y

" bez el. min. i maks.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Teorie zupetne

sty porzadek liniow
M, = <Q,§> To = gesty porza y

~ bez el. min. i maks.
I'p = {Vx. x<x,
Vx,y,z. (xgy A ySz) = x<z,
Vx,y. x<y N y<x = x=y,
Vx,z. x<z = dy. x<y N y<z,
—dx. Vy. x<y,
—dx. Vy. ygx}

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Teorie zupetne

sty porzadek liniow
M, = <Q,§> To = gesty porza y

" bez el. min. i maks.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Teorie zupetne

M = <@, §>

Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy

Michat Skrzypczak

I'g

_ gesty porzadek liniowy
" bez el. min. i maks.

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

M = <@, §>

Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy
I'ok @ lub I'g - —¢
Dowody

e Eliminacja kwantyfikatorow

Michat Skrzypczak

I'g

_ gesty porzadek liniowy
" bez el. min. i maks.

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

M = <Q, §>

Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy
I'ok @ lub I'g - —¢
Dowody
e Eliminacja kwantyfikatorow

e Granica Fraissé

Michat Skrzypczak

I'g

_ gesty porzadek liniowy
" bez el. min. i maks.

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

M = <Q, §>

Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy
I'ok @ lub I'g - —¢
Dowody
e Eliminacja kwantyfikatorow
e Granica Fraissé

e [w. Rabina o drzewach

Michat Skrzypczak

I'g

_ gesty porzadek liniowy
" bez el. min. i maks.

Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

Mo:=(Q. <) Lo = po i ke
Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy
I'ok @ lub I'g - —¢

Dowody

e Eliminacja kwantyfikatorow

e Granica Fraissé

e Tw. Rabina o drzewach

e Ny-kategorycznosé:

M, jest jedynym przeliczalnym modelem I'g !

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

sty porzadek liniow
M, = <Q,§> To = gesty porza y

" bez el. min. i maks.

Twierdzenie
Teoria I'g jest zupetna:
dla kazdej formuty ¢ mamy
I'ok @ lub I'g - —¢

Dowody

e Eliminacja kwantyfikatorow

e Granica Fraissé

e Tw. Rabina o drzewach

e Ny-kategorycznosé:

M, jest jedynym przeliczalnym modelem I'g !

s <Q, §> oraz <]R, §> spetniajg te same formuty ¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

11/ 13



Teorie zupetne

o __ gesty porzadek liniowy
MO T <Q’ §> Lo = bez el. min. i maks.

Twierdzenie Teorie zupetne:
Teoria I'g jest zupetna: o <R2, B, D> (Tarski [1959]) (tez Hilbert)
dla kazdej formuty ¢ mamy o <N, +,0, 1> (Presburger [1929])
TokF ¢ lub Tg - —¢ o (R,+,-,0,1) (Tarski [1951])
Dowody o ...

e Eliminacja kwantyfikatorow
e Granica Fraissé

e Tw. Rabina o drzewach

e Ny-kategorycznosé:

M, jest jedynym przeliczalnym modelem I'g !

s <Q, §> oraz <]R, §> spetniajg te same formuty ¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 11 / 13



Rozstrzygalnosc¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 12 / 13



Rozstrzygalnosc¢
Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,

teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 12 / 13



Rozstrzygalnosc¢
Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,

teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.

Teza

?
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy I'' - ¢.

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 12 / 13



Rozstrzygalnosc¢
Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,

teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.

Teza

?
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy I' - .

Dowad
function isTrue(¢) {
for i = 0,1,... {

P := stringlist(i); // i-ty napis w jakiej§ enumeracji

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

12/ 13



Rozstrzygalnosc¢

Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,

teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.

Teza
?
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy I' - .

Dowadd
function isTrue(¢) A
for i = 0,1,... {
P := stringlist(i); // i-ty napis w jakiej§ enumeracji

if (P is not a valid proof) {continue; };

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

12/ 13



Rozstrzygalnosc¢
Zatozenie

aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,
teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.

Teza
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy T’ Ii .
Dowaod
function isTrue(¢) A
for i = 0,1,... {
P := stringlist(i); // i-ty napis w jakiej§ enumeracji
if (P is not a valid proof) {continue; };

if (P witnesses that I'F ¢) {return true; };

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

12/ 13



Rozstrzygalnosc¢

Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,
teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.
Teza
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy T’ Ii .
Dowaod
function isTrue(¢) A
for i = 0,1,... {
P := stringlist(i); // i-ty napis w jakiej§ enumeracji
if (P is not a valid proof) {continue; };
if (P witnesses that I'F ¢) {return true; };

if (P witnesses that I'F —¢) {return false; };

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

12/ 13



Rozstrzygalnosc¢

Zatozenie
aksjomaty I' daja sie konstruktywnie wyliczyc,
teoria I jest zupetna — nie posiada formuty niezalezne;.
Teza
Istnieje algorytm sprawdzajacy dla danej formuty ¢ czy T’ Ii .
Dowaod
function isTrue(¢) A
for i = 0,1,... {
P := stringlist(i); // i-ty napis w jakiej§ enumeracji
if (P is not a valid proof) {continue; };
if (P witnesses that I'F ¢) {return true; };

if (P witnesses that I'F —¢) {return false; };

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢?

12/ 13



Whioski

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢
Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |
Gdyz istnieja MiET ¢ oraz M, T, —¢

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |
Gdyz istnieja MiET ¢ oraz M, T, —¢

Tw. o niezupetnosci [ Godel's incompleteness |

Kazda sensowna i dostatecznie silna I' jest niezupetna.,

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |
Gdyz istnieja MiET ¢ oraz M, T, —¢

Tw. o niezupetnosci [ Godel's incompleteness |

Kazda sensowna i dostatecznie silna I' jest niezupetna.,

Chociaz istniejg teorie zupetne:
(@ <), (R, B,D), (N, +,0,1), (R, +,,0,1), ...

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |
Gdyz istnieja MiET ¢ oraz M, T, —¢

Tw. o niezupetnosci [ Godel's incompleteness |

Kazda sensowna i dostatecznie silna I' jest niezupetna.,

Chociaz istniejg teorie zupetne:
(@ <), (R, B,D), (N, +,0,1), (R, +,,0,1), ...

Ogodlnie I' jest zupetna e~ T jest rozstrzygalna

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



Whioski

Zawsze ME ¢ albo M E —¢

Tw. o petnosci I'¢ wtw T' E ¢ [ Godel's completeness |
Ale bywa, ze I' ¥ ¢ oraz T £ —¢ [ T jest niezupetna |
Gdyz istnieja MiET ¢ oraz M, T, —¢

Tw. o niezupetnosci [ Godel's incompleteness |

Kazda sensowna i dostatecznie silna I' jest niezupetna.,

Chociaz istniejg teorie zupetne:
(@ <), (R, B,D), (N, +,0,1), (R, +,,0,1), ...

Ogodlnie I’ jest zupetna e~ T jest rozstrzygalna

~~ teoria obliczalnosci

Michat Skrzypczak Musimy wiedzieC. Ale czy bedziemy wiedzie¢? 13/ 13



