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Streszczenie
Niniejsza praca omawia cze$¢ wynikéw z artykulu [HST10]. Zawiera ona
dolne szacowania na ztozono$é topologiczna jezykéw definiowalnych w logice
MSO + U. Wnioskiem z zaprezentowanych szacowan, jest twierdzenie o nie ist-
nieniu modelu automatu obejmujacego cata logike MSO + U wérdod doéé ogdl-

nej klasy automatow — niedeterministycznych z przeliczalnie wieloma stanami
i borelowskim warunkiem akceptacji.

Stowa kluczowe

zlozonos¢ topologiczna, logika MSO + U, max-automat, w-BS automat

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.3 Informatyka

Klasyfikacja tematyczna

F. Theory of Computation
F.4 Mathematical Logic and Formal Languages
F.4.3 Formal Languages

Tytul pracy w jezyku angielskim

On the topological complexity of languages definable in MSO + U logic
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Wprowadzenie

Klasyczne wyniki Biichiego i Rabina dowodza rozstrzygalnosci teorii MSO dla
struktur S1S i SkS. W obu przypadkach dowdd przebiega poprzez konstrukcje
automatu réwnowaznego odpowiedniej logice. Jeden z wnioskéw mowi, ze na
stowach nieskonczonych, logiki MSO i WMSO maja te sama site wyrazu. Jezyki
definiowane przez te logiki nazywane sa jezykami w-regularnymi.

Niedawno Mikolaj Bojariczyk w pracy [Boj09] zaproponowal rozszerzenie
pojecia jezyka w-regularnego. Jezyki takie sa rownowaznie definiowane przez
odpowiednie automaty (tzw. maz-automaty) i logike WMSO + U, czyli logike
WMSO (staba monadyczna drugiego rzedu) wzbogacona o dodatkowy kwanty-
fikator U. Gléwny z wynikéw méwi, ze logika ta jest rozstrzygalna. Rozszerzenie
to pozwala wyraza¢ asymptotyczne wlasnosci rozwazanych jezykéw, na przy-
ktad: ,ciagi liter a” pomiedzy kolejnymi wystapieniami litery b sa wspdlnie
ograniczone co do dtugosci”.

Aktualnie pytaniem otwartym jest, czy MSO + U, czyli pelna logika mona-
dyczna drugiego rzedu rozszerzona o U, jest rozstrzygalna. Jak dotad nie udato
sie nawet znalez¢ odpowiedniego modelu automatu. Wyniki z tej pracy poka-
zujg dolne oszacowania na ztozonos¢ jezykoéw definiowalnych w MSO 4+ U. W
szczegollnodci zaprezentowany jest nieborelowski jezyk definiowany w tej logice.

Jednym z rozpatrywanych modeli automatu, potencjalnie zdolnym chwytaé
pelna site wyrazu MSO + U, sa tak zwane alternujace w-BS automaty. Aktu-
alnie nie wiadomo czy pusto$é¢ jezyka rozpoznawanego przez taki automat jest
rozstrzygalna. Nie wiadomo tez, jak ma sie sita wyrazu takich automatow w
stosunku do sity wyrazu MSO + U. Praca ta omawia przyktady jezykéw L;,
definiowalnych zaréwno w MSO + U, jak tez przez alternujace w-BS automaty.
Kluczows ich wlasnoscia jest, ze jezyk L; jest II9;-zupelny. Pokazuje to miedzy
innymi, ze sila wyrazu alternujacych w-BS automatéw wykracza poza wszystkie
skoniczone poziomy hierarchii borelowskiej. Spostrzezenia taczacego jezyki L; z
alternujacymi w-BS automatami dokonat Szczepan Hummel.

Treéé¢ ponizszej pracy to, uzupetniony o dodatkowe komentarze i odnosniki,
wktad autora w artykut [HST10].






Rozdzial 1
Definicje

Alfabetem nazywa¢ bedziemy dowolny skoniczony lub przeliczalny zbidr, ozna-
czaé go bedziemy Y. Przez X¥ oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich stow nie-
skoniczonych nad ¥. Do opisu stéw (zaréwno skoriczonych jak i nieskoriczonych)
uzywaé bedziemy notacji znanej z wyrazen regularnych.
Na przestrzeni X% wprowadzmy topologie generowana przez zbiory otwarte
postaci
[s] := {a € ¥ : 3, n pierwszych liter a to s},

dla s € ¥*. Wszystkie zbiory otwarte w tej topologii sa postaci L¥* dla L C
3*. Zbiér X% z topologia opisang powyzej, nazywany jest zbiorem Cantora dla
|X| < oo za$ przestrzeniqg Baire’a dla |X| = oo.

Wprowadzmy nastepujace pomocnicze oznaczenie: dla F C 2% przez BC(F)
nazywaé bedziemy najmniejszg rodzine podzbioréw X, zawierajacag F i za-
mknieta ze wzgledu na skoniczone sumy, przeciecia i dopelnienia.

1.1. Kwantyfikator U

Kwantyfikator U stanowi pomyst na rozszerzenie standardowej logiki MSO o
dodatkowa konstrukcje, pozwalajaca chwytaé asymptotyczne wlasnosci stéw.
Byl on badany miedzy innymi przez Mikotaja Bojanczyka i Thomasa Colcom-
beta [Boj04], [BCO6].

Dla « € ¥¢ powiemy, ze a = UX.p(X) gdy

Vnendeen n < |E| < oo Aa = ¢(E).
Sztandarowym przyktadem uzycia tego kwantyfikatora jest jezyk
LB = {a”obamb. v EBENVZ'EN n; < B} .

Dosé tatwo pokazac, ze jezyk ten nie jest regularny. Jednocze$nie opisywany
jest on formuta
“UX.Y; kexVicj<k A(G)-

Logika MSO + U nazywaé bedziemy logike MSO dla stéw nieskoniczonych,
wzbogacona kwantyfikator U.



Logika WMSO + U definiowana jest analogicznie do MSO + U z tym warun-
kiem, ze kwantyfikatory 3,V wiaza jedynie skoniczone zbiory. Wiec na przyktad
IX.p(X) oznacza, ze istnieje skoriczony zbiér X C N spelniajacy ¢(X). Jak
latwo sprawdzi¢, podana powyzej formula definiujaca jezyk Lp jest w istocie
WMSO + U-formuta, wiec jest to przyktad jezyka nieregularnego, definiowal-
nego w WMSO + U.

Gléwny wynik dotyczacy kwantyfikatora U pochodzi z pracy [Boj09] i méwi,
ze logika WMSO + U jest rozstrzygalna. Idea dowodu oparta jest o konstrukcje
adekwatnego modelu automatu, tzw. max-automatu.

Przez max-automat okreslamy nastepujacy model automatu: determini-
styczny automat skonczony wyposazony w skonczenie wiele licznikéw. Licz-
niki te nie sa czytane w trakcie biegu. Mozliwe sg operacje zerowania licznika,
zwiekszania o jeden i ustawiania wartosci danego licznika na maksimum warto-
$ci danych dwoch licznikéw. Operacje na licznikach sa wykonywane w ramach
przejsé¢ automatu. Kazde przejécie moze wykonaé dowolny skoriczony ciag ope-
racji. Warunek akceptacji max-automatu jest boolowskg kombinacja stwierdzen
Hlicznik ¢; jest ograniczony”.

Kluczowym pytaniem otwartym jest, czy logika MSO + U jest rozstrzygalna.
Jednym z pomystéw na szukanie odpowiedzi jest préba konstrukcji adekwatnego
modelu automatu. Jak na razie zaden taki model nie zostal znaleziony.

Jedna z préb stanowia tak zwane w-B i w-S oraz ich naturalne uogélnienie
— w-BS automaty. Sa one szczegdlowo opisane w pracy [BC06].

Definicja 1.1.1. w-BS automat to niedeterministyczny odpowiednik max au-
tomatu. UmoZliwia on te same operacje na licznikach: zerowanie, zwiekszanie o
jeden i wybor maksimum. Warunek akceptacji w-BS automatu mowi, Ze istnieje
bieg zgodny z przejsciami automatu, dla kitdrego speiniona jest dana boolowska
kombinacja stwierdzen postaci ,licznik c; jest ograniczony” i ,licznik c; zbiega
do nieskoriczonosci”.

Wiadomo, ze w-BS automaty nie rozpoznajg wszystkich jezykéw definiowal-
nych w MSO 4+ U. Jednoczeénie, jest to najwieksza aktualnie znana podklasa
jezykow definiowalnych w MSO + U o rozstrzygalnym problemie pustosci.

Motywacja do podjecia badan opisywanych w tej pracy, byla nadzieja, ze
dzieki mozliwie precyzyjnemu okresleniu zlozonosci topologicznej jezykow de-
finiowanych w MSO + U, jest szansa okresli¢ jakie modele automatu moga, a
jakie nie moga chwytaé wszystkich tych jezykdw.



Rozdzial 2
Topologia

W niniejszym rozdziale wprowadzamy podstawowe pojecia topologiczne uzy-
wane w dalszej czesci pracy.

Definicja 2.0.2. Przestrzen topologiczng X nazwiemy polskq, jesli spetnia ona
nastepujgce warunki:

e istnieje metryka d na przestrzeni X zgodna z topologiq X i taka w ktorej
X jest zupelna (czyli X jest metryzowalna w sposéb zupelny),

e istnieje przeliczalny gesty podzbior X (czyli X jest osrodkowa).

Zbiory > dla skonczonych lub przeliczalnych ¥ sa przestrzeniami pol-
skimi. Wtlasnoéci topologiczne takich przestrzeni sa doktadnie opisane w ksiazce
[Kec95]. Ponizej przytoczone sa najwazniejsze pojecia i fakty dotyczace topolo-
gii X%,

Wygodnym narzedziem do badania ztozonosci topologicznej sa ciagte reduk-
cje — topologiczny odpowiednik redukcji probleméw obliczeniowych.

Definicja 2.0.3. Dla ustalonych przestrzeni topologicznych X,Y powiemy Ze
funkcja f: X — Y jest ciagta jesli dla kazdego zbioru otwartego U C'Y zbior
FHU) jest otwarty w X.

Definicja 2.0.4. Powiemy, ze zbior A C X redukuje sie w sposéb ciggly do
zbioru B CY, jesli istnieje funkcja ciggla f: X —'Y, spelniajgca

f~YB)=A.

Ciagte redukcje w zbiorze Cantora i przestrzeni Baire’a sa dokladniej opi-
sane w rozdzialach 2 i 21 w ksiazce [Kec95]. Pokazany jest tam miedzy innymi
ponizszy fakt.

Fakt 2.0.5 (Za [Kec95, Proposition 2.6]). Kaida funkcja ciqgla f: ¥ — T
indukuje przeksztalcenie f: X% — I'* spelniajgce dla kazdego o € 3%

1. lim, oo ‘?(a!n)’ = 00,

2. dla kazdych n < m stowo skoriczone f(al|,) jest prefiksem stowa f(c|pm).



3.

dla kazdego n stowo skoriczone f(aly) jest prefiksem stowa nieskoriczo-

nego f(a).

I odwrotnie, dla kazdego przeksztalcenia monotonicznego f: ¥* — I'* spel-
niajgcego limy, o0 ‘?(04”)’ = oo, funkcja f(a) = lim, oo f(aln) jest dobrze
okreslona 1 jest funkcjq cigglg X% — I'“.

2.1.

Hierarchia borelowska

Definicja 2.1.1. Ustalmy przestrzen polskg X z rodzing zbioréow otwartych Ux .
Zdefiniujmy indukcyjnie, dla n < wy rodziny:

2(X) = Uy,
(X)) = {USn:(Sn)neNg U H?(X)},
n 1<t<n
m(x) = {x\S:Sex{(x)},
A)(X) = B)(X)NIL)(X),
BxX) = U =Z(X).
n<wi

Gdy jest jasne o jakq przestrzen X chodzi, czesto pisaé bedziemy w skrécie
na przyktad Z‘g zamiast Zg(X).

0

Zdefiniowane powyzej rodziny 3, Hg, A% nazywamy poziomami hierarchii
borelowskiej, za$ rodzine B nazywamy rodzing zbioréw borelowskich.

Fakt 2.1.2. Dla dowolnych 1 < 17 < n < w; zachodzi:

1.

2.

7.

8.

S0UT0 C A,
gdy przestrzen jest nieprzeliczalna, to 297 =+ Hg,

A?I stanowi ciato zbioréw,

. zaréwno Zg jak i H% sq zamkniete ze wzgledu na skornczone sumy i prze-

ciecia,

22 jest zamknieta ze wzgledu na przeliczalne sumy,

Hg jest zamknieta ze wzgledu na przeliczalne przeciecia,
kazda z powyziszych rodzin zawiera kontinuum zbiorow,

B jest o-ciatem.

Wilasnosci te (w przypadku nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej) sa zobra-
zowane na ponizszym schemacie, gdzie kazda strzatka to Scista inkluzja odpo-
wiednich rodzin. Dlugosé tej hierarchii to wy.
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2.2. Hierarchia rzutowa

Hierarchie borelowska mozna przedtuzy¢, definiujac klasy zlozone z bardziej
skomplikowanych zbioréw. Dla odréznienia, klasy te oznacza¢ bedziemy nume-
rem 1 w gérnym indeksie.

Definicja 2.2.1. Ustalmy przestrzer polskq X. Niech §(X) = II§(X) =
B(X). Zdefiniujmy przez indukcje dla n < w rodziny

ETIZ_H(X) = {ﬂ'X(B) .Y — preestrzen polska A B € TIL (X x Y)},
o, (X) = {Xx\A:4ex,(X)},
AN(X) = ZHX)NIL(X).
PX) = U =Z(X).

n<w

Zdefiniowane powyzej rodziny X1 TIL, Al nazywamy poziomami hierarchii
rzutowej, zad rodzine P nazywamy rodzing zbioréw rzutowych.

Dodatkowo, rodzine X1 nazywamy rodzing zbioréw analitycznych, zaé TI}
rodzing zbioréw koanalitycznych.

Fakt 2.2.2. Dla dowolnych 0 < m < n < w zachodzi;
1 SLUTL C AL
2. gdy przestrzen jest nieprzeliczalna, to 3} # TI},
3. Al jest o-ciatem,

4. zaréwno XL jak i IIL sq zamkniete ze wzgledu na przeliczalne sumy i
przeciecia,

5. kazda z powyzszych rodzin zawiera kontinuum zbioréw,

Dodatkowo prawda jest nastepujace, nietrywialne twierdzenie.
Twierdzenie 2.2.3 (Suslin). W dowolnej przestrzeni polskiej X ma miejsce
rownosé

Al =B.

Wilasnosci hierarchii rzutowej (w przypadku nieprzeliczalnej przestrzeni pol-
skiej) zobrazowane sa na ponizszym schemacie, gdzie kazda strzatka to Scista
inkluzja. Dtugo$¢ tej hierarchii to w.
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2.3. Zbiory zupeine

Rodziny postaci 29], Hg, A%, BC’(E%), DLEN I B A717 nazywaé bedziemy klasami
ztozonosci topologicznej (ozn. C).

Ciagte redukcje zachowujg klasy ztozonosci topologicznej, formalnie wyraza
to ponizszy fakt.

Fakt 2.3.1. Dla dowolnej klasy ztoZonosci topologicznej C, jesli f jest cigglg
redukcig A do B (czyli f~1(B) = A) oraz B lezy w klasie C, to A € C.

Analogicznie jak w teorii obliczen, zdefiniowane sa zbiory trudne i zupelne
w odpowiednich klasach.

Definicja 2.3.2. Zbior A C X% nazywamy trudnym w klasie C (réwnowaznie
C-trudnym) jesli dla kazdego B € C istnieje ciggla redukcja B do A.
Jesli dodatkowo A € C, to A nazywamy zupelnym w C, lub C-zupelnym.

Fakt 2.3.3. Zaldzmy, Ze dany zbior A C X jest C-trudny, dla pewnej klasy
ztozomo$ci topologicznej C.

Jesli istnieje ciggla redukcja A do B, to B jest C-trudny.

Jesli C' to rodzina dopelnien zbioréw z C, to X \ A jest C'-trudny.

Fakt 2.3.4. Jesli C,D sq klasami ztoZonosci topologicznej i C C D oraz A C X
jest D-trudny, to A ¢ C.

Okazuje sie, ze w klasach 29], Hg, > TIL istnieja zbiory zupele. Ponizej
przedstawione sa standardowe konstrukcje dla wybranych klas.

Fakt 2.3.5. Zbior {a € 2 : Jjen o = 1} jest XV-zupelny.
Ogdlniej zbior

{a coN' . I, V1 Fma g - - - Vg @(myg, mi—q, ... ,my) = 1}

jest B9-zupelny.

Definicja 2.3.6. Drzewem nad N nazywamy dowolny podzbior T C N* za-
mkniety na prefiksy (czyli VserVr<s 7 € T). Powiemy, zZe drzewo T posiada
nieskoriczong galqZ jesli istnieje o € N spelniajgce

vieN Ck‘i eT.

Zbiér wszystkich drzew nad N oznaczany T C 2N jest zbiorem domknietym
w 2N, Przez B C T oznaczmy zbior tych drzew T ktore posiadajq przynajmnie)
jedng nieskonczong galgZ.

Fakt 2.3.7. Zbior B C T jest zbiorem 31-zupelnym. W szczegdlnosci nie jest
to zbior borelowsks.
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2.4. Topologia a automaty

Okazuje sie, ze ztozono$¢ topologiczna ma Scisty zwiazek z teorig obliczen nie-
skonczonych. W szczegdlnosci, w oparciu o topologiczng zlozonosé pewnych
jezykéw, mozna pokazaé, ze nie sg one rozpoznawane przez okreslony model
automatu. Przykladem takiego rozumowania moze by¢ dowdd twierdzenia 5.1
w pracy [Boj09].

Ponizsze fakty prezentuja dwa podstawowe sposoby szacowania ztozonosci
topologicznej jezykow. W obu tych spostrzezeniach dopuszczamy automaty o
przeliczalnie wielu stanach, uwzgledniajac w ten sposéb réznego rodzaju auto-
maty licznikowe lub stosowe. Ponizsza definicja formalizuje pojecie nieskonczo-
nego automatu w sposéb podobny do tzw. automatéw Borelowskich rozwaza-
nych w ksiazce [PEP04].

Definicja 2.4.1. Uogdlniony automat nad alfabetem ¥ to czwiorka A =
<Q7€I075, F> gdzze

o () to skonczony lub przeliczalny zbior nazywany zbiorem stanéw automatu,
e qo € Q to wyrozniony stan poczgtkowy,

e ) C QXX xQ jest relacjg przejscia,

o P C Q¥ to zbior biegéw akceptujacych.

Powiemy, ze automat A akceptuje stowo o € 3% jesli istnieje bieg p € Q¥
zgodny z § 1 nalezgcy do zbioru F.

Powiemy, ze automat A jest borelowski jesli F € B(Q¥). Powiemy, Ze au-
tomat A jest deterministyczny jesli § jest funkcjg z Q X X w Q.

Fakt 2.4.2. Rozwazmy dowolny uogdlniony automat deterministyczny A z wa-
runkiem akceptacji F C Q“. Zlozono$¢ topologiczna jezyka L(A) jest co najwy-
zej taka, jak zloZonosé warunku akceptacji F.

Dowdd. Automat deterministyczny definiuje monotoniczng funkcje mov: 3* —
Q*, przypisujaca wezytanemu stowu ciag osiagnietych stanéw. Wobec tego funk-
cja run: X¥ — Q¥ przypisujaca stowom wejéciowym biegi automatu, jest cig-
gla na mocy faktu 2.0.5. Wobec tego jezyk L(A) = {a € £ : run(«) € F'} jest
przeciwobrazem F' przy funkcji cigglej run. |

Fakt 2.4.3. Rozwazmy dowolny uogdlniony automat niedeterministyczny A o
borelowskim warunku akceptacji F € B(Q¥). Wtedy L(A) € £1(2¥).

Dowdd. Zbiér poprawnych biegéw automatu R C X% x Q¥ jest zbiorem do-
mknietym w X% x @Q“. Wobec tego

L(A) = 75 (RN F)

jest rzutem zbioru borelowskiego, wiec z definicji nalezy do X1. |
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W ponizszych faktach podsumowane sg znane wyniki dotyczace ztozonosci
topologicznej wybranych modeli obliczert. Podane szacowania sa doktadne —
dana rodzina jezykéw lezy w danej klasie ztozonosci i wykracza poza kazda
nizsza klase.

Fakt 2.4.4. Jezyki w-reqularne lezq w klasie BC(X9).
Jezyki reqularne drzew nieskoriczonych lezqg w klasie Al.

Kolejny wynik pochodzi z niedawno opublikowanej pracy [CDFMO09]. Warto
zauwazy¢, ze jakkolwiek max-automaty definiuja jezyki o tej samej ztozonosci,
to jednak definiujg ich istotnie wiece;j.

Fakt 2.4.5. Jezyki definiowane przez max-automaty leq w klasie BC(XY).

Nastepujacy wynik Szymona Torunczyka i Szczepana Hummela pochodzi z
pracy [HST10].

Fakt 2.4.6. Jezyki rozpoznawane przez w-BS automaty lezg w klasie 3.

Nastepujacy fakt to standardowe rozumowanie polegajace na zamianie
kwantyfikatoréw na operacje teoriomnogosciowe. W przeciwienstwie do powyz-
szych stwierdzen, podane tutaj szacowanie jest jedynie gérnym ograniczeniem.
Jak na razie nie wiadomo jak wysoko w hierarchii rzutowej siegaja zbiory defi-
niowalne w MSO + U.

Fakt 2.4.7. Dla kazdej formuly MSO + U ¢ o zaglebieniu kwantyfikatorow n,
zachodzi
L(p) € A1
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Rozdzial 3
Jezyki Hgi-zupelne

W tym rozdziale skonstruujemy jezyki L;, definiowalne w MSO + U i zupelne w
klasach ITY,. Przyklady te daja nizsze dolne szacowanie niz przyktad z rozdziatu
4, jednak maja swoje konsekwencje zwigzane z alternujacymi w-BS automatami.
Whioski te sa podsumowane pod koniec tego rozdziatu.

Dla wygody notacji, pracowaé bedziemy w przestrzeniach ciagéw wektorow
liczb naturalnych.

Definicja 3.0.8. Ustalmy X = {a, b, 4, *}.
Dla kazdego © > 0 niech

N; = (Ni)gw = (M) u (v)"

W szczegdlnosei Ny = {0,1,2,... ,w}.

Niech W;: N; — 3% mapuje po kolei wektory danego stowa wediug wzoru
(Vi Vi1, .-, v1) > a¥iba¥i=1b...ba"'§. Jesli dane slowo n € N jest skoriczone,
to Wi(n) jest od pewnego momentu stale, rowne .

Zauwazmy, ze mozemy bezposrednio w logice MSO wyrazié¢, ze dane stowo
a € ¥¥ spelnia a € W;(N;), formule wyrazajaca ten fakt oznaczmy ;.
Wprowadzmy dodatkowo dwie pomocnicze operacje.

Definicja 3.0.9. Niech dom: N; — N U {w} przypisuje danemu ciggowi jego
dziedzine lub rownowaznie dliugosé.
Niech m;: Nj — N;_1 obcina z danego ciggu pierwszq wspélrzedng, czyli

i (0 071, 01 )n) = (V1 vy V] e

Dla n € N; oraz D C dom(n) przez n|p € N; oznaczamy stowo powstale
przez wybranie z n wektorow lezgcych na pozycjach w zbiorze D.
Dla i >0, m € N oraz n € N; niech

o(n,m) CN={neN:v=m},

oraz n [m€ N bedzie ciggiem powstalym z m przez wybranie wektoréw z pozycji
o(n, m).
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Mozemy teraz przystapi¢ do definicji szukanych jezykéw.
Definicja 3.0.10. Dla i > 0 niech L; bedzie zbiorem tych n € N;, ze
3 3y - 3 I ke = (Mg, my—1, .. ma),
gdzie 3° oznacza ,istnieje nieskonczenie wiele”,

Zauwazmy, ze ze wzgledu na ostatni kwantyfikator 37° zachodzi w istocie
L; € (NY)¥ C ;.

Ponizszy lemat przedstawia jezyki L; w postaci indukcyjnej.

Lemat 3.0.11. Ly = {w}, zas dla i > 0 zachodzi: n € L; wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje nieskonczenie wiele m € N spelniajgcych

7 (N [m) € Li—1.

Zlozono$¢ topologiczna zbioréw W;(L;) jest analizowana w pracy [TL93,
strony 595-596], w szczegdlnosci jest tam pokazany ponizszy fakt.

Fakt 3.0.12. Zbidr W;(L;) jest I19; , ,-zupelny.

Przejdziemy teraz do formul MSO + U definiujacych jezyki W;(L;). Formuly
beda opisywane w oparciu o ciggi wektoréw — czyli elementy n € N;. Kosztem
pewnej komplikacji mozna je przepisa¢ na formuly operujace na kodach W;(n).

Zdefiniujmy wtasnosé

(v vy, 07), FE Bi(X) < 3BenVaex v < B.

Innymi stowy n | B;(X) gdy pierwsze wspolrzedne n na pozycjach ze zbioru
X sg wspélnie ograniczone.

Zauwazmy, ze powyzsza wlasnoé¢ mozna bezposrednio przepisa¢ do logiki
MSO + U uzywajac kwantyfikatora U, mianowicie: istnieja formuly ; logiki
MSO + U, o tej wlasnosci, ze dla kazdego n € N; oraz X C N zachodzi

nE Bi(X) & Win) Evi(X),

gdzie X to pozycje w stowie W;(n) odpowiadajace wektorom na pozycjach z
X. Mozna dodatkowo zapewnié, by formuty ;(X) wymagaly, by zbiér X fak-
tycznie kodowal pewien wybor wektoréw, czyli dla kazdego kodu wektora, albo
wszystkie jego pozycje byly zawarte w X, albo zadna.

Skonstruujmy teraz formuly definiujace W;(L;). Niech ¢¢ méwi, ze stowo
a € ¥¥ spelnia a = Wy(w) = 4. Dla ¢ > 0 niech

0i(Z) =7 ANVxcz (Wi(X) = Iycz X NY =0A (V) A i (Y))

gdzie ;1 to formula ;1 w ktorej kwantyfikatory zostaly tak ograniczone, by
pomija¢ pierwszg wspolrzedna kazdego wektora.
Pozostaje pokazaé ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.0.13. Dla kazdego i > 0 oraz n € N;, zachodzi

ne€ L & Win) E pi(w).
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Lemat 3.0.14. Jeslin € N;, D CY C dom(n) i zachodzin|p € L;, tonly € L;.
Dowdd. Oczywisty, z monotonicznosci kwantyfikatora 3. |

Lemat 3.0.15. Jeslin € N;, X,Y C dom(n), XNY = 0 oraz zachodzi n|xuy €
L;, ton|x € L;, lubnly € L;.

Dowdd. Dowdd przez indukcje, w oparciu o lemat 3.0.11. |

Dowdd twierdzenia. Dowdd bedzie przebiegal przez indukcje po i. Dla i = 0
teza oczywiscie zachodzi. Wezmy 4 > 0.

(=) Ustalmy n € L;. Wezmy dowolny X C w spelniajacy n | B;(X). Zalézmy,
ze pierwsze wspolrzedne 1 na pozycjach z X sa ograniczone przez M.
Korzystajac z lematu 3.0.11 wiemy, ze istnieje pewne m > M, dla ktérego
i (0 Im) € Li—1. Wezmy za Y = o(n, m). Wtedy wiemy, ze m;(n]y) € Li—1
iY NX = 0. Wiec pokazalisSmy, ze W;(n) | ¢i(w).

(<) Wezmy n € N; spelniajace W;(n) = ¢;(w). Zalézmy przez sprzecznosé, ze
istnieje tylko skoriczenie wiele m z lematu 3.0.11. Zal6zmy, ze najwiekszy
z nich to M.

Weimy X = U,,<ar0(n,m). Oczywiscie n = B;(X). Wiemy wiec, ze
istnieje Y C N spetiajacy n = B;(Y), Y rozlaczny z X i m(nly) € Li_1.
Dodatkowo, zaldézmy, ze najwyzsze wspdlrzedne n w Y sa ograniczone
przez N.

W takim razie

Y C U oi(n,m).
M<m<N

Wiec korzystajac wielokrotnie z lematu 3.0.15, dla Y N o;(n,m), po
M < m < N, dostajemy, ze dla pewnego M < mgy < N, zachodzi
Ti(Nlyrosmom) € Li-1-

W oparciu o lemat 3.0.14, dostajemy, ze w takim razie

771'(77 rmo) € L.
Ale mg > M, co daje sprzeczno$¢ z definicja M.

Wobec powyzszego twierdzenia jezyk W;(L;) jest MSO + U-definiowalny for-
mula ;(w).

Ponizej przytoczone sa wyniki Szczepana Hummela, uzupelniajace powyzsze
spostrzezenia.

Definicja 3.0.16. Alternujgcym w-BS automatem nazywaé bedziemy automat
powstaly z w-BS automatu przez zastgpienie niedeterminizmu alternacjg. Z
punktu widzenia konstrukcji automatu, jedyna réznica jest taka, Ze zbior sta-
now automatu podzielony jest na dwie czeSci, nazywane stanami Adama i Ewy.

Dla ustalonego stowa o € ¥ automat taki definiuje gre w ktorej biorg udzial
Adam i FEwa. Pozycje w tej grze to pary (n,S), gdzie n € N to pozycja w
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stowie, a S to stan automatu (wlgczajoc w to liczniki). W zaleznosci od tego czy
stan w ktorym znajduje sie automat nalezy do Adama, czy do Ewy, odpowiedni
gracz podejmuje decyzje, wybierajgc jedno z dostepnych w automacie przejsé.
Na skutek powstalej tak nieskorniczonej rozgrywki, definiowany jest cigg standow
automatu. Jesli cigg ten jest akceptujocy, wygrywa Fwa, w przeciwnym wypadku
wygrywa Adam.

Zbior L(A), to zbidr tych stow na ktérych Ewa ma strategie wygrywajgcq.

Twierdzenie 3.0.17 (Hummel 2010). Jezyki W;(L;) sq rozpoznawane przez
alternujgce w-BS automaty. Konstrukcja odpowiedniego automatu stanowi bez-
posrednie przeloZenie formul ;.

Szkic dowodu. Automat A; powstaje bezposrednio z formuly ;, poprzez zasta-
pienie kwantyfikacji po zbiorach X,Y decyzjami antagonistycznych graczy, czy
dany element n € N ma naleze¢ do odpowiedniego zbioru.

Dodatkowe rozumowanie indukcyjne pokazuje, ze w tym przypadku kwan-
tyfikacja po zbiorach i konstrukcja ich w locie, sa rownowazne. |

Whioski z tego spostrzezenia sa podsumowane w rozdziale 5.
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Rozdziat 4

Jezyk Xi-zupelny

W tym rozdziale przedstawiony jest przyklad zbioru Xi-zupetego definiowal-
nego w logice MSO + U.

Dla uproszczenia notacji, niech 7o C T oznacza zbiér wszystkich drzew
nieskonczonych. Oczywiscie zbiér drzew z nieskoniczong gatezia B spelnia B C
Teo- Dodatkowo, poniewaz To, € II(T), wigc ograniczenie rozwazan do Tao
jako podprzestrzeni 7 nie zmienia ztozonosci topologicznej zbioru B.

Definicja 4.0.18. Ustalmy alfabet ¥ = {a,b,8}. Niech < bedzie pewnym usta-
lonym porzgdkiem typu w na N*. Rozwazmy kodowanie W : Too — 3% wypisu-
jace wierzcholki drzewa zgodnie z porzqdkiem <, w formacie (vo,v1i,...,v)
a’ba"b...ba"" .

Jak latwo sprawdzié¢, kodowanie W jest funkcja ciagla i réznowartosciowa.

Definicja 4.0.19. Ponizszq wlasnosé drzewa T € Too nazywad bede wlasnosciq
g:
Istnieje mieskoriczony podzbiér wierzchotkéw T' C T, taki, Ze dla kazdego
R e N, zbior
{vp:veT,0 <k <min(R,v])} CN,

jest ograniczony.

Fakt 4.0.20. Wiasnosé G jest rownowazna posiadaniu nieskonczonej galezi
przez T.

Dowdd. Jedli drzewo ma nieskonczong gataz e < vy < vy < ..., to mozna ja
wzigé jako T'. Wtedy T” jest nieskoniczone. Dodatkowo, dla kazdego R, wszyst-
kie wierzchotki w T” (oprécz pierwszych R—1) maja te same pierwsze R wspol-
rzednych — dokladnie wyrazy vg jako stowa. Wiec sa one wszystkie wspdlnie
ograniczone przez
max{vg, v1,...,VRr_1}-

Teraz w drugg strone: Zalézmy, ze podzbiér T C T ma wlasno$é¢ G. Roz-

wazmy F' C T zdefiniowane jako zbiér prefikséw wszystkich stéw z T'. Wtedy

F jest drzewem o skoriczonym rozgalezieniu. A zatem, z lematu Koniga posiada
nieskonczong gataz. |
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Definicja 4.0.21. Powiemy, Ze zbior pozycji S w stowie o € X% jest dobry,
jesli:

e 2 kazdego kodu postaci §a™ba™b...a"mY, zbior S zawiera pewien jego
spojny odcinek, zaczynajgcy sie tuz za § i konczqcy sie tuz przed ktorgs
literg b lub tuz przed koricowym f,

e S ma wspdlnie ograniczong liczbe wystgpien litery b w poszczegolnych ko-
dach.

Definicja 4.0.22. Formuta ¢ mowi, Ze istnieje nieskonczony podzbior G C w,
zawierajgcy tylko cale kody pomiedzy kolejnymi literami §, taki Ze dla kazdego
S C G ktore jest dobre, bloki liter a™ wystepujgce w S sq wspdlnie ograniczone
co do rozmiaru.

Opisana powyzej formuta jest formuta MSO + U, korzystajaca dwukrotnie
z kwantyfikatora U— raz by wyrazi¢ ze wystapienia liter b w blokach sa ogra-
niczone i raz by wyrazi¢, ze dlugosci blokéw a” sg ograniczone.

Fakt 4.0.23. Drzewo T € Too ma wlasnosé G wtedy i tylko wtedy, gdy stowo
a=W(T) € X spelnia
a .

Dowdd. Zaldézmy najpierw, ze o = ¢. Wezmy za T" C T podzbiér wyznaczany
przez G C w. Wezmy dowolne R i okreslmy za zbior S kody wierzchotkéow w G
obciete do pierwszych R wspotrzednych. Wtedy wystapienia liter b w kodach w
S sa wspdlnie ograniczone przez R, wiec bloki a™ sg wspdlnie ograniczone. Co
daje ograniczonos¢ odpowiedniego zbioru z definicji wlasnosci G.

Zalézmy teraz, ze T ma wlasno$¢ G. Wezmy podzbiér T C T z wlasnoéci
G i jako G wybierzmy kody tych wierzchotkéw, ktore lezg w 1.

Wezmy dowolny dobry zbior S C G. Wiemy, ze wystapienia liter b sa wspol-
nie ograniczone, ograniczenie to nazwijmy R. W takim razie (z wlasnosci G dla

tego R) zbiér wszystkich wspoélrzednych vg, v1,...,vR jest ograniczony, a jest
to nadzbiér zbioru blokéw a™ wystepujacych w S. Wiec bloki te sa ograniczone
w S. |

Czyli W: T, — X zadaje ciagla redukcje zbioru B C T do zbioru M =
{a:al ¢} C X% Latwo sprawdzié, ze zbiér M jest analityczny, wynika to z
postaci warunku G. Zatem zbiér M jest Xi-zupelny.

Nalezy przy tym pamietaé, ze W (B) C M, gdyz nie jest mozliwe wyrazenie
w logice MSO + U faktu, ze dany ciag o € X% jest kodem drzewa.
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Rozdziat 5

Whnioski

Zaprezentowane powyzej przyklady i wyniki topologiczne pozwalaja wyciagnaé
nastepujace wnioski.

Uwaga 5.0.24 (Z rozdziatu 4). Nie istnieje model niedeterministycznego auto-
matu z borelowskim warunkiem akceptacji, chwytajgcy petng sile wyrazu logiki
MSO + U.

Dowdd. Zatdézmy, ze taki model istnieje. Wezmy jezyk M zdefiniowany w roz-
dziale 4, o ktérym pokazalismy ze jest Xi-zupeiny. Niech A to niedetermini-
styczny automat o (potencjalnie przeliczalnym) zbiorze stanéw @ i borelowskim
warunku akceptacji S C Q¥, rozpoznajacy jezyk 3¢\ M. Wobec faktu 2.4.3, za-
chodzi ¥\ M € 1. Ale réwniez M € X1, wiec z twierdzenia Souslina M € B.
Daje to sprzecznoéé, bo wiemy ze M jest Xi-zupelny, a B C 1. |

W zasadzie wszystkie znane warunki akceptacji automatu sa borelowskie.
By wyjs$¢ poza zbiory borelowskie, nalezatoby w warunku akceptacji w istotny
sposob uzywaé obiektéw wyzszego rzedu (np. podzbioréw N). W zwiazku z tym,
powyzszy wniosek mozna wyrazi¢ nastepujaco:

Niezaleznie od stopnia komplikacji konstrukcji automatu niede-
terministycznego, zaden naturalny warunek akceptacji nie wystarczy
by uchwycié pelng site wyrazu MSO + U. W szczegdlnosci dodawa-
nie skomplikowanych operacji na licznikach, stosach czy kolejkach
danych nie wystarczy.

Dodatkowo warto zauwazy¢, ze zbior M definiowany w rozdziale 4 stanowi
dos¢ rzadki przyklad jezyka nieborelowskiego, definiowanego relatywnie prosta
logika na stowach nieskonczonych.

Uwaga 5.0.25 (Z rozdziatu 3). Alternujgce w-BS automaty rozpoznajg istotnie
wiecej jezykow anizeli niedeterministyczne w-BS automaty.

Dowdd. Przytoczone wczesniej spostrzezenie Szczepana Hummela pokazuje, ze
jezyki W;(L;) sa rozpoznawane przez alternujace w-BS automaty. Jednoczesnie
niedeterministyczne w-BS automaty definiuja jedynie jezyki lezace w klasie 4.

|
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W momencie spisywania tej pracy wciaz nie byla znana zadna z potencjal-
nych inkluzji pomiedzy rodzing jezykéw definiowanych przez alternujace w-BS
automaty, a logike MSO + U. Ponizszy fakt sugerowal mozliwa metode poka-
zania, ze MSO + U nie moze by¢ uchwycone przez alternujace w-BS automaty.
Metode te udato sie zastosowaé, ostateczne wyniki sa podsumowane w roz-
dziale 5.0.1.

Fakt 5.0.26. Jezyki rozpoznawane przez alternujgce w-BS automaty leZg w
klasie AL.

Dowod. Funkcja przypisujaca slowu nieskoniczonemu gre opisang w definicji al-
ternujacych w-BS automatéw jest ciggla. Jednoczesnie, warunek akceptacji dla
gry mowi, ze istnieje strategia Ewy, taka ze dla kazdej strategii Adama, roz-
grywke zgodng z tymi strategiami wygrywa Ewa. A zatem jest to warunek 2%.
Oczywiscie automaty alternujace sa zamkniete ze wzgledu na dopelnienie, wiec
warunek ten lezy réwniez w IT3. [

5.0.1. Rozszerzenie wynikow

Wyniki zaprezentowane w tej pracy zostaly (juz po jej przygotowaniu) rozsze-
rzone. Udato sie mianowicie, bazujac na przykladzie jezyka M, wskazaé ciag
jezykow My, Mo, . .. definiowalnych w MSO + U i trudnych dla coraz wyzszych
klas hierarchii rzutowej. Konstrukcja ta pokazuje ze logika MSO + U nie jest
chwytana przez zadne alternujace automaty z borelowskim warunkiem akcep-
tacji, w szczegdlnosci przez w-BS automaty (patrz Fakt 5.0.26). Jednoczesnie
jezyki M; zamykaja problem zlozonosci topologicznej logiki MSO 4 U— siega
ona dowolnie wysoko w ramach hierarchii rzutowej. Podsumowanie tych badan
zostalo opublikowane w artykule czasopismowym [HS12| autorstwa Szczepana
Hummela i nizej podpisanego.
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