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Streszczenie

Praca zawiera charakteryzacje niektérych dolnych klas hierarchii borelowskiej
w zbiorze Cantora, z uzyciem pojecia kolorowania. Pojecie to splata ze soba
kombinatoryke nieskoniczong i deskryptywna teorie mnogosci.

Prezentowane definicje i dowody sa silnie motywowane teorig automatow
skonczonych i jezykow w-regularnych. Uzyskane w pracy wyniki topologiczne
maja swoje konsekwencje w tej teorii. Zwiazki te sa podsumowane w osobnym
rozdziale.

W oparciu o zaprezentowana charakteryzacje wykazana jest réznosé klas
BO(XY) ¢ AYi BC(2Y) ¢ AY. Nauzyte w dowodach przyktady mozna patrzeé
jako na zlgczenie ze soba odpowiednio dobranych jezykéw w-regularnych.
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Wprowadzenie

Zbiory lezace w klasach borelowskich 29) i 1'[2 maja naturalng reprezentacje jako
odpowiednio suma lub przeciecie zbioréw z nizszych klas. Pozwala to dowodzié¢
twierdzen dotyczacych zbioréw takich postaci, w sposéb relatywnie prosty:

Wezmy dowolny zbiér S € X0, Przedstawmy go jako przeliczalna
sume zbioréw (F;)ieny CIIO_; ...

Przykladem takiego rozumowania moze byé dowdd twierdzenia 22.16 w
ksiazce [Kec95] — twierdzenie o redukeji dla klas Zg.

Sprawa komplikuje sie w przypadku klas A%, gdyz kazdy taki zbiér ma
zawsze dwa opisy. Jeden jako suma zbioréw prostszych, a drugi jako przecie-
cie. Dlatego wartosciowe sa bardziej namacalne reprezentacje zbioréw z tych
klas. Jedna z takich reprezentacji sa opisywane w tej pracy kolorowania nie-
skonczonego drzewa binarnego, czyli funkcje z tego drzewa w zbiory koloréw.
W zalezno$ci od warunkéw, jakie naktadamy na takie kolorowanie i przyjetej
palety koloréw, otrzymujemy zbiory z kilku dolnych klas hierarchii borelowskiej.

Przyktadem wykorzystania kolorowan sg zaproponowane konkretne przy-
klady zbioréw lezacych w klasach AJ\ BC(£9) i A\ BC(%Y).

Alternatywnie, zamiast patrze¢ na kolorowania jako na kombinatoryczna
charakteryzacje klas deskryptywnych, mozna postrzegaé je jako rozszerzenie
pojecia automatu z warunkiem parzystosci. Pozwala to analizowaé¢ opisywane
w pracy wyniki w kontekécie jezykow w-regularnych.

Zwiazki kolorowan z ideami znanymi z literatury podsumowane sa w roz-

dziale 9.






Rozdziat 1
Definicje

Podstawowa przestrzenia bedzie zbiér Cantora, definiowany jako A% dla A =
{a,b}. Niech T oznacza zbiér wszystkich skoniczonych ciagéw elementéw A, czyli
A<¥. Elementy T nazywa¢ bedziemy slowami nad alfabetem A.

Powiemy, ze stowo s € T jest prefiksem stowa w = (wp, w1, ..., wp—1) €T,
jesli s = (wp, wi, ..., wy—1) dla pewnego n < m. Podobnie r € T jest sufiksem
w jesli t = (wg, ka1, ..., Wn-1) dla pewnego k < m. Wreszcie t jest infiksem
w jesli t = (w;, wit1,...,w;j—1) dla pewnych i < j < m.

Poniewaz zbiér T jest zamkniety na prefiksy, wiec jest drzewem. Wpro-
wadzmy nastepujacy porzadek na T s < t gdy s jest prefiksem ¢. Najmniejszym
elementem tego porzadku jest stowo puste oznaczone e. Elementy o € A“ na-
zywaé czasami bedziemy nieskoficzonymi gateziami T', gdyz z definicji T' mamy
Vonen aln € T. Dla s € T, a € A¥ powiemy, ze s < «a, gdy s = af, dla pewnego
n.

Aby wygodniej operowaé¢ na elementach drzewa T, korzysta¢ bedziemy z
notacji zwiazanej z wyrazeniami regularnymi. W notacji tej nie pisze si¢ znaku
konkatenacji stéw. Przez w"™ rozumie sie stowo wwww ...w, natomiast w* to

dowolne stowo postaci w™ dla pewnego n € N. Przez Aﬁ oznaczane jest dowolne
stowo w T, za§ AT oznacza dowolne niepuste slowo. Pewnym rozszerzeniem
omawianej notacji bedzie oznaczenie s —t, dlat,s € T'i t < s, definiowane jako
sufiks stowa s zaczynajacy sie tuz za koncem stowa t.

Przez p(s) dla s € T'\ {e} oznaczam stowo s||;_1, czyli s bez ostatniej litery.

Operowaé bedziemy czesto parzystoscia liczb, wprowadzmy wiec funkcje
P: N — {0,1} réwna 1 dla liczb nieparzystych i 0 w przeciwnym przypadku.

Dodatkowo przydatna bedzie funkcja S: N x N — N, zdefiniowana nastepu-
jaco: S(n,m) =n—P(n)+m— P(m)+ P(n)- P(m). Jak latwo sprawdzi¢, jest
ona monotoniczna ze wzgledu na obie wspéirzedne: P(S(n,m)) = P(n) - P(m)
iS(n,m)<n+m.

Topologia na zbiorze A“ wyznaczona jest przez bazowe zbiory otwarte po-
staci [s] := {a € AY : s < a} dla stéw s € T. Zbiory Gs to przeliczalne
przeciecia zbioréw otwartych, natomiast F, to przeliczalne sumy zbioréw do-
mknietych. Rodzina BC(2Y) to boolowskie kombinacje zbioréw otwartych, czyli
najmniejsze ciato zawierajace zbiory otwarte. Rodzina AY to przeciecie Gs i F,.
Analogicznie BC(X9) to boolowskie kombinacje zbioréw F,, a AY to zbiory,



ktére sa jednoczesnie X9 i II3.

1.1. Automaty

Teoria automatéw na stowach nieskonczonych siega lat sze$édziesiatych XX
wieku. W oparciu o te teorie Biichi wykazal rozstrzygalnosé logiki M SO(w, <).
Wiecej informacji o automatach na stowach nieskonczonych i zwiazkach z logika
mozna znalezé w pracy [Tho96].

Rozpatrywaé bedziemy tylko automaty deterministyczne z warunkiem pa-
rzystosci. Automaty takie to krotki A = (qo, @, 9, ), gdzie:

e ¢y to dowolny element (), nazywany stanem poczatkowym,
e () to dowolny skonczony zbidr, nazywany zbiorem stanéw automatu,

e ) to funkcja Q x A — @, definiujaca jak ma sie zmieni¢ stan automatu
pod wplywem wczytania kolejnej litery,

e ( to funkcja Q — N, przypisujaca stanom tak zwane ranki.

Ustalmy automat A oraz stowo nieskonczone o € A%. Funkcja § wyznacza
jednoznacznie bieg 7 € Q¥ automatu A na «, mianowicie 7(0) = ¢o oraz 7(n +
1) = §(7(n),a(n)). Do tak wyznaczonego biegu mozemy przylozyé¢ funkcje €2,
uzyskujac ciag rankéow

(RS)nen = (A7 (1))) ey € N°.

Poniewaz automat ma skonczenie wiele stanéw, to wartosci RS sa ograniczone.
Dobrze okreslona jest wiec wartos¢ liminf, .. RS. Moéwimy, ze A akceptuje
stowo «, gdy P (liminf, .. R%) = 1, czyli najmniejszy’ rank wystepujacy nie-
skonczenie czesto jest nieparzysty. Zbior stéw akceptowanych przez A ozna-
czamy L(A) C A¥. Czasami, zamiast méwi¢ zbior stow nieskonczonych, méwié
bedziemy jezyk. Wszystkie zbiory postaci L(A) dla wszystkich automatéow A
nazywamy rodzing jezykow w-regularnych.

7 prac Biichiego wiemy, ze jezyki w-regularne zamkniete sa ze wzgledu na
operacje boolowskie i rzutowanie alfabetu.

Wyrdzniona jest do$¢ naturalna podklasa automatéw, nazywana automa-
tami stabymi. Automat jest sfaby, jeSli dla kazdego stanu ¢ € Q oraz litery
z € A, zachodzi

Q(6(4, 2)) > ).

Czyli méwiac potocznie — sa to takie automaty, gdzie kazde przejécie nie
zmniejsza ranku.

Okazuje sig, ze topologia zbioru A% odgrywa istotng role w teorii automa-
téw. Jednym z przykladéw jest dowdd twierdzenia 5.1 z pracy [Boj09]. Autor
pokazuje, ze pewien jezyk nie moze by¢ rozpoznawany przez okreslony model

"W teorii automatéw zazwyczaj rozpatruje si¢ wartoéé lim sup, zamiast podawanego tutaj]
liminf. Gdy automat ma skoniczenie wiele stanéw nie ma to znaczenia. My przyjmujemy ten
drugi warunek w zwiazku z wynikami z rozdziatu 8.



automatu, korzystajac z faktu, ze jezyk ten jest X3-zupelny, wiec nie lezy w
rodzinie BC(X9).

Powszechnie wiadomo, ze wszystkie jezyki w-regularne lezg w ramach klasy
BC(%Y). Dodatkowo znane s charakteryzacje w terminach hierarchii Wadge’a
i zwiazki z kombinatoryczna hierarcha Wagnera (patrz [Wag79]). Poniewaz
wszystkich jezykéw w-regularnych jest przeliczalnie wiele, nie moga wypeltniaé
zadnej rozsadnej klasy ztozonosci topologicznej. Stad wszelkie charakteryzacje
topologiczne méwiag jedynie w jakich klasach jezyki w-regularne moga sie znaj-
dowac.






Rozdziat 2

Kolorowania

Kluczowym pojeciem pracy jest kolorowanie pelnego drzewa binarnego.

Definicja 2.0.1. Kolorowaniem nazywac bedziemy dowolng funkcje K : T — N,
ktora na kazdej nieskonczonej gatezi T przyjmuje jakqes wartosé nieskonczenie
wiele razy.

Innymi stowy mozna to wyrazié¢ tak, ze dla kazdego o € A¥ zachodzi
inf(K,a) :={n € N:VyenIm>mK(al,) =n} #0.

Mozna tez réwnowaznie powiedzieé, ze wartosci K na zadnej galezi nie zbiegaja
(jako ciag) do oo. Wobec tego dla kazdego a, wartosé liminf, .o K(a,) jest
skoniczona, réwna min (inf (K, ) ). Zauwazmy przy okazji, ze dla kazdego o € A¥
zachodzi

InrenVmsm K (o)) > liminf K (al,).

n—o0

Kazde kolorowanie wyznacza podzbiér zbioru Cantora.

Definicja 2.0.2. Dla danego kolorowania K definiujemy zbior
K] = {a€A“: P (lminf K(al,)) =1}

Mozna powyzsza definicje wyrazi¢ réwnowaznie: [K] to zbiér tych nieskon-
czonych galezi na ktoérych najmniejsza z wartosci przyjmowanych nieskonczenie
czesto jest nieparzysta.

Dodatkowo, wyrézniamy dwie dodatkowe wiasnosci jakie moze mieé¢ kolo-
rowanie.

Definicja 2.0.3. Powiemy, ze kolorowanie K jest skoriczone, jesli zbior jego
wartosci jest ograniczony.

Wahaniem kolorowania skonczonego nazywamy najwiekszq przyjmowang przez
nie wartosc.

Kolorowanie K jest monotoniczne, jesli przyjmowane przez nie wartosci sg
niemalejgce na gateziach T.

Powyzsze definicje daja nam cztery rodzaje kolorowan:
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e 0gollne,

e skonczone,

e monotoniczne,

e monotoniczne i skonczone.

Latwo pokazaé, ze istnieja kolorowania monotoniczne ktére nie sg skonczone,
skonczone ktére nie sa monotoniczne oraz takie ktore nie sa ani skoniczone ani
monotoniczne. Wobec tego, wymienione powyzej rodzaje sa parami rézne.

Przydatna bedzie nastepujaca prosta obserwacja.

Fakt 2.0.4. Jesli K jest kolorowaniem monotonicznym, to dla kazdego o € A¥
okreslona jest granica
lim K(alp).

n—oo

2.1. Ciagtle redukcje

Ciagte redukcje jednego zbioru do drugiego stanowia wazne pojecie w deskryp-
tywnej teorii mnogosci.

Definicja 2.1.1. Powiemy, Ze zbior X C AY redukuje sie w sposéb ciggly do
zbioru Y C A¥, jesli istnieje funkcja ciggla f: AY — A%, spelniajgca

fYy)=Xx.

Ciagle redukcje w zbiorze Cantora i przestrzeni Baire’a sa dokltadniej opi-
sane w rozdziatach 2 i 21 w ksiazce [Kec95]. Pokazany jest tam miedzy innymi
ponizszy fakt.

Fakt 2.1.2 (Za [Kec95, Proposition 2.6]). Kazda funkcja ciggla f: AY — A¥
indukuje przeksztalcenie f: T — T spelniajgce dla kazdego oo € A%:

1. Timy o [ F(al)| = o0,

2. Vogm flaln) < flalm) < fla).

W oparciu o to spostrzezenie, mozemy pokazaé, ze kolorowania sa w pewnym
sensie zachowywane przy ciaglych redukcjach.

Twierdzenie 2.1.3. Dla kazdego kolorowania K i zbioru X C A%, takich ze
istnieje ciggla redukcja X do [K], istnieje kolorowanie K' spelniajgce [K'] = X.
Jesli K ma wahanie n, to K' ma wahanie ograniczone przez n.
Jesli K jest monotoniczne, to K' tez.

Dowéd. Wezmy funkcje f: T — T, indukowang przez f.
Niech K'(¢) = 0. Wezmy dowolne stowo s € T'\ {e}. Niech u = f(p(s)) i
v = f(s). Wiemy, ze u < v. Rozwazmy ciag stéow u = wg < wy < wy < ... <
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w; = v, speliajacy p(wj41) = wj, czyli kolejne wierzcholki T' na Sciezce od u
do v. Zdefiniujmy

K'(s) ‘2 min {K (wo), K (w1),. .., K (w;)} .

Twierdze, ze dla kazdej o € A% zachodzi
liminf K'(a|,) = liﬁn iorolf K(f(a)|n).

n—oo
Jedli to wykaze, to K’ jest kolorowaniem i dodatkowo [K'] = f~!([K]) = X, co
zakonczy dowdd twierdzenia.

WeZmy dowolna o € A“. Oznaczmy m = liminf, . K(f(a)|,). Istnieje
N € N takie, ze dla n > N mamy K(f(a)|,) > m. Korzystajac z zalozen
dotyczacych f, istnieje takie M, ze dla s < i |s| > M zachodzi ’?(8)‘ > N.

Wiec dla dostatecznie dlugich sléw s < « rozpatrywane w definicji K’
stowo u jest dtuzsze niz N. Dla tak dobranego stowa s wszystkie rozpatrywane
w réwnosci (A) liczby K(wo), K (w1),. .., K(w;) sa niemniejsze niz m. Zatem
K'(s) > m.

Jednoczesnie, dla nieskonczenie wielu n, zachodzi K (f(«a)l,) = m. Wiec dla
nieskonczenie wielu stéw s < a, wéréd rozpatrywanych w réwnosci (A) wartosci
{K(wj) : 0 < j < i}, wystepuje m. Wiec dla nieskonczenie wielu n € N zachodzi
K'(aly,) < m. Czyli liminf, .. K'(al,) = m.

Oczywiscie, jesli K ma wartoSci ograniczone przez n, to K’ tez, a jesli K
jest monotoniczne, to K’ tez. [

2.2. Operacje boolowskie

Okazuje sie, ze zbiory definiowane przez kolorowania odpowiednich rodzajow
stanowig ciala. Bezposredni dowdéd w przypadku kolorowan ogdélnych jest dosé
techniczny. Jednakze, mozna pokazaé ten fakt w oparciu o pozostate wyniki
pracy (patrz wniosek 6.2.2).

Fakt 2.2.1. Jesli K jest kolorowaniem, to istnieje kolorowanie K', spelniajgce
(K] = A\ [K).

Jedli K jest skoriczone (monotoniczne), to K' tez jest skoriczone (monoto-
niczne).

Dowdd. Wystarczy rozwazyé K'(s) = K(s) + 1. [ ]

Wobec tego, by pokazac ze kolorowania danego rodzaju stanowia ciato, wy-
starczy pokazaé, ze sa zamkniete na przeciecie.
Najpierw pokazemy odpowiedni fakt dla kolorowan monotonicznych.

Fakt 2.2.2. Jesli kolorowania K1, Ko sg monotoniczne, to istnieje kolorowanie
monotoniczne K”, spelniajgce

(K1) 0[] = [K7].

Jesli K1, Ky sq skonczone, to K7 tez.
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Dowdd. Wystarczy rozwazyé K7 (s) = S(K1(s), Ka(s)). Wtedy K” jest funkcja
monotoniczng na gateziach i dodatkowo dla o € A mamy
lim K7 (al,) = S(lim Ki(al,), lim_ Ka(al,)).

Wige [K7] = [Ki] N [K2]. Oczywiscie, jesli Ki, Ky sa skonczone, to K”
tez. |

Teraz pora na kolorowania skonczone, ale niekoniecznie monotoniczne. Po-
nizszy fakt mozna wyprowadzi¢ z charakteryzacji BC(3%) w terminach hierar-
chii réznicowej i pozostatych wynikéw pracy. Jest on jednak tutaj umieszczony,
gdyz daje dodatkowe szacowanie wahania uzyskanych kolorowan oraz dlatego,
ze dowdd jest doéé bezposredni.

Fakt 2.2.3. Jesli kolorowania K1, Ky sq skoriczone, to istnieje kolorowanie
skonczone K7, spelniajgce

(K] 0[] = [K7].

Dowdd. Zatézmy, ze dane kolorowania K1, K9 maja wahania ni,ny. Jak tatwo
sprawdzié, uzaleznienie dla kazdego s, wartosci K”(s) wylacznie od wartosci
Ki(s), Ka(s) jest bledne.

Przez indukcje po dtugoéci stowa s € T zdefiniujmy funkcje

MS: {0,1,...,n1}—>{O,l,...,ng}

i wartosci K (s) < S(n1,n2). Intuicyjnie M(n) to najmniejsza wartosé przyjeta
przez Ks, od czasu ostatniego wystapienia n w K;.

Niech M, bedzie wszedzie réwna 0, a K”(€) = 0.

Weimy s € T'\ {e}. Niech r = p(s). Zalézmy, ze zdefiniowana jest funkcja
M, i warto$¢ K7 (r). Poltézmy:

o K”(s) (2 S (Ki(s), M- (K1(s))),

o M(Ki(s) 2 Ka(s),

o My(n) e min(M,(n), Ka(s)), dlan # Ki1(s) i 0 < n < nj.

Pozostaje sprawdzi¢, ze K” jest kolorowaniem i [K”]| = [K;] N [K2]. Wezmy
dowolng galaz o € A¥. Zalézmy ze lim inf wartosci K1, K9 na « to odpowiednio
m1,mg. Wobec faktu, ze P(S(mi,mg)) = P(my) - P(ma), wystarczy wykazaé
ponizszy lemat.

Lemat 2.2.4. Przy powyzszych definicjach ma miejsce nastepujgca rownosé

liminf K7 (al,,) = S(m1, ma).

n—oo
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Dowdd. Niech Hy = {n € N: Ki(a|,) =m1} i He = {n € N: Ko(al,) = ma}.
Z definicji my, mo wiemy, ze zbiory Hj, Hs sa nieskoniczone. Niech D = {n € N :
My, (m1) < ma}. Pokazemy, ze Hy C D, czyli w szczegblnosci D jest nieskon-
czony. Wezmy dowolne h € Hz i rozpatrzmy wartos¢ My, (m1). Niezaleznie,
czy zostala ona zdefiniowana réwnoscia (B) czy (C), zachodzi M, (m1) <
Ks(a|p) = ma. Wige h € D.

Teraz pokazemy, ze dla nieskonczenie wielu n € N zachodzi K”(al,) <
S(mi,mz2). Wezmy dowolne d € D. Niech h € H; bedzie najmniejsza liczba w
H; spelniajaca h > d. Z definicji h, dla kazdego j € {d+1,d+2,...,h—1} ma
miejsce Ki(a;) # mi, a zatem

© .
Ma\j (ml) = mln(Ma|j_1 (ml),Kg(ab-)) < Ma|j_l(m1).
Powyzsza rownos¢ pozwala przez indukcje dla j = d,d+1, ..., h—1 pokazad,
ze My, (m1) < My, (m1). Dla j = h —1 > d oznacza to, ze

K (aln) & S(my, My, (m1)) < S(my, My, (m1)) < S(mi,ma).

[h—1

Pozostaje wiec pokazaé, ze dla dostatecznie dtugich stéw s < o ma miejsce
K”(s) > S(m1,mg). Wiemy, ze dla pewnego M € N i wszystkich m > M
zachodzi Ki(alp) > my i Ko(aly) > mao. Niech ¢ = a|p. Jest co najwyzej
ni + 1 liczb n dla ktérych M,(n) < mg, bo dziedzina M, ma moc n; + 1.
Jednoczesnie warto$ci nowo przypisywane rownoscia (B) sa, dla s spelniajacych
q < s < o, nie mniejsze niz ms.

Niech B = {s < a : s > g AN K"(s) < S(m1,mz)}. Pokaze, ze zbiér B
jest skoficzony. Zauwazmy, ze dla kazdego s € B zachodzi M) (K1(s)) < ma.
Zatem na mocy réwnosci (B) i (C) zachodzi My (K1(s)) = Ka(s) > mqy oraz
dla r > s ir < «a réwniez M.(Ki(s)) > ma. Czyli dla s, € Bis # &
zachodzi K1 (s) # K1(s'). Wiec moc zbioru B wynosi co najwyzej ny + 1. Czyli
dla dostatecznie dlugich s < a bedzie zachodzi¢ K”(s) > S(my, m2). |

Skoro liminf, .o K”(al,) = S(m1,ms), to wartosé¢ ta jest nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy mj,ma sa nieparzyste. Czyli a € [K”] wtedy i tylko
wtedy, gdy a € [K1] N [K2]. [ ]

W oparciu o powyzsze konstrukcje, mozna sformutowaé¢ nastepujacy wnio-
sek.

Whiosek 2.2.5. Jesli kolorowania (monotoniczne) skonczone Ky, Ko majg wa-
hania ny,ne odpowiednio, to istnieje kolorowanie (monotoniczne) K’ o wahaniu
ograniczonym przez ni + na, spetniajgce

[K7] = [Kq] N [Ka].
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Rozdziat 3

Rodzina BC(XY)

W ponizszym rozdziale pokazemy, ze kolorowania monotoniczne skonczone de-
finiuja dokladnie wszystkie zbiory BO(XY).

Fakt 3.0.6. Dla kazdego zbioru otwartego U C AY, istnieje kolorowanie mono-
toniczne K o wahaniu ograniczonym przez 1, spelniajgce [K] =U.

Dowdd. Rozwazmy K : T — N zdefiniowane: K(s) =1, gdy [s] CU, K(s) =0
w przeciwnym przypadku.

Wezmy dowolne v € A¥. Jesli & € U, to pewne minimalne s < a ma te
wlasnosé, ze [s] C U. Wiec dla wszystkich r < s zachodzi K(r) = 0, a dla
wszystkich r, spelniajacych s < r < a, zachodzi K(r) = 1. Jesli natomiast
a ¢ U, to zaden jego prefiks s nie ma wlasnosci [s| C U, wiec funkcja K jest
stata réwna 0 na wszystkich prefiksach a.

Tak czy inaczej, K jest monotoniczne o wahaniu co najwyzej 1 i zachodzi

lim K(al,)=1 < acl.

Wiee [K]=U. [ ]

Whiosek 3.0.7. Dla kazdego zbioru B € BC(XY) istnieje kolorowanie K spel-
niajgce [K] = B.

Dowdd. Skoro rodzina zbioréow definiowanych przez kolorowania monotoniczne
skonczone jest ciatlem i zawiera wszystkie zbiory otwarte, to zawiera tez wszyst-

kie zbiory BC(XY). [
Teraz pora na twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 3.0.8. Jesli K jest kolorowaniem monotonicznym skonczonym,

to [K] € BC(XY).

Dowéd. Wezmy dowolne kolorowanie monotoniczne K o wahaniu N. Zdefi-
niujmy ciag zbioréow

Up={ae€ A :JjenK(al;) =2 n}.

Poniewaz kolorowanie K ma wahanie N, wiec zbiory U,, sa puste dlan > N.
Oczywiscie Uy = A¥.
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Lemat 3.0.9. Dla kazdego n, zbior U, jest otwarty.

Dodatkowo zauwazmy, ze ciagg zbioréw U, jest nierosnacy ze wzgledu na n.
Twierdze, ze

K= |J (Uais1\Usiy2). (3.0.1)

0<i<N/2
Wykazanie tej réwnosci konczy dowdd twierdzenia, gdyz podany zbiér na-
lezy do rodziny BC(XY).
Wezmy o € A¥. Poniewaz kolorowanie K jest monotoniczne, to okreslona
jest granica lim,, .. K(a|,) = b dla pewnego b € N i zachodzi Vpeny K () < b.
Wobec tego a € Uy i v ¢ Upy1. Sa dwa przypadki:

e b jest nieparzyste, czyli a € [K]. Wtedy « € Uit \ Ugit2 dla 2i + 1 = b,
wiec « nalezy do zdefiniowanej sumy.

e b jest parzyste, czyli a ¢ [K]. Wtedy a ¢ Ug;y1 dla 26 +1 > b, oraz a €
Usirs dla 2i+1 < b, wiec « nie nalezy do zadnego sktadnika zdefiniowane;j
sumy.

Zauwazmy przy okazji, ze zlozonos$¢ uzyskanej formuly boolowskiej jest
rowna wahaniu K.

Prostym wnioskiem z twierdzen tego rozdzialu jest nastepujace spostrzeze-
nie.

Twierdzenie 3.0.10. Kolorowania o wahaniu 1 odpowiadajg dokiadnie zbio-
rom otwartym.
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Rozdziat 4

Rodzina BC(XY)

Kolorowania skoficzone odpowiadaja dokladnie zbiorom BC(X9). Dowody sa
w duzej mierze analogicznie do tych z poprzedniego rozdziatu.

Twierdzenie 4.0.11. Dla kaidego zbioru D € BC(XY), istnieje kolorowanie
K, takie ze D = [K].

Dowdd. Podobnie jak w przypadku kolorowan monotonicznych, wykazemy naj-
pierw, ze kazdy zbiér F € F, = X9 jest opisywany przez pewne kolorowanie o
wahaniu 1.

Przypomnijmy, ze zbiér X C A% nazywamy zupeinym w klasie I', je$li X €
I'(A%) oraz dla kazdego Y € T'(AY) istnieje ciagla redukcja Y do X.

Ze wzgledu na twierdzenie 2.1.3, wystarczy sprawdzié, ze jaki$ zbior F,-
zupelny jest opisywany przez pewne kolorowanie. Rozwazmy homeomorficzng
kopie liczb wymiernych w zbiorze Cantora

F={aeAY : IyenVp>na(n) = b}.

Fakt, ze zbiér F' jest istotnie F,-zupelny jest pozostawiony jako ¢wiczenie
23.1 w ksiazce [Kec95].

WeZmy kolorowanie K : T'— {0, 1} zdefiniowane K (A*a) =01 K(A*b) = 1.
Wtedy dla kazdego n € N,

an)=b < K(al,) =1

Z definicji zbior [K] to zbidr tych galezi, na ktérych od pewnego momentu K
jest rowne 1. Wiec jest to zbiér tych «, ktore od pewnego momentu sg réwne
b. Wiec [K] = F.

Teraz, skoro kolorowania o skonczonym wahaniu stanowig ciato, wiec kazdy
zbiér D € BC(XY) jest opisywany przez pewne kolorowanie. [

Analogicznie jak w poprzednim rozdziale ztozono$é¢ formuty definiujacej
zbidr przeklada sie bezposérednio na wahanie odpowiedniego kolorowania oraz
ma miejsce nastepujacy fakt.

Fakt 4.0.12. Kolorowania o wahaniu 1 odpowiadajq dokladnie wszystkim zbio-
rom F,. Patrzgc na dopelnienia odpowiednich zbioréw, kolorowania o warto-
Sciach {1,2} odpowiadajq dokladnie wszystkim zbiorom Gi.
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Znowu w dosé prosty sposéb dostajemy twierdzenie odwrotne. Metoda do-
wodzenia jest analogiczna jak w przypadku kolorowan monotonicznych.

Twierdzenie 4.0.13. Kazde kolorowanie o skonczonym wahaniu K indukuje
zbior [K] € BC(XY).

Dowdd. Wezmy dowolne kolorowanie K o wahaniu N. Zdefiniujmy ciag zbioréw
F, = {a €AY : HIGNVi>1K(a|i) > TL} .
Poniewaz kolorowanie K ma wahanie ograniczone przez N, wiec zbiory F,

sg puste dla n > N. Oczywiscie Fy = A¥.
Lemat 4.0.14. Dla kazdego n, zbior F,, jest typu F.

Dowdd. Wynika to wprost z postaci zbioru F,. |

Dodatkowo zauwazmy, ze ciag zbioréw F), jest nierosnacy ze wzgledu na n.
Twierdze, ze

[Kl= U (B \ Faiya). (4.0.1)
0<i<N/2

Wykazanie tej rownosci konczy dowdd twierdzenia, gdyz podany zbiér nalezy
do rodziny BC(X9).

Wezmy o € A¥. Wtedy liminf, . K(a|,) = b dla pewnego b € N i dodat-
kowo b < N. Wobec tego o € Fy i aw ¢ Fpy1. Sa dwa przypadki:

e b jest nieparzyste, czyli a € [K], wtedy a € Gai+1 \ Gaiq2 dla 2i +1 =0,
wiec « nalezy do zdefiniowanej sumy.

e b jest parzyste, czyli a ¢ [K], wtedy o ¢ Gojy1 dla 2i+1 > b, oraz a €
Goito dla 2i+1 < b, wiec a nie nalezy do zadnego sktadnika zdefiniowanej
sumy.

Powyzsze wyniki, w nieco innym kontekscie, znalazty zastosowanie w pracy
[BNRT10]. Zwiazek ten jest bardziej szczegdlowo opisany w rozdziale 9.1.
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Rozdziat 5

Rodzina Al

Okazuje sig, ze zbiory definiowane przez kolorowania monotoniczne to doktadnie
zbiory nalezace do AY.

5.1. AJ jako kolorowania monotoniczne

Twierdzenie 5.1.1. Jesli D C A% jest jednoczesnie zbiorem typu Gs i F,, (czyli
nalezy do AY), to istnieje kolorowanie monotoniczne K dla ktérego [K] = D.

Dowdd. Wiemy, ze w takiej sytuacji mozna znalezé ciag zbioréw domknietych
(Fy,) taki, ze U,, F, = D. Mozna tez znalezé ciag zbioréw domknietych (E),)
taki, ze U, B, = A¥ \ D.

Zdefiniujmy ciag H;, powstaly przez zlgczenie ciagéw F;, F;: niech Hy; = F;
i H2i+1 = Fi. ZauwaZmy, ze Un Hn = AY,

Zdefiniujemy funkcje K: T — N. Wezmy dowolne s € T. Niech is bedzie
najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej H;, N [s] # (). Liczba taka istnieje, bo
[s] jest niepusty, a suma rodziny H; to cala przestrzen. Polézmy K (s) = is.

Teraz sprawdze, ze tak zdefiniowane K jest istotnie kolorowaniem monoto-
nicznym. Wezmy dowolng galaz nieskonczona oo € A“. Po pierwsze zbiory [a/,]
sg nierosngce ze wzgledu na ¢, wiec K jest funkcjg niemalejaca na a. Jednocze-
$nie, istnieje takie ¢, ze a € H;. Wiemy wiec, ze wartosci K na « sg ograniczone
przez i. Wiec K jest kolorowaniem monotonicznym.

Pozostaje sprawdzié, ze [K] = D. Wezmy dowolne a € A“. Niech i, bedzie
najmniejsza liczba taka, ze o € H;,. Twierdze, ze warto$¢ K na prefiksach «
jest od pewnego momentu stata, rowna i,. Oczywiscie jest ona ograniczona z
gbry przez iq. Istnieje skonczenie wiele liczb mniejszych od i,. Wystarczy wiec,
ze wykaze, ze dla kazdego j < i4, wartosci K na prefiksach a sa od pewnego
momentu rézne od j.

Wezmy dowolne j < i,. Wiemy, ze a ¢ H;. H; jest zbiorem domknietym, a
zatem istnieje pewne otoczenie U, rozlaczne z H;. Wiec istnieje N takie, Ze dla
n > N mamy [a|,] C U,. Wobec tego dla n > N mamy [a|,] N H; = 0. Totez
dla n > N wartos¢ K (al,) jest rézna od j.

Jesdli a € D, to dla pewnego ¢ zachodzi o € Fj i jednocze$nie dla wszystkich ¢
zachodzi a ¢ E;. Wiec zdefiniowane powyzej i,, jest nieparzyste, gdyz zbiory F;
stoja na nieparzystych pozycjach w ciagu H;. Zatem, dla dostatecznie duzych n,
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wartos¢ K (a|y,) jest nieparzysta. Totez o € [K]. Gdy a ¢ D jest analogicznie,
wtedy a ¢ [K]. Podsumowujac, otrzymujemy réwnosé [K| = D. |

5.2. Kolorowania monotoniczne jako A)

Prawda jest réwniez twierdzenie odwrotne do zaprezentowanego powyzej.

Twierdzenie 5.2.1. Dia kazdego kolorowania monotonicznego K, zbidr [K]
jest zbiorem typu A w A“.

Dowdd. Przedstawie definicje zbioru [K] jako przeliczalne przeciecie zbioréw
otwartych. Wtedy bedziemy wiedzieé, ze dla kazdego kolorowania K zbior [K]
jest typu Gs. Ale wobec faktu 2.2.1, jego dopelnienie tez jest definiowane przez
pewne kolorowanie monotoniczne, wiec tez jest typu Gs. Wiec [K] jest jedno-
czesnie G5 i F,, a zatem lezy w AY.

Zauwazmy, ze

a € [K] © VpenTJwer|w| >n A P(K(w)) =1Aa € [w].
Wynika to wprost z monotonicznosci K na «. Niech
Wp={veT:|v]>nAPKWw))=1}
Wtedy

K= U [wl

neNweW,

Wobec tego [K] mozna zapisaé jako przeliczalne przeciecie zbioréw otwartych.
Wiegc [K] jest typu G. |
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Rozdziat 6

Rodzina A

Okazuje sie, ze kolorowania ogélne odpowiadaja doktadnie zbiorom AS.

6.1. A} jako kolorowania

Mozna przypuszczaé, ze nic by sie nie zmienilo, gdyby w definicji zbioru [K]
zamiast liminf wziaé¢ limsup. Okazuje sie, ze ma to duze znaczenie. Miano-
wicie, gdyby przyjaé definicje z lim sup, ponizsze twierdzenie przestato by by¢
prawdziwe. Zagadnienie to jest opisane w rozdziale 8.

Twierdzenie 6.1.1. Jesli D € AY, to istnieje kolorowanie K takie, ze [K] =
D.

Idea dowodu jest analogiczna jak w przypadku klasy AY, chociaz uzyte
techniki sa nieco bardziej skomplikowane.

Dowdd. Przedstawmy D jako sume rodziny zbioréw (Gp)nen € Gs. Analo-
gicznie zapiszmy A“ \ D jako sume rodziny (Jp,)nen € Gs. Korzystajac z faktu
4.0.12, znajdujemy ciagi kolorowan (K, )nen, (Ln)nen 0 wartosciach {1, 2}, spel-
niajace

Voen [Knl =Gn A [Lp] = Jy.
Wreszcie zdefiniujmy kolorowania Hop+1 = Ky 1 Hopyo = L.

Zdefiniujemy warto$é¢ K (s) indukcyjnie ze wzgledu na dlugosé stowa s. Po-
16zmy najpierw K(¢) = 0. Wezmy s € T \ {€}. Niech is to najmniejsza taka
liczba dodatnia, ze H;_ (s) = 1, lub K(p(s)), gdy takiej liczby nie ma. Polézmy
K(s) = is.

Wezmy dowolng o € A“. Istnieje takie najmniejsze i, ze « € [H;]. W takim
razie, dla nieskonczenie wielu n zachodzi H;(«l,) = 1, wiec dla nieskonczenie
wielu n mamy K (al,) < i. Wobec tego K jest kolorowaniem. Dodatkowo, na
kazdej galezi od pewnego momentu, K nie przyjmuje wartosci 0. Twierdze, ze

liminf K (al,) = i.
n—oo

Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego 0 < j < 4, od pewnego momentu K
nie przyjmuje wartosci j. Ale wiem, ze o ¢ [H;], wiec od pewnego momentu
Hj(a|n) = 2, wiec dla dostatecznie duzych n zachodzi K («a|,) # j.
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Czyli liminf,, . K(al,) = i. Jednoczesnie i jest nieparzyste wtedy i tylko
wtedy, gdy o € Upen[Kn] = D. |

6.2. Kolorowania jako A}

Twierdzenie 6.2.1. Dia kazdego kolorowania K, zachodzi [K] € AY.

Dowdd. Wezmy dowolne kolorowanie K. Poniewaz zbiory definiowane przez
kolorowania sg zamkniete ze wzgledu na dopelnienie, wystarczy wykazac, ze
(K] € ¥9.

Dzieki definicji K wiemy, ze [K| powstaje jako suma pon € N i P(n) =
1 zbioréw tych gatezi, na ktérych n jest najmniejszg wartoécia przyjmowang
nieskonczenie czesto. Czyli [K] to

U {a € AY 1 IyenYm>m K (alm) > n AVienIi>p K(al) =n}.
neNAP(n)=1

Zdefiniujmy
Gom ={a € AY Vs K(alm) 2 n AVienTi> K (al) =n}.
Wobec wezesniejszych uwag zachodzi réwnosé

(K] = U G-
(n,M)eNxXNAP(n)=1

Kazdy ze zbioréw Gy, as jest typu Gy, totez [K] jest typu X9. |

Wiedzac, ze AY jest zamknieta na operacje boolowskie, w oparciu o dwa
powyzsze twierdzenia, mozemy wyciggnaé nastepujacy wniosek.

Whniosek 6.2.2. Rodzina zbioréw definiowanych przez kolorowania jest za-
mknieta ze wzgledu na operacje boolowskie.
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Rozdzial 7
Sciste inkluz je

Kolorowania pozwalaja skonstruowaé¢ konkretne przyktady zbioréw odroézniaja-
cych klasy BC(29) C AY,, dlai=1,2.

Standardowe metody pokazywania powyzszych $cistych inkluzji oparte sa
o hierarchi¢ réznicowa. Ponizej ten sposéb rozumowania jest przedstawiony w
skrécie na przyktadzie BO(X9) i AS. Wykorzystana jest terminologia z roz-
dzialu 9.3, odnosniki dotycza rozdziatu 22.E w ksiazce [Kec95]. Rozumowanie
przebiegaja nastepujaco:

e tworzymy zbiér X C (A x A)“ ktéry jest D,-uniwersalny — ¢éwiczenie
22.26,

e w oparciu o X definiujemy metoda przekatniowa zbiér Y C A“,
e pokazujemy, ze Y € D41 i jednoczesnie Y ¢ D,

e pokazujemy, ze BC(29) = U,, D C D,, — éwiczenie 22.29,

e pokazujemy, ze D, 11 C AY — twierdzenie 22.27,

e wnioskujemy, ze Y € AJ\ BC(X29).

7.1. BC(2Y) C A

W ponizszym rozdziale wykaze korzystajac z kolorowan, a nie hierarchii rézni-
cowej, ze BC(XY) ¢ AY.

Twierdzenie 7.1.1. Istnieje zbior D C A“ nalezqcy do AY, a nie nalezqcy do
BO(XY).

Idea dowodu jest taka, by wskazaé kolorowanie monotoniczne K, takie by
nie istnialo kolorowanie monotoniczne skonczone K’, spelniajace [K'] = [K,].
Wtedy [K,] € AY i jednoczeénie [K,,| ¢ BO(XY).

Aby zdefiniowa¢ K, najpierw zdefiniujemy cigg kolorowan K, wymagaja-
cych coraz wigkszych wahan.

Niech K bedzie kolorowaniem statym réwnym 1. Niech K, bedzie okreslone
nastepujaco: K,(a*) =1 oraz dla w € A* niech K,,(a*bw) = K,,—1(w) + 1.
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Lemat 7.1.2. Dla kazdego n € N oraz kolorowania monotonicznego K' o wla-
snosci [K,] = [K'], istnieje takie s € T, ze K'(s) > n.

Dowdd lematu. Poniewaz a¥ € [K,] = [K'], wiec istnieje takie i, ze P(K'(a")) =
1. Zauwazmy, ze a'ba® ¢ [K,] = [K'], bo a¥ € [K,_1]. Wiec istnieje takie i,,_1,
ze P(K'(a'nba’»—1)) = 0. Dalej analogicznie definiujemy liczby i, o, ...,i ta-
kie, by P o K’ na slowach a’"ba’»-!...ba% mialo na przemian wartoéci 1i 0,
w zaleznosci od j. Wiec K’ na slowie s = a™ba’»—1 ...ba''b zmienia parzystosé
przynajmniej n razy. Poniewaz K’ jest monotoniczne, to

K'(s) > n.
|

Rozpatrzmy kolorowanie K, zdefiniowane nastepujaco: K, (a*) = 1 oraz dla
n € Niw € A* niech K, (a"bw) = K, (w). WeZzmy K’, o wlasnosci [K,] = [K],
oraz dowolne n. Twierdze, ze istnieje stowo r € T takie, ze K'(r) > n.

Niech L bedzie kolorowaniem okreslonym nastepujaco: L(s) = K'(a"bs). Z
definicji [L] = [K,], wiec istnieje s € T', ze L(s) > n. Wiec K'(a"bs) > n.

Podsumowaniem tego rozumowania jest ponizszy fakt.

Fakt 7.1.3. Nie istnieje kolorowanie monotoniczne skonczone K, spelniajgce

(K] = [K].
Dzieki temu mozemy zakonczy¢ dowdd twierdzenia.

Dowdd twierdzenia. Szukanym zbiorem D C AY jest zbior [K,]. Poniewaz jest
to zbiér definiowany przez kolorowanie monotoniczne, wiec D € AY. Jednocze-
énie, gdyby D € BC(XY), to istnialoby kolorowanie monotoniczne skoficzone
K, dla ktérego [K] = D. Ale wtedy [K] = D = [K,], co daje sprzecznos¢ z
powyzszym faktem. |

0 0
7.2. BO(XY) C Al
W tym rozdziale wskazemy przyktad odrézniajacy BC(X9) C Af.

Twierdzenie 7.2.1. Istnieje kolorowanie K, takie ze jesli [K'] = [K,], to K’
nie jest skonczone.

W rozdziale 8 podany jest przykitad kolorowania K, o podanej powyzej
wtasnosci. Ponizsza konstrukcja jest nieco prostsza, ponadto ma zastosowanie
w twierdzeniu 9.1.3.

Metoda postepowania bedzie analogiczna jak w przypadku inkluzji BC'(2) C
AY. Najpierw zdefiniuje ciag kolorowan K, z ktérych kazde wymagaé bedzie
wahania przynajmniej n, a nastepnie zlacze je wszystkie w kolorowanie K.

Niech K, : T — N bedzie okredlone nastepujaco:

o K,(A*ba'b) =i dla0<i<n,

e w pozostalych przypadkach K, (s) = n.
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Oczywiscie kolorowanie K,, ma wahanie réwne n. Pozostaje wykazaé¢ poniz-
szy lemat.

Lemat 7.2.2. Dla kazdego n, jesli kolorowanie K' spelnia [K'] = [K,], to
wahanie K' wynosi przynajmniej n.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, ze dla pewnego n istnieje K’ o wahaniu co najwy-
zej n — 1 spelniajace [K'] = [K,,]. Zdefiniuje przez indukcje ciag o € A¥, ktoéry
rozréznia [K'] 1 [K,,] ($cidle: nalezy do ich réznicy symetrycznej).

Niech ag = €, ay = b. Zalézmy teraz, Ze jest okreslone «; dla pewnego j > 1.
Zdefiniuje aj11 > «;. Indukeyjnie wiem, ze a; > aj_1. OkreSlmy r = a; —aj_1.
Niech teraz M bedzie najmniejsza wartoscia ze zbioru

{K/(aj_ﬂ“o), K/(Oéj_ﬂ“o?“l), e ,K’(Ozj_lr()?"l N T|r\71)} .

Czyli M to najmniejsza warto$¢ jaka przyjelo kolorowanie K’ na $ciezce od
pierwszej litery za a;j_1 az do «;. Niech teraz

Q541 = ajaM+1b.

W ten sposéb w granicy dla j — oo otrzymujemy dobrze okreslone o € A“.
Rozwazmy teraz wartosci S = liminf,,, o0 K'(ap,) 15" = liminf,, o Kp(a|m).
Wykaze, ze 8" =S + 1.

Zauwazmy, ze w ciagu o wystepuje nieskonczenie wiele b. Dodatkowo, ponie-
waz K’ ma wahanie ograniczone przez n — 1, wiec ciagi a* pomiedzy kolejnymi
b maja dlugosci ze zbioru {1,...,n}. Dla dostatecznie dtugich s < «, wartosci
K'(s) sa ograniczone z dotu przez S, wiec od pewnego momentu ciagi a' w
a sg nie krétsze niz S + 1. Wiec S’ > S + 1. Jednocze$nie, dla nieskoniczenie
wielu m, zachodzi K'(al,) = S. Wiec dla nieskoficzenie wielu m, warto$é M
rozpatrywana w definicji a,,, jest rowna S. Zatem nieskonczenie wiele razy w «
wystepuje podstowo ba®t1b. Czyli S’ < S+ 1. W sumie S’ = S + 1.

Liczby S,S 4 1 maja rézna parzysto$é, wiec albo o € [K'] \ [K,], albo
a € [K,) \ [K']. Tak czy inaczej, [K'] # [K,]. Sprzecznodé. [ |

Mozemy teraz zakonczyé dowdd twierdzenia.

Dowdd. Pozostaje teraz zdefiniowaé kolorowanie K, w nastepujacy sposob:
K,(a*) =01 K,(a"bw) = Kp(w),dlan € Niw € A*. Analogicznie jak w
przypadku kolorowan monotonicznych, gdyby istnialo K’ o wahaniu skonczo-
nym, spelniajace [K'] = [K,], to biorac n wieksze od wahania K’ i rozwazajac
poddrzewo o korzeniu a’b otrzymujemy sprzecznosc. |
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Rozdziat 8

Dlaczego limint?

W ponizszym rozdziale przedstawiona jest analiza alternatywnej definicji kolo-
rowania. Mozna mianowicie, zamiast warunku, by na kazdej galezi nieskonczo-
nej « okreslona byla warto$é lim inf,, o K(a|,), rozwazaé¢ warunek

Vaeaw limsup K (al,) < oo.
n—od

Funkcje M: T — N spelniajace taki warunek nazwijmy kolorowaniami typu
max. Oznaczaé je bedziemy litera M. Zbiér definiowany przez kolorowanie typu
max, to

[M]max = {04 cA¥: P (limsup M(a|n)> = 1} .

n—oo
Jak tatwo sprawdzié¢, kazde kolorowanie M typu max, definiuje zbiér [M|pax €
AY. Dowéd jest analogiczny jak w przypadku zwyklych kolorowan. Podobnie
jak dla zwyktych kolorowan, mozna rozpatrywaé¢ dwie ich podklasy:

e Kolorowania skonczone typu max, czyli takie, gdzie wartosci funkcji M
sa wspolnie ograniczone przez jakas liczbe N. Kolorowania takie sg w od-
powiedniosci ze zwyklymi kolorowaniami skonczonymi, poprzez formuty

K(s)=2N — M(s) i M(s) =2N — K(s).

e Kolorowania monotoniczne typu max, czyli takie, gdzie wartosci M sa
niemalejace na galteziach. Takie kolorowania to dokladnie te same funkcje,
co zwykle kolorowania monotoniczne. Indukowane zbiory tez sa réwne,
gdyz w tym przypadku zawsze okreslona jest wartos$é lim, oo K (alp).

Czyli cala prezentowana powyzej teoria w tatwy sposdéb przenosi sie na
kolorowania typu max, z doktadnoécia do jednego szczegdtu. Mianowicie a’priori
nie wiadomo, czy kazdy zbiér D € AY jest definiowany przez jakies kolorowanie
typu max. Okazuje sie, ze odpowiedz jest negatywna, dalsza cze$¢ tego rozdziatu
prowadzi do dowodu tego faktu.

8.1. Wlasnos$é upraszczania P

Najpierw zdefiniujmy pewna wtasnosé, ktora moga posiadaé¢ podzbiory prze-
strzeni A“.
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Definicja 8.1.1. Powiemy, ze zbiér D € A ma wlasnosé upraszczania, jesli
istnieje zbidr bazowy otwarty Us = [s| dla pewnego s € T', spelniajacy

DNU, € BC(ZY(Uy)).
Rodzine wszystkich zbiorow z wilasno$cig upraszczania oznaczam P.

Okazuje sie, ze wszystkie zbiory definiowane przez kolorowania typu max
majg powyzszg wlasnosc.

Twierdzenie 8.1.2. Dla kazdego kolorowania M typu max, zbidr [M]max ma
wilasnosé upraszczania.

Dowdd. Wiemy, ze [M]max € AY. Zdefiniujmy przez indukcje ciag (s;)ien C T
Niech sg = €. Zalézmy, ze jest okreslone sgp < s; < ... < s;. Rozwazmy dwa
przypadki:

o Wisréd wartosci { M (s;w) : w € T} istnieje wieksza niz M (s;). Okreslmy
wtedy s;y1 > s;, spelniajace M (sijt1) > M(s;).

e Wszystkie wartoéci w poddrzewie o korzeniu w s; sa ograniczone przez
M (s;). W takim przypadku kohczymy postepowanie w kroku 4.

Okazuje sie, ze powyzsze postepowanie zawsze musi zakonczy¢ sie w jakims
kroku ¢ € N. Gdyby bowiem tak nie bylo, dostalibySmy nieskoficzony ciag
S0 < 81 < ..., spelniajacy M(sg) < M(s1) < ... . Ale to dawaloby element
a € A% spelniajacy Viens; < o i

limsup M (a|,) = oc.
n—oo

Czyli sprzecznoé¢ z faktem, ze M jest kolorowaniem typu max.

Wobec tego opisane wyzej postepowanie zawsze konczy sie w jakim$ kroku
i € N, definiujac pewien wierzcholek s; € T. Rozwazmy U = [s;]. Po ogranicze-
niu M do poddrzewa o korzeniu s;, wszystkie wartodci sa wspolnie ograniczone.
Wigc M na U definiuje zbiér BC(29). Wiec [M]max ma wlasnosé upraszcza-
nia. |

8.2. Odréznienie P C A

W tym podrozdziale wskaze zbiér D € AY ktéry nie ma whasnoéci upraszcza-
nia, wiec nie jest definiowany przez zadne kolorowanie typu max. Za przekonanie
mnie, ze takie zbiory istnieja, dzickuje panom Witoldowi Marciszewskiemu i Fi-
lipowi Murlakowi. Ponizsza konstrukcja opiera sie na zaproponowanym pomysle
stworzenia zbioru X € A}\ BC(X9), homeomorficznego z X N[s] dla wszystkich
s € T. Sposoéb realizacji tego zamiaru jest autorski. Dodatkowo, konstrukcja nie
korzysta z zadnej dodatkowej wiedzy ponad fakty dotyczace kolorowan.
Rozwazmy dwie funkcje M,C': T — N:

o M(e)=0idlaseT)\{e} wartos¢ M(s) to najwieksza liczba n taka, ze
stowo a™ wystepuje jako infiks p(s), czyli s = A*a" AT,
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e Funkcja C' przypisuje stowu s € T najwieksze takie n, ze a™ jest sufiksem
s, czyli s = A*a™.

Wiasnos$ci zdefiniowanych funkcji podsumowuje ponizszy lemat.

Lemat 8.2.1. Dla dowolnego stowa s, zachodzi nieréunosé C(s) < M(s) + 1.

Dodatkowo réwnosé C(s) = M(s) + 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

s =a®®) lub s = wba®® i w slowie w nie wystepuje podstowo a®(®).

Zdefiniujmy teraz funkcje K: T — N dla dowolnego stowa s € T', w naste-
pujacy sposob:

o jesli s =€, to K(s) =0,

e wpp. jesli C(s) = M(s)+ 1, to K(s) =0,

e wpp. jesli s = ra, dla pewnego r € T, to K(s) = K(r),

e wpp. jesli s = rb, dla pewnego r € T, to K(s) = C(r).

Zauwazmy, ze dla kazdego a € A“, mozliwe sg dwa roztaczne przypadki:

1. Ciagi a™ wystepujace w « sa dowolnie dlugie. Wtedy dla nieskonczenie
wielu s < a zachodzi C(s) = M(s)+1, czyli nieskoficzenie czesto K (s) =0
dla s < a.

2. Ciagi a” wystepujace w « sg ograniczonej przez N € N dlugosci. Wtedy
dla s < o, wartosci K (s) sa ograniczone przez N.

W kazdym z dwéch przypadkéw okreslona jest wartosé liminf,, o K(aly),
wiec K jest kolorowaniem. Dodatkowo, jesli ma miejsce przypadek drugi, to dla
dostatecznie dlugich r < «, K spelnia nastepujace réwnania: K(ra) = K(r),
K(rb) =C(r).

Lemat 8.2.2. Dlia kaZdego stowa nieskoriczonego a € A% i stowa skoriczonego
w € A*, zachodzi

lim inf K (al,) = lim inf K((wa)).
Czyli o € [K| wtedy i tylko wtedy, gdy wa € [K].

Powyzszy lemat méwi miedzy innymi to, ze zbiér [K] jest samopodobny, to
znaczy dla kazdego w € T, funkcja « — wa jest homeomorfizmem A“ na [w],
przeprowadzajacym [K] na [K] N [w].

Dowdd. Wezmy dowolne a, w. Rozwazmy ktéry z przypadkéw zachodzi:

1. Ciagi a™ sa nieograniczenie dlugie w a. Wtedy te sama wlasnos¢ ma wa
i obie strony dowodzonej réwnosci sa rowne 0.

2. Ciagi a™ sa ograniczonej przez N € N dtugosci w a.. Czyli w szczegdlnodci
w « wystepuje nieskonczenie wiele liter b. Oznaczmy dlugosci ciggéw a'™
pomiedzy kolejnymi literami b jako (n;);en € {0,1,..., N}. Wtedy

liminf K (al,) = liminf n;.
n—oo 71— 00

Prawej strony tej rownosci nie zmienia dopisanie na poczatku a stowa w,
wiec lewa strona réwniez pozostaje bez zmian.
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Pozostaje juz tylko wykazaé ponizszy lemat.

Lemat 8.2.3. Nie istnieje kolorowanie o skoniczonym wahaniu K', spelniajgce

K = (K]

Dowdéd. Zalézmy, ze istnieje kolorowanie K’ o wahaniu ograniczonym przez n,
spelniajace [K'] = [K]. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7.2.1 skonstru-
ujemy a € A¥, jako granice e = ag < a1 < .. ..

Niech ap = €, ay = b. Zalézmy teraz, Ze jest okreslone «; dla pewnego j > 1.
Zdefiniuj¢ aj11 > ;. Indukcyjnie wiem, Ze a;; > aj_1. Okreslmy r = o —aj_1.
Niech teraz M bedzie najmniejsza wartoscig ze zbioru

{K/(aj_lro), K'(aj—1ror1), -« K'(aj_1mory - ... 7"|,1‘_1)} .

Czyli M to najmniejsza warto$é, jaka przyjelo kolorowanie K’ na $ciezce od
pierwszej litery za oj_1 az do ;. Niech teraz

Qi1 = ozjaMHb.

W ten sposob, w granicy dla j — oo, otrzymujemy dobrze okredlone a € A%.
Rozwazmy teraz wartosci S = liminf,, oo K(m) 1 8" = liminf,, 0o K' ().
Wykaze, ze 8" = S + 1.

Zauwazmy, ze W ciagu a wystepuje nieskoniczenie wiele b. Dodatkowo, po-
niewaz K’ ma wahanie ograniczone przez n, wiec ciagi a’ pomiedzy kolejnymi
b, maja dlugosci ze zbioru {1,...,n + 1}. Od pewnego momentu wartosci K’
na a sa ograniczone z dotu przez S’. Wiec od pewnego momentu ciagi a’ sa
nie krétsze niz S’ + 1. Zatem S > S’ + 1. Jednocze$nie nieskonczenie wiele razy
K'(a|m) = S', wiec nieskoniczenie wiele razy M = S’, wiec nieskonczenie wiele
razy wystepuje w a podstowo ba® t1b. Czyli S < S’ + 1. W sumie S = §’ + 1.

Ale liczby S, S + 1 maja r6zna parzystosé, wiec albo a € [K] \ [K'], albo
a € [K']\ [K]. Tak czy inaczej, [K] # [K']. Sprzecznosé. [ ]

Korzystajac z powyzszych lematéw, mozna prosto pokazaé ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 8.2.4. Zbior [K| nie ma wlasnosci uproszczania.

Dowdd. Gdyby [K] mial wlasno$é upraszczania, to dla pewnego w € T', zbiér
[K] N [w] lezalby w BC(£9([w])). Ale zbiér [K] jest samopodobny, wiec wtedy
tez [K] bytby typu BC(29). A wiemy, ze tak nie jest, bo nie jest on definiowany
przez zadne kolorowanie skonczone. [

Komplikacja powyzszego przyktadu wynika z faktu, ze wymagamy by po-
wstale kolorowanie definiowato zbiér samopodobny. Kolorowanie K, zdefinio-
wane w rozdziale 7.2 jest prostsze, ale nie jest samopodobne — dla kazdego n
zbior [K,] N [a™] lezy w BO(X9).
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Rozdziat 9

Inne spojrzenia

W tym rozdziale przedstawionych jest kilka pomystéw, jak spojrzeé na koloro-
wania w kontekscie znanych wczedniej obiektow.

9.1. Automaty

Pierwotna inspiracjg dla pojecia kolorowania, byly deterministyczne skonczone
automaty parzystosci. W tej sekcji rozwazane sa dwa rozszerzenia modelu au-
tomatu, réwnowazne kolorowaniom — automaty nieskonczone i automaty z
porada.

9.1.1. Automaty nieskonczone

W tym podrozdziale rozpatrujemy naturalne rozszerzenie pojecia automatu, do-
puszczajac sytuacje, gdy bedzie on posiadal nieskoniczenie wiele stanow. Okaze
sie, ze automaty takie odpowiadajg dokladnie kolorowaniom, a dodatkowe ogra-
niczenia na liczbe rankéw, czy wymagania by automat byl staby, odpowiadaja
skonczonosci i monotonicznosci odpowiedniego kolorowania. Ponizej zaprezen-
towane jest rozszerzenie pojecia automatu skonczonego.

Definicja 9.1.1. Automat nieskoriczony A to dowolna krotka (qo, Q, 9, ) jak w
definicji automatu. Zamiast zatoZenia, Ze @ jest skonczony, zakladamy Ze jest
przeliczalny. Dodatkowy warunek jest taki, by dla kazdego o € A%, dla ciggu
rankéw (RS )nen, wystepujacych w biegu A na o, zachodzil warunek

liminf R, < oo.

n—oo

Dodatkowo automat ma skoticzenie wiele rankéw, jesli sup,eq 2(q) < oo i
jest staby, jesli dla kazdych q € Q,z € A zachodzi Q(d(q, z)) = Q(q).

Kluczowa (aczkolwiek prosta) obserwacje na temat takich automatéw for-
mutuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 9.1.2. Rodzina zbiorow definiowanych przez automaty nieskon-
czone 1 rodzina zbioréw definiowanych przez kolorowania sq réwne.
Dodatkowo, powyzsza rowno$é zachodzi, gdy rozpatrzymy:
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e automaty o skonczenie wielu rankach i kolorowania o skonczonym waha-
niu,

e automaty stabe i kolorowania monotoniczne,

e automaty stabe o skoriczenie wielu rankach i kolorowania monotoniczne
skoriczone.

Dowdd. Wezmy najpierw dowolny automat A, skoficzony lub nie. Zauwazmy, ze
kazde stowo s € T' definiuje jednoznacznie stan g5 € @), w ktérym jest automat
A po wezytaniu s. Zdefiniujmy teraz K(s) = Q(qs). Zauwazmy, ze dla kazdego
a € AY, ciag RY rankéw wystepujacych w biegu A na « i ciag K(a|,) sa
réwne. Wiec liminf,, o K(a|,) jest okreslone i o € L(A) wtedy i tylko wtedy,
gdy a € [K]. Wigc L(A) = [K].

Teraz wezmy dowolne kolorowanie K. Rozwazmy automat A o stanach QQ =
A<¥ i stanie poczatkowym gg = €. Niech teraz 6(w, z) = wz 1 Q(q) = K(q). Jak
tatwo sprawdzi¢ A jest automatem nieskonczonym i [K] = L(A).

W obu powyzszych konstrukcjach zachowywane sa wtasnosci skoniczenie
wielu rankéw (skonczonego wahania) i stabosci (monotonicznosci) odpowied-
niego automatu i kolorowania. |

Wobec powyzszego twierdzenia, wyniki uzyskane dla kolorowan, przenosza
sie na jezyki rozpoznawane przez automaty nieskonczone. Wiec miedzy innymi:

e automaty nieskoficzone rozpoznaja wszystkie zbiory A,
e automaty o skoficzenie wielu rankach rozpoznaja wszystkie zbiory BC(X29),
e automaty stabe rozpoznaja wszystkie zbiory AY,

e automaty stabe o skonczenie wielu rankach rozpoznaja wszystkie zbiory
BC(xY),

e zastagpienie warunku liminf klasycznym warunkiem limsup sprawia, ze
sita wyrazu automatow nieskonczonych istotnie maleje i przestaja one
rozpoznawaé wszystkie zbiory AY.

Podobne spostrzezenie do powyzszej réznicy pomiedzy warunkiem lim inf
i limsup mozna znalezé w pracy [GWO06]. Znajduje sie tam analiza gier pa-
rzystosci o potencjalnie nieskonczenie wielu rankach i stawiane jest pytanie o
determinacje pozycyjna takich gier. Okazuje sie tam (bez odwolania sie do topo-
logii), ze determinacja taka ma miejsce w przypadku warunku lim inf, natomiast
w og6lnoéci nie zachodzi przy warunku lim sup.

Przy okazji warto zauwazyé, ze przyktady kolorowan K, definiowanych w
rozdziatach 7.1 i 7.2 zbudowane sg w oparciu o proste automaty skonczone o
n + 1 stanach. Ponizsze twierdzenie wyraza t¢ zaleznosé.

Twierdzenie 9.1.3. Dla kazdego n istnieje jezyk rozpoznawany przez (staby)
automat o n+1 stanach i rankach {0,1,...,n}, ktdry nie jest definiowany przez
Zadne (monotoniczne) kolorowanie o wahaniu n — 1.

34



9.1.2. Automaty z porada

W pracy [BNR10] analizowane jest pojecie automatu z porada. Ponizej znaj-
duje sie jedna z réwnowaznych definicji takiego automatu.

Definicja 9.1.4. Deterministyczny automat parzystosci z poradg, to dowolna
krotka (qo, @, 9,2) jak w definicji automatu, z tq réznicq, zZe funkcja 6 prowadzi
2 Q x A* w Q, czyli przypisuje catemu do tej pory wezytanemu stowu kolejny
stan automatu.

Okazuje sie, ze automaty takie w bezposredni sposob odpowiadaja koloro-
waniom skonczonym.

Fakt 9.1.5. Rodzina zbiorow definiowanych przez automaty z poradg i rodzina
zbioréw definiowanych przez kolorowania skoriczone sg réwne.

Dowdd. Dowdd jest w zasadzie taki sam jak dowdd twierdzenia 9.1.2.

Wezmy dowolny automat z porada A. Poniewaz jest on deterministyczny,
dla kazdego stowa s € T' mozna okresli¢ stan ¢s € @), w ktérym bedzie automat
po wezytaniu stowa s. Niech kolorowanie K bedzie okreslone nastepujaco

K(s) = Q(gs)-

Jak latwo sprawdzié¢, A akceptuje o € A¥ wtedy i tylko wtedy, gdy « € [K].
Wezmy dowolne kolorowanie skoniczone K o wahaniu N. Okreslmy automat

z porada A o stanach @ = {0,1,...,N} z go = 0. Niech Q(n) =n i d(s,q) =

K(s). Jak wyzej, o € A¥ wtedy i tylko wtedy, gdy « € [K]. |

Powyzsza rownowaznosé pozwolila wykorzysta¢ wyniki uzyskane dla kolo-
rowan do przypadku automatéw z porada. Chodzi konkretnie o fakt 2.1.3 i
twierdzenie 4.0.11 z tej pracy, ktorych bezposrednim wnioskiem jest, ze auto-
maty z porada rozpoznaja wszystkie zbiory BC(X9). Jest to treéé twierdzenia
2.1 z pracy [BNR'10]. Uzyte tam metody dowodowe réznia si¢ nieco od pre-
zentowanych tutaj, gdyz operuja bezposrednio na automatach z porada, nie
wprowadzajac explicite pojecia kolorowania.

9.2. Lipschitzowskie redukcje

Oproécz kontekstu automatowego mozna rozpatrywaé kolorowania jako pewne
szczegollne funkcje AY — N“. By zdefiniowaé o jakie konkretnie funkcje chodzi,
poczynmy wpierw kilka spostrzezen.

Fakt 9.2.1. WeZmy dowolny zbior X. Okreslmy funkcje dx: X“ x X¥ — R

wzorami: dx(a,a) =0 i dla o # 3, n = min{n : a, # Bp} niech dx(«a, ) =
9-n-1.

Funkcja dx jest metrykg na X¥. Dodatkowo, gdy X = A, metryka da wy-
znacza topologie Cantora na A“.

Fakt ten jest opisany w rozdziale 2.B w ksiazce [Kec95].
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Definicja 9.2.2. Powiemy, ze funkcja f: X — Y pomiedzy dwoma przestrze-
niami metrycznymi jest lipshitzowska ze stala L € R, jesli dla kazdej pary
xz,y € X zachodzi rownanie

Okazuje sie, ze zadana powyzej metryka wymusza szczegdlng postaé funkeji
lipshitzowskich ze stala 1 na przestrzeniach ciagéw nieskonczonych.

Fakt 9.2.3. Jesli funkcja f: X¥ — Y jest lipshitzowska ze stalq 1, to istnieje
funkcja f: X<¥ —Y taka, Ze

Vaex«Vnen fla), = ?(04”)

Dodatkowo, dla dowolnej funkcji G: X<% — Y, funkcja g: X — Y%, okre-
Slona g(a)n, = g(aln) jest lipshitzowska ze stalg 1.

Dowdd. Wezmy dowolne stowo s € X<¢ i oznaczmy n = |s|. Wezmy dowolne
as, takie by as|, = s. Okreslmy f(s) = f(as)n. Oczywidcie, o ile f jest dobrze
okreélona, to spetnia teze faktu.

Pokazemy, ze powyzsza definicja nie zalezy od wyboru as. WeZmy (s spel-
niaj@ce ﬁs‘n = S. Wtedy dX(asts) < 27 L WiQC dY(f(as>vf</Bs)) < 27",
Wobec tego f(ar)|n = F(Bs)ln, W szcaegdlnosci f(ag)n = f(Bs)n.

WeZmy teraz g jak w tresci faktu i dowolne o # 5 € X“. Niech n = min{n :
an # Bn}. Wtedy aln = Bln, wiee tez g(a)ln = g(B)n, totez dy (g(a), g(B)) <
271 = dx (o, B). [ |

Gdy przyjmiemy w powyzszym fakcie X = A i Y = N, uzyskana funkcja f
prowadzi z T' w N, tak samo jak kolorowania. By odpowiednio$¢ byta kompletna,
pozostaje okresli¢ nastepujace zbiory.

Definicja 9.2.4. Niech

n—oo

I= {17 € N¥: liminfn(n) < oo},

R = {77 €eI:P (liminfn(n)) = 1}.

n—oo

Twierdzenie 9.2.5. Zbior X C A“ jest definiowany przez kolorowanie wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f: A — T C N¥ lipshitzowska ze stalg 1,
spetniajgca

X=/"(R).
Dowdéd. Zalézmy, ze X = [K] dla pewnego kolorowania K. Korzystajac z faktu
9.2.3 dla g = K, otrzymujemy funkcje g: A“ — N¥. Z definicji kolorowania, dla
kazdego a € A¥ zachodzi g(«) € Z. Dodatkowo
a€K|s lignng(odn) =1 mod 2« g(a) €R.

Zalézmy teraz, ze X = f ~1(R), dla pewnej f jak w sformutowaniu twier-
dzenia. Wezmy K = f okre$long w fakcie 9.2.3. Poniewaz dla kazdego o € A%
zachodzito f(a) € Z, to K jest kolorowaniem. Jak poprzednio a € [K] wtedy i
tylko wtedy, gdy f(a) € R. [
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Takie spojrzenie na kolorowania moze dawa¢ pewna intuicje dotyczaca ich
natury. Wydaje sie jednak, ze prezentowane rozumowania tatwiej wyraza sie w
kombinatoryczny sposéb, analizujac funkcje T" — N, niz my$lac o lipschitzow-
skich redukcjach.

9.3. Hierarchia ré6znicowa

Jednym ze znanych narzedzi do badania rodzin A% jest hierarchia réznicowa,
gdzie rozpatruje sie zbiory, powstate jako naprzemienne réznice zbioréw prost-
szych. Roznice te indeksowane sa liczbami porzadkowymi, mniejszymi niz w;.

Aby uproscié przyklad, badaé¢ bedziemy jedynie hierarchie réznicows budo-
wang ze zbioréw X9 w odniesieniu do kolorowan ogélnych. Analogiczne spo-
strzezenia mozna by przeprowadzié¢ dla kolorowan monotonicznych i hierarchii
opartej o zbiory %Y.

Ponizej definiuje tylko skoniczone poziomy hierarchii. Wyzsze poziomy okre-
Slone sa analogicznie, z ich definicji nie bedziemy korzystac.

Definicja 9.3.1. Dla danego wstepujgcego ciggu zbioréw (Fy)icn, C XY, zdefi-
niuymy:
e jesli P(n) =0, to
Dn(F07 Fi,... 7Fn—1) = (Fl \ Fg) U (Fg \ FQ) U...u (Fn—l \Fn_g).

e jesli P(n) =1, to
Dn(Fo, Fl, - ;Fn—l) = F() @] (F2 \ Fl) U (F4 \ F3) Uu...uU (Fn—l \Fn_Q).

Niech D, bedzie rodzing wszystkich zbioréw D, ((F;)), po wszystkich moZli-
wych (F;) C XY jak powyzej. Rodzine D,, nazywamy poziomem n w hierarchii
rézZnicowey.

Szerzej zagadnienia te sg opisane w paragrafie 12 rozdziatu pierwszego u K.

Kuratowskiego [Kur66] i w rodziale 22.E w ksiazce [Kec95]. Ponizej znajduje
sie podsumowanie kluczowych wtasnosci z odnosnikami do ksigzki A. Kechrisa.

Fakt 9.3.2. Definicje D, mozna rozszerzyc dla liczb porzedkowych w < n < wy
(definicja z poczgtku rozdzialu 22.E).
Zbiory D,, stanowiq Scisle wstepujqcq hierarchie (wniosek z cwiczenia 22.26).
Ponadto U, <., Dy = A i Up<w Dy = BC(XY) (odpowiednio twierdzenie
22.27 i éwiczenie 22.29).

Okazuje sig, ze dla skonczonych pozioméw hierarchii réznicowej, pokrywa
si¢ ona z hierarchia kolorowan o skoniczonych wahaniach. Pokazuja to ponizsze
dwa fakty.

Fakt 9.3.3. Jesli K to kolorowanie o wahaniu n, to [K] € D,,.

Dowdd. Wystarczy skorzystaé z postaci normalnej zaproponowanej w formule
4.0.1 w rozdziale 4 i zdefiniowaé E; = F,,_;. Wtedy (E;)o<i<n to ciag wstepujacy
i [K] = D((E3)). u
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Fakt 9.3.4. Jesli zbior X € D, to istnieje kolorowanie K o wahaniu co naj-
wyzej n, spelniajgce [K] = X.

Dowdd. Zmienmy kolejnos¢ sktadnikéw w sumie z definicji D,,, tak by X =
(Fo\ F1)U(Fy\ F3)U...U(F)_1\ Fy), dla zstepujacych F; € 9 ik € {n—1,n}
iF,=0.

Niech K; to kolorowanie o wartosciach {0, 1} spelniajace [K;] = F; jak w
fakcie 4.0.12.

Polézmy K (€) = 0. Wezmy dowolne s € T'\ {e}. Niech i to najmniejsza taka
liczba, ze K;(s) = 0 lub K (p(s)), gdy taka nie istnieje. Potézmy K (s) = i. Przy
tej definicji, wartosci K sa oczywiscie ograniczone przez n.

WezZmy dowolne o € A“. Niech j to najmniejsza taka liczba, ze o ¢ Fj.
Oczywiscie j < n. Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 6.1.1 pokazujemy, ze
od pewnego momentu K («a|,) > j. Jednoczesnie, nieskonczenie czesto K (af,) =
Jj. Wobec tego liminf, K(al,) = j. Wiec a € [K] wtw. P(j) = 1 wtw. a € X.
Wige [K] = X. [

Dzigki pokazanej tutaj rownowaznosci, mozna bytoby zrezygnowaé z dowodu
faktu 2.2.3 i zamiast tego powolaé si¢ na ¢éwiczenie 22.29 w ksiazce Kechrisa
méwiace, ze U, <, Dn = BC(X9). Jednak wtedy straciliby$my wiedze o tym o
ile wzrasta wahanie kolorowania przy operacjach boolowskich.

Aktualnie nie wiadomo jak przenies¢ odpowiednios¢ pokazana powyzej, na
pozaskonczone poziomy hierarchii réznicowej. Z jednej strony trudno kolorowa-
niu o nieskonczonym wahaniu przypisaé¢ liczbe porzadkowa, okreslajaca ztozo-
nos¢ definiowanego przez nie zbioru w hierarchii réznicowej. Z drugiej strony,
w dowodach obu powyzszych faktéw odgrywalto role, ze mogliémy odwdcié ko-
lejnoé¢ zbioréw w ciagu, a nastepnie indeksy zbioréw traktowaé jako wartosci
kolorowania. Nie jest jasne, jak nalezaloby to wykona¢ w przypadku ciagdéw
pozaskonczonych.

Zachodzi podejrzenie, ze pelng odpowiednio$¢ pomiedzy kolorowaniami a
hierarchia réznicowa da sie¢ uzyskaé¢, dostosowujac nieco definicje obu pojeé¢. W
tym celu ciagi zbioréw w hierarchii réznicowej powinny by¢ zstepujace. Mozliwe
tez, ze konieczne bedzie przejscie do dopelnienia zbioru definiowanego przez
kolorowanie.

Ponizej znajduje sie hipoteza, w jaki sposéb nalezy kolorowaniom przypisy-
wacé pozaskonczone indeksy.

Hipoteza 9.3.5. Dla danego kolorowania K rozwazmy funkcje W:T — N
okreslong nastepujgco:

W(s) = min{K(st) : t € T}.

Wyréznigmy R C T jako zbior tych s € T\{e}, dla ktérych W (s) > W (p(s)).
Zbior R U {e} z porzqdkiem dziedziczonym z T jest dobrze ufundowany. Zlozo-
noscig kolorowania K (ozn. p(K)) okreslamy range' porzqdku R U {e}.

Ponizej kilka prostych wtasnoéci tak okreslonej ztozonosci kolorowan.

'Definicje rangi porzadku mozna znalezé w rozdziale 2.E w ksiazce [Kec95].
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Fakt 9.3.6. Jesli kolorowanie K jest skoriczone o wahaniu N, to p(K) < N.
Dla kazdego kolorowania K zachodzi p(K) < w;.

Fakt 9.3.7. Istnieje kolorowanie K o wlasnosci p(K) > w.

Dowdd. Rozwazmy kolorowanie monotoniczne K, zdefiniowane w rozdziale 7.1.
Poniewaz K, jest monotoniczne, wiec dla kazdego s € T' zachodzi W (s) = K (s).
Zauwazmy, ze porzadek R okreslone dla K, sktada si¢ z elementu najmniejszego
€ oraz parami nieporéwnywalnych sktadowych R, = RN {a"w : w € T} dla
n € N. Jak tatwo sprawdzi¢ R, ma range n, wiec cale R ma rangec w+1. W
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Rozdziat 10

Podsumowanie

W pracy zdefiniowano pojecie kolorowania, czyli dowolnej funkcji K: A<% — N,
ktora na kazdej galezi nieskonczonej o € A¥ spelnia warunek

liminf K (al,) < 0.

n—oo

Dla kazdego kolorowania K zdefiniowany jest zbiér

(K] = {a € A% :liminf K (a],) = 1 (mod 2)} .

n—oo

Dodatkowo wyrdzniono dwie wtasnosci, jakie kolorowanie moze posiadac:

e monotoniczno$¢ — kolorowanie musi by¢ funkcja niemalejaca na gate-
ziach,

o skonczonos¢ — kolorowanie przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci.

Oproécz tego wyrdzniono kolorowania o wahaniu 1, czyli o wartosciach {0, 1}.
Uzyskane wyniki sa podsumowane w ponizszej tabelce. Kazda z szesciu komoérek
tej tabeli prezentuje rodzine doktadnie tych podzbioréw A% ktére sg definiowane
przez odpowiednie kolorowania.

kolorowania wahanie 1 | skonczone | nieskonczone
monotoniczne 0 BCO(XY) A
niemonotoniczne 9 BC(X9) Af

Podane sa konstruktywne metody tworzenia kolorowania dla danego zbioru.
Wahanie kolorowania skonczonego odpowiada bezposrednio ztozonosci formuty
boolowskiej definiujacej odpowiedni zbidr. Przy okazji wykazano, ze kolorowania
o wiekszych wahaniach definiuja $cisle wiecej zbioréw.

W deskryptywnej teorii mnogosci znane sa konstrukcje zbioréw, ktére gwa-
rantuja, ze rodziny w powyzszej tabeli sa parami rozne. W powyzszej pracy za-
proponowane sa konkretne przyktady zbioréw pokazujacych, ze rodzina A jest
écisle wieksza niz BC(XY) oraz ze rodzina A jest écisle wigksza niz BC(X9).

Ponadto przedstawiona jest analiza alternatywnej definicji kolorowania, gdyby
warunek liminf < oo byl zmieniony na limsup < oo. Wykazano, ze istnieje
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zbiér definiowany przez kolorowanie z warunkiem liminf, ktérego nie mozna
zdefiniowaé przez kolorowanie z warunkiem lim sup.

Okazuje sie, ze kolorowania odpowiadaja deterministycznym automatom pa-
rzystosci o nieskoniczenie wielu stanach. Daje to silne zwiazki zaprezentowanych
wynikéw i teorii automatéw na stowach nieskonczonych. Jednym z wnioskow
jest, ze automaty z warunkiem lim inf o nieskonczenie wielu stanach rozpoznaja
wszystkie zbiory AY.

W pracy [BNRT10] analizowane sa automaty z poradq. Okazuje sie, ze bezpo-
$rednio odpowiadaja one kolorowaniom skonczonym. Spostrzezenie to pozwala
pokazaé, ze automaty z porada rozpoznaja wszystkie zbiory BC(X9).

10.1. Podziekowania

Za liczne cenne sugestie dziekuje mojemu promotorowi — Henrykowi Michalew-
skiemu. Oprécz tego chcialbym réwniez podziekowaé panom Witoldowi Mar-
ciszewskiemu, Filipowi Murlakowi, Damianowi Niwinskiemu oraz Piotrowi Za-
krzewskiemu za poswiecony czas.
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