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Automaty parzystosci

Deterministyczny automat parzystosci to krotka

A=(Q, 0 e, : QxA—Q, Q:Q —N).

Jezyk akceptowany przez automat
L(A) = {a € A% :liminf Q(¢¥) =1 mod 2} .

Automat jest staby jesli Q(q) < Q(d(q,a)), czyli o jest
monotoniczna ze wzgledu na €.

Fakt

Jezyki rozpoznawane przez automaty parzystosci to dokfadnie
Jezyki w-regularne.
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Topologia

Drzewo Cantora

Drzewo Cantora to zbiér A* uporzadkowany przez inkluzje. Jego
element najmniejszy (korzen) to stowo puste €.

Nieskoriczone gafezie to stowa nieskoriczone nad A. Gdy zadamy na
A“ topologie generowana przez zbiory postaci [s| = sA¥,
otrzymujemy homeomorficzng kopie zbioru Cantora.
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Topologia

Hierarchia borelowska

Indukcyjnie, dlan < wi:

° 2(1) — zbiory otwarte w A%,
0 ; s 0
o X — przeliczalne sumy zbioréw z | J g<n 3,
° HO — dopetnienia zbioréw z 29,
° AO ) NIIY,
e BC (Zg) komb/nacje boolowskie zbioréw 29].

>0 Y PN
1 ~ p 2 ~ . 3
BC(S0)-A)  BC(2Y) - Af
~ N ~ N
Y Y i
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Topologia

WHtasnosci hierarchii borelowskie;

Hierarchia jest scista. Dla klas 29], Hg istnieja zbiory zupetne w
sensie ciggtych redukcji. Kazda z klas zawiera kontinuum zbioréw.

Fakt
Jezyki w-regularne leza w klasie BC (Eg). Nie wyczerpuja jej, bo
Jest ich przeliczalnie wiele.

| A
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Kolorowania

Kolorowania

Kolorowanie, to dowolna funkcja K: A* — N z warunkiem, by dla
kazdego oo € A%, spetnione byto

liminf K (al,) < oo.

n—oo

L(K) = {a € A% : liminf K(al,) =1 mod 2}.

n—oo

Fakt

Kolorowania, to to samo co ,przeliczalne deterministyczne automaty
parzystosci’:

(A — K) K(s) = Q(gs),
(K —A) Q=A% q:=¢, (s,a) :=sa, Q:=K.
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Kolorowania

Kolorowanie jest:

@ skoriczone jesli przyjmuje skoriczenie wiele wartosci,

@ monotoniczne jesli nie maleje na gateziach.

Twierdzenie (Gtéwne wyniki)

kolorowania | skonczone | ogdlne
monotoniczne | BC (XV) A
ogdlne BC (X9) A
0 0 0
1 ~ % > ™~ s >3
Be(39)-AY  Be () - Al
~ N ~ N
19 1) 115
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Kolorowania

Metody dowodowe

o L(K+1)=A“\ L(K).

o Kazdy z typéw kolorowan jest zamkniety na przeciecie —
konstrukcja zblizona do tej dla automatéw.

@ Wiec kazdy typ kolorowan zamkniety na operacje boolowskie.

o Kazdy zbiér XY jest opisywany przez kolorowanie
monotoniczne o wartosciach {0, 1}.

e Kazdy zbiér X9 jest opisywany przez kolorowanie ogélne o
wartosciach {0, 1}.

o Jesli K < N, to L(K) = UOSiSN/2 (F2i+1 \ in_;,_g).
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Kolorowania

o f: A¥ — AY jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
f: A* — A* przyblizajaca” f.

o Jesli f: AY — AY ciagta i K kolorowanie, to
FHL(K)) C A¥ jest opisywany przez kolorowanie tego
samego typu co K.

o Jesli X C A“ lezy w klasie A) to X,, /' X 1Y, / AY\ X

dla pewnych X,,, Y, € I ;.
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Kolorowania

Whioski

o Naturalna reprezentacja nieskonczonego automatu parzystosci.

e Kombinatoryczna charakteryzacja odpowiednich klas.

o Konkretne przyktady dla scistych inkluzji BC (£9) ¢ A?
przy n =1, 2.

o Mozliwos¢ wyczerpania klas topologicznych modelem
,2automatowym”.

o Kolorowania skoficzone = automaty z porada = zbiory gatezi
definiowanych w M SO z dodatkowymi predykatami.

e Warunki liminf i lim sup s3 nieréwnowazne (o tym zaraz).
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liminf vs. limsup

liminf vs. lim sup

Kolorowania typu max — tak samo jak do tej pory, tylko lim sup
zamiast lim inf.

Fakt (Intuicja)

Dla kazdego ciagu (an),cny € N

limsupa, < oo = liminfa, < co.
n—oo w=xe

Twierdzenie

kolorowania max | skonczone | ogdlne
monotoniczne | BC (X9) AY
ogdlne BC(x9) | ¢ A
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liminf vs. limsup

ldea dowodu

o Jesli K — kolorowanie typu max, to istnieje takie s, ze K|
jest skonczone. Bo mozna schodzi¢ w dét drzewa, stale
zwiekszajac K (s;), dopdki sie da.

o Czyli L(K) N [s] € BC (XY) — wiasnos¢ upraszczania”.

o Wystarczy wskaza¢ T' C A, taki ze T € A\ BC (Eg) iT
niezalezny od prefiksu:

vSeA*T =TnN [8]

o Wtedy T nie ma wtasnosci upraszczania, wiec nie moze by¢
opisywany przez kolorowanie typu max.
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liminf vs. limsup

Pomyst na T
@ Rozwazamy ciagi a € A“ z nieskonczenie wieloma literami b.
@ a=a"ba™b... traktujemy jako kod ng,n1,....
e Tworzymy kolorowanie K, tak by liminf K (af;) = 0 wtw
n; — oo. Wpp. by liminf K («/|;) = lim inf n,.
e Wtedy T' = L(K) € AY, T niezalezne od prefiksu.

@ Mozna pokaza¢ T' ¢ BC (X£5), bo nie ma kolorowania
skonczonego K’ by L(K') =T.

Michat Skrzypczak O kolorowaniach drzewa Cantora



liminf vs. limsup

Dziekuje za uwage, czy sa jakie$ pytania?
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