O kolorowaniach drzewa Cantora

Michat Skrzypczak

Uniwersytet Warszawski

22 marca 2010



Streszczenie

Ponizszy dokument zawiera charakteryzacje niektérych dolnych klas hierarchii
borelowskiej w zbiorze Cantora z uzyciem pojecia kolorowania. Pojecie to w ta-
twy sposob splata ze soba kombinatoryke nieskoniczong i deskryptywna teorie
mnogosci.

Prezentowane pojecia i dowody sa silnie motywowane teorig automatow skon-
czonych i jezykow w-regularnych. Uzyskane w pracy wyniki topologiczne maja
swoje konsekwencje w tej teorii. Zwigzki te sg podsumowane w osobnym roz-
dziale.

W oparciu o zaprezentowang charakteryzacje, wykazana jest w prosty i bez-
posredni sposéb separacja klas BC(XY) € AY i BC(X9) € AY. Na uzyte w
dowodach przyktady mozna patrze¢ jako na zlgczenie ze sobg odpowiednio do-
branych jezykéw w-regularnych.



Wprowadzenie

Zbiory lezace w klasach borelowskich 22 i Hf; majg naturalng reprezentacje, jako
odpowiednio suma, lub przeciecie zbiorow z nizszych klas. Pozwala to dowodzié
twierdzen dotyczacych zbioréw takich postaci, w sposob relatywnie prosty:

Wezmy dowolny zbior S € X9. Przedstawmy go jako przeliczalna,
wstepujaca sume zbioréw domknietych (F),),en. Przez indukcje ze
wzgledunan ....”

Sprawa sie komplikuje w przypadku klas A%? gdyz kazdy taki zbiér ma zawsze
dwa opisy, jeden jako suma zbiorow prostszych, a drugi jako przeciecie. Dlatego
warto$ciowe sg bardziej namacalne reprezentacje zbioréw z tych klas. Okazuje sie,
ze dogodnym pojeciem sa kolorowania nieskonczonego drzewa binarnego, czyli
funkcje z takiego drzewa w zbiory koloréw. W zaleznoéci od warunkéw jakie na-
ktadamy na takie kolorowanie i przyjetej palety kolorow, otrzymujemy zbiory z
kilku dolnych klas hierarchii borelowskiej.

Przyktadem wykorzystania takich reprezentacji sa dos¢ proste i bezposrednie
dowody separacji wspomnianych w streszczeniu klas.

Podstawowg przestrzenia bedzie zbior Cantora, definiowany jako A“, dla A =
{a,b}. Niech T oznacza pelne drzewo binarne A<“. Jak wiadomo, bazowe zbiory
otwarte w A“ sa postaci [s] := {a € AY : s < o} dla stéw s € T.

Zbiory Gy to przeliczalne przecigcia zbioréw otwartych, natomiast F,, to prze-
liczalne sumy zbioréw domknigtych. Rodzina BC(XY) to boolowskie kombinacje
zbiorow otwartych, czyli najmniejsze ciato zawierajace zbiory otwarte. Rodzina
A to przeciecie Gs i F,,. Analogicznie BC(X9) to boolowskie kombinacje zbioréw
F,, a AY to zbiory ktére sa jednoczesnie X9 i II9.

Aby wygodniej operowaé na elementach drzewa 1" korzysta¢ bedziemy z no-
tacji zwiazanej z wyrazeniami regularnymi. W notacji tej nie pisze sie znaku
konkatenacji stow, przez w" rozumie si¢ stowo wwww ... w, natomiast w* to do-

L

wolne stowo postaci w™ dla pewnego n € N. PrzeznA* oznaczane jest dowolne
stowo w T, za$ € oznacza stlowo puste. Pewnym rozszerzeniem omawianej notacji
bedzie oznaczenie s — t, dla t,s € T it < s, definiowane jako sufiks stowa s
zaczynajacy sie tuz za koncem stowa t.

Przez p(s) dla s € T'\ {e} oznaczam stowo s|;_1, czyli s bez ostatniej litery.



Operowa¢ bedziemy czesto parzystoscig liczb, wprowadzmy wiec funkcje
P:N — {0,1} réwna 1 dla liczb nieparzystych i 0 w przeciwnym przypadku.

Dodatkowo przydatna bedzie funkcja S: N x N — N, zdefiniowana nastepu-
jaco: S(n,m) =n—P(n)+m—P(m)+ P(n)-P(m). Jak tatwo sprawdzi¢ jest ona
monotoniczna ze wzgledu na obie wspoétrzedne oraz P(S(n,m)) = P(n) - P(m).
Dodatkowo S(n,m) < n+m.



Rozdziat 1

Kolorowania

Kluczowym pojeciem pracy jest kolorowanie pelnego drzewa binarnego.

Definicja 1.0.1. Kolorowaniem nazywac bedziemy dowolng funkcje K: T — N,
ktora na kazdej nieskonczonej gatezi T przyjmuje jakqes wartosé mieskornczenie
wiele razy.

Innymi stowy mozna to wyrazi¢ tak, ze dla kazdego o € A“ zachodzi
inf(K, o) :={n € N: VyenInsmK(a|m) =n} # 0.

Mozna tez rownowaznie powiedzie¢, ze wartosci K na zadnej gatezi nie zbiegaja
(jako ciag) do oo. Wobec tego dla kazdego «, wartosé liminf, . K(al,) jest
skoficzona, réwna mininf(K, o). Zauwazmy przy okazji, ze dla kazdego o € A¥
zachodzi

EIMGNvm>MK(a|m) > 117£Il)golf K(a!n)

Kazde kolorowanie wyznacza podzbior zbioru Cantora.

Definicja 1.0.2. Dla danego kolorowania K definiujemy zbior
K] = {a €A P (nglngff{(%)) _ 1} .

Mozna powyzsza definicje wyrazié rownowaznie: [K] to zbiér tych nieskon-
czonych gatezi na ktorych najmniejsza z warto$ci przyjmowanych nieskonczenie
czesto jest nieparzysta.

Dodatkowo, wyrozniamy dwie dodatkowe wlasnosci jakie moze mie¢ koloro-
wanie.

Definicja 1.0.3. Powiemy, ze kolorowanie K jest skonczone, jesli zbior jego
wartosci jest ograniczony.

Wahaniem kolorowania skoriczonego nazywam najwiekszq przyjmowang przez
nie wartosé.

Kolorowanie K jest monotoniczne, jesli przyjmowane przez nie wartosci Sg
niemalejgce na gateziach T'.



Powyzsze definicje daja nam cztery rodzaje kolorowan:

e ogdlne,

skonczone,
e monotoniczne,
e monotoniczne i skonczone.

Latwo pokazaé, ze zaden z tych rodzajéw nie jest trywialny — istniejg koloro-
wania bedace doktadnie danego rodzaju.

Fakt 1.0.4. Jesli K jest kolorowaniem monotonicznym, to dla kazdego o € A%
okreslona jest granica
lim K(aly,).

n—oo

Dowadd. Poniewaz ciag warto$ci K na « jest monotoniczny, to dla tego ciggu
zachodzg réwnosci lim inf = lim sup = lim. [ |

1.1 Ciagte redukcje

Ciagle redukcje jednego zbioru do drugiego stanowia wazne pojecie w deskryp-
tywnej teorii mnogosci.

Definicja 1.1.1. Powiemy, Ze zbior X C A% redukuje sie w sposob ciggly do
zbioru Y C A“, jesli istnieje funkcja ciggla f: AY — A%, spelniajgca

FUY) = X.

Ciagle redukcje w zbiorze Cantora i przestrzeni Baira sa doktadniej opisane
w ksiazce [Kec95]. Pokazany jest tam miedzy innymi ponizszy fakt.

Fakt 1.1.2. Kazda funkcja ciggla f: AY — A indukuje przeksztalcenie f: T —
T spetniajgce dla kazdego o € A¥:

1. 1imy 0 [F(al,)| = o0,

2. Vnemf(aln) < flal) < f(@).

W oparciu o to spostrzezenie, mozemy pokazac, ze kolorowania sg w pewnym
sensie zachowywane przy cigglych redukcjach.

Twierdzenie 1.1.3. Dla kazdego kolorowania K i zbioru X C AY takich, Ze
istnieje ciggla redukcja X do [K], istnieje kolorowanie K' spetniajgce [K'] = X.
Jesli K ma wahanie n, to K' ma wahanie ograniczone przez n.
Jesli K jest monotoniczne, to K' tez.



Dowéd. Wezmy funkcje f: T — T indukowang przez f.
Niech K'(¢) = 0. Wezmy dowolne stowo s € T\ {e}. Niech u = f(p(s)) i
v = f(s). Wiemy, ze v < v. Rozwazmy cigg stéw u = wy < wy < wy < ... <
w; = v, spelniajacy p(w;41) = wj, czyli kolejne wierzchotki 7" na Sciezce od u do
v. Zdefiniujmy
K'(s) = min { K (wy), K (w1), ..., K(w;)}.

Twierdze, ze dla kazdej a € A“, zachodzi
lim inf K'(alf,) = lim inf K(f(cv)[n)-

n—oo
Jesli to wykaze, to K’ jest kolorowaniem i dodatkowo [K'] = f~([K]) = X, co
zakonczy dowod twierdzenia.

WeZzmy dowolng o € A“. Oznaczmy m = liminf, .., K(f(«)|,). Po pierwsze
od pewnego momentu K (f(a)|,) > m. Wiec od pewnego momentu rozpatry-
wane wartosci K (w;) > m, wiec od pewnego momentu K’(s) > m. Jednoczesnie
nieskonczenie czesto K (f(a)|,) = m, wiec nieskoniczenie wiele razy wsrdd rozpa-
trywanych wartosci { K (w;) : 0 < j < i} wystepuje m. Wiec nieskoficzenie czesto
K'(s) < m. Czyli liminf, . K'(af,) = m.

Oczywiscie jesli K ma wartosci ograniczone przez n, to K’ tez, a jesli K jest
monotoniczne, to K’ tez. [ |

1.2 Operacje boolowskie

Okazuje sig, ze zbiory definiowane przez kolorowania odpowiednich rodzajéw sta-
nowig ciata. Dowdd w przypadku kolorowan ogélnych jest dos¢ techniczny, a w
kontekscie pozostatych wynikéw pracy zbedny.

Fakt 1.2.1. Jesli K jest kolorowaniem, to istnieje kolorowanie K', spetniajgce
(K] = A\ [K].

Jesli K jest skonczone (monotoniczne), to K' tez jest skonczone (monoto-
niczne).

Dowdd. Wystarczy rozwazyé K'(s) = K(s) + 1. |

Wobec tego, by pokazac ze kolorowania danego rodzaju stanowia ciato, wy-
starczy pokazaé ze sg zamkniete na przeciecie.
Najpierw pokazemy odpowiedni fakt dla kolorowan monotonicznych.

Fakt 1.2.2. Jesl kolorowania Ky, Ky sqg monotoniczne, to istnieje kolorowanie
monotoniczne K’ spelniajgce

[Ka] N [KG] = [K7].

Jesli Ky, Ky sq skonczone, to K7 tez.



Dowdd. Wystarczy rozwazyé K7 (s) = S(Ki(s), Ka(s)). Wtedy K” jest funkcja
monotoniczng na gateziach i dodatkowo dla @ € A“ mamy

lim K7 (al,) = S(lim Kl(O{‘n),T}i_)Il(;lOKQ(Odn)).

n—oo n—oo
Wiec [K7] = [K1|N[Ks]. Oczywiscie, jesli K, Ky sa skonczone, to K7 tez. B
Teraz pora na kolorowania skonczone, ale niekoniecznie monotoniczne.

Fakt 1.2.3. Jesli kolorowania K1, Ky sq skoriczone, to istnieje kolorowanie skori-
czone K7 spelniajgce
(K] N[ = [K7.

Dowod. Zatézmy, ze dane kolorowania K, Ky maja wahania ny,ny. Jak tatwo
sprawdzi¢, uzaleznienie wartosci K”(s) wytacznie od wartosci K(s), Ka(s) jest
btedne.

Przez indukcje po dtugosci stowa s € T' zdefiniujmy funkcje

M,:{0,1,....,n1} — {0,1,... ,ny}

i wartosci K7 (s) < S(ni,ns). Intuicyjnie My(n) to najmniejsza warto$¢ przyjeta
przez K, od czasu ostatniego wystapienia n w K.

Niech M, bedzie wszedzie réwna 0, a K”(e) = 0.

Wezmy s € T'\ {e}. Niech r = p(s). Zalézmy, ze zdefiniowana jest funkcja M,
i wartos¢ K”(r). Potézmy:

o K7(s) 2 S (Ky(s), Mo(Ky(s)),

o M,(K1(5)) 2 Ky(s),

c

o My(n) ‘2 min(M,(n), Ka(s)), dla n # Ki(s) i 0 < n < ny.

Pozostaje sprawdzi¢, ze K7 jest kolorowaniem i [K”| = [K;] N [K2]. WeZmy
dowolng galaz o € A¥. Zatézmy ze liminf wartosci K, Ky na a to odpowiednio
my, mg. Wobec faktu, ze P(S(mq,mz)) = P(my) - P(msy), wystarczy wykazaé
ponizszy lemat.

Lemat 1.2.4. Przy powyzszych definicjach ma miejsce nastepujgca rownosc

liminf K7 (a,) = S(my, ma).
n—oo
Po pierwsze zauwazmy, ze nieskonczenie czesto Ki(s) = my. Jednoczesnie,
nieskoniczenie czesto Ky(s) = mg, wiec nieskoficzenie czesto Mg(my) < myg. Czyli
nieskoniczenie czesto K”7(s) < S(mq,my). Pozostaje wykazaé, ze od pewnego
momentu K7 (s) > S(my, ms).



Wiemy, ze dla pewnego M € N i wszystkich m > M zachodzi Ki(al,,) > my
i Ky(a|m) = ma. Niech ¢ = alp. Jest co najwyzej ny + 1 liczb n dla ktérych
M,(n) < maq, bo dziedzina M, ma moc n; + 1. Jednoczesnie wartosci nowo przy-
pisywane réwnoscia (B) sa dla s > ¢ nie mniejsze niz mo.

Wobec powyzszych, dla s > ¢, jedyna sytuacja w ktérej moze by¢ K”(s) <
S(mi,my), to taka gdy My (K1(s)) < mo. Wtedy nowa wartos¢ przypisana
M(Ki(s)) to Ka(s) > ma. Wige taka sytuacja moze wystapi¢ tylko skoriczenie
wiele razy — co najwyzej tyle ile jest liczb n dla ktérych M,(n) < mq. Czyli
od pewnego momentu bedzie zachodzi¢ K7 (s) > S(mq,msy). Koniezy to dowdd
lematu, a co za tym idzie catego twierdzenia. [ |

W oparciu o powyzsze konstrukcje mozna sformutowaé nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.2.5. Jesli kolorowania (monotoniczne) skoriczone Ki, Ka majg wa-
hania ny,ny odpowiednio, to istnieje kolorowanie (monotoniczne) K’ o wahaniu
ograniczonym przez ny + ng, spetniajgce

[K7] = [Kq] 0[],

1.3 Inne spojrzenia

Gloéwna motywacja dla takiej a nie innej definicji kolorowan sa automaty deter-
ministyczne z warunkiem parzystosci. Zwigzki pomiedzy takimi automatami, a
kolorowaniami opisane sa w rozdziale 8.2.2.

Oprocz kontekstu automatowego, mozna rozpatrywac kolorowania jako pewne
szczegblne funkcje k: AY — N¥. Przy odpowiednio zadanej metryce, sa to do-
ktadnie wszystkie funkcje lipschitzowskie ze stata 1, ktérych obraz zawarty jest
w zbiorze

I= {77 € N*: liminf 5(n) < oo}.

W tym kontekécie, zbiory definiowane przez kolorowania, to po prostu zbiory
dla ktorych istniejg odpowiednie redukcje do zbioru

P = {77 eN“: P <li1£r_1)g1fn(n)> = 1}.

Takie spojrzenie na kolorowania moze dawaé¢ pewng intuicje dotyczaca ich
natury. Wydaje sie jednak, ze prezentowane rozumowania tatwiej wyraza sie w
kombinatoryczny sposéb, analizujac funkcje T — N, niz my$lac o lipschitzowskich
redukcjach.



Rozdzial 2
Rodzina BC(XY)

W ponizszym rozdziale pokazemy ze kolorowania monotoniczne skonczone defi-
niuja doktadnie wszystkie zbiory BC(X9).

Fakt 2.0.1. Dia kazdego zbioru otwartego U C A“ istnieje kolorowanie monoto-
niczne K o wahaniu ograniczonym przez 1, spetniajgce K] = U.

Dowdéd. Rozwazmy K: T — N zdefiniowane K(s) =1 gdy [s] CU, K(s) =0 w
przeciwnym przypadku.

WeZzmy dowolne o € A¥. Jesli a € U, to pewne minimalne s < « ma te
wlasnosé, ze [s] € U. Wiec dla wszystkich r < s zachodzi K(r) = 0, a dla
wszystkich r spetiajacych s < r < « zachodzi K (r) = 1. Jesli natomiast o ¢ U,
to zaden jego prefiks s nie ma wlasnosci [s] C U, wiec K jest stala réwna 0 na
wszystkich prefiksach a.

Tak czy inaczej K jest monotoniczne o wahaniu co najwyzej 1, a
lim, o K(a|n) =1 wtw. gdy a € U. Wige [K] = U. |

Whiosek 2.0.2. Dla kazdego zbioru B € BC(XY) istnieje kolorowanie K spet-
niajgce [K| = B.

Dowdd. Skoro rodzina zbioréw definiowanych przez kolorowania monotoniczne
skonczone jest cialem i zawiera wszystkie zbiory otwarte, to zawiera tez wszystkie

zbiory BC(XY). [
Teraz pora na twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2.0.3. Jesli K jest kolorowaniem monotonicznym skonczonym, to

K] € BC(XY).
Dowdd. Wezmy dowolne kolorowanie monotoniczne K o wahaniu N. Zdefiniujmy
cigg zbioréw
Un = {Oé e A¥ . El’iENK(a’i> > n} .
Poniewaz kolorowanie K ma wahanie N, wiec zbiory U, sa puste dlan > N.
Oczywiscie Uy = A%.
Lemat 2.0.4. Dla kazdego n, zbior U, jest otwarty.

9



Dowdd. Wezmy dowolne « € U,,. Wtedy istnieje takie i € N, ze K(«|;) > n. Ale
wtedy [a];] C U,. Wiec kazdy element U, lezy tam wraz z pewnym otoczeniem.
Wiec U, jest zbiorem otwartym. |

Dodatkowo zauwazmy, ze ciag zbiorow U, jest nierosnacy ze wzgledu na n.
Twierdze, ze

(K] = U (Usit1 \ Usiy) . (2.0.1)

0<i<N/2
Wykazanie tej réwnosci konczy dowdd twierdzenia, gdyz podany zbior nalezy
do rodziny BC'(XY).
Wezmy o € AY. Wtedy lim,, .o, K(«a|,) = b dla pewnego b € N. Wobec tego
a € Upia¢ Uy Sa dwa przypadki:

e b jest nieparzyste, czyli a € [K], wtedy a € Us;yq \ Ugipo dla 20 + 1 = b,
wiec a nalezy do zdefiniowanej sumy.

e b jest parzyste, czyli a ¢ [K], wtedy o ¢ Up;q dla2i4+1 > b, oraz a € Uy
dla 2i + 1 < b, wiec a nie nalezy do zadnego sktadnika zdefiniowanej sumy.

Zauwazmy przy okazji, ze ztozono$¢ uzyskanej formuty boolowskiej jest rowna

wahaniu K. Dodatkowo wzor 2.0.1 zadaje posta¢ normalng dowolnego zbioru
D € BC(XY).
Prostym wnioskiem z twierdzen tego rozdziatu jest nastepujace spostrzezenie.

Twierdzenie 2.0.5. Kolorowania o wahaniu 1 odpowiadajqg doktadnie zbiorom
otwartym z zbiorze Cantora.

10



Rozdzial 3
Rodzina BC(XY)

Kolorowania skoficzone odpowiadaja dokladnie zbiorom BC(X9). Dowody sa w
duzej mierze analogicznie do tych z poprzedniego rozdziatu.

Twierdzenie 3.0.6. Dia kazdego zbioru D € BC(XY) istnieje kolorowanie K,
takie zZe D = [K].

Dowaéd. Podobnie jak w przypadku kolorowan monotonicznych, wykazemy naj-
pierw ze kazdy zbior F € F, = X9 jest opisywany przez pewne kolorowanie o
wahaniu 1.

Ze wrzgledu na twierdzenie 1.1.3, wystarczy sprawdzi¢ ze jakis zbior F-
zupelny jest opisywany przez pewne kolorowanie. Rozwazmy homeomorficzng
kopie liczb wymiernych w zbiorze Cantora

F={ae€ A°: IyenVp=na(n) = b} .

Wezmy kolorowanie K: T — {0,1} zdefiniowane K(A*a) =01 K(A*b) = 1.
Wtedy dla kazdego n € N

an)=>b < Klal,) =1

Z definicji zbiér [K] to zbiér tych galezi, na ktérych od pewnego momentu K jest
rowne 1. Wiec jest to zbior tych a ktore od pewnego momentu sa réwne b. Wiec
[K]=F.

Teraz, skoro kolorowania o skonczonym wahaniu stanowia ciato, wiec kazdy
zbiér D € BC(XY) jest opisywany przez pewne kolorowanie. [

Przy okazji warto zauwazy¢, ze ztozonos¢ formuty definiujacej zbior przektada
sie bezposrednio na wahanie odpowiedniego kolorowania oraz, ze ma miejsce na-
stepujacy fakt.

Fakt 3.0.7. Kolorowania o wahaniu 1 to doktadnie zbiory F,.

11



Znowu w do$¢ prosty sposob dostajemy twierdzenie odwrotne. Metoda dowo-
dzenia jest analogiczna jak w przypadku kolorowan monotonicznych.

Twierdzenie 3.0.8. Kazde kolorowanie o skonczonym wahaniu K indukuje zbior
(K] € BO(XY).

Dowod. Wezmy dowolne kolorowanie K o wahaniu N. Zdefiniujmy ciag zbioroéw
F,={a € A”: 3renVis1K(al;) > n}.
Poniewaz kolorowanie K ma wahanie ograniczone przez N, wiec zbiory F}, sa

puste dla n > N. Oczywiscie Iy = A“.
Lemat 3.0.9. Dia kazdego n, zbior F,, jest typu F.

Dowod. Wynika to wprost z postaci zbioru F,. |

Dodatkowo zauwazmy, ze ciag zbiorow F), jest nierosnacy ze wzgledu na n.
Twierdze, ze

(K] = U (Foi1 \ Foiga). (3.0.1)

0<i<N/2

Wykazanie tej rownosci konczy dowdd twierdzenia, gdyz podany zbiér nalezy do
rodziny BC(X9).

WeZzmy o € AY. Wtedy liminf,, ., K(«|,) = b dla pewnego b € N i dodatkowo
b < N. Wobec tego a € F, i a ¢ Fyy1. Sa dwa przypadki:

e b jest nieparzyste, czyli a € [K|, wtedy a € Gaiiq \ Goiyo dla 2i + 1 = b,
wiec a nalezy do zdefiniowanej sumy.

e b jest parzyste, czyli a ¢ [K]|, wtedy o ¢ Glg;yq dla2i+1 > b, oraz o € Ggy9
dla 24+ 1 < b, wiec « nie nalezy do zadnego sktadnika zdefiniowanej sumy.

Powyzsze wyniki, w nieco innym kontekscie znalazly zastosowanie w pracy

[BNR*10].

12



Rozdziat 4
Rodzina Al

Okazuje sie ze zbiory definiowane przez kolorowania monotoniczne to doktadnie
zbiory nalezace do AY.

4.1 AY jako kolorowania monotoniczne

Twierdzenie 4.1.1. Jesli D C A¥ jest jednoczesnie zbiorem typu Gs i Fy (czyli
nalezy do AY), to istnieje kolorowanie K dla ktérego [K| = D.

Wiemy, ze w takiej sytuacji mozna znalez¢ rodzine zbioréw domknietych F;
taka, ze U,, F,, = D. Mozna tez znalez¢ rodzing zbioréw domknietych FE; taka, ze
U, B = A\ D.

Rozwazmy rodzine zbioréw domknietych H;, powstala przez ztaczenie rodzin
F;, E;. Niech Hy; = E; i Ho;j 1 = F;. Zauwazmy, ze U,, H, = A“.

Zdefiniujmy funkcje K: T — N. Wezmy dowolne s € T. Niech i, bedzie
najmniejsza liczba naturalna dla ktorej H;, N [s] # (. Liczba taka istnieje, bo [s]
jest niepusty, a suma rodziny H; to cata przestrzen. Potézmy K(s) = is.

Teraz sprawdze, ze tak zdefiniowane K jest istotnie kolorowaniem monoto-
nicznym. Wezmy dowolna gataz nieskonczona o € A¥. Po pierwsze zbiory [a|s,]
sa nierosnace ze wzgledu na i, wiec K jest funkcja niemalejaca na a. Jednocze$nie
istnieje takie i, ze a € H;. Wiemy wiec, ze wartosci K na « sa ograniczone przez
1. Wiec K jest kolorowaniem monotonicznym.

Pozostaje sprawdzié, ze [K] = D. Wezmy dowolne o € A“. Niech i, bedzie
najmniejsza liczba taka, ze a € H,; . Twierdze, ze warto$¢ K na prefiksach o
jest od pewnego momentu stala rowna i,. Oczywiscie jest ona ograniczona z
gbry przez i,. Istnieje skonczenie wiele liczb mniejszych od 7,. Wystarczy wiec
ze wykaze, ze dla kazdego j < i,, wartosci K na prefiksach a sa od pewnego
momentu rézne od j.

Wezmy dowolne j < i,. Wiemy, ze o ¢ H;. H; jest zbiorem domknietym,
wigc istnieje pewne otoczenie U, roztaczne z H;. Wigc istnieje N takie ze dla
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n > N mamy [al,] C U,. Wiec dlan > N mamy [a|,| N H; = 0. Czyli dlan > N
wartos¢ K (al,) jest rozna od j.

Jesli a € D to dla pewnego i zachodzi a € F; i jednoczes$nie dla wszystkich
i zachodzi o ¢ E;. Wiec zdefiniowane powyzej i, jest nieparzyste, gdyz zbiory
F; stoja na nieparzystych pozycjach w ciaggu H;. Wiec dla dostatecznie duzych
n warto$¢ K (al,) jest nieparzysta. Wiec a € [K]. Gdy a ¢ D jest analogicznie,
wtedy o ¢ [K]. Wiec w sumie [K] = D.

4.2 Kolorowania monotoniczne jako A)

Prawda jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia z poprzedniego roz-
dziatu.

Twierdzenie 4.2.1. Dla kazdego kolorowania monotonicznego K, zbior [K| jest
zbiorem typu A w A,

Dowdd. Przedstawie definicje zbioru [K]|, jako przeliczalne przeciecie zbioréw

otwartych. Wtedy bedziemy wiedzie¢, ze dla kazdego kolorowania K zbior [K]|

jest typu Gy. Ale jego dopelnienie tez jest definiowane przez pewne kolorowanie,

wiec tez jest typu Gs. Wiee [K| jest jednoczesnie Gs i F,, wiec lezy w AY.
Zauwazmy, ze

a € [K] & VapenTwer|w| > n A P(K(w)) =1Aa € [w)].
Wynika to wprost z monotonicznosci K na «. Niech
W,={veT:|v]|>nAPK()) =1}
Wtedy

K= U [wl

neNweW,

Wobec tego [K] mozna zapisaé¢ jako przeliczalne przeciecie zbioréw otwartych.
Wiec [K] jest typu Gs. [
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Rozdzial 5
Rodzina A

Okazuje sie, ze kolorowania ogélne odpowiadaja doktadnie zbiorom AJY.

5.1 A} jako kolorowania

Mozna przypuszczaé, ze nic by sie nie zmienito, gdyby w definicji zbioru [K]
zamiast liminf wzia¢ limsup. Okazuje sie, ze ma to duze znaczenie, mianowicie
gdyby przyja¢ definicje z lim sup, ponizsze twierdzenie przestalo by by¢ praw-
dziwe. Zagadnienie to jest opisane w rozdziale 7.

Twierdzenie 5.1.1. Jesli D € AY, to istnieje kolorowanie K takie, ze [K| = D.

Idea dowodu jest analogiczna jak w przypadku klasy A, chociaz uzyte tech-
niki sa nieco bardziej skomplikowane.

Dowdd. Przedstawmy D jako sume rodziny zbioréw (G, )nen € Gs. Analogicznie
zapiszmy A“ \ D jako sume rodziny (J,)nen C Gs. Korzystajac z faktu 3.0.7 dla
dopeient odpowiednich zbioréw, znajdujemy ciagi kolorowan (K, )nen, (Ln)nen
o wartosciach {1, 2}, speliajace

Voen [Ku] = Gn A [La] = Ji.

Wreszcie zdefiniujmy kolorowania Hs, 1 = K, i Hoyyo = Ly,.

Zdefiniujemy wartos¢ K (s) indukcyjnie ze wzgledu na dlugos$é stowa s. Po-
t6zmy najpierw K(e) = 0. Wezmy s € T \ {e}. Niech is; to najmniejsza taka
liczba dodatnia, ze H; (s) = 1, lub K(p(s)) gdy takiej liczby nie ma. Potézmy
K(s) = is.

Wezmy dowolng o € A“. Istnieje takie najmniejsze i, ze a € [H;]. W takim
razie dla nieskonczenie wielu n zachodzi H;(al,) = 1, wiec dla nieskonczenie wielu
n mamy K(al,) < i. Wobec tego K jest kolorowaniem. Dodatkowo K na kazdej
gatezi od pewnego momentu nie przyjmuje wartosci 0. Twierdze, ze

liminf K (al,) = 1.

n—oo
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Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego 0 < j < 7, od pewnego momentu K
nie przyjmuje wartosci j. Ale wiem ze a ¢ [H,]|, wiec od pewnego momentu
H;(al,) = 2, wigc dla dostatecznie duzych n zachodzi K(al,) # j.

Czyli liminf,, .. K(«a|,) = i, a jednoczesnie i jest nieparzyste, wtw. o €
Unenl] = D, .

5.2 Kolorowania jako A}

Twierdzenie 5.2.1. Dia kazdego kolorowania K, zachodzi [K| € AY.

Dowdd. Wezmy dowolne kolorowanie K. Poniewaz zbiory definiowane przez kolo-
rowania sa zamkniete ze wzgledu na dopelnienie, wystarczy wykaza¢, ze [K| € 9.

Dzieki definicji K wiemy, ze [K] powstaje jako suma pon € Ni P(n) =1
zbiorow tych galezi na ktérych n jest najmniejsza wartoscia przyjmowang nie-
skoniczenie czesto. Czyli [K] to

U {Oé e AY: aMeN\V/m>MK<Oé‘m) = nAN VLGNHZ>LK(04|Z> = n} .

nENAP(n)=1

Czyli [K] to przeliczalna suma po parach (n, M) € N x N, speliajacych
P(n) =1 zbioréw

GmM {Oz c AY . Vm>MK(a|m) zZn /\VLeNElbLK(ah) = 77,} .

Kazdy ze zbioréw Gy, ar jest typu Gs, wiec w sumie [K] jest typu 3. [ |
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Rozdzial 6
Separacje

Kolorowania pozwalajg skonstruowaé¢ bardzo konkretne przyktady zbiorow sepa-
rujacych klasy BC(X9) C AY, | dlai=1,2.

0 0
W ponizszym rozdziale wykaze, ze BC(X?) C AY.

Twierdzenie 6.1.1. Istnieje zbiér D C A* naleigey do AY, a nie naleigcy do
BC(X9).

Idea dowodu jest taka, by wskaza¢ kolorowanie monotoniczne K, takie by nie
istniato kolorowanie monotoniczne skonczone K, spelniajace [K] = [K,]. Wtedy
[K,] € AY i jednoczesnie [K,| ¢ BC(XY).

Aby zdefiniowaé¢ kolorowanie K, najpierw zdefiniujemy ciag kolorowan K,
wymagajacych coraz wigkszych wahan.

Niech Ky bedzie kolorowaniem staltym réwnym 1. Niech K, bedzie okreslone
nastepujaco: K,(a*) =1, oraz dla w € A* niech K, (a*bw) = K,,_1(w) + 1.

Lemat 6.1.2. Dia kaidego n € N oraz kolorowania K' o wlasnosci [K,| = [K']
istnieje takie s € T, ze K'(s) > n.

Dowdd. Poniewaz a* € [K,| = [K'], wigc istnieje takie i,, ze P(K'(a™)) = 1.
W kolejnym kroku zauwazamy, ze aba* ¢ [K,| = [K'], bo a¥ € [K,_1].
Wigc istnieje takie 7,1, ze P(K'(a™ba™~1)) = 0. Iteracyjnie, definiujemy liczby
in_2,...,i1, takie by P o K’ na stowach a“bai"-! ...ba% mialo na przemian war-
toéci 1,0 w zaleznosci od j. Wiec K’ na stowie s = a"ba’-1 ... ba"*b zmienia
parzysto$é przynajmniej n razy. Poniewaz K’ jest monotoniczne, to

K'(s) = n.

17



Rozpatrzmy kolorowanie K, zdefiniowane nastepujaco: K,(a*) = 1 oraz dla
n € Niw € A* niech K,(a"bw) = K,(w). Wezmy K’ o whasnosci [K,]| = [K]
oraz dowolne n. Twierdze, ze istnieje stowo r € T takie, ze K'(r) > n.
Rozpatrzmy L bedace kolorowaniem K’ obcietym do pod drzewa o korzeniu
a"b. Z definicji [L] = [K,], wiec istnieje s € T, ze L(s) > n. Wiec K'(a™bs) > n.
Podsumowaniem tego rozumowania jest ponizszy fakt.

Fakt 6.1.3. Nie istnieje kolorowanie monotoniczne skonczone K, spelniajgce
(K] = [K].

Dzigki temu mozemy zakonczy¢ dowod twierdzenia.

Dowdd. Szukanym zbiorem D C A“ jest zbiér [K,|. Poniewaz jest to zbiér de-
finiowany przez kolorowanie monotoniczne, wigc D € AY. Jednoczesnie, gdyby
D € BC(XY), to istniato by kolorowanie monotoniczne skonczone K, dla kto-
rego [K] = D. Ale wtedy [K| = D = [K,], co daje sprzecznos$¢ z powyzszym
faktem. [ |

6.2 BC(X)) C A}
W tym rozdziale wskazemy przyktad separujacy BC(X9) C AY.

Twierdzenie 6.2.1. Istnieje kolorowanie K, takie Ze jesli [K] = [K,], to K nie
jest skonczone.

W rozdziale 7 podany jest przyktad kolorowania K, o podanej powyzej wia-
snosci. Ponizsza konstrukcja jest nieco prostsza, ponadto ma pewne zalety z
punktu widzenia teorii automatow.

Metoda postepowania bedzie analogiczna jak w poprzednim rozdziale. Naj-
pierw zdefiniuje ciag kolorowan K, z ktorych kazde wymagaé¢ bedzie wahania
przynajmniej n, a nastepnie ztacze je wszystkie w kolorowanie K.

Niech K,,: T'— N bedzie okreslone nastepujaco:

o K,(A*ba'b) =i dla0<i<n,
e w pozostatych przypadkach K, (s) = n.

Czyli jesli dane stowo s € T jest na koncu ciggu liter a o dtugosci pomiedzy 0,
an, to wartosé K, (s) jest rowna dtugosci tego ciagu, w pozostatych przypadkach
K(s) =n.

Oczywiscie kolorowanie K,, ma wahanie rowne n. Pozostaje wykazac¢ ponizszy
lemat.

Lemat 6.2.2. Dla kaZdego n, jesli kolorowanie K spetnia [K| = [K,], to wahanie
K wynosi przynajmniej n.
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Dowad. Zatdézmy przeciwnie, ze dla pewnego n istnieje K o wahaniu co najwyzej
n — 1 speliajace [K] = [K,]. Zdefiniuje przez indukcje ciag o € A“, ktory
rozroznia [K] i [K,] ($cidle, nalezy do ich réznicy symetrycznej).

Niech ag = €, ay = b. Zalézmy teraz ze jest okreslone o dla pewnego j > 1.
Zdefiniuje o411 > «;. Indukeyjnie wiem, ze a; > ;1. Okreslmy r = a; — aj_;.
Niech teraz M bedzie najmniejsza wartoscig ze zbioru

{K(Oéj,ﬂ”o), K(Oéj,ﬂ”oT'l), e K(O{j,ﬂ”oT’l c. .’I"|,,«_1|)} .

Czyli M to najmniejsza warto$c jaka przyjeto kolorowanie K na $ciezce od pierw-

szej litery za a1 az do «;. Niech teraz
Q1 = Oéj(lM+1b.

W ten sposob w granicy dla j — oo otrzymujemy dobrze okreslone a € AY.

Rozwazmy teraz wartosci S = liminf,, .. K(al|,) 15" = liminf,, . K, (a|n).

Wykaze, ze S’ =S + 1.

Zauwazmy ze w ciggu a wystepuje nieskonczenie wiele b. Dodatkowo, ponie-
waz K ma wahanie ograniczone przez n — 1 wiec ciggi a’ pomiedzy kolejnymi b
maja dlugosci ze zbioru {1,...,n}. Od pewnego momentu wartosci K na « sg
ograniczone z dotu przez S, wiec od pewnego momentu ciggi a’ sg nie krotsze
niz S + 1. Wiec S” > S + 1. Jednoczesnie nieskonczenie wiele razy K(al,,) = 95,
wiec nieskonczenie wiele razy M = S, wiec nieskonczenie wiele razy wystepuje w
a podstowo ba®'h. Czyli S’ < S+ 1. W sumie S’ = S + 1.

Ale liczby S, S + 1 maja rézna parzystosé, wiec albo a € [K]\ [K,], albo
a € [K,]\ [K]. Tak czy inaczej [K] # [K,]. Sprzecznosé. |

Mozemy teraz zakonczy¢ dowod twierdzenia.

Dowaod. Pozostaje teraz zdefiniowa¢ kolorowanie K, w nastepujacy sposob:
K,(a*) = 01 K,(a"bw) = K,(w), dlan € N iw € A*. Analogicznie jak w
przypadku kolorowan monotonicznych, gdyby istniato K o wahaniu skoniczonym
spehiajace [K] = [K,], to biorac n wieksze od wahania K i rozwazajac pod
drzewo o korzeniu a”b otrzymujemy sprzecznosc. [
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Rozdzial 7

Dlaczego limint?

W ponizszym rozdziale przedstawiona jest analiza alternatywnej definicji koloro-
wania. Mozna mianowicie, zamiast warunku, by na kazdej gatezi nieskonczonej «
okreslona byta wartosé liminf,, .., K(«|,), rozwazaé¢ warunek

Vaeaw limsup K (a,) < oo.
Funkcje M : T' — N spelniajace taki warunek nazwijmy kolorowaniami typu max.
Oznaczaé je bedziemy literg M. Zbiér definiowany przez kolorowanie typu max,
to

(M ] = {a €A P (limsup M(a\n)) _ 1} .

n—oo

Jak tatwo sprawdzié¢, kazde kolorowanie M typu max definiuje zbior [M].x €
AY, dowdd jest analogiczny jak w przypadku zwyklych kolorowari. Podobnie jak
dla zwyktych kolorowan, mozna rozpatrywaé¢ dwie ich podklasy:

e Kolorowania skonczone typu max, czyli takie gdzie wartosci funkcji M sa
wspolnie ograniczone przez jakas liczbe N. Kolorowania takie sa w od-
powiednioéci ze zwykltymi kolorowaniami skonczonymi, poprzez formuly

K(s)=N—DM(s)iM(s) =N — K(s).

e Kolorowania monotoniczne typu max, czyli takie gdzie wartosci M sg nie-
malejace na galeziach. Takie kolorowania to doktadnie te same funkcje co
zwykte kolorowania monotoniczne. Indukowane zbiory tez sa réwne, gdyz
w tym przypadku zawsze okreslona jest warto$¢ lim,, ., K(al,).

Czyli cala prezentowana powyzej teoria w tatwy sposdb przenosi sie na ko-
lorowania typu max, z dokladnosciag do jednego szczegdtu. Mianowicie a’priori
nie wiadomo, czy kazdy zbiér D € AY jest definiowany przez jakie$ kolorowanie
typu max. Okazuje sie, ze odpowiedz jest negatywna, dalsza czes¢ tego rozdziatu
prowadzi do dowodu tego faktu.
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7.1 Wlasnos¢ upraszczania S

Najpierw zdefiniujmy pewng wtasnosé¢ ktérg moga posiadaé¢ podzbiory przestrzeni

A~

Definicja 7.1.1. Powiemy, ze zbiér D € AY ma wlasnos$é upraszczania, jesli
istnieje zbior bazowy otwarty Us = [s] dla pewnego s € T, spelniajacy

DNU, € BO(XZY(U,)).
Rodzine wszystkich zbiorow z wlasnosciq upraszczania oznaczam S.

Okazuje sie, ze wszystkie zbiory definiowane przez kolorowania typu max majg
powyzsza whasnosé.

Twierdzenie 7.1.2. Dla kazdego kolorowania M typu max, zbidr [M]m.x ma
wiasno$é upraszczania.

Dowéd. Oczywiscie [M]pax € AY. Zdefiniujmy przez indukcje ciag (s;)ien € 7.
Niech sy = e. Zalézmy, ze jest okreslone sy < s; < ... < s;. Rozwazmy dwa
przypadki

o Wiréd wartosci {M(s;w) : w € T'} istnieje wieksza niz M (s;). Okreslmy
wtedy s;11 > s;, spelniajace M (s;41) > M(s;).

o Wszystkie warto$ci w pod drzewie o korzeniu w s; s ograniczone przez
M (s;). W takim przypadku konczymy postepowanie w kroku 7.

Okazuje sig, ze powyzsze postepowanie zawsze musi zakonczy¢ sie w jakims
kroku 7 € N. Gdyby bowiem tak nie byto, dostaliby$my nieskonczony cigg so <
s1 < ..., speliajacy M(sg) < M(s1) < .... Ale to dawalo by element o € A%,
spetiajacy Viens; < ai

lim sup M («a,,) = oc.

n—oo
Czyli sprzecznos¢ z faktem, ze M jest kolorowaniem typu max.
Wobec tego opisane wyzej postepowanie zawsze konczy sie w jakims$ kroku
i € N, definiujac s; € T. Rozwazmy U = [s;]. Po ograniczeniu M do poddrzewa o
korzeniu s;, wszystkie wartosci sa wspolnie ograniczone. Wiec M na U definiuje
zbior BO(XY). Wiec [M]max ma wlasno$é upraszezania. |

7.2 Separacja S C A}

W tej sekcji wskaze zbior D € AY ktéry nie ma wlasnosci upraszezania. Za przeko-
nanie mnie, ze takie zbiory istnieja, dziekuje panom Witoldowi Marciszewskiemu
i Filipowi Murlakowi. Zbiér taki bedzie stanowi¢ przyktad zbioru definiowanego
przez kolorowanie, ale nie definiowanego przez zadne kolorowanie typu max.
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Rozwazmy dwie funkcje M,C': T — N:

o M(e) =0idlas e T\ {e} wartos¢ M(s) to najwicksza liczba n taka, ze
stowo a™ wystepuje jako infiks p(s), czyli p(s) = A*a™A*.

e Funkcja C' mapuje s € T na najwicksze takie n, ze stowo a”™ jest sufiksem
s, czyli s = A*a™.

Wrtasnosci zdefiniowanych funkcji podsumowuje ponizszy lemat.

Lemat 7.2.1. Dia dowolnego stowa s zachodzi nieréwnosé C(s) < M(s) + 1.

Dodatkowo réwnosé C(s) = M(s) + 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s =

a®®) | lub s = wba®®) i w stowie w nie wystepuje podstowo a®®).

Zdefiniujmy teraz funkcje K: T — N dla dowolnego stowa s € T, w nastepu-
jacy sposob:

o jesli s = ¢, to K(s) =0,

e wpp. jesli C(s) = M(s) + 1, to K(s) =0,

e wpp. jesli s = ra, dla pewnego r € T, to K(s) = K(r),

e wpp. jesli s = rb, dla pewnego r € T, to K(s) = C(r),

Zauwazmy, ze dla kazdego a € A mozliwe sa dwa roztaczne przypadki:

1. Ciaggi a™ wystepujace w a sa dowolnie dtugie. Wtedy nieskonczenie czesto
C(s) = M(s) + 1 czyli nieskoniczenie czesto K(s) =0 na s < a.

2. Ciagi a™ wystepujace w « sa ograniczonej przez N € N dlugosci. Wtedy
wartosci K sg ograniczone przez N na .

W kazdym z dwoch przypadkéw okreslona jest wartosé liminf, . K(al,),
wiec K jest kolorowaniem. Dodatkowo, jesli ma miejsce przypadek drugi, to dla

dostatecznie dtugich r < «, K speia nastepujace rownania: K(ra) = K(r),
K(rb) = C(r).

Lemat 7.2.2. Dla kaZdego stowa nieskonczonego o € A¥ i stowa skorniczonego
w € A*, zachodzi
h,{gg}fK(O‘|n) = lim inf K((wa)l,).

Czyli o € [K] wtedy i tylko wtedy gdy wa € [K].

Powyzszy lemat méwi miedzy innymi to, ze zbiér [K]| jest samopodobny, mia-
nowicie funkcja & — wa jest homeomorfizmem [K] na [K] N [w], dla kazdego
weT.

Dowdd. Wezmy dowolne o, w. Rozwazmy ktéry z przypadkéw zachodzi:

1. Ciagi a™ sa nieograniczenie dlugie w o. Wtedy te samg wtasnos¢ ma wa i
obie strony dowodzonej rownosci sg réwne 0.
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2. Ciagi a™ sa ograniczonej przez N € N dlugosci w . Czyli w o wystepuje
nieskonczenie wiele liter b. Oznaczmy dlugosci ciggdéw a™ pomiedzy kolej-
nymi literami b jako (n;);en € {0,1,..., N}. Wtedy

liminf K (al,) = liminf n;.
n—o0 1—00
Ale prawej strony tej rownosci nie zmienia dopisanie na poczatku o stowa
w.

Pozostaje juz tylko wykazaé¢ ponizszy lemat.

Lemat 7.2.3. Nie istnieje kolorowanie o skonczonym wahaniu K', spelniajgce
[K'] = [K].

Dowdéd. Zatézmy, ze istnieje kolorowanie K’ o wahaniu ograniczonym przez n,
speliajace [K'] = [K]. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 6.2.1 skonstruujemy
a € A, jako granice e = ap < a1 < .. ..

Niech ag = €, ay = b. Zalézmy teraz ze jest okreslone «; dla pewnego j > 1.
Zdefiniuje¢ a1 > «;. Indukeyjnie wiem, ze o; > a;—1. OkreSlmy r = a;; — aj_y.
Niech teraz M bedzie najmniejsza wartoscig ze zbioru

{KI(Oéj,ﬁ"o), K’(aj,lrorl), ey K,(Oéj,17'0T1 c. 7"‘7«_1|)} .

Czyli M to najmniejsza wartos¢ jaka przyjeto kolorowanie K’ na $ciezce od pierw-
szej litery za a1 az do «;. Niech teraz

Qi1 = ajaM+1b.

W ten sposdb w granicy dla j — oo otrzymujemy dobrze okreslone a € AY.
Rozwazmy teraz wartosci S = liminf,, o K(a|n) 1 S = liminf,, o K'(al,).
Wykaze, ze S’ =S + 1.

Zauwazmy ze w ciggu « wystepuje nieskonczenie wiele b. Dodatkowo, ponie-
waz K’ ma wahanie ograniczone przez n, wicc ciggi a' pomiedzy kolejnymi b
maja dtugosci ze zbioru {1,...,n + 1}. Od pewnego momentu wartosci K’ na «
sq ograniczone z dotu przez S’, wiec od pewnego momentu ciggi a’ sg nie kréotsze
niz S’ + 1. Wiec S > S’ + 1. Jednoczesnie nieskoriczenie wiele razy K(al,,) = 5,
wiec nieskoniczenie wiele razy M = S’ wiec nieskonczenie wiele razy wystepuje
w a podstowo ba® 1. Czyli S < S’ 4+ 1. W sumie S = S + 1.

Ale liczby S,S + 1 maja rézna parzystosé, wiec albo a € [K] \ [K'], albo
a € [K']\ [K]. Tak czy inaczej [K] # [K']. Sprzecznosé. |

Korzystajac z powyzszych lematow prosto mozna zakonczyé¢ dowod separacji,
wykazujac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7.2.4. Zbior [K] nie ma wlasno$ci uproszczania.
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Dowdd. Gdyby [K] mial wlasno$¢ upraszczania, to dla pewnego w € T, zbiér
(K] N [w] lezatby w BC(X5([w])). Ale zbiér [K] jest samopodobny, wiec wtedy
tez [K] bytby typu BC(X9). A wiemy, ze tak nie jest. |
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Rozdziat 8

Kolorowania i automaty

Teoria automatow na stowach nieskonczonych sigga lat szesédziesiatych XX
wieku. W oparciu o te teorie Biichi wykazal rozstrzygalnosé logiki MSO(N).
Wiecej informacji o automatach na stowach nieskonczonych i zwiazkach z logika
mozna znalezé w pracy [Tho96].

W pracy [BNR'10] analizowane jest pojecie automatu z porada. Okazuje sie,
ze automaty takie w bezposredni sposéb odpowiadaja kolorowaniom skonczo-
nym. Pozwolito to wykorzysta¢ opisywane tu rezultaty dla BC(X9) i kolorowan
skonczonych, do badania automatéw z porada.

8.1 Wprowadzenie

Ponizej zaprezentowane jest krétkie prowadzenie do teorii jezykéw w-regularnych.
Rozpatrywaé¢ bedziemy tylko automaty deterministyczne z warunkiem parzy-
stosci. Automaty takie to krotki A = (qo, @, 0, 2), gdzie:

e ¢y to dowolny element (), nazywany stanem poczatkowym,
e () to dowolny skonczony zbior standéw automatu,

e ) to funkcja Q x A — @, definiujgca jak ma sie zmieni¢ stan automatu pod
wplywem wczytania kolejnej litery,

o () to funkcja @) — N przypisujaca stanom ich ranki.

Ustalmy automat A oraz stowo nieskoniczone o € A“. Funkcja § wyznacza
jednoznacznie bieg 7 € Q¥ automatu A na «, mianowicie 7(0) = ¢y oraz 7(n +
1) = 0(7(n),a(n)). Do tak wyznaczonego biegu mozemy przytozy¢ funkcje €2,
uzyskujac cigg rankow

(RS et = (Q7(n))) ey © N°.
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Poniewaz automat ma skonczenie wiele standéw, to wartosci R sa ograniczone.
Dobrze okreslona jest wiec wartos¢ liminf,, ., R. Mowimy, ze A akceptuje stowo
a, gdy P (liminf, .., R%) = 1, czyli najmniejszy' rank wystepujacy nieskoriczenie
czesto jest nieparzysty. Zbiér stow akceptowanych przez A oznaczamy L(A) C
A¥. Czesto zamiast moéwic¢ zbior stow nieskonczonych, mowi¢ bedziemy jezyk.
Wszystkie zbiory postaci L(.A) dla wszystkich automatéw A nazywamy rodzina
jezykow w-regularnych.

Wyrézniona jest dos¢ naturalna podklasa automatéw, nazywana automatami
stabymi. Automat jest sfaby jesli dla kazdego stanu ¢ € @ oraz litery z € A,
zachodzi

Q(6(g, 2)) > Qq).

Czyli mowigc potocznie, sg to takie automaty gdzie kazde przejscie nie zmniejsza
ranku.

Wiele wynikow w teorii automatow dotyczy mozliwosci obliczania pewnych
wartodci z uzyciem komputera. Dlatego szczegdlnie wazne jest by automat re-
prezentowaé jako obiekt skonczony, czyli w szczegolnosci posiadajacy skonczenie
wiele stanow. Jedna z konsekwencji jest taka, ze wszystkich takich automatow
jest przeliczalnie wiele, a wiec tez przeliczalnie wiele jest jezykow w-regularnych.

Okazuje sig, ze topologia zbioru A“ odgrywa istotna role w teorii automatow.
Jednym z przyktadéw jest dowdd twierdzenia 5.1 z pracy [Boj09], gdzie autor
dowodzi separacji rodzin klas jezykéw, korzystajac z faktu, ze jakis zbior jest
Y9-zupelny, wiec nie lezy w rodzinie BC'(X9).

Powszechnie wiadomo, ze wszystkie jezyki w-regularne leza w ramach klasy
BC(X)). Dodatkowo znane sg charakteryzacje w terminach hierarchii Wadge’a
i zwiazki z kombinatoryczna hierarchg Wagnera. Warte uwagi jest, ze poniewaz
wszystkich jezykéw w-regularnych jest przeliczalnie wiele, nie moga wiec wypet-
nia¢ zadnej rozsadnej klasy ztozonosci topologicznej. Stad wszelkie charaktery-
zacje topologiczne mowiag jedynie w jakich klasach jezyki w-regularne moga sie
znajdowac.

8.2 Automaty nieskonczone

W tym rozdziale rozpatrywac bedziemy naturalne rozszerzenie pojecia automatu,
dopuszczajac sytuacje gdy bedzie on posiadat nieskonczenie wiele stanéw. Okaze
sie, ze automaty takie odpowiadaja doktadnie kolorowaniom, a dodatkowe ogra-
niczenia na liczbe rankéw czy wymagania by automat byt staby, odpowiadaja
skonczono$ci i monotonicznosci odpowiedniego kolorowania.

W teorii automatéw zazwyczaj rozpatruje sie wartosé limsup, a nie liminf. Gdy automat
ma skonczenie wiele stanéw nie ma to znaczenia. My przyjmujemy jednak ten drugi warunek
w zwiazku z wynikami z rozdziatu 7.
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Definicja 8.2.1. Automat nieskonczony to dowolna krotka {(qo,Q,9,Q) jak w
definicji automatu. Zamiast zaloZenia ze @) jest skonczony, zakladamy ze jest
przeliczalny. Dodatkowy warunek jest taki, by dla kaidego o € A%, dla ciggu
rankow (RS)nen wystepujacych w biegu A na «, zachodzit warunek

lign g}f Ry < oo.

Dodatkowo automat ma skonczenie wiele rankow, jesli sup ¢ Q(q) < oo 1 jest
staby, jesli dla kazdych q € Q,z € A zachodzi Q(d(q, z)) = Q(q).

Kluczowg obserwacje na temat takich automatéw formutuje ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 8.2.2. Rodzina jezykow definiowanych przez automaty nieskori-
czone i rodzina zbiorow definiowanych przez kolorowania, sq¢ rowne.

Dodatkowo automaty o skonczenie wielu rankach odpowiadajg kolorowaniom
skonczonym, a automaty stabe odpowiadajg kolorowaniom monotonicznym.

Dowdd. Wezmy najpierw dowolny automat A, skonczony lub nie. Zauwazmy, ze
kazde stowo s € T definiuje jednoznacznie stan g5 € () w ktorym jest automat
A po wezytaniu s. Zdefiniujmy teraz K(s) = Q(qs). Zauwazmy, ze dla kazdego
a € A¥, ciag R, rankéw wystepujacych w biegu A na « i ciag K(al,) sa rowne.
Wiec liminf,, . K(al,) jest okreslone i a € L(A) wtedy i tylko wtedy gdy
a € [K]. Wiec L(A) = [K].

Teraz wezmy dowolne kolorowanie K. Rozwazmy automat A o stanach Q) =
A* i stanie poczatkowym ¢o = €. Niech teraz 6(w, z) = wz i Q(q) = K(q). Jak
tatwo sprawdzi¢ A jest automatem nieskonczonym i [K] = L(A).

W obu powyzszych konstrukcjach zachowywane sg wtasnosci skonczenie wielu
rankow (skonczonego wahania) i stabosci (monotonicznosci) odpowiedniego au-
tomatu i kolorowania. |

8.3 Whnioski

Wobec twierdzenia 8.2.2, wyniki uzyskane dla kolorowan przenosza sie na jezyki
rozpoznawane przez automaty nieskonczone. Wiec miedzy innymi:

e automaty nieskoriczone rozpoznaja wszystkie zbiory AY,
e automaty o skoriczenie wielu rankach rozpoznaja wszystkie zbiory BC(29),
e automaty stabe rozpoznajg wszystkie zbiory A,

e automaty stabe o skonczenie wielu rankach rozpoznaja wszystkie zbiory
BC(X9),
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e zastapienie warunku lim inf klasycznym warunkiem lim sup sprawia, ze sita
wyrazu automatéw nieskonczonych istotnie maleje i przestaja one rozpo-
znawaé wszystkie zbiory AY.

Podobne spostrzezenie do powyzszej réznicy pomiedzy warunkiem liminf i
lim sup mozna znalezé w pracy [GWO06]. Znajduje sie tam analiza gier parzystosci
o potencjalnie nieskonczenie wielu rankach i stawiane jest pytanie o determinacje
pozycyjna takich gier. Okazuje sie tam (bez odwolania sie do topologii), ze aby
taka determinacja miata miejsce, wlasciwym warunkiem jest lim inf.

Przyktady kolorowan K,, definiowanych w rozdziatach 6.1 i 6.2 motywowane
sa przez bardzo proste automaty o n stanach. Wobec tego ma miejsce ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 8.3.1. Dla kaZdego n istnieje jezyk w-reqularny L, C AY (czyli roz-
poznawany przez automat o skonczenie wielu stanach), definiowany przez pewne
kolorowanie o wahaniu n @ nie definiowany przez zZadne kolorowanie o wahaniu
n—1.

Powyzsze zdanie jest rowniez prawdziwe gdy rozpatrujemy jezyki rozpoznawane
przez stabe automaty skonczone i kolorowania monotoniczne odpowiednio.
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Rozdziat 9

Podsumowanie

W pracy zdefiniowano pojecie kolorowania, czyli dowolnej funkcji K: A< — N
ktéra na kazdej gatezi nieskoniczonej o € A“ spelnia warunek

liminf K (al,) < oo.

n—oo

Dla kazdego kolorowania K, w prosty sposob zdefiniowany jest zbior
K] = {a €AY ligriiong(Mn) =1 (mod 2)}

Dodatkowo wyrézniono dwie wtasnosci jakie kolorowanie moze posiadac:
e monotonicznosé — kolorowanie musi by¢ funkcja niemalejaca na gateziach.
e skonczonosé — kolorowanie przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci.

Oprécz tego wyrdzniono kolorowania o wahaniu 1, czyli o wartosciach {0, 1}.
Uzyskane wyniki sa podsumowane w ponizszej tabelce. Kazda z szesciu komérek
tej tabeli prezentuje rodzine doktadnie tych podzbioréw A“ ktore sg definiowane
przez odpowiednie kolorowania.

kolorowania wahanie 1 | skonczone | nieskonczone
monotoniczne 3 BC(XY) Al
niemonotoniczne 30 BC(%Y) A

Podane sa konstruktywne metody tworzenia kolorowania dla danego zbioru.
Wahanie kolorowania skonczonego odpowiada bezposrednio ztozonosci formuty
boolowskiej definiujacej odpowiedni zbiér. Przy okazji wykazano, ze kolorowania
o wiekszych wahaniach definiujg Scisle wiecej zbioréow.

Separacja klas z goérnego wiersza tabeli od tych z dolnego jest konsekwen-
cja $cistosci hierarchii borelowskiej w zbiorze Cantora. Separacje klas z wierszy
potozonych bardziej na lewo od tych bardziej na prawo sa wykazane w pracy.

29



Ponadto przedstawiona jest analiza alternatywnej definicji kolorowania, gdy
warunek lim inf < oo bytby zmieniony na lim sup < co. Wykazano, ze kolorowania
takie (nazywane kolorowaniami typu max) definiuja $cisle mniej zbioréw, niz
zwykte kolorowania.

Okazuje sie, ze kolorowania bezposrednio odpowiadaja deterministycznym au-
tomatom parzystosci o nieskonczenie wielu stanach. Daje to silne zwiazki zapre-
zentowanych wynikéw i teorii automatow na stowach nieskonczonych. Jednym z
wnioskéw jest, ze automaty z warunkiem liminf o nieskoniczenie wielu stanach
rozpoznaja wszystkie zbiory AY.

W pracy [BNR'10] analizowane sa tzw. automaty z poradg. Okazuje sie, ze
bezposrednio odpowiadaja one kolorowaniom skonczonym. Spostrzezenie to po-
zwala pokazaé, ze automaty z porada rozpoznaja wszystkie zbiory BC(X9).

9.1 Podziekowania

Za cenne sugestie i uwagi dziekuje mojemu promotorowi — Henrykowi Michalew-
skiemu. Oprécz tego chciatbym podzickowaé¢ panom Witoldowi Marciszewskiemu,
Filipowi Murlakowi, Damianowi Niwinskiemu oraz Piotrowi Zakrzewskiemu.

Za wsparcie i inspiracj¢ dzigkuje mojej zonie Iwonie Skrzypczak.

30



Spis tresci

Wprowadzenie

1

Kolorowania
1.1 Ciagte redukcje . . . . .. .. ...

1.2 Operacje boolowskie . . . . . . ..
1.3 Inne spojrzenia . . . . . ... ...

Rodzina BC(XY)
Rodzina BC(XY)

Rodzina A}
4.1 AJ jako kolorowania monotoniczne
4.2 Kolorowania monotoniczne jako AY

Rodzina Af
5.1 A jako kolorowania . . . ... ..

5.2 Kolorowania jako A§ . . . . .. ..

Separacje

61 BC(EO)CAY. ... ... .. ..
62 BO(E)CAY. ... ... ... ..

Dlaczego liminf?

7.1 Wtlasnos¢ upraszczania & . . . . . .

7.2 Separacja S CAJ. ... ... ...

Kolorowania i automaty

8.1 Wprowadzenie . . . . . . . ... ..
8.2 Automaty nieskonczone . . . . . . .
83 Wnioski . . ... ... ... ....

Podsumowanie

9.1 Podzigkowania . . . . .. ... ...

o S Ot

11

13
13
14

15
15
16

17
17
18

20
21
21

25
25
26
27

29



Bibliografia

[BNR*10] Mikotaj Bojariczyk, Damian Niwinski, Alexander Rabinovich, Adam

[Boj09]

[GWO06]

[Kec95]

[Tho96]

Radziwonczyk-Syta, and Michat Skrzypczak. On the borel comple-
xity of MSO definable sets of branches. Fundamenta Informaticae,
98(4):337-349, 2010.

Mikolaj Bojanczyk. Weak MSO with the unbounding quantifier. In
STACS, pages 159-170, 2009.

Erich Gradel and Igor Walukiewicz. Postinal determinacy of games
with infinitely many priorities. CoRR, abs/cs/0610034, 2006.

Alexander Kechris. Classical descriptive set theory. Springer-Verlag,
New York, 1995.

Wolfgang Thomas. Languages, automata and logics. Technical Report
9607, Institut fiir Informatik und Praktische Mathematik, Christian-
Albsechts-Universitat, Kiel, Germany, 1996.

32



