Topologia a logika — jezyki definiowalne w
MSO + U

Michat Skrzypczak

Uniwersytet Warszawski

26 lipca 2010

http://www.mimuw.edu.pl/ mskrzypczak/dokumenty/

Michat Skrzypczak Topologia a logika — jezyki definiowalne w MSO + U


http://www.mimuw.edu.pl/~mskrzypczak/dokumenty/

Logika M SO

Motywacja

@ Schemat in — out nie jest adekwatny do opisu serwera.

@ Naturalny model obliczenia: nieskonczony cigg stanéw
maszyny.

@ Problem: jak definiowa¢ wtasnosci serwera, by mozna je byto
weryfikowa¢?

Przyktad

Serwer pocztowy ma trzy stany: prace wewnetrzne, odbieranie i
wysytanie. Chcemy zagwarantowaé, Ze zawsze, predzej czy pozniej
serwer bedzie w stanie odbieranie.

Formalnie, mozemy ten warunek zapisa¢ tak:

VnenTk>nS (k) = odbieranie.

Michat Skrzypczak Topologia a logika — jezyki definiowalne w MSO + U



Problem

Logika pierwszego rzedu nad (N, +, -) jest nierozstrzygalna.

Logika M SO (monadyczna drugiego rzedu) to logika drugiego
rzedu, w ktérej kwantyfikatory drugiego rzedu wiaza tylko zbiory
obiektéw (a nie np. relacje).

W logice M SO nad w mozna wyrazi¢, zZe liczba n jest parzysta:

dpc, 0€P A neP A Vpepslp) ¢ P A s(s(p)) € P

Twierdzenie (Biichy '68)

Logika M SO nad (N, <) = w jest rozstrzygalna.
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Logika M SO

Automaty

Definicja
Biegiem automatu A na danym sfowie oo € X* nazywamy dowolny
ciag (qo,q1,-..) € Q¥ zgodny z relacja przejscia w automacie.

Definicja

Warunek Biichiego jest okreslony przez podzbiér F' C (). Bieg

qo, q1, - - - jest akceptujacy, jesli istnieje f € F' taki, ze nieskoriczenie
wiele razy q; = f.

Definicja
Warunek Mullera jest okreslony przez F C 29. Bieg qo, q1, . .. jest

akceptujacy, jesli istnieje F' € F takie, ze F' to doktadnie zbior
stanéw wystepujacych nieskoriczenie czesto.
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Logika M SO

Rozstrzygalnos¢ M SO

Twierdzenie (Safra, MacNaughton)

Niedeterministyczne automaty z warunkiem Biichiego akceptuja te
same jezyki co deterministyczne automaty z warunkiem Mullera.

e Konstruujemy automaty dla prostych formut (np. z € X).

@ Automaty Mullera s3 zamkniete na sume, przeciecie i
dopetnienie.

@ Automaty Biichiego sa zamkniete na rzutowanie
(niedeterminizm).

@ Wiec tez automaty Mullera s3 zamkniete na niedeterminizm.

@ Bierzemy formute ¢. Indukcyjnie ze wzgledu na jej strukture
konstruujemy automat A taki, ze o = p < a € L(A).

@ Spetnialnosé formuty przektada sie na wtasnos¢ grafowa A.
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Definicja

Logika WM SO (staba monadyczna drugiego rzedu) posiada te
samg sktadnie co M SO, ale kwantyfikatory wigza tam wyfacznie
skoriczone zbiory.

Uwaga

Dla drzew WM SO ma mniejsza site wyrazu, niz M.SO (prosty
dowdd topologiczny).
Dla stow M SO = W MSO bo mamy automaty deterministyczne.

Przypomnienie

| A\

L(p) ={aeX¥:a ¢}

Na przyktad dla ¢ =V, 3>, Z(k) jezyk L(p) to ,istnieje
nieskonczenie wiele liter Z".
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Logika M SO

Jezyki w-regularne

Jezyki w-regularne, to jezyki definiowane (réwnowaznie) przez:
logike M SO,
niedeterministyczne automaty Biichiego,
deterministyczne automaty Mullera,
wyrazenia regularne z operacjg L*,
logike W M SO,

o
o
o
o
o
@ homomorfizmy w monoidy skoriczone.
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Kwantyfikator U

Witasnosci ilosciowe

Serwer jest nieskonczenie wiele razy w stanie 1 a odcinki czasu
pomiedzy kolejnymi wejsciami w ten stan s3 wspélnie ograniczone.

Lp = {Ono 10™10™%1...: HKENViENni < K} C {0, 1}w

Problem

Powyzszy jezyk nie jest regularny.

Pomyst: doda¢ do logiki nowy kwantyfikator.
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Kwantyfikator U

Logika WMSO + U

Formuta Uxp(X) jest prawdziwa wtw. istnieja dowolnie duze
skonczone zbiory X spetniajace ¢(X).

Twierdzenie (Bojanczyk '09)
Staba logika monadyczna drugiego rzedu z kwantyfikatorem U
(ozn. WMSO + U) jest rozstrzygalna.

Dowod.

Definiujemy deterministyczny model automatu z licznikami, ktére
nie sa czytane podczas biegu. Pokazujemy ze automaty te s3
zamkniete na sfabe rzutowanie (czyli staby kwantyfikator 3). Ol
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Kwantyfikator U

Zalety logiki WMSO + U:
@ jest rozstrzygalna,
@ stanowi Sciste rozszerzenie M SO,
@ ma adekwatny model automatowy,

e fapie jezyk Lp i wiele podobnych.
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Kwantyfikator U

Problemy otwarte

A co z petna logika monadyczna z kwantyfikatorem U (ozn.
MSO + U)?

O Czy jest rozstrzygalna?

@ Czy posiada adekwatny model automatu?

© Jak zfozone jezyki tapie?

Zbadajmy topologiczng ztoZzonos¢ jezykéw definiowalnych w
réznych logikach i przez rézne modele automatéw. Poréwnamy je i
zobaczymy co wyjdzie.
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Zbiér Cantora

Zbior Cantora to ¥ z metryka

gdzie n to pierwsza pozycja gdzie o, 3 sie réznia.
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Zbiér Cantora
Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Hierarchia borelowska

Definicja indukcyjna dla n < ws.

o X0 — zbiory otwarte (sumy kulek),

o I1Y — zbiory domkniete (dopetnienia otwartych),

° 29] — przeliczalne sumy zbioréw z | J__, T12,

TN
o II) — dopetnienia zbioréw z ),

0 _ %0 0
° AU = 277 N Hﬂ'
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Zbiory borelowskie

Definicja
Przez B oznaczamy rodzine
0 0
U =5um.
nN<wi

Zbiory te nazywamy borelowskimi podzbiorami zbioru Cantora.

Kazdy zbior borelowski B € B ma dobrze okreslona pozycje w
hierarchii (swoja ztozonos¢), jako najmniejsza liczbe porzadkowa 1,
ze B € ) UTIY.

Michat Skrzypczak Topologia a logika — jezyki definiowalne w MSO + U



Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Zbiory borelowskie — wtasnosci

Rodzina B to o-ciato: jest zamknieta na dopetnienia i przeliczalne
sumy i przeciecia.

Hierarchia borelowska jest scista — Zadna inkluzja na ponizszym
obrazku nie jest réwnoscia.

0 9 ! =9
N /s N /s N /s \
AY AY AY
s/ N s/ N s/ N /
ITY IT) IT IT;
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Zbiér Cantora
Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Hierarchia rzutowa

Zbiér A C X% jest analityczny (ozn. 1), wtw. gdy istnieje
borelowski zbiér B C X% x Y taki, Ze

A={ae¥”:Jyey(a,y) € B}.

o II! to dopetnienia zbioréw X!,
e X! ., to rzuty zbioréw IT},
o Al =3l n1Il.
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Wtasnosci hierarchii rzutowe;j

Hierarchia rzutowa jest scista.

Twierdzenie (Souslin)

Zbiory borelowskie to doktadnie A}.

B=A]=3InTII.

Fakt

Kazda z klas 31, TT! jest zamknieta na przeliczalne sumy i
przeciecia. Kazda z klas A} to o-ciato.

Michat Skrzypczak Topologia a logika — jezyki definiowalne w MSO + U



Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Funkcje ciagte

Funkgja f: ¥ — I'Y jest ciagta, jesli (rownowaznie):
@ zachowuje granice ciagéw zbieznych,
o dla dowolnego otwartego U, zbiér f~(U) jest otwarty,

@ f jest (niekoniecznie synchronicznym) przepisywaczem.

Przepisywacz czyta kolejne litery stowa o € ¥“ i raz na jaki$ czas
(niekoniecznie synchronicznie) decyduje sie napisac kolejna litere
tworzonego stowa 3 € I'“. Po przeczytaniu catego o musi powstaé
nieskonczone stowo (5.
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Ciagte redukcje
Funkcja f: X% — T jest ciggta redukcja X C >“ do Y C T'%, jesli

X =fv).

Fakt

Jesli'Y lezy w klasie borelowskiej lub analitycznej C, a f jest ciagta
redukcja X doY, to X tez lezy wC.

Istnieja zbiory zupetne w sensie ciggtych redukcji we wszystkich
klasach borelowskich i analitycznych typu %, 11.
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Fakt

Automat deterministyczny jest synchronicznym przepisywaczem
sfowa wejsSciowego o € X% w cigg stanéw — element Q% .
Czyli funkcja oo — (qo, q1, - - .) jest ciagta.

Fakt

Dla danego automatu deterministycznego Mullera, zbiér jego
biegéw akceptujacych A C Q¥ lezy w klasie AY.
Analogicznie w przypadku deterministycznych automatéw z
licznikami.

N
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Zbiér Cantora

Zbiory borelowskie
Topologia Hierarchia rzutowa

Redukcje

Whioski

Ztozonos¢ topologiczna jezyka definiowalnego przez automat
deterministyczny jest niewieksza niz ztozonos¢ warunku akceptacji.

Whiosek

Zaréwno jezyki w-regularne, jak tez definiowane w WMSO + U lezg
w klasie A = 29 N IIS.

Jezyki rozpoznawane przez niedeterministyczne automaty z
borelowskim warunkiem akceptacji sa analitycze:

{a €xX¥: 3(‘107(117~")€Qw (a’ (q’)) < A}
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Poziomy l_[f_f”
Jezyk Ei-zupelny

Logika MSO + U

Wyniki (Hummel, Torunczyk, S.)

Twierdzenie

W logice MSO + U mozna, dla kazdego i € N, zdefiniowa¢ jezyk
zupetny w klasie TT),.

Ponadto jezyki te sa réwniez definiowane przez alternujgce
automaty z licznikami.

Twierdzenie

W logice MSO + U mozna zdefiniowac¢ jezyk nieborelowski.
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: 0
Poziomy IT;

Jezyk Zi-zupelny

Logika MSO + U

Dlai >0, niech L; C (N%)“ okreslone nastepujaco

Li = {(Uk)keN : 373?3;;02 ce . H;L“;E]Z%va = (77,1,77,2, v ,nz)}

Kolejnos¢ wektoréw w stowie nie ma znaczenia dla L;.

Ciag (0,0),(1,1),... nie nalezy do Ls.

Stowo zawierajace wszystkie wektory postaci (p;, pf ) poi,j €N,
kazdy nieskoriczenie wiele razy, nalezy do L.
Ale jak zamienimy kolejnos¢ wspétrzednych, to nie nalezy do L.
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: 0
Poznomylrlzn
Jezyk 37 -zupetny

Logika MSO + U

Niech W;: (NY)* — {a,b,c,d}* bedzie kodowaniem..

Jezyk Wi(L;) jest ITY, Lo-zupetny.

Intuicyjnie kazdy kwantyfikator 3°° podbija poziom o 2, bo dotycza
niezaleznych wspotrzednych.

Napiszemy formuty MSO + U definiujace dokfadnie jezyki W;(L;).
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. 0
Poziomy IT;

Jezyk Ei-zupelny

Logika MSO + U

Jesli XY C w oraz a|xyuy € L;, to a|x € L;, lub aly € L;.

Lemat

o € L; wtw. istnieje nieskoriczenie wiele m takich, ze
Oé’ni:m e L; .

Lemat

Jesli X C w i a|x jest ograniczone na i 'tej wspotrzednej i

m2,..i—1(a|x) € Li_1,

to dla pewnego m mamy

T1,2,..i=1%nj=m € Li—1.
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Poziomy Hf;’

2n

Jezyk Ei-zupelny

Logika MSO + U

Lz‘ = {(vk)kEN . 32?3%2 RN 32?32%1\]’0]{ = (nl,ng, N ,nz)}

Definicja

Niech formuta ;(X) mdwi, ze i ta wspétrzedna w wektorach
lezacych w zbiorze X jest ograniczona.

Definicja

Niech g méwi, ze stowo jest nieskoriczone. Dla i > 0 niech

0i =Vxi(X) = Iy (Y)ANXNY = 0 A Vi—1|y-

Intuicyjnie ¢ méwi, ze jakikolwiek zbiér ograniczony na i'tej
wspotrzednej wezmiemy, istnieje roztagczny z nim zbiér, tez
ograniczony, na ktérym spetniona jest prostsza formuta.
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Poziomy Hf;’

2n

Jezyk Ei-zupelny

Logika MSO + U

Fakt
Dla kazdego i > 0

W logice MSO + U mozna definiowa¢ zbiory potozone dowolnie
wysoko w hierarchii borelowskiej.

Whiosek

Jesli jakis deterministyczny model automatu chwyta MSO + U, to
ma skomplikowany warunek akceptacji — przynajmniej na poziomie
w w hierarchii borelowskiej.

A\
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. 0
Poziomy IT;

Jezyk Ei-zupelny
Logika MSO + U

Na marginesie

Alternujace automaty z licznikami chwytaja jezyki W;(L;).

Alternujace automaty z licznikami majg wiekszg site wyrazu niz
WMSO + U.

Nie wiadomo, czy zachodzi ktérakolwiek z inkluzji pomiedzy
Jezykami definiowalnymi w MSO + U, a rozpoznawanymi przez
alternujace automaty z licznikami.
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Poziomy I"[f_f”
Jezyk X % -zupefny

Logika MSO + U

Jezyk nieborelowski

Drzewo nad N to podzbiér T C N* zamkniety na prefiksy.
Nieskoriczona gatezia w drzewie T' nazywamy g € N“, takie ze

Vngln € T.

Niech T C 2N" oznacza zbiér wszystkich drzew posiadajacych
nieskoriczona gataz.

Twierdzenie

Zbior T jest 31-zupetny.
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Poziomy l_[f_f”
Jezyk X % -zupefny

Logika MSO + U

Cel
Zdefiniujemy kodowanie K z przestrzeni 28 w {a,b,c,d}* i
formute MSO + U ¢ takie, ze T € T < K(T) = .

Wtedy K stanowi¢ bedzie ciagta redukcje T do L(p), co pokaze ze
L(y) jest Bi-trudne.

Definicja

Niech K : 2N — {a, b, c,d}* wypisuje wszystkie wierzchotki
danego drzewa w pewnym ustalonym porzadku, kazdy z nich w
postaci c(a*b)*a*c.

K jest funkcjg réznowartosciowa i ciagta.
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Poziomy I"[f_f”
Jezyk X % -zupefny

Logika MSO + U

Lemat
T C N* ma nieskoriczona gataz wtw. gdy istnieje nieskoriczony
zbiér G C T taki, ze dla kazdego r € N, zbior

V ={v|, :veG},

Jest skonczony.

A

Dowad.
Prosta konsekwencja lematu Koniga.

Zbiér V. C N* jak wyzej jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy
wspotrzedne wystepujace w jego elementach sa wspdlnie
ograniczone.
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Poziomy l_[f_f”
Jezyk X % -zupefny

Logika MSO + U

Niech 1)(S) mowi, ze S zawiera spéjne prefiksy blokéw postaci
c(a*b)*a*c, od literki ¢, do ktdrejs z liter b. Dodatkowo, niech (.S)
mowi, ze liczba liter b w S, we wszystkich blokach jest ograniczona.

Niech v(S) méwi, ze dtugosci ciagow a* w S sa ograniczone.

@ =3aVsS C G AYP(S) = (S).

Twierdzenie
T € T wtedy i tylko wtedy, gdy K(T') = .
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Pozmmy 19
Jezyk 21 zupe’{ny

Logika MSO + U

Uwaga
Zb/or K(T) nie jest definiowalny w MSO + U. Ale
“H(L(p) =

Twierdzenie

Nie ma zadnego modelu niedeterministycznego automatu z
borelowskim warunkiem akceptacji, chwytajacego MSO + U.

|

Dowéd

Gdyby jakis model automatu jak wyzej chwytat MSO + U, to kazdy
jezyk definiowalny w MSO + U bytby analityczny. Ale logika ta
posiada negacje, wiec bytby tez koanalityczny. Wiec z twierdzenia
Souslina MSO + U definiowatoby jedynie borelowskie jezyki.
Pokazany powyzej jezyk L(y) jest Xi-zupetny, wiec nieborelowski.
Sprzecznos¢. O

Michat Skrzypczak Topologia a logika — jezyki definiowalne w MSO + U



Poziomy l_[‘._fw
Jezyk E%-zupe’{ny
Logika MSO + U

Co dalej?

o Czy X! to réwniez gérne oszacowanie na ztozonosé¢ jezykéw
MSO + U?

e Czy alternujace automaty z licznikami moga rozpoznaé zbiér
L(p)?

o Czy jakis rodzaj zagniezdzonego automatu
niedeterministycznego ma szanse uchwyci¢ MSO + U?
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Poziomy IT5

Jezyk X % -zﬁ;;e’my

Logika MSO + U

Dziekuje za uwage, czy sa jakies$ pytania?
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