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Streszczenie

Klasyczne wyniki Biichiego i Rabina dowodza rozstrzygalnoéci teorii
M SO dla struktur S15 i1 SkS. W obu przypadkach dowdd przebiega po-
przez konstrukcje automatu rownowaznego odpowiedniej logice. Jeden z
wnioskow mowi, ze na stowach nieskonczonych logiki MSO i WM SO maja
te sama site wyrazu. Jezyki definiowane przez te logiki nazywane sg jezy-
kami w-regularnymi.

Niedawno Mikotaj Bojanczyk w pracy [Boj09] zaproponowal rozszerze-
nie pojecia jezyka w-regularnego. Jezyki takie sa réwnowaznie definiowane
przez odpowiednie automaty (tzw. maz-automaty) i logike WM SO + U,
czyli logike WM SO wzbogacona o dodatkowy kwantyfikator U. Jeden z
wynikéw mowi, ze logika ta jest rozstrzygalna.

Aktualnie pytaniem otwartym jest, czy M SO + U jest rozstrzygalna.
Jak dotad nie udalo si¢ nawet znalezé odpowiedniego modelu automatu.
Wiyniki z tej pracy pokazuja, ze w ramach M SO + U mozna definiowaé
zbiory lezace dowolnie wysoko w ramach skonczonych pozioméw hierarchii
borelowskiej. Sugeruje to, ze moze nie istnie¢ dogodne pojecie automatu

dla MSO+U.

1 Wprowadzenie

Rozpatrywaé bedziemy jezyki stéw nieskonczonych nad alfabetem A =
{a,4,$,b}. Zbiér wszystkich takich stéw oznaczamy A% i traktujemy
jako przestrzen topologiczna, homeomorficzng ze zbiorem Cantora. Logika
MSO+U to zwykla, monadyczna logika drugiego rzedu na w, wzbogacona
o dodatkowy kwantyfikator U.

Definicja 1.1. Zdanie UX.p(X) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg
dowolnie duze, skoriczone zbiory X C w, takie ze ¢(X).



Rozpatrywanym niedawno pojeciem sg automaty BS, o sile wyrazu
stabszej niz MSO + U, ale znacznie wickszej niz zwykte automaty Ra-
bina. W pracy [HT10] pokazane jest, ze automaty te definiuja jezyki lezace
na czwartym poziomie hierarchii borelowskiej i nie wyzej.

W ponizszej pracy pokazemy ciag jezykéw definiowalnych w M SO+ U.
Sa one tak dobrane, by i-ty jezyk byl trudny (w sensie ciaglych redukcji)
w klasie II9, .

2 Definicje

W tym rozdziale wprowadzone sa pomocnicze definicje, upraszczajace dal-
sze rozumowanie. Zdefiniowane zostaja réwniez jezyki, ktorych istnienia
dowodzi ta praca.

2.1 Przestrzenie

Ze wzgledu na specyfike zagadnienia, operowaé bedziemy jednoczesnie sto-
wami skoniczonymi i nieskoficzonymi. Stad ponizsza definicja.

Definicja 2.1. Dla dowolnego niepustego zbioru S, przez SS* oznaczam
zbior stow skonczonych i nieskonczonych nad S.

Dlan € SS¥, przez dom(n) C N oznaczam dziedzine n traktowanej jako
funkcgi. Jest to zbior postaci {0,1,...,n— 1} dla pewnego n € w, lub w.

Opisywane jezyki stéw nieskonczonych zawarte beda w przestrzeni A“,
jednak przydatne beda tez inne przestrzenie topologiczne.

Definicja 2.2. Dla i € N, niech
A\ Sw
Ni= (V)

czyli przestrzen skonczonych i nieskonczonych ciggow wektorow liczb natu-
ralnych, diugosci i. Gdy i = 0, otrzymujemy przestrzen homeomorficang z
w+ 1.

Dodatkowo, niech

N = (N')* C G,

czyli zbior nieskonczonych ciggow odpowiednich wektorow. W szczegdlnosdci

N§© = {w}.

Dla odréznienia, elementy N; czyli ciggi wektoréw, oznaczane
beda litera 7, natomiast poszczegdlne wektory oznacza¢ bedziemy
(nl,ng, ce ,ni) € N,

Zauwazmy, ze przestrzenie N; z naturalng topologia ciggows sa prze-
strzeniami polskimi. Dodatkowo, pokazemy ze zanurzaja si¢ one w natu-
ralny sposéb w A¥. Najpierw okreslmy pomocnicze funkcje M;: N* — A*,



zdefiniowane M;(n1,ng,...,n;) = a™fa™4...4a™. Teraz mozemy okresli¢
ciag funkcji W;: N; — A¥, okreSlonych réwnaniami

Wino,ms -« ymaa) = Mi(no)3M;(m1)$ . .. $M; (nar) 86,
Wi(nosm, - -.) = Mi(no)$Mi(m)$ ...
Fakt 2.3. Funkcje W; sq rézZnowartosciowe i ciggle.

Dowdd. Oczywiscie sa one réznowartosciowe. Jednoczesnie, przypisuja one
prefiksom n € N;, prefiksy stowa W;(n) € A“. Wiec sa ciagte. [ |

2.2 Operacje

Jezyki definiowane w tej pracy, powstawaé beda indukcyjnie ze wzgledu na
wymagang ztozonosé topologiczng. Dlatego przydatne beda nastepujace
definicje.

Definicja 2.4. Dla dowolnego stowa n € SS¥ i zbioru X zawartego w
dziedzinie 1, niech n|x € SS oznacza stowo, powstale przez wybranie z n
znakow na pozycjach lezgeych w X.

Oczywiscie pozycje ulegaja zmianie, czyli zazwyczaj dom(n|x) # X, ale
zawsze |dom(n|x)| = |X|. W szczegdlnosci, jesli X jest pusty, to n|x = ¢,
jesli X jest skonczony, to n|x € S*, a w przeciwnym przypadku n|x € S¥.

Definicja 2.5. Zdefiniujmy, dla i > 0, funkcje
oi: Nx N; — 2,

w nastepujgcy sposob:

oi(m,n) = {z € dom(n) : n(z); =m}.

Czyli o;(m,n) to te pozycje w stowie 7, gdzie najwyzsza wspdlrzedna
jest réwna m. Oczywiscie o;(m,n) C dom(n). Jednocze$nie moze by¢ tak,
ze dom(n) = N i jednoczesnie o;(m,n) = (.

Definicja 2.6. Dia i > 0, niech m;: N; — N;_1 obcina z kazdego wyrazu
ciggu jego pierwszqg wspotrzedng.

Oczywiscie m; jest na.
Definicja 2.7. Dla i > 0 oraz n € N;, zdefiniujmy rodzine
Bi(n) ={X C dom(n) : IxenVeexn(z); <k},

tych podzbioréw dom(n), na ktérych ostatnia wspdlrzedna wektoréw w n
jest ograniczona.

Na przyklad B;(n) zawsze zawiera wszystkie skonczone podzbiory w.

3



2.3 Jezyki

W tym rozdziale zdefiniujemy omawiane w pracy jezyki, trudne dla co-
raz wyzszych klas borelowskich. Bedzie to zrealizowane na dwa sposoby.
Dodatkowo, dla uproszczenia, jezyki te beda definiowane w przestrzeniach

N;.

Definicja 2.8. Dia i > 0, niech jezyk L; C N; = (Ni)gw, bedzie skladal
sie z takich stow n € N, ze

3;’%3?&_1 T (7>no1 :(z)%dom(n)n(x) = (mia mi—1,- .. 7m1) ’

gdzie 3°° oznacza istnieje nieskonczenie wiele”.
Dodatkowo, niech

Lo Z.N‘é)o CNQ.

Zauwazmy, ze L; C N°.
Réwnolegle, postaramy sie opisaé jezyki L; w inny sposéb, tak by prze-
ktadalo sie to na formute M SO + U.

Definicja 2.9. Niech Hy = N§° C Np.
Wezmy i > 0. Niech H; C N; bedzie jezykiem tych stow n € N, ze

VXGBi(n)HYGBi(n)Y NX=0Am (77|Y) € H;_ ;.

Znowu latwo pokazaé, ze H; C N°.

3 Topologia

W tym rozdziale pokazemy, ze jezyki L; sa trudne w odpowiednich klasach
topologicznych.
Przydatne bedzie nastepujace spostrzezenie.

Fakt 3.1. Dia dowolnego i > 1 i zbioru X € £V, istniejq parami rozlgczne
zbiory X, € IIY_,, spelniajqce

Ux.=x.

n

Dowdd. Fakt ten, wraz z dowodem, wystepuje jako twierdzenie 2 w roz-
dziale §30.V w pracy [Kur66]. [ |

Podstawa do indukcyjnego dowodu trudnosci odpowiednich jezykéw,
bedzie nastepujace spostrzezenie.

Fakt 3.2. Jezyk L1 C N jest T1)-zupelny.
Dowdéd. Jest to prosta konsekwencja ¢wiczenia 23.6 z ksiazki [Kec95]. W

Twierdzenie 3.3. Dla kazdego i > 0, jezyk L; C N7° jest ng‘+2 zupelny.



Dowdod. Dowdd indukeyjny. Fakt 3.2 stanowi baze dla ¢ =1. Wezmy 7 > 1
i dowolny zbiér X € ITY, 19 Wiemy, ze istnieje zstgpujaca rodzina zbioréw
X, € 39,1, spelniajaca

X =X.
n

W oparciu o fakt 3.1, mozemy zdefiniowa¢ zbiory X lgn) € II9;, ktére przy

ustalonym n sg parami roztaczne i spelniaja

Uxi = x..
k

Poniewaz z zalozenia indukcyjnego, jezyk L;_1 jest Hgi—trudny, to ist-
nieja ciggte redukcje R,gn): N2, — N2, zbioréw X,gn) do L; 1.

Niech ¢: N> — N bedzie dowolng bijekcja. Zdefiniujmy funkcje
R: N° — N, ktéra bierze dowolne n € N i przypisuje mu ciag, majacy
na dowolnej pozycji ¢(¢(n, k), m) € w wartosé

(L(n, k), (R,gn)(n)>m) € N

Jak tatwo sprawdzi¢, tak okreslona funkcja jest ciagta.
Dodatkowo, R(n) € L; wtedy i tylko wtedy, gdy dla nieskonczenie wielu

par (n, k), zachodzi R,(Cn) (n) € Li—1. Ale poniewaz przy ustalonym n, zbiory
X lgn) sg roztaczne, wiec dla danego n moze by¢ co najwyzej jedna taka para.
To oznacza, ze (réwnowaznie) dla nieskonczenie wielu n istnieje takie k, ze

neX ,gn), czyli réwnowaznie dla nieskoniczenie wielu n, n € X,,. Poniewaz
ciag X, jest zstepujacy, jest to réwnowazne z faktem, ze n € X. Czyli
istotnie R jest redukcja X do L;. |

Pozostaje wykorzysta¢ ten wynik w odniesieniu do przestrzeni A“.
Whiosek 3.4. W;(L;) jest I, , o (A%)-trudny.

Dowdd. Wiemy, ze L; jest II3,, (N7°)-zupelny. Zaréwno zanurzenie N
w N, jak tez funkcja W;: N; — A%, sa réznowartoSciowe i ciggle. Wiec
zachowuja trudno$é jezyka L;. |

4 Logika

Definicja jezykéw H; jest tak skonstruowana, by zachodzilo nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Dla kazdego i € N, jezyk W;(H;) C A¥ jest definio-
walny w logice MSO + U.



Dowdod. Dowdd przebiega przez indukcje po i. Dla ¢ = 0, mozemy w samej
logice M SO wyrazi¢ wlasnosé, ze a € A¥ jest postaci Wy(w). Oznaczmy
formute to wyrazajaca Po.

Wezmy ¢ > 0. Dosé tatwo mozemy napisaé¢ formute v;(X), o wlasnosci

Wi(n) Fui(X) < X ¢ Bi(n).

Wystarczy, ze powie ona, ze istnieja dowolnie duze zbiory sktadajace sie
z samych liter a i potozone po odpowiednim z kolei znaku f, w ramach
jakiej$ sekcji ${a, £}*$.

Podobnie, jesli mamy dana dowolng formute 1), mozemy przerobi¢ ja
na nowa formule oznaczona 1|y, w ktérej wszystkie kwantyfikatory beda
ograniczone do danej zmiennej monadycznej Y. Wreszcie kazda kwantyfi-
kacje mozemy ograniczy¢ do calych sekcji ${a, £}*$ i mozemy wymagaé, by
cale stowo bylo w ogdle postaci W;(n), dla jakiejs n € N°.

Wtedy piszemy

P, = VX—ﬂ)i(X) = (Hy—\vi(Y) AXNY =0A ‘I)i—llY) .
W latwy sposéb widzimy, ze dla kazdego o € A¥ zachodzi

@ ):(I)i = aEWi(Hi).

5 Roéwnowaznosé
Pozostaje pokazaé ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 5.1. Dla kazdego i > 0 zachodzi

Poniewaz H; sa réznowartosciowe, wystarczy sprawdzi¢, ze L; = H;. W
tym celu pokazemy kilka lematéw.

Lemat 5.2. n € L; wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje nieskoriczenie wiele
m, takich Ze

Dowdd. Wprost z definicji i przez indukcje. |

Lemat 5.3. Jeslin € N;, D CY C dom(n) i zachodzi n|p € L;, to
77‘}/ el

Dowdd. Oczywisty, z monotonicznoéci kwantyfikatora 3°°. |

Ponizszy lemat wyraza kluczowy zwiazek jezykéw L; z kwantyfikatorem
U.



Lemat 5.4. Jesli X, Y Cw i XNY = 0 i pewne n € N; spelnian|xuy € Li,
to n|lx € L;, lub nly € L;.

Dowdd. Dowdd przez indukcje. Dla ¢ = 0, mamy nxuy € Lo wtedy i
tylko wtedy, gdy | X UY| = Ny. Ale wtedy ktorys ze zbioréw X,Y jest
nieskonczony. Oznaczmy go Z. Wtedy zachodzi 1|z € L.

WeZzmy i > 0. Skoro n|xuy € L;, to istnieje nieskonczenie wiele
(mg)ken, dla ktérych

ue ((n!XuY) |Ji(mk,77|XUy)> = <n|(XUY)ﬂoi(mk,77)) €Li1.
Oczywidcie
(XuY)noi(mg,n) = (oi(mg,n) N X) U (oi(mg,n) NY),

wiec z zalozenia indukcyjnego, dla kazdego k € N, mamy zbiér Z; €
{X,Y}, speliajacy m; (77|ai(mk,n)ﬂZk) € L;—1. Ktéry$ ze zbioréw X,Y
wystepuje nieskonczenie czesto w ciagu Zi. Oznaczmy go Z € {X,Y} i
ograniczmy sie do podciagu tych k, ze Z, = Z. Wtedy, dla kazdego k (z
tego podciagu), mamy

Li,1 ST (n‘a'i(mk,'r])ﬂZ) = T ((77|Z) ‘O’i(mk,'fﬂz)) )
wiec 1|z € L;. [ |

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia. Dow6d w obie strony
przebiegaé bedzie przez indukcje po i.

Dowdd twierdzenia 5.1.

1) L; € H; Ustalmy n € L;. Wezmy dowolny X € B;(n). Zalézmy, ze najwyzsze
wspolrzedne n na pozycjach z X sa ograniczone przez M. Korzystajac
z lematu 5.2 wiemy, ze istnieje m > M, dla ktérego ; (77|0'i(m777)) €
L;_1. Wezmy Y = o;(m,n). Wtedy wiemy, ze Y N X = () i z zalozenia
indukcyjnego m;(n|y) € H;—1. Wiec pokazalismy, ze n € H;.

2) H; C L; Wezmy n € H;. Zalézmy przez sprzeczno$é, ze istnieje tylko skoncze-
nie wiele m z lematu 5.2. Zalézmy, ze najwiekszy z nich to M.
Wezmy X = U,,<pr 0i(m,n). Oczywiscie X € B;(n). Wiemy wigc, ze
istnieje Y € B;(n) roztaczny z X, taki ze m;(n|y) € Hi—1. Z zalozenia
indukcyjnego, mamy ze m;(n|y) € L;—1. Dodatkowo powiedzmy, ze
najwyzsze wspélrzedne n w Y sa ograniczone przez N.
W takim razie

Y - U Ui(mv 77)
M<m<N

Wiec korzystajac wielokrotnie z lematu 5.4, dla Y N o;(m,n), po
M < m < N, dostajemy, ze dla pewnego M < m < N, zachodzi

i (n‘Yﬂai(m,n)) €Li .



W oparciu o lemat 5.3, dostajemy, ze w takim razie

Fi(n‘ai(m,n)) €L 1.

Ale m > M, co daje sprzecznosé z definicjg M.

Pozwala to wyciagnaé gtéwny wniosek.

Whniosek 5.5. Dla kazdego i € N, istniejq jezyki stow nieskoriczonych nad
alfabetem A, definiowalne w MSO + U, trudne w klasie II3; ,(A).

Dowdd. Jezyk W;(H;) = W;i(L;) € A“ jest jednoczes$nie definiowalny w
MSO + U (twierdzenie 4.1) i II9;  ,(A*)-trudny (wniosek 3.4). [ |

6 Podsumowanie

Powyzsza praca daje relatywnie silnie, dolne szacowanie zlozonosci topo-
logicznej jezykéw definiowalnych w M SO + U. Pokazuje mianowicie, ze w
tej logice mozna definiowaé zbiory lezace dowolnie wysoko w ramach skon-
czonych pozioméw hierarchii borelowskiej. Znane do tej pory szacowania
dolne, ograniczaly sie do poziomu czwartego hierarchii.

Problem szacowania gérnego zlozonosci wciaz pozostaje otwarty. Je-
dyne co wiadomo, to ze kazdy taki jezyk lezy gdzie§ w hierarchii analitycz-
nej — wynika to wprost z postaci formut w logice M SO + U.

Serdecznie podziekowania nalezg sie panu Szczepanowi Hummelowi, za
cenne uwagi i sugestie merytoryczne.
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