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Streszczenie

Ponizsza praca pokazuje nieborelowski jezyk stow nieskonczonych defi-
niowalny w MSO + U.
Wersja bardzo wstepnal

1 Wprowadzenie

Przypomnijmy, ze w przestrzeni wszystkich drzew na N (ozn. 7)), czyli
domknietej podprzestrzeni 2, zbiér tych drzew ktére posiadaja nieskon-
czona galaz (ozn. B C T), jest analityczny-zupelny, czyli w szczegdlnosei
nieborelowski.

Rozwazmy dowolne drzewo T C N*. Bedziemy je w sposéb ciagly
kodowaé jako slowo nad alfabetem A = {a,b,c}. Niech kod wierzcholka
(n1,n2,...,ny) € N* bedzie réwny

a™ba™b...ba"™.

Teraz niech kod drzewa T' to bedzie stowo k(T') = kickacksc. . ., gdzie
k; to kod 7’tego wierzcholka drzewa (w dowolnym porzadku). Nie bedziemy
starali si¢ wyrazi¢, ze stowo o € A% jest kodem drzewa. Wyrazimy tylko,
ze ,jesli a to kod drzewa, to drzewo to ma nieskonczona gataz”.

Definicja 1.1. Ponizszg wiasno$¢ drzewa T C N* nazywaé bede wtasno-
Scig G:

Istnieje nieskoriczony podzbidr wierzchotkéw T' C T, taki, Ze dla kaz-
dego R € N, zbior

{vp:veT,0<k<min(R,|v])} CN,
jest ograniczony.

Fakt 1.2. Wilasnosé G jest réwnowazna posiadaniu nieskonczonej galezi
przez T'.



Dowod. Jesli drzewo ma nieskoniczong gataz € < v < vo < ..., to mozna
ja wziaé¢ jako T'. Wtedy T jest nieskoniczone. Dodatkowo, dla kazdego
R, wszystkie wierzcholki w T' (oprécz pierwszych R — 1) maja te same
pierwsze R wspélrzednych — doktadnie wyrazy vg jako stowa. Wiec sa one
wszystkie wspélnie ograniczone przez

max{(vr)o, (Vr)1 ..., (VR)R-1}-

Teraz w drugg strone: Zalézmy, ze podzbiér TV C T ma wlasno$é G.
Wybiore ciag vg < v1 < va... wierzchotkéw w T'. Bedzie to oznaczato
istnienie nieskoniczonej galezi w T'. Wezmy za vy = €.

Indukcja po i. Zatézmy, ze dla ¢ — 1 > 0 mamy okreslone vy < vy <

. < vi—1 € T, takie ze jest nieskonczenie wiele wierzchotkéw v € T’
spelniajacych v;_1 < v. Oczywiscie, skoro T jest nieskoniczone, to vy = €
ma te wlasnosé.

Rozwazmy R = i + 1. Wlasnoéé G oznacza w szczegdlnodei, ze w 1"
wystepuje tylko skonczenie wiele i-tych wspélrzednych stow. Czyli jakas i-
ta wspolrzedna n; wystepuje nieskonczenie czesto wérdd tych nieskoniczenie
wielu wierzchotkéw v € T spelniajacych v;_1 < v. Wezmy v; = v;_1n;.
Oczywiscie w takim razie v; € T. Dodatkowo, wciaz nieskonczenie wiele
wierzchotkéw v € T” spelnia v; < v.

Powyzsza indukcja zadaje poszukiwany ciag vg < v; < ... CT. |

Definicja 1.3. Powiemy, Ze S C w jest dobre (w kontekscie o € A¥ ), jesli:

e 2 kazdego kodu postaci ca™ ba™b...a""c, zawiera pewien jego spojny
odcinek, zaczynajgcy sie tuz za c i koriczgcey sie tuz przed ktorgs literg
b lub tuz przed koricowym c,

e ma wspdlnie ograniczong liczbe wystgpien litery b w poszczegolnych

kodach.

Definicja 1.4. Formuta ¢ mowi, ze istnieje nieskonczony podzbior G C
w, zawierajgcy tylko cale kody pomiedzy kolejnymi literami c, taki ze dla
kazdego S C G ktore jest dobre, bloki liter a™ wystepujgce w S sq¢ wspdlnie
ograniczone co do Tozmiaru.

Fakt 1.5. Drzewo T ma wilasno$é G wtedy i tylko wtedy, gdy stowo o =
kE(T) € AY spelnia
a = .

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze o | ¢. Wezmy za T C T podzbiér wy-
znaczany przez G C w. Wezmy dowolne R i okreslmy za zbiér S kody
wierzchotkéow w G obciete do pierwszych R wspotrzednych. Wtedy wysta-
pienia liter b w kodach w S sa wspdlnie ograniczone przez R, wiec bloki
a™ sa wspélnie ograniczone. Co daje ograniczonos¢ odpowiedniego zbioru
z definicji wlasnoéci G.

Zalézmy teraz, ze T ma wlasno$é G. Wezmy podzbiér 77 C T z wla-
sno$ci G i jako G wybierzmy kody tych wierzchotkéw, ktére leza w T".



Wezmy dowolny dobry zbior S C G. Wiemy, ze wystapienia liter b sg
wspOlnie ograniczone, ograniczenie to nazwijmy R. W takim razie (z G
dla tego R) zbiér wszystkich wspélrzednych od 1 do R jest ograniczony,
a to jest nadzbiér zbioru blokéw a™ wystepujacych w .S. Wiec te bloki sg
ograniczone w S. [ ]

Czyli k(T) zadaje ciagla redukcje zbioru B C 7 do zbioru W = {a :
a | o} C AY. Latwo sprawdzié, ze W jest analityczny, wynika to z postaci
warunku G. Wiec jest analityczny-zupelny, bo B taki jest.



