Wprowadzenie do zgrubnej geometrii
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Wydzial Matematyki, Informatyki i . . . . . ) .
Mechaniki Na geometrie mozna patrzeé jako na dziedzine badajaca réznorodne przestrze-

nie metryczne. Podczas takich badan jedno z fundamentalnych zagadnien, to py-
tanie jakie obiekty uwazamy za ,takie same”.
Powszechnie przyjete jest, ze figury izometryczne sa takie same. Méwimy, ze
dwa zbiory A, B sg izometryczne, gdy istnieje funkcja zachowujaca odlegtosé, idaca
Juz dzieci w podstawdéwce wiedza, ze Z A na B.

tréjkaty ABC, DEF sa ,takie same” Czesto rowniez figury podobne uznaje sie za jednakowe. Standardowy przyktad
Rys. 1 . . . . .. . .
to litera A pisana przez pania nauczycielke na tablicy i literki A pisane w zeszytach
dzieci.

Zaréwno izometryczno$é jak i podobiefistwo odnosza si¢ do ksztaltu figury (jej
rozmiaréw, proporcji, katéw,. .. ). Topologia podchodzi do figur w bardziej ogdlny
spos6b. Dwie figury (zbiory) A, B sa homeomorficzne jesli istnieje przeksztalcenie
ciagle A na B takie, ze przeksztalcenie odwrotne B na A tez jest ciagle. Na
przyktad jeden zbiér mozna przeksztalci¢ na drugi poprzez rozciaganie i Sciskanie,
dopuszczalne jest tez rozcinanie, byle tylko sklei¢ potem ,tak samo”. Mozna sobie
Rys. 2 Z topologicznego punktu wyobrazié, ze zbiory sa wykonane z gumy. Odcinek otwarty (0,1) = {x € R :
widzenia krzywe 7 i § s jednakowe, ale () < 7 < 1} jest homeomorficzny prostej rzeczywistej R, intuicyjnie wystarczy go
pierscien P i kwadrat K juz nie. . . . , .

rozciaggnaé do nieskonczonosci.

Zgrubna geometria to kolejny sposéb patrzenia na przestrzenie metryczne.
Sposob ten rézni si¢ bardzo istotnie od poprzednio podanych. Nie jest wazny
dokladny ksztalt figury, czy jest ona gruba czy cienka, czy jest w jednym kawaltku,
czy nie. Istotne jest jak figura wyglada ,z bardzo daleka”. Ze zgrubnego punktu
widzenia wszystkie zbiory ograniczone sa réwnowazne (w szczegélnosci kazde dwa
trojkaty sa jednakowe). Natomiast zbidr ograniczony nigdy nie jest réwnowazny
zbiorowi nieograniczonemu, miedzy innymi odcinek nie moze by¢ zgrubnie réwnowazny
prostej.

W dalszej czesci artykulu precyzyjniej opiszemy powyzsze intuicje.

Aparat zgrubnej geometrii pozwala bada¢ dowolne przestrzenie metryczne i nie
tylko. W tym artykule dla uproszczenia ogranicze si¢ tylko do przestrzeni bedacych
podzbiorami przestrzeni euklidesowych R"™. Odleglos¢ dwoéch punktéw a,b € R™
oznaczaé bede d(a,b). Na przyktad dla n = 2,a = (21,91),b = (22, y2) mamy

d((x1,91), (w2,92)) = /(@1 — 22)2 + (1 — y2)*-

Zdefiniujmy kilka rodzajow funkcji o specyficznych wtasnosciach.

Definicja 1. Dla X, Y CR" oraz funkcji f: X — Y, mowimy Ze f jest

e metrycznie wlasciwa (ang. proper), gdy przeciwobrazy wzdluz f zbioréw ogranic-
Zbiér B jest ograniczony, gdy jest za- zonych, $q ograniczone.
warty w pewnej kuli. Na przyklad
kazdy szescian jest ograniczony, natomi-
ast dowolna prosta nie jest.

Czyli gdy dla kazdego zbioru ograniczonego B CY, zbior
f7H(B)={zr e X: f(x) € B}
jest ograniczony.

e bornologiczna (ang. bornologous) jesli

VR>OE|S>OV:6,y€X d(xvy) <R= d(f(x)a f(y)) <S.

Czyli dla kazdego R > 0 mozna szacowaé jak bardzo oddalone od siebie bedq
obrazy dowolnych dwich punktow odleglych o mniej niz R.

e zgrubna (ang. coarse), jesli spelnia obie powyzsze wlasnosci.

Chodzi nam o to by funkcje zgrubne zachowywaly globalny ksztalt przestrzeni
widzianej z dalekiej perspektywy. W zwiazku z tym nie powinny jej za bardzo
zgniata¢ (metryczna wlasciwo$é), ani przesadnie rozciaga¢ w zadnym kierunku
(bornologicznosé).

Oczywiscie dla kazdego zbioru X, idx(x) = x jest funkcja zgrubna. Ponadto
zlozenie funkcji zgrubnych tez jest zgrubne.

Pora na kilka przyktadéw:



e Niech R, to wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste. Funkcja f(z) =
nie jest ani wladciwa, ani bornologiczna. Po pierwsze f~1((0,1])
wiec f nie jest wlasciwa. Po drugie dla R = 1, nie moze istnie¢ S > 0, ze dla
x,y takich, ze Yy yer, d(z,y) < R = d(f(x), f(y)) < S. Gdyby takie S istni-
alo,todlax =1, y = Tlﬂ bylo by d(z,y) < R, oraz d(1,25+1) =25 > S
- sprzecznosé.

e Funkcja f: N — N stale réwna 1 nie jest wladciwa (f~1({1}) = N), ale jest
bornologiczna, bo niezaleznie od R > 0,5 > 0,z,y, mamy d(f(x), f(y)) =
d(1,1)=0< 5.

e f(n) =n%: N — N jest wlaéciwa (zbiory ograniczone w N sg skoficzone), ale
nie bornologiczna. Gdyby f byla bornologiczna, to w szczegélnosci dla R = 2
istnialo by S > 0, ze dla z, y takich, ze d(z,y) < 1, d(f(z), f(y)) < S. Wtedy
dlax =S,y =541, mamy d(z,y) = 1 < R, a jednoczesnie d(f(x), f(y)) =
d(S?,52 428 +1) =25+ 1> S - sprzecznosé.

e Funkcja f(z) = |z] idaca z prostej rzeczywistej R, w liczby calkowite Z
Rys. 3 Prosta rzeczywista R i liczby jest zgrubma. |x] to ,podloga 27, czyli najwieksza liczba calkowita mniejsza
catkowite Z widziane z daleka réwna x. Proponuje pokazaé, ze f jest zgrubna, jako proste éwiczenie.

Definicja 2. Dla danych zbiorow X,Y € R"™, dwa przeksztalcenia f,g: X —Y
nazywamy bliskimi (ang. close), gdy zbior

{d(f(x), () : = e X}
jest ograniczony.

Jesli dwie funkcje spelniaja powyzsza definicje, to patrzac na nie z dostatecznie
daleka wydaja sie by¢ jednym i tym samym przeksztalceniem.

Przyktadowo jesli przeksztatcenie f: R® — R"™ kazdy punkt x € R™ przemieszcza
o co najwyzej 100, to {d(z, f(z)) : = € R"} C [0,100], wiec f jest bliska idgn.
Oczywiscie 100 mozna zastapi¢ dowolna ustalona liczba.

Definicja 3. Dwa zbiory X, Y C R"™ sq zgrubnie réwnowazne (ang. coarsely equiv-
alent) gdy istniejq funkcje zgrubne f: X —Y i g: Y — X, takie Ze ich zloZenia
sq bliskie identycznodciom (f o g bliskie idy, oraz g o f bliskie idx ).

Udowodnimy, ze dwa niepuste zbiory ograniczone B,C' C R™ sa zgrubnie
Rys. 4 Zbiory A, B sa ograniczone, wicc réwnowazne. Niech funkcje f: B — C, g: C — B beda funkcjami stalymi (przyj-
zgrubnie réwnowazne mujacymi po jednej wartoéci). Jak tatwo sprawdzié funkcje te sa zgrubne, bo zbiory
B i C sa ograniczone. Ponadto zlozenia f o g, go f to funkcje stale, a skoro B jest
ograniczony, to kazda funkcja stala B — B jest bliska id 5 (analogicznie z C). Wiec

B, C zgrubnie réwnowazne.

Fakt 1. Jesli dane sq funkcje zgrubne f,g: R — R, to funkcja
fxg:R>—>R?
(f x 9)(z,y) = (f(z),9(y)) powstajgca przez stosowanie f,g ,po wspolrzednych” tez jest zgrubna.
Warto sprébowaé¢ samodzielnie wykazaé powyzszy fakt.
Fakt 2. Przestrzenie Z™,R™ sq zgrubnie réwnowazne dlan =1,2,....

Dowdd. Ustalmy n. Rozwazmy f(z1,...,2,) = (|21],...,|2n]): R® — Z", oraz
g(z) = z: Z™ — R™. Funkcja f jest zgrubna, gdyz jest zastosowaniem funkcji zgrub-
nej z — |x] ,po wspélrzednych”. Funkcja g jest izometria (zachowuje odleglodci
punktéw), wiec oczywiscie jest zgrubna. Ponadto gof = idz», wiec gof bliskie idzn.
Z drugiej strony f o g przesuwa kazdy punkt o mniej niz d((0,...,0),(1,...,1)) =
V/n, wigc jest bliskie idgn. [ |

Przestrzenie R™, R™, dla n # m nie sa zgrubnie réwnowazne, jednak dowdd jest
dalece nietrywialny, wykorzystuje pojecie wymiaru asymptotycznego — zgrubnej
wersji definicji wymiaru. Fakt ten oznacza miedzy innymi, ze prosta i plaszczyzna
nie sa zgrubnie rownowazne. Odpowiada to intuicji méwiacej o patrzeniu na przestrzen
»,Z bardzo daleka”: niezaleznie z jak daleka nie spojrzymy na prosta, zawsze jest
ona ,cienka” natomiast plaszczyzna zawsze jest ,szeroka”.

Pora na kilka ciekawych faktéw.



Fakt 3. Niezaleznie od tego jak polozymy na plaszczyinie trzy proste (oby tylko
Zadne dwie z nich nie byly réwnolegle), zbidr punktéw tych prostych jest zgrubnie

Rys. 5 3-gwiazdka i inne trzy parami ro’wnowaz'ny 3—gwiazdce.

nieréwnolegte  proste sa  zgrubnie

réwnowazne. Powyzszy fakt wciaz jest prawdziwy, gdy zamiast prostych rozwazymy pasy
ustalonej szerokoéci, oraz gdy przejdziemy z R? do dowolnej przestrzeni R™. Pon-
adto zamiast trzech prostych i 3-gwiazdki, mozemy rozwazaé¢ dowolne k parami
nieréwnolegtych prostych i k-gwiazdke.

Warto zwréci¢ uwage, ze w powyzszym fakcie zgrubna réownowaznosé jest rozu-
miana szerzej, niz w dotychczas podawanej definicji. Zbiory zgrubnie réwnowazne
moga wygladac¢ nieco inaczej nawet z dalekiej perspektywy, byle tylko mialty podobny
globalny ksztalt.

Ze zgrubnego punktu widzenia ograniczone zaburzenia danego zbioru sa nieis-
totne. Méwi o tym ponizszy fakt.

Fakt 4. Dla dowolnego nieograniczonego zbioru X C R™, dowolnej kuli K C R",
oraz zbioru B C K, zbiory X oraz (X \ K)U B sq zgrubnie réwnowazne.

Zbidr (X\K)UB jest to X z wycietq dziurg w miejscu K i wstawionym zamiast
tego zbiorem B.

Konsekwencja powyzszego faktu jest stwierdzenie, ze plaszczyzna, oraz plaszczyzna
z wycieta kula o promieniu 10'% sa zgrubnie réwnowazne.

Kolejna operacja na zbiorze, ktoéra nie wptywa na jego zgrubne wlasnosci jest
,powiekszanie punktéw”. Zamiast kazdego punktu zbioru, wstawiamy dowolny
niepusty i ograniczony zbiér. Scislej jest to sformulowane ponize;.

Fakt 5. Rozwaimy dowolne R > 0, dowolny zbior X C R™, oraz rodzine zbioréw

{B.}zex - po jednym zbiorze dla kazdego punktu w x. Zalézmy, Ze po pierwsze dla
Przez K (z,r) oznaczam kulg o srodku =z kazdego x € X zbior B, jest niepusty, a po wtdre, ze B, C K(x, R). Wtedy zbiory
i promieniu r. X, oraz |, ¢ x Bs 5¢ zgrubnie réwnowazne.

Zastosujmy ten fakt dla R = 1, X bedacego prosta, natomiast zbioréw B, =
K (x,1). Wtedy zatozenia sg spetnione, a zbior | J, y B, to pas o szerokoéci dwa.
Dowodzi to, ze prosta i pas szerokosci dwa sa zgrubnie réwnowazne.

W nastepnym akapicie pojawia sie wiele pojeé, ktorych wyjasnienie dalece
wykracza po za ramy pisma popularnonaukowego. Dlatego tez jedynie zaznacze
ich zwiazek z tematem artykutu.

Zgrubna geometria, oprécz wskazania zupelnie nowego sposobu patrzenia na
przestrzenie metryczne, wniosta dostrzegalny wklad w rozwéj matematyki. Jeden
ze sposobéw wykorzystania zgrubnej geometrii jest nastepujacy: Chcemy zbadaé
zaleznosci pomiedzy rozmaitoécia M, a jej grupa podstawowa G. Wprowadzamy
na G metryke dlugosci slowa. Badamy zgrubne wtasnoéci grupy G i nakrycia
uniwersalnego M. Uzyskane rezultaty tlumaczymy na homotopijne wlasnosci M
i algebraiczne wlasnosci G. Jednym z sukceséw takiego sposobu postepowania
jest czedciowy dowdd hipotezy Novikova. Wynik ten jest o tyle wazny, ze rozu-
mowanie to pracuje dla wielu klas rozmaitosci. Hipoteza Novikova jest jednym z
najwazniejszych probleméw otwartych w topologii.

Osobom zainteresowanym zgrubna geometria polecam ksiazke [1]. Ponadto
pewnym rozszerzeniem powyzszego artykulu sa referaty [2].
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