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Streszczenie

Dokument ten stanowi tlumaczenie pracy [1]. Zostaje wprowadzone
pojecie gry parzystosci, oraz dokonana jest analiza algorytméw rozwigzu-
jacych takie gry. Gléwnym wynikiem (pochodzacym z tlumaczonej pracy)
jest wskazanie rodziny gier parzystosci, dla ktérych algorytm Strategy Im-
provement dziala w czasie wykladniczym.



1 Wprowadzenie

Gra parzystodci to klasyczny przykiad gry nieskonczonej. Gra taka roz-
grywa sie na grafie skierowanym (V| F), gdzie wierzchotki sa podzielone na
dwa roztaczne podzbiory Vp, V1. Dodatkowo kazdy wierzchotek ma przypi-
sany rank, bedacy liczba naturalna. Gra rozpoczyna sie w jakim$ wybra-
nym wierzchotku v € V', nastepnie gracze wykonuja ruchy wzdtuz krawedzi
grafu. W danym momencie ruch wykonuje ten gracz, do ktérego ze zbiorow
Vo, V1 dany wierzcholek nalezy. Rozgrywka jest nieskonczona, wygrywa ja
gracz 0 wtw. najwyzszy rank wystepujacy nieskonczenie wiele razy jest
parzysty.

Ponizej wprowadzonych zostaje kilka notacji i spostrzezen zwiazanych
z grami parzystosci.

e Dla dowolnych v,u € V, bedziemy pisa¢ vEu, wtw. (v,u) € E, czyli
gdy istnieje krawedz z v do u.

e Funkcje przypisujaca wierzchotkom grafu ich rank oznaczaé bedziemy
Q:V —-N.

e Przez zysk wierzchotka v € V' (ozn. rew(v)), oznaczaé bedziemy war-
toéé Q(V) - (—=1)%™), Intuicyjnie im wiekszy zysk danego wierzcholka,
tym lepszy jest on z punktu widzenia gracza 0.

e Bez straty ogdlnosci mozna zaktadaé, ze z kazdego wierzchotka w grze
parzystoéci istnieje przynajmniej jedna krawedz wychodzaca. Dzigki
temu wystarczy rozpatrywaé nieskonczone rozgrywki.

e Bez straty ogélnosci mozna zaktadaé, ze ranki przypisywane wierz-
chotkom grafu sg parami rézne.

Definicja 1.1. Strategia pozycyjna gracza i nazywamy dowolng funkcje
o:V; =V, takqg ze vEo(v). Dla ustalonej strategii pozycyjnej o, powiemy
ze rozgrywka przebiega zgodnie z o, gdy w kazdym wierzcholku v € V;,
gracz i podejmuge decyzje by przejsé do wierzcholka o(v).

Latwo wykazaé, w oparciu o twierdzenie Martina [2], ze gry parzystosci
sa zdeterminowane, tzn. dla kazdego wierzchotka poczatkowego, doktadnie
jeden z graczy ma strategie wygrywajaca. Co wiecej, mozna wykazaé ze
gracz posiadajacy strategie wygrywajaca z danej pozycji, ma pozycyjna'
strategie wygrywajaca. Dowdd tego faktu jest znacznie mniej oczywisty.

2 Rozwigzywanie gry parzystosci
Przez rozwigzanie danej gry parzystosci, rozumiemy znalezienie podziatu

zbioru wierzchotkow na dwa roztaczne podzbiory Wy, Wi, bedace zbio-
rami wierzchotkow z ktérych odpowiedni gracz ma strategie wygrywajaca.

IStrategia pozycyjna to strategia w ktérej decyzja dotyczaca kolejnego ruchu zalezy tylko
od tego w ktérym wierzchotku znajdujemy sie



Mozna stawiaé to zadanie w nastepujacej postaci: dla danej gry parzy-
stoéci oraz wierzchotka poczatkowego v, odpowiedzie¢ ktory z graczy ma
strategie wygrywajaca z v. Oba problemy to dobrze postawione zadania
algorytmiczne, gdyz rozpatrujemy tylko skonczone grafy gry. I z doktad-
noscia do czynnika wielomianowego maja te sama ztozonosé.

Przyktad 2.1. Istnieje algorytm rozwigzujgcy gry parzystosci, dzialajgcy
w czasie O(|V| - 2.

Dowdd. Ustalmy wierzchotek poczatkowy gry v. Zauwazmy, ze dla danych
strategii pozycyjnych obu graczy, sprawdzenie ktéry z graczy wygra, gdy
obaj uzywaé¢ beda tych strategii, zajmuje czas liniowy ze wzgledu na roz-
miar grafu. Wystarczy wykonywaé ruchy zgodne ze strategiami graczy, az
do pierwszej petli, nastepnie sprawdzié¢ jaki jest najwyzszy rank wystepu-
jacy w ramach danej petli.

Zawsze zachodzi dokladnie jedna z nastepujacych mozliwosci.

e Gracz 0 posiada strategie pozycyjna o, ktéra wygrywa z kazda strate-
gia pozycyjna gracza 1. Wtedy gracz 1 nie moze mieé¢ wygrywajacej
strategii pozycyjnej, wiec nie ma w ogdle strategii wygrywajacej z
wierzchotka v. Wiec gracz 0 ma strategie wygrywajaca z wierzchotka

v2.

e Dla kazdej strategii pozycyjnej gracza 0, istnieje strategia pozycyjna
gracza 1, taka ze gracz 1 wygrywa gdy obaj wybiora odpowiednie
strategie. Wtedy gracz 0 nie moze mie¢ wygrywajacej strategii pozy-
cyjnej, wiec posiada ja gracz 1.

Wobec tego wystarczy dla kazdej strategii pozycyjnej og gracza 0, dla
kazdej strategii pozycyjnej o1 gracza 1, sprawdzié ktéra ze strategii wy-
grywa z druga. I w ten sposéb rozstrzygnaé z ktéra z powyzszych mozli-
wosci mamy do czynienia.

Strategii pozycyjnych gracza 0 jest co najwyzej 2170l gdzie E; to zbiér
krawedzi wychodzacych z V;. Dla kazdej z nich trzeba sprawdzi¢ nie wiecej
niz 21811 strategii pozycyjnych gracza 1. Wiec w sumie sprawdzamy 27!
par strategii pozycyjnych i dla kazdej pary wykonujemy akcje liniows ze
w\zgl@du na rozmiar grafu. Wobec tego algorytm dziala w czasie O(|V] -
21E, [

Pytaniem otwartym jest czy daje sie rozwiazywaé gry parzystosci w
czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar grafu. Wiadomo natomiast,
ze naleza one do klasy NP N coNP. Odpowiednie redukcje sg opisane w
dalszej czesci pracy.

2 A’priori nie musi by¢ nig o.



3 Definicje pomocnicze

Ponizej wprowadzimy definicje i pojecia wykorzystywane w algorytmie
Strategy Improvement.

Definicja 3.1. Sciezka bez petli w grafie G nazywamy rézinowartosciowy
cigg wierzchotkow grafu m = mg, w1, ..., Tk—1, 0 wlasnosci m;Emiy1 dla i <
k. Diugosciq takiej Sciezki (ozn. |w|) jest k. Zbior wszystkich Sciezek bez
petli w danym grafie G, zaczynajgcych sie w danym wierzchotku v € G,
oznaczamy g (v).

Definicja 3.2. Wierzcholek v grafu G nazywamy dominujacym w cyklu,
jesli nalezy on do pewnego cyklu w tym grafie ¢ ma w ramach niego najwick-
szy rank. Scislej, jesli istnieje Scieika bez petli m, zaczynajaca sie w v, o
wlasnosci m;—1 Ev, taka Ze Q(v) jest maksymalnym wystepujgcym na niej
rankiem. Zbior wszystkich wierzcholkow dominujgcych w cyklu w danym
grafie, oznaczamy Cq. Oczywiscie odpowiednie Sciezki dla wierzcholkow z
tego zbioru mogqg byc rézZne.

Zauwazmy, ze na kazdym cyklu w dowolnym grafie G lezy dokladnie
jeden wierzcholek o najwiekszym ranku w ramach tego cyklu. Poniewaz
zalozyliSmy, ze z kazdego wierzchotka wychodzi przynajmniej jedna kra-
wedz, wiec w kazdym rozpatrywanym grafie istnieje przynajmniej jeden
wierzcholek dominujacy w cyklu.

Definicja 3.3. Wierzchotkiem warto$ciowym nazywamy kaZdy wierzcho-
tek v € V, dla ktérego rew(v) > 0. Innymi stowy jest to wierzcholek o
parzystym ranku. Stowo warto$ciowy odnosi sie (jok w calej tej pracy) do
punktu widzenia gracza 0. Zbior takich wierzcholkéw oznaczamy V. Po-
zostate wierzchotki grafu sq nie wartosciowe dla 0, oznaczamy je V_.

Definicja 3.4. Kazda strategia pozycyjna o dowolnego gracza i, dla ustalo-
nego grafu gry G, wyznacza graf obciety do danej strategii. Graf taki ozna-
czamy G|,. Powstaje on poprzez wyciecie z grafu G wszystkich krawedzi
v — u, spetniajgcych warunek

veViNu#a(v).

4 Wartosciowania

Kluczowe pojecia w algorytmach poprawiajacych strategie, w tym w algo-
rytmie Strategy Improvement, to warto$ciowanie wierzchotkéw grafu. Cho-
dzi o to by wierzchotkom grafu przypisywac¢ ich ocene w jakims zbiorze
uporzadkowanym liniowo. Ocena taka moéwi na ile dany wierzchotek jest
warto$ciowy dla ustalonego gracza (zazwyczaj gracza 0). Warto$ciowanie
to funkcja z wierzchotkéw grafu, w ich oceny.



W przypadku algorytmu Strategy Improvement oceny wierzchotkéw
leza w zbiorze V x 2V x |V|. Kazda éciezka © = wg,v1,...,v; definiuje
oceng wierzchotka vy

U = (v, {vilrew(vg) < rew(v;)}, b+ 1).

Intuicyjnie nalezy myéle¢, ze kazda ocena jest tej postaci i dodatkowo, ze
vk jest wierzchotkiem dominujacym w petli w odpowiednim grafie. Jednak
definicja tego nie wymusza.

W celu wprowadzenia porzadku na ocenach wierzchotkow musimy naj-
pierw zdefiniowaé porzadek na wszystkich podzbiorach V. Rozpatrzmy
M, N C V. Powiemy, ze M < N, w nastepujacych dwéch przypadkach:

e M # Nimaxq(MAN) € NNV, czyli zbiory wierzchotkéw sa rézne,
a wierzchotek o najwyzszym ranku w ich réznicy symetrycznej jest
wartosciowy i lezy w N,

e M # N imaxq(MAN) € M N V_, czyli zbiory wierzchotkéw sa
rézne, a wierzcholek o najwyzszym ranku w ich réznicy symetrycznej
jest nie wartosciowy i lezy w M.

Zdefiniowana powyzej relacja < jest porzadkiem liniowym na podzbiorach
V.

Teraz uporzadkujemy liniowo oceny wierzchotkéw. Rozpatrzmy dwie
oceny wierzcholkéw (u, M,e) i (v, N, f). Ponizej podana jest lista warun-
kéw. Powiemy, ze (u, M,e) < (v, N, f) wtw. jeden z warunkéw jest spel-
niony, a we wszystkich poprzednich wystepuja odpowiednie réwnosci.

e rew(u) < rew(v), czyli poréwnujemy na ile wartoSciowy jest wierz-
chotek do ktérego zmierzamy,

e M < N, czyli jesli wierzchotki do ktorych zmierzamy sa tej samej
wartosci, poréwnujemy sposéb dojscia do nich,

e (e< fAueV_) lub (e > f Au € V,), czyli gdy dochodzimy tak
samo® do tych samych wierzchotkéw, patrzymy czy gracz 0 chce tam
dojs¢ szybko, czy wolalby odwlec ten moment.

Latwo sprawdzi¢, ze powyzsza definicja wprowadza liniowy porzadek
na ocenach wierzchotkéw. Intuicyjnie porzadek ten méwi na ile dobra jest
dana sciezka bez petli wychodzaca z danego wierzcholka. Przy czym cytujac
pewna kolezanke detal thwi w szczegslach. Chodzi o to, ze nie jest jasne (i
niestety nie stanie si¢ duzo bardziej jasne) dlaczego wlasnie takie definicje
sg wladciwe.

Definicja 4.1. Wartoéciowaniem grafu G nazywamy funkcje =: V. —
V x 2V x |V| przypisujgcq wierzchotkom grafu jakies ich oceny. Na warto-
Sciowaniach grafu wprowadzamy porzgdek czesciowy po wspolrzednych.

37 doktadnoécig do wierzcholkéw o nizszych rankach niz docelowe.



Dla kazdej strategii pozycyjnej o gracza 0, okreslone jest w jakims$ sensie
optymalne (z punktu widzenia przeciwnika) wartosciowanie. Zdefiniujmy
je w nastepujacy sposéb

Es(v) = m<in {197r T E HG\G(U) N Tip-1 € Cg|g} .

Intuicja za tym stojaca jest nastepujaca. Przy ustalonej strategii gracza
0 interesuja nas tylko wybory gracza 1 w grafie G|,. Kazda nieskonczona
Sciezka w tym grafie to potencjalny przebieg gry do jakiego gracz 1 moze
zmusi¢ gracza 0 grajacego o. Analogicznie jak w przykladzie 2.1 wystarczy
rozpatrywac strategie pozycyjne gracza 1. Czyli mozna przyjaé, ze dal-
szy cigg rozgrywki od ustalonego wierzchotka v bedzie polegal na dojséciu
Sciezka bez petli do jakiegos wierzchotka v dominujacego w cyklu, a nastep-
nie krazeniu po jego cyklu. Graczowi 1 pozostaje wybra¢ ten cykl. Powyzej
sktadamy, ze gracz 1 zrobi to optymalnie, czyli przede wszystkim minima-
lizujac warto$¢ rew(u). Gracz 1 ma strategi¢ pozycyjna wygrywajaca z o
wtedy i tylko wtedy gdy uda mu sie uzyskaé rew(u) < 0.

W pracy [3] wykazane jest, ze wartoSciowanie =, mozna obliczyé¢ w
czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar grafu.

Oczywiscie znajac =, mozemy prosto obliczy¢ optymalng strategie gra-
cza 1 przeciwko strategii 0. Zdefiniujmy ja nastepujaco

To(v) = minmin{u € V : vEu}.

rew =,

Istotnym elementem powyzszej definicji jest wybdér minimum ze wzgledu
na =Z,. Niestety dla réznych wierzchotkéw docelowych, mozemy otrzymacé
doktadnie takie same wartosci =Z,. Wtedy wybieramy biorac pod uwage
rew.

5 Poprawianie strategii

Dla danej strategii o gracza 0, po obliczeniu Z,, mozemy w oparciu o =,
polepszaé strategie o. Skutkuje to algorytmem iteracyjnym, w ktérym w
kazdym kroku liczymy warto$é¢ =, dla aktualnie rozpatrywanej strategii o,
w oparciu o te warto$é poprawiamy o do ¢’ i rozpoczynamy kolejny krok
petli. Najwazniejszy skladnik takiego algorytmu, to metoda za pomoca
ktérej znajac o i Z, obliczamy o’. Aby okresli¢ te metode nalezy wpierw
zdefiniowaé kolejne kilka pojec.

Definicja 5.1. Dla danej strategii o gracza 0, przez obszar poprawien
oznaczamy grof Ag . powstaly z G poprzez wykreslenie wszystkich krawedzi
v — u spetniajgcych nastepujgcy warunek

veEVAZs(u) < Zs(a(v)).



Czyli obszar poprawien, z doktadnoscig do krawedzi, jest takim samym
grafem jak G. Krawedzi natomiast ma nie wiecej niz G. Sa tam wszystkie
krawedzie nalezace do G|,. Dodatkowo sa tam tez te krawedzie, gdzie gracz
0 moze podja¢ decyzje nie gorsza niz o przeciwko strategii wynikajacej z
2. I zadnej krawedzi poza tymi.

Definicja 5.2. Powiemy, ze strategia o gracza 0 jest poprawialna, wtw.
gdy istnieje wierzcholek v € Vg, oraz wierzcholek uw € V, takie Ze vEu, oraz
o(v) # u, oraz E5(0(v)) < Z(u).

Innymi stowy strategia jest poprawialna, gdy w pewnym wierzchotku
grafu w ktérym gracz 0 podejmuje decyzje, moze on jg podjaé inaczej niz
dotychczas, zwiekszajac wartosé =, wierzchotka docelowego.

Mozna na to spojrzeé¢ z punktu widzenia teorii gier. Dla ustalonej stra-
tegii o gracza 0, warto$ciowanie =, odpowiada najlepszej mozliwej kontr-
strategii gracza 1 oznaczonej 7,. I strategia jest poprawialna, wtw. gdy daje
sie graé lepiej przeciwko 7,, anizeli grajac o. Jesli znajdziemy pare o, 7,
taka ze gracz 0 nie moze gra¢ lepiej przeciwko 7,, anizeli grajac wtasnie
o, znaczy to ze ta para odpowiada parze strategii bedacych w réwnowadze
Nasha.

Definicja 5.3. Polityka poprawiania strategii nazwiemy dowolng funkcje
Za: So(G) — So(G), spelniajacq

o dla kazdego wierzcholtka v € Vi, para (v,Zg(o)(v)) jest krawedzig w
AG,U7

e jesli o jest poprawialna, to 25 # Z1,(q)-

Bedziemy rozpatrywaé polityki poprawiania strategii, ktére beda obli-
czalne w czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar grafu.

6 Algorytm

Twierdzenie 6.1. Zaloimy, Ze strategia o gracza 0 jest niepoprawialna.
Wtedy gracz 0 ma strategie wygrywajgcg w wierzcholku v wtedy i tylko
wtedy, gdy Z,(v) = (u, -, ) i rew(u) > 0.

Dowdd. Zalézmy, ze strategia o gracza 0 jest niepoprawialna. Rozpatrzmy
dwa przypadki.
o Zalézmy, ze Z5(v) = (u,_,-) i rew(u) > 0. Oznacza to, ze najlepsza
strategia pozycyjna jaka gracz 1 moze przyjaé przeciwko strategii
o prowadzi do gry wygranej przez gracza 0. Czyli gracz 1 nie ma
pozycyjnej strategii wygrywajacej, wiec posiada ja gracz 0.

e Rozumowanie w druga strone przeprowadzone jest w pracy [3].



W pracy [3] powyzsze twierdzenie wyrazane jest w mocniejszej postaci,
moéwiacej ze strategia o, lub strategia pochodzaca od =, sa wygrywajace
w odpowiednim przypadku. Jednak do rozstrzygniecia gry parzystosci wy-
starczy nam twierdzenie w tej (prostszej) postaci.

W oparciu o powyzsze twierdzenie, oraz wielomianowy algorytm obli-
czajacy Z,, tatwo wykazaé, ze rozwiazywanie gier parzystosci nalezy do
klasy N P. Rozpatrzmy mianowicie algorytm, ktéry wezytuje opis gry pa-
rzystosci, niedeterministycznie wybiera strategie pozycyjna o gracza 0 (roz-
miaru wielomianowego), a nastepnie oblicza =, i sprawdza, kto wygrywa.
Gracz 1 posiada strategie wygrywajaca, wtw. gdy istnieje daje sie wybraé
wygrywajaca o. Podobnie, mozemy wykazaé, ze problem ten lezy w klasie
coN P. Rozpatrzmy algorytm, ktéry wczytuje opis gry parzystosci, gene-
ruje niedeterministycznie strategie o i dla kazdej oblicza =,. Jedli dla kazdej
wygenerowanej strategii okazalo sie, ze gracz 1 moze wygraé, oznacza to
ze gracz 0 nie ma strategii wygrywajacej.

Ponizsze twierdzenie uzasadnia wartos¢ wprowadzonego w tej pracy
pojecia oceny wierzchotka grafu.

Twierdzenie 6.2. Dla dowolnej poprawialne;j strategii o gracza 0, zachodzi
Eo < Ez4(0)s c2ylt w kazdym punkcie odpowiednie oceny nie malejq, a w
przynajmniej jednym rosng.

Twierdzenie to jest udowodnione w pracy [3].

Dzieki dwém powyzszym twierdzeniom (oraz skonczonosci przestrzeni
warto$ciowan), mozemy sformutowaé ponizszy algorytm rozwiazujacy gre
parzystoéci. Algorytm zwraca warto$¢ logiczna, czy gracz 0 wygrywa w
ustalonym wierzchotku v. Wykorzystywane w nim wartosci to i oznacza-
jace dowolna strategie gracza 0 oraz I oznaczajace polityke poprawiania
strategii.

let s : strategy for player 0 = ij;
while s is improvable do

s := I(s);
end;
let X : valuation of graph = Xi(s);
let (u, _, ) = X(w);
return (rew (u) >= 0);

Algorytm alokuje zmienng przyjmujaca wartoéci w strategiach gracza
0. Poczatkowo zmienna ta przyjmuje wartosé¢ i. Nastepnie, w petli, dopdki
aktualnie rozpatrywana strategia jest poprawialna, zostaje ona poprawiona
funkcja I. W kazdym kroku petli wartoSciowanie Z4 roénie. W zwiazku z
tym krokéw bedzie wykonane co najwyzej skonczenie wiele. Na koniec petli
obliczamy warto$ciowanie =s i oznaczamy je X. Pozostaje sprawdzi¢, czy
funkcja rew na pierwszej wspéirzednej wartosci X(v) jest nieujemna i juz
wiemy kto wygrywa w danym wierzchotku v.



Zauwazmy, ze liczba krokéw algorytmu jest potencjalnie wyktadnicza ze
wzgledu na rozmiar grafu, gdyz taka jest dlugos¢ najdtuzszych mozliwych
tancuchéw w porzadku czesciowym wartoSciowan. Zauwazmy tez, ze kazdy
krok algorytmu przebiega w czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar
grafu.

Aby algorytm byl kompletny pozostaje zdefiniowaé strategie poczat-
kowsg i, oraz polityke poprawiania strategii I. Rozpatrzmy niezwykle pro-
sta strategie poczatkowsa

i(v) = %%Vx{u :vEu}.

Oczywiscie w prawdziwych zastosowaniach mozna stosowaé bardziej
zlozone strategie poczatkowe, wykorzystujace réznorodne heurystyki by
zmniejszy¢ Sredni czas dziatania algorytmu.

Jako polityke poprawiania strategii rozpatrywaé bedziemy lokalng po-
lityke poprawiania strategii

IL(0)(v) = %zvlvx{u FVEU AVywEwZEe (W) < Eg(u)}.

Alternatywa, w stosunku do powyzszej polityki poprawiania strategii,
jest globalna polityka poprawiania strategii. Jakkolwiek réwniez w przy-
padku tej polityki daje sie udowodnié ponizsze fakty, my ograniczymy sie
do przypadku polityki lokalnej.

Oczywiscie zaréwno i, jak tez I zdefiniowane powyzej mozna obliczaé
w czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar grafu.

7 Grafy

Zdefiniowany powyzej algorytm Strategy Improvement dziala zazwyczaj
szybko. Dobrze radzi sobie z grafami o regularnym ksztalcie, jak réwniez z
grafami losowymi. Dalsza cze$é pracy ma na celu wskazanie rodziny grafow
dla ktérej algorytm ten dziala w czasie wykladniczym w zaleznosci od
rozmiaru grafu.

Konstruowane grafy skladaja sie z dwéch elementéw (gadgetow).
Pierwszy z nich to linie zwalniajgce, a drugi to uparte cykle. Poprzez
sprytna kombinacje tych dwoch skladnikéw daje sie uzyskaé grafy trudne
dla algorytmu. Kazdy taki graf bedzie przegrywajacy dla gracza 0. Gracz
1 bedzie w stanie doj$¢ do wierzchotka oznaczanego ¢ € Vi o ranku 1, z
krawedzia g — ¢. Trudny graf rozmiaru n sktada sie z jednej linii zwalnia-
jacej rozmiaru n, n upartych cykli, n pomocniczych struktur zwigzanych z
cyklami, oraz wierzchotkéw pomocniczych (w tym ¢). Na upartych cyklach
takiego grafu skonstruowany zostaje licznik binarny, napedzany przez linie
zwalniajaca.

Zarowno pierwsza, jak i trzecia wspolrzedna ocen wierzchotkéw przyj-
muja wartoSci w zbiorach rozmiaru wielomianowego. Dlatego tez wspol-
rzedne te nie sa pomocne w wygenerowaniu dtugiego, malejacego tancucha



ocen wierzchotkéw. Ponizsza konstrukcja w ogéle nie wykorzystuje tych
wspolrzednych, pierwsza wspélrzedna to zawsze wierzcholek ¢, a ostat-
nia dla kazdego wierzchotka w grafie jest niezmienna. To co zmienia sie w
trakcie dziatania algorytmu i powoduje wykladniczy czas jego dzialania, to
srodkowa wspolrzedna, czyli zbior istotnych wierzchotkéw na Sciezce do gq.
Scislej, jest to zbiér tych wierzcholkéw na wybranej éciezce do g, ktérych
rew > rew(q) = —1. Czyli zbiér wierzcholkéw o parzystym ranku. Zdefi-
niowany wczeéniej porzadek < na zbiorach wierzchotkéw grafu sprowadza
sie w tym momencie do nastepujacej formy: M < N wtw. gdy wierzchotek
0 najwyzszym ranku w ich réznicy symetrycznej lezy w N.

7.1 Linie zwalniajgce

Linia zwalniajaca rozmiaru k + 1, to graf skladajacy sie z trzech warstw.
Ponizej znajduje si¢ obrazek takiej linii rozmiaru 3.

Zauwazmy, ze przy opisanej wyzej strategii poczatkowej ogracza 0 (gra-
jacego kétkami), o mapuje wszystkie kétka powyzszego grafu oprécz x i s
w x. Zalézmy na razie, ze ocena x jest stale wieksza niz ocena s. W takim
przypadku po jednym kroku algorytmu, strategia zmienia sie tylko o tyle
ze o(by) = d. Po kolejnym kroku dodatkowo o(by) = bg. I tak dalej. Oczy-
wiscie za kazda taks zmiana odpowiedni wierzchotek z wiersza a zwieksza
SWO0jq ocene.

Dodatkowo warto zauwazy¢, ze kiedykolwiek wierzcholek s osiagnie
wyzsza oceng anizeli z, natychmiast wszystkie wierzchotki gracza 0 (oprocz
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d) kieruja sie ku s. Taka sytuacje nazywamy zresetowaniem linii. Jesli po-
tem znowu x zacznie by¢ oceniany wyzej, cala zabawa zacznie sie od po-
czatku. Wierzchotek t jest pomocniczy, w przypadku lokalnej polityki po-
prawiania strategii mozna go pomingé¢. Dzieki niemu ten sam graf bedzie
dobry dla globalnej polityki poprawiania strategii.

7.2 Uparte cykle

Uparty cykl sktada sie z czterech wierzchotkéow, kazdy posiada jedna kra-
wedz do srodka i przynajmniej jedng na zewnatrz. Najwiekszy rank wyste-
pujacy z cyklu jest zawsze parzysty. Oto przyklad upartego cyklu.

Cykl jest zamkniety jesli aktualna strategia gracza 0 przypisuje e —
f — g — h. W takiej sytuacji gracz 1, liczac warto$é Z, rozpatruje tylko
Sciezki wychodzace z cyklu poprzez wierzchotek h. Z kazdym cyklem wyste-
pujacym w grafie wigza¢ bedziemy jeden bit, postawiony jesli odpowiedni
cykl jest zamkniety.

Latwo wyobrazi¢ sobie bieg algorytmu w ktérym okreslony uparty cykl
zostaje szybko zamkniety, gracz 1 oblicza Z, w oparciu o krawedzie wy-
chodzace z wierzchotka h i zmiany strategii w cyklu przestaja zachodzié.
Aby tego uniknaé i przedtuzyé aktywnos$é cyklu, nalezy zapewnié¢ mu cig-
gle zmiany wartoéciowan. W tym celu krawedzie wychodzace z cyklu taczy
sie z resztg grafu w taki sposob, by na przemian najwieksza wartos¢ miaty
nastepniki (nie nalezace do cyklu) wierzchotkéw e, g, f,e, g, f,.... Dzieki
temu stale utrzymywana jest sytuacja w ktoérej aktualna strategia gracza
0 wyprowadza dwie krawedzie poza cykl, a tylko jedng w ramach niego.

Efekt opisanych powyzej zmian wartosciowan uzyskuje sie poprzez po-
taczenie cyklu z linig zwalniajaca, odpowiednie wierzchotki cyklu do co
trzecich wierzchotkéw a;. W ten sposoéb, ciagle poprawianie sie linii zwal-
niajacej bedzie stale stymulowaé¢ cykl do modyfikacji. W dalszej czesci
pracy opisane jest Scislej, jak przebiegaja te potaczenia.

Zauwazmy dodatkowo, ze zamkniety uparty cykl jest nieczuly na mo-
dyfikacje opisanych powyzej dodatkowych krawedzi.
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7.3 Caly graf

Opisywane grafy sa ztozone i sktadaja sie z licznych szczegotow. Natomiast
ich ogélna idea jest dosy¢ klarowna. Polaczona zostaje jedna linia zwalnia-
jaca, n upartych cykli, n struktur pomocniczych oraz cztery pomocnicze
wierzcholki. k-ty uparty cykl jest podlaczony (odpowiednio do co-trzecich)
wierzchotkow a; dla ¢ < 3k. Dodatkowo kazdy z cykli ma swoja strukture
pomocnicza, w momencie zamkniecia danego cyklu, struktura pomocnicza
powoduje otwarcie wszystkich cykli o mniejszych numerach, oraz reset linii
zwalniajacej.

Dzieki takiej konstrukcji, w miare poprawiania linii zwalniajacej coraz
mniej otwartych cykli jest napedzanych zmianami wartosci. Jako pierwszy
zamkniety zostanie ten z otwartych cykli ktéry posiada najmniejszy numer.
Wtedy wyzwolona zostanie jego struktura pomocnicza, zamkniete cykle o
mniejszych numerach si¢ otworza, a linia zwalniajaca zostanie zresetowana.

Algorytm poprawiajacy strategie dziala na takim grafie w rundach.
Pojedyncza runda rozpoczyna sie w momencie gdy linia zwalniajaca jest
zrestartowana i konczy sie na kolejnym resecie. Podczas jednej takiej rundy
wartosé licznika binarnego reprezentowanego przez zamkniete (1) i otwarte
(0) uparte cykle, zwigksza si¢ o jeden. Koszt czasowy pojedynczej rundy
zalezy od pozycji najmltodszego otwartego cyklu, oszacowaé go mozna li-
niowo ze wzgledu na rozmiar grafu. Poniewaz dopdki licznik sie nie prze-
petni, dopédty kolejne rundy beda mialy miejsce, wiec caty bieg algorytmu
wymaga czasu rzedu 2". Dodatkowo algorytm inicjuje poczatkowy stan
licznika 0,0,...,0,1 w czasie stalym, oraz po przepelnieniu licznika kon-
czy prace w czasie O(n).

Ponizej znajduje sie obrazek prezentujacy opisywany graf dla n = 2.
Najbardziej lewe trzy kolumny to linia zwalniajaca, dwa uparte cykle skta-
daja sie z wierzchotkéw e;, f;, gi, hi, struktury pomocnicze indeksowane sg
ki, li, z;, n;, a dodatkowe wierzchotki to w, y, p, q.
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Figure 7. The Game G,
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