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Topologia

Zbiér Cantora

Przez zbiér Cantora K oznaczamy obraz zbioru {0,2}" przy funkcji
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Topologia

Hierarchia borelowska

Definicja indukcyjna dla o < w1 i w odniesieniu do zbioru Cantora.
W ogélnej przestrzeni top. jest tak samo, ale zaczyna sie od 1.

Y9 — skoriczone sumy zbioréw {x; = b;}, dla b; € {0,1},

MY — skoriczone przeciecia zbioréw {x; = b;}, dla b; € {0, 1},

Y0, — przeliczalne sumy zbiorow z | Jg., M5,

NS — dopetnienia zbioréw z %9,
0 _50~0
A =500,
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Topologia

Zbiory borelowskie

Przez B oznaczamy rodzine

U Zhund.

a<wi

Zbiory te nazywamy borelowskimi podzbiorami zbioru Cantora.

Kazdy zbior borelowski B ma dobrze okreslona pozycje w hierarchii
(swoja ztozonosc), jako najmniejsza liczbe porzadkowa «, Ze
Bexdund.
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Topologia

Zbiory borelowskie — wtasnosci

Rodzina zbioréw borelowskich jest zamknieta ze wzgledu na
przeliczalne sumy, przeciecia i dopetnienia.

Fakt

Hierarchia borelowska jest scista — Zadna inkluzja na ponizszym
obrazku nie jest réwnoscig. Wiec istniejg zbiory borelowskie o
dowolnie duzych ztoZzonosciach (< w1).
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Obwody logiczne

Obwody logiczne

Obwod C o n wejsciach:
@ bramki wejsciowe xg, x2, ..., Xp_1,
@ jedna bramka wyjsciowa,
@ bramki typu Vv, A, —,
e wyznacza fc: {0,1}" — {0, 1}.
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Obwody logiczne

Obwody logiczne — przyktad

Obwod obliczajacy xg XOR, xy:
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Obwody logiczne

Obwody logiczne — przyktad

Obwéd obliczajacy xg XOR x; — obliczenie dla xp =01 x; = 1:

© 0 0 ©
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Obwody logiczne

Obwody logiczne — przyktad

Obwéd obliczajacy xg XOR. x; — obliczenie dla xp =01 x3 = 1:
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Obwody logiczne

Obwody logiczne — przyktad

Obwéd obliczajacy xg XOR. x; — obliczenie dla xp =01 x3 = 1:
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Obwody logiczne

Obwody logiczne — przyktad

Obwiéd obliczajacy xg XOR. x; — obliczenie dla xp =01 xy = 1:
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Obwody logiczne

Wtasnosci obwodéw logicznych

Parametry:
o glebokos¢ (dtugosc najdtuzszej sciezki),
@ rozmiar (ilos¢ bramek),

@ nieograniczone stopnie wejéciowe vs. ograniczone stopnie
wejéciowe.
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Obwody logiczne

Wtasnosci obwodéw logicznych

Parametry:
o glebokos¢ (dtugosc najdtuzszej sciezki),
@ rozmiar (ilos¢ bramek),
@ nieograniczone stopnie wejéciowe vs. ograniczone stopnie
wejsciowe.
Wiasnosci:
@ negacje mozna przesunaé w dét do zmiennych,
@ obwody odpowiadaja formutom boolowskim,

@ ciag obwodéw (G;)jen gdzie C, ma n wejs¢ ~ model maszyny
rozpoznajacej stowa nad ¥ = {0,1}.
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Obwody logiczne

Nieskorczone obwody logiczne (Sipser)

@ nieskonczenie wiele wejs¢ xg, x1, - - -,
@ nieskonczone stopnie wejsciowe,
@ skonczenie wiele warstw,

@ dane dla obwodu to nieskonczone ciagi 0,1 — elementy zbioru
Cantora.
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Obwody logiczne

Przyktad

Nieskonczony obwdd rozpoznajacy stowa z nsk. wieloma 1:
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Obwody logiczne

Uogdlnione obwody logiczne

@ nieskonczenie wiele wejs¢ xg, x1, . . .,
@ nieskonczone stopnie wejsciowe,

@ niekoniecznie skoficzona wysokos¢.
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Obwody logiczne

Uogdlnione obwody logiczne

@ nieskonczenie wiele wejs¢ xg, x1, . . .,

@ nieskonczone stopnie wejsciowe,

@ niekoniecznie skoficzona wysokos¢.

Definicja indukcyjna (dla @ < wy):
@ Y — skonczona alternatywa zmiennych lub ich negacji,
@ g — skonczona koniunkcja zmiennych lub ich negacji,
@ Y, — przeliczalna alternatywa obwodéw nalezacych do
Uﬁ<a Mg,
e [1, — przeliczalna koniunkcja obwodéw nalezacych do
Uﬁ<a 23,

Analogicznie jak u Sipsera, ale wysokos¢ obwodu jest dowolng
liczba porzadkowa!
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Obwody logiczne

Przyktad

Obwéd wysokosci w:

(")
@000000

Gdzie C, jest obwodem wysokosci n.
Generalnie istnieja obwody dowolnie duzej wysokosci mniejszej niz
w1.

Adam Radziwoniczyk-Syta, Michat Skrzypczak Topologia zbioru Cantora a obwody logiczne



Obwody logiczne

Odpowiednios¢

o Jesli obwod C € ¥, to fo1({1}) € X0.
o Jesli zbior A € Y0, to istnieje obwdd C € ¥, taki, ze fc = 4.
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Obwody logiczne

Odpowiednios¢

o Jesli obwod C € ¥, to fo1({1}) € X0.
o Jesli zbior A € Y0, to istnieje obwdd C € ¥, taki, ze fc = 4.

Hierarchia borelowska i hierarchia obwodéw s3 w odpowiedniej
odpowiedniosci.
Wiec m.in. hierarchia obwodow jest Scista!
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Restrykcje

Restrykcje

Restrykcja nazywamy dowolny nieskoriczony ciag symboli ze zbioru
{0,1, %}, zawierajacy nieskoriczenie wiele znakow x.
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Restrykcje

Restrykcje

Restrykcja nazywamy dowolny nieskoriczony ciag symboli ze zbioru
{0,1, %}, zawierajacy nieskoriczenie wiele znakow x.

Definicja

Dla danego obwodu C, oraz restrykcji p, przez C|, oznaczamy
obwdéd, w ktérym za poszczegdlne zmienne zostaty podstawione
symbole p. Tam gdzie w p wystepuje x, zostajg wpisane nowe
zmienne. J
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Restrykcje

Obciecie obwodu restrykcja

Mamy obwéd C (pokazane s3 tylko jego wejscia, z pominietymi
negacjami), oraz restrykcje p:

Powstaje nowy obwéd C|,,.
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Restrykcje

Zamiast obcina¢ restrykcja obwdd, mozna obcia¢ funkcje przez
niego obliczang i to komutuje:
Jesli fc = fcr, to

fel, = fcry, = ()l

Adam Radziwoniczyk-Syta, Michat Skrzypczak Topologia zbioru Cantora a obwody logiczne



Restrykcje

Zamiast obcina¢ restrykcja obwdd, mozna obcia¢ funkcje przez
niego obliczang i to komutuje:
Jesli fc = fcr, to

fc|, = fcry, = (fc)lp-

Dla danych p1, p2, istnieje restrykcja p1 o po taka ze dla kazdego
obwodu (C|,,)|ps = Clpiop,- Powstaje ona przez podstawienie
symboli p1 w gwiazdki p;.
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Restrykcje

Zamiast obcina¢ restrykcja obwdd, mozna obcia¢ funkcje przez
niego obliczang i to komutuje:
Jesli fc = fcr, to

fc|, = fcry, = (fc)lp-

Dla danych p1, p2, istnieje restrykcja p1 o po taka ze dla kazdego
obwodu (C|,,)|ps = Clpiop,- Powstaje ona przez podstawienie
symboli p1 w gwiazdki p;.

Restrykcja po jest rozszerzeniem pi, jesli powstaje z p1 przez
zastapienie pewnych gwiazdek cyframi {0,1}.

Adam Radziwoniczyk-Syta, Michat Skrzypczak Topologia zbioru Cantora a obwody logiczne



Restrykcje

Przyktad

Ve
S
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Restrykcje

Dobre restrykcje

Definicja
Restrykcja p jest dobra dla obwodu C, jesli wartos¢ C|, zalezy tylko
od skoriczenie wielu zmiennych.

Fakt

Rozszerzenie restrykcji dobrej dla danego obwodu tez jest dla niego

dobre.

Fakt
Jesli p jest dobre dla C, to istnieje rozszerzenie p ustalajagce wartos¢

C.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Gtéwne twierdzenie

Twierdzenie

Dla kazdego uogdlnionego obwodu logicznego C, istnieje restrykcja
p, taka ze C|, ma statg wartos¢ (niezalezng od wejsc).
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Gtéwne twierdzenie

Twierdzenie

Dla kazdego uogdlnionego obwodu logicznego C, istnieje restrykcja
p, taka ze C|, ma statg wartos¢ (niezalezng od wejsc).

Dowdd sktada sie z dwdch czescei:

@ Lemat pozwala znalez¢ restrykcje dobra dla dowolnego
nieskonczonego obwodu, ktérego wszystkie dzieci sa
skonczone.

Adam Radziwoniczyk-Syta, Michat Skrzypczak Topologia zbioru Cantora a obwody logiczne



Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Gtéwne twierdzenie

Twierdzenie

Dla kazdego uogdlnionego obwodu logicznego C, istnieje restrykcja
p, taka ze C|, ma statg wartos¢ (niezalezng od wejsc).

Dowdd sktada sie z dwdch czescei:

@ Lemat pozwala znalez¢ restrykcje dobra dla dowolnego
nieskonczonego obwodu, ktérego wszystkie dzieci sa
skonczone.

o Gtéwne rozumowanie dowodzi indukcyjnie ze wzgledu na
wysokos$¢ obwodu tezy. Jednym z krokéw rozumowania jest
skorzystanie z lematu.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Lemat pochodzacy od Sipsera

Dla dowolnego obwodu C ktérego wszystkie dzieci sa skornczone,
oraz skoriczonego zbioru A, istnieje restrykcja p, taka ze
p(A) = {x} i p jest dobre dla C.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Lemat pochodzacy od Sipsera

Lemat

Dla dowolnego obwodu C ktérego wszystkie dzieci sa skornczone,
oraz skoriczonego zbioru A, istnieje restrykcja p, taka ze
p(A) = {x} i p jest dobre dla C.

|dea dowodu

Staramy sie by wartosci wejs¢ ze zbioru A jednoznacznie
wyznaczaty warto$¢ catego obwodu. Robimy to po kolei, dla
wszystkich mozliwych wartosciowan na A. Dla kazdego
wartosciowania rozszerzamy dotychczasowy restrykcje by byta przy
tym wartosciowaniu dobra.
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Sformutowanie
Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Numerujemy wartosciowania na A: 1o, 11, . .., Nk. Zaczynamy od

po = (%,%,%,...). W kolejnym kroku rozpatrujemy C|,,u,;. Jesli ten
obwdd ma nieustalong wartos¢, to ktéres (skonczone) C; ma
nieustalong wartos¢. Wtedy rozszerzamy na skonczenie wielu
pozycjach p; do pi+1 by C; zdeterminowato wartos¢ C. Wpp.

ktadziemy p;11 = p;.

pi 1 ® o ®® - o
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Teza indukcyjna

Teza

Dla kazdego uogélnionego obwodu logicznego C, restrykcji p i
skonczonego zbioru liczb A, takiego ze p(A) = {x}, istnieje
rozszerzenie restrykcji p, p, ktére jest dobre dla C i p(A) = {x}.

Indukcja

Dowdéd przebiega indukcyjnie ze wzgledu na wysokos¢ obwodu.
Obwody wysokosci 1 s3 skonczone, wiec kazda restrykcja jest dla
nich dobra. Zaktadamy, ze teza jest prawdziwa dla obwodéw
wysokosci mniejszej niz o i dowodzimy tezy dla dowolnego obwodu
C wysokosci .
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Sformutowanie
Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Konstruujemy ciagi p; i A; korzystajac z tezy indukcyjnej.
Zaczynamy od danych p i A. p;11 jest rozszerzeniem p; i A;y1 jest
o jeden wiekszy niz A;.

on 01 0° ok pa RN
Ao A As As Ay -

Istnieje funkcja p bedaca granica ciagu (p;). Jednoczesnie

pi(Ai) = {*}, wiec p(|J A;) = {x}. Wiec p jest restrykcja dobra dla
wszystkich dzieci danego obwodu. Wiec C|; jest réwnowazne
obwodowi ktérego wszystkie dzieci s3 skoriczone. Wiec z lematu,
istnieje p’ rozszerzajace p, dobre dla C i p/(A) = {x}.
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Sformutowanie
Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

W rezultacie otrzymujemy teze indukcyjna dla wszystkich obwoddéw
logicznych. Mozemy ja nastepnie uproscic:
@ ustalamy zbiér A =10,
@ ustalamy restrykcje p = (%, x, %, ...),
@ rozszerzamy wynikowa restrykcje, by nie tylko byta dobra, lecz
by ustalata wartos¢ obwodu,

otrzymujac wniosek:

Twierdzenie uproszczone

Dla kazdego obwodu logicznego C istnieje restrykcja p, taka ze C|,
ma stata wartos¢ niezalezna od wejsc.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Whioski

Powyzszy wniosek mozna wyrazi¢ w jezyku topologii:

Inne sformutowanie

Dla kazdego borelowskiego podzbioru zbioru Cantora B istnieje
zanurzenie zbioru Cantora w siebie indukowane przez restrykcje,
takie ze jego obraz zawiera sie w B, lub jest z nim roztaczny.

Otrzymana teza jest podobna do twierdzenia Ellentucka, z
dodatkowym warunkiem by odpowiednie zanurzenie pochodzito od
restrykgji.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Funkcje parzystosci

Funkcja parzystosci to dowolna funkcja P: {0,1}N — {0, 1}, taka
ze P(x) # P(y), jesli x i y réznia sie na doktadnie jednej pozycji.
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Funkcje parzystosci

Funkcja parzystosci to dowolna funkcja P: {0,1}N — {0, 1}, taka
ze P(x) # P(y), jesli x i y réznia sie na doktadnie jednej pozycji.

Oczywiscie dla kazdej restrykcji p, P|, nie jest funkcja stata (bo p
zawiera jakas gwiazdke).
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Sformutowanie

Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Funkcje parzystosci

Funkcja parzystosci to dowolna funkcja P: {0,1}N — {0, 1}, taka
ze P(x) # P(y), jesli x i y réznia sie na doktadnie jednej pozycji.

Fakt

Oczywiscie dla kazdej restrykcji p, P|, nie jest funkcja stata (bo p
zawiera jakas gwiazdke).

Whiosek

Dla kazdej funkcji parzystosci P, nie istnieje uogdlniony obwéd
logiczny C obliczajacy P.

N

Adam Radziwonczyk-Syta, Michat Skrzypczak Topologia zbioru Cantora a obwody logiczne



Sformutowanie
Lemat

Dowéd
Gtéwne twierdzenie Whioski

Dziekuje za uwage, czy sa jakies$ pytania?
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