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Streszczenie

Ponizszy referat wprowadza pojecie obwodéw logicznych o nieskonczo-
nej glebokosci. Obwody takie okazuja si¢ mie¢ $cisty zwiazek z rodzina
borelowskich podzbioréw zbioru Cantora. Metodami teorii obwoddéw lo-
gicznych wskazujemy nieborelowski podzbiér zbioru Cantora.

W N

S O W



1 Wprowadzenie

Obwody logiczne stanowia jeden z modeli obliczen. Klasyczny obwdod
sktada sie z pewnej liczby bramek wejéciowych, skonczenie wielu warstw
zawierajacych bramki and i or, oraz pewnej liczby bramek wyjsciowych.
Obwdéd taki dostaje na wejsciu pewna liczbe bitéw, dane te zostaja prze-
tworzone przez kolejne warstwy, az do uzyskania wyniku. Istotnymi wia-
snoSciami kazdego obwodu jest jego rozmiar (sumaryczna liczba bramek),
oraz glebokosé (liczba warstw).

W tym referacie koncentrujemy sie¢ na obwodach nieskonczonych, o nie-
skonczonej liczbie wej$¢. Rozszerzamy te klase obwodéw do klasy obwodow
uogdlnionych o potencjalnie nieskonczonej gtebokosci.

Badania nieskonczonych obwodow borelowskich skoniczonej glebokosci
i twierdzenie o nieistnieniu takiego obwodu dla funkcji parzystosci, staty
sie inspiracja dla slynnego twierdzenia Fursta-Saxe-Sipsera o separacji klas
ACyi NCi.

Celem referatu jest wskazanie analogii pomiedzy uogélnionymi obwo-
dami logicznymi, a podzbiorami borelowskiemi zbioru Cantora. Gtéwnym
wynikiem ponizszej pracy jest dowod wlasnoéci jaka spelniaja wszystkie
uogolnione obwody logiczne. Wskazane sg przyktady funkcji, ktére tej wia-
snoéci nie maja, wiec nie sg obliczane przez zaden uogdlniony obwdd lo-
giczny. Funkcje te indukuja nieborelowskie podzbiory zbioru Cantora.

2 Topologia

2.1 Zbiér Cantora

Kazdy uogdélniony obwdd logiczny indukuje w naturalny sposéb funkcje,
ktora kazdemu ciggowi zero-jedynkowemu przypisuje wartos¢ w zbiorze
{0,1}. Naturalnym modelem zbioru nieskoniczonych ciagdéw binarnych jest
zbiér Cantora.

Definicja 2.1. Zbior Cantora K jest to zbior {0, 1}*, z naturalng topologiq
produktowq.

Przypomnijmy, ze topologia produktowa (Tichonowa), to topologia w
ktoérej zbiory bazowe sg to tzw. cylindry. Cylinder Cy q1,....q,, t0 zbidr

{reK:z9=agp,x1 =0a1,...,T, = ap}.

Jak tatwo sprawdzié, zdefiniowany powyzej zbiér K jest homeomorficzny
ze znanym z analizy matematycznej podzbiorem odcinka jednostkowego.



2.2 Hierarchia borelowska

W pewnych zastosowaniach (np. w teorii miary) topologia danej przestrzeni
jest niewystarczajaca, gdyz okazuje sie, ze badane zbiory sa bardziej zlo-
zone niz zbiory otwarte, czy domkniete. W takiej sytuacji czesto rozpatry-
wanym pojeciem sa zbiory borelowskie.

Definicja 2.2. o-cialem zbioréw nazywamy dowolng rodzine podzbioréw
danego zbioru, ktora jest zamknieta ze wzgledu na dopeinienia, przeliczalne
sumy 1 przeliczalne przeciecia.

Definicja 2.3. Dla danej przestrzeni topologicznej X, rodzing zbioréw bo-
relowskich B(X) nazywamy najmniejsze o-cialo w X, zawierajgce wszystkie
zbiory otwarte X.

Istnieje rownowazna, bardziej konstruktywna definicja rodziny zbioréw
borelowskich.

Definicja 2.4. WeZmy dowolng przestrzen topologiczng X. Oznaczmy
przed XY (T1) rodzine zbioréw otwartych (domknigtych) w X Przez in-
dukcje pozaskoriczong, dla kaidego 1 < o < wy, zdefiniujmy X0 (11°) jako
rodzine wszystkich zbioréw powstalych jako przeliczalne sumy (przeciecia)
zbioréw lezgeych w Uy gen H% Uo<p<a E%). Wreszcie niech

B(X)= [J zjullj,
0<B<wn

oraz
0 0 0
A =30 110,

Definicja ta wskazuje na naturalng hierarchie zbioréw borelowskich do-
wolnej przestrzeni.

W przypadku zbioru Cantora powyzsza hierarchia ma pewng dodat-
kowa wlasno$é. Mozna ja mianowicie rozszerzy¢ wstecz, definiujac II3
jako zbiér wszystkich cylindréw w K, oraz analogicznie X) dopelnienia
cylindrow. Poniewaz wszystkich cylindrow jest przeliczalnie wiele, wiec
kazdy zbiér otwarty (odp. domkniety) jest suma (odp. przecieciem) prze-
liczalnej rodziny cylindréw (odp. dopelnien cylindréw). Wreszcie niech
Ay = X9 NTIY. Jak tatwo sprawdzié elementy AJ to cylindry dlugoéci
1.

3 Uogoblnione obwody logiczne

Kazdy wuogélniony obwodd logiczny posiada nieskonczenie wiele wejsé
(zo,x1,...). Dla kazdego wejscia x;, istnieje tez wejécie dualne (o wartosci
przeciwnej) oznaczone T;. Kazdy uogélniony obwdd logiczny ma jedno wyj-
$cie powstate poprzez \/, lub A przeliczalnej rodziny! prostszych obwoddw.

LOkredleniem przeliczalnie wiele okreélamy zaréwno skonczenie wiele, jak tez Ng.



Obwody logiczne tworza hierarchie analogiczna do hierarchii borelow-
skiej. Ponizej znajduje sie indukcyjna definicja kolejnych rodzin obwodéw
w tej hierarchii.

e Niech Ag bedzie rodzina obwodéw bedacych pojedynczymi wejéciami
(lub wejsciami dualnymi). Przyktad takiego obwodu, to x7, czy Ta5.

e Nastepnie, niech ¥ (IIy) bedzie rodzina obwodéw bedacych \/ (A)
skonczonej (potencjalnie pustej) rodziny obwodéw nalezacych do Ag.
Przyktad takiego obwodu, to 1 V@1 V z7 (To A Ts A T1235).

e Wreszcie dla 0 < o < wy, niech ¥, (II,) bedzie rodzina obwodéw
bedacych \/ (A) przeliczalnej rodziny obwodow typow Ilg, (Xg,), dla
0 < (i < a. Przyklad takiego obwodu, to C =V, C; (D = A; Di),
gdzie indeksy i przebiegaja jaki$ przeliczalny zbiér. Obwody C; (D;)
z przykladu nazywaé bedziemy dzieémi obwodu C' (D).

Definicja 3.1. Przez uogdlniony obwdd logiczny rozumiemy dowolny ele-
ment zbioru C = Upggey, 2p U lg.

Relacja wchodzenia w sklad danego obwodu, jest to domkniecie prze-
chodnie relacji bycia dzieckiem obwodu. Jako rozmiar uogélnionego obwodu
logicznego przyjmujemy moc zbioru obwodéw wchodzacych w jego sktad.
Przez $ciezke w obwodzie C' nazywamy ciag obwodow Cy, C1, ..., Cy, gdzie
Co=0C, C,, € Ay, oraz C;41 jest dzieckiem C;.

Latwo sprawdzi¢ przez indukcje pozaskonczona, ze kazdy uogdlniony
obwdd logiczny C' ma nastepujace wlasnosci:

e (' ma rozmiar przeliczalny,
e kazda $ciezka w C' ma skonczong dtugosé,

e dla kazdego = € K, warto$¢ Cx € {0,1} jest dobrze okre$lona w
naturalny sposéb.

Wobec tego kazdy uogdlniony obwdd logiczny C' indukuje funkcje
fo: K —{0,1}, fo(x) = Cx, oraz zbiér s¢ C K s¢ = fél(l)

Powiemy, ze dwa obwody sa réwnowazne, jesli indukuja te same funkcje.

Rozpatrzmy dowolny obwdd logiczny C. Zatézmy, ze a jest najmniejsza
z liczb porzadkowych takich, ze C € ¥, UIl,. Wtedy powiemy, ze obwdod
C ma wysokos¢ a + 1.

3.1 Roéwnowaznos$é¢ obwodow i1 zbiorow borelow-
skich

Operacja zbioru indukowanego przez obwdd s¢ zadaje w naturalny sposéb
funkcje [: C — P(K), [(C) = s¢. Okazuje sie, ze funkcja ta zachowuje
hierarchi¢ uktadéw /borelowska i w ramach tych hierarchii jest ,na”. Scigle
rzecz biorac.



Twierdzenie 3.2. Dla kazdej liczby porzgdkowej 0 < o < w1, funkcja
[ls.. (odpowiednio [|11,) prowadzi w X2 (T12) i jest ,na”. Oczywiscie sym-
bole 33,11 jako dziedziny funkcji [ oznaczajq rodziny uogdlnionych obwoddéw
logicznych, a jako jej przeciwdziedziny oznaczajq rodziny zbioréw odpowied-
niego poziomu w hierarchii borelowskiej K.

Dowdd. Latwa indukcja. ]

3.2 Restrykcje

Definicja 3.3. Restrykcja nazywamy funkcje p: N — {0,1,x}, ktdra za-
wiera nieskonczenie wiele gwiazdek.

Podstawowa operacja zwigzana z restrykcjami jest ograniczanie nimi
funkcji i obwodow. Uscislaja to nastepujace definicje:

Definicja 3.4. Dla restrykcji p i funkcji f: {0,1}¥ — {0,1} okreslamy

funkeje fl,: {0,1}* — {0,1} jako f|,(x) = f(y), gdzie y jest rowne p z
zastgpiong i-tq gwiazdkg przez x;.

Definicja 3.5. Dla restrykcji p i obwodu C okreslamy obwéd C|, jako
obwadd, w ktérym zamiast wejscia x; jest p(i) dla p(i) # *, a zamiast wejscia
x; jest wejscie y;, jesli p(i) jest j-tq gwiazdka w p.

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli obwéd C' oblicza funkcje f, to obwéd C|,
oblicza funkcje f|,.

Gl6éwna idea naszego dowodu jest znajdowanie restrykcji, ktére beda
minimalizowaly wielko$¢ obwodu C/|,. Motywuje to nastepujaca definicje:

Definicja 3.6. Restrykcja p jest dobra dla danego obwodu C, jesli C|,
zalezy od skoriczenie wielu pozycji, tzn. istnieje skoriczony podzbior A C N

taki, Ze Vi€ A x;y =y, = Cly(x) =C|p(y)-

Zauwazmy, ze wlasnosé bycia dobrym dla C' nie zalezy od ksztaltu ob-
wodu C, a jedynie od funkcji przez niego obliczanej. Korzystajac z poniz-
szego faktu mozemy podczas konstruowania restrykcji swobodnie zamie-
nia¢ w obwodzie pewne jego podobwody na réwnowazne im podobwody
innego ksztaltu.

Twierdzenie 3.7. Jesli obwody C i C' obliczajg ta samq funkcje i p jest
dobra dla C, to jest réwniez dobra dla C'.

Definicja 3.8. Dla restrykcji p i p' powiemy, Ze p' jest rozszerzeniem p
jezeli p; € {0,1} = p/'(i) = p(i), tzn. jesli p' powstala przez zastgpienie
pewnej liczby gwiazdek przez 0 lub 1 w p.

Oczywiscie rozszerzenie rozszerzenia restrykcji jest takze jej rozszerze-
niem, co bedziemy wykorzystywaé¢ przy indukcyjnym procesie budowania
restrykeji. Ponadto jesli restrykcja jest dobra dla C, to jej dowolne rozsze-
rzenie takze jest.



3.3 Glowne twierdzenie

Twierdzenie 3.9. Dla kazdego uogolnionego obwodu logicznego C, restryk-
cji p i skoriczonego zbioru liczb A, takiego Ze p(A) = {x}, istnieje rozsze-
rzenie restrykcji p, p, ktore jest dobre dla C i p(A) = {x}.

Najpierw wykazemy lemat pomocniczy.

Lemat 3.10. Dla danego uogdlnionego obwodu logicznego C, restrykcyi
p, oraz skoriczonego zbioru liczb A, takich ze p(A) = {x}, jesli C|, jest
rownowazne obwodowi ktérego wszystkie dzieci sq skonczone, to istnieje
rozszerzenie p do p, dobre dla C, o wlasnosci p|a = {x}.

Dowdéd. Ponumerujmy wszystkie mozliwe funkcje z A do {0,1} jako
(Mi)i=1,...k, dla pewnego k. Bedziemy konstruowaé ciag p; indukcyjnie.

Na poczatku kladziemy py = p. W celu zdefiniowania p;y1 rozpatru-
jemy m; i p;. Jedli uktad C' ma ustalona wartos$é przy podstawieniu za
zmienne wyznaczone przez A wartosci wyznaczonych przez 7;, to definiu-
jemy pir1 = pi- W przeciwnym przypadku pewien z poduktadéw C; musi
nie mie¢ wyznaczonej wartosci. Zatem istniejg podstawienia pewnych war-
todci za zmienne przyjmujace wartosé = w p; i spoza A, ktére ustalaja
wartosé¢ poduktadu odpowiednio na 0 lub 1. Poniewaz poduktad jest skon-
czony, to te podstawienia mogag dotyczy¢ tylko skonczenie wielu zmien-
nych. W zaleznosci od typu catego uktadu C' wybieramy to przypisanie,
ktore ustala jego wartosé (np. jezeli C' jest typu V wybieramy przypisanie
ustalajace warto$¢ C; na 1).

Ostatecznie kladziemy p = pry1, gdzie k to iloé¢ funkcji n. Poniewaz w
kazdym kroku usuwamy skonczenie wiele gwiazdek z p, to w p jest ich nie-
skonczenie wiele. W zadnym momencie nie podstawiamy nic za gwiazdki
z A, wiec takze plg = {x}. Ponadto warto$é¢ uktadu C' zalezy jedynie
wartosci zmiennych wyznaczonych przez A. Jest tak, gdyz przy kazdym
mozliwym przypisaniu wartosci zmiennych zadbaliémy, w kroku odpowia-
dajacym temu przypisaniu, by uktad mial ustalona wartoscé. |

Dowdd twierdzenia przebiegaé bedzie przez indukcje pozaskonczona.

Dowdd. Oczywiscie teza twierdzenia jest prawdziwa dla obwoddéw wysoko-
$ci 1, gdyz obwody te sa skonczone.

Zalézmy, ze teza twierdzenia jest prawdziwa dla obwoddéw o wysokosci
mniejszej niz pewna liczba porzadkowa 1 < a < wi. Wezmy dowolny obwod
C, wysokosci a. Wezmy dowolng restrykcje pg, oraz zbior skonczony Ay,
taki ze po(A) = {x}. Zalézmy, ze dzieci obwodu C, to obwody Ci,Cs, .. ..
7, zalozenia indukcyjnego teza twierdzenia jest spelniona dla wszystkich
obwodéw Cq, Co, . . ..

Postepujemy przez indukcje, w kroku ¢ = 1, 2, ... ustalona jest restryk-
cja pi—1, oraz zbiér skonczony A;_i, takie ze p;—1(A;—1) = {*}, oraz re-
strykcja p;—1 jest dobra dla obwodéw C1,Cy, ..., Ci—1.



Poniewaz obwdd C; spelnia teze twierdzenia, to istnieje restrykcja p;,
bedaca rozszerzeniem p;_1, ktéra jest dobra dla C; i p;(A;—1) = {*}. Wiemy
tez, ze istnieje liczba a; ¢ A;_1, taka ze p;(a;) = *. Rozpatrzmy A; =
A;_1 U{a;}. Okresliliémy w ten sposéb kolejna pare p;, A;.

Zdefiniujmy A = |J; Ai. Oczywiscie zbiér A jest nieskonczony, jako
suma wstepujacej rodziny zbioréw A;, takich ze #A; > i. Zauwazmy do-
datkowo, ze w ciagu restrykcji p;, kolejne wyrazy powstaja z poprzednich,
poprzez rozszerzenie (czyli zamiane pewnych gwiazdek na liczby 0,1). Wo-
bec tego istnieje funkcja graniczna p: N — {0, 1, x}, okre$lona w naturalny
sposéb. Zauwazmy dodatkowo, ze p(A) = {*}, wiec p jest restrykcja, gdyz
zbiér A jest nieskonczony. Ponadto p jest rozszerzeniem wszystkich restryk-
cji p;, wiec jest dobre dla wszystkich obwodéw C; jednoczesnie.

Rozpatrzmy obwéd C|,. Poniewaz restrykcja p jest dobra dla wszyst-
kich dzieci obwodu C, to istnieje obw6d C” o dzieciach C7,C5, .. ., takich
ze wszystkie obwody C/ sa skoficzone, oraz C|, jest réwnowazny C'.

Wystarczy teraz zastosowaé¢ powyzszy lemat, do obwodu C, restrykcji
p 1 zbioru Ag, by otrzymaé rozszerzenie p do restrykcji p, z zachowaniem
warunku p(Ag) = {x}. p jest szukanym rozszerzeniem py. [ |

Treéé¢ powyzszego lematu jest zmodyfikowanym rozumowaniem pocho-
dzacym z nieopublikowanej pracy Sipsera. Lemat ten pozwalal udowodnié
twierdzenie podobne do powyzszego, dla obwodéw o skonczonej wysokosci.
Nowym wktadem jest rozumowanie poprzez indukcje pozaskonczona, ktére
dowodzi twierdzenia dla uogdélnionych obwodéw logicznych.

Mozna wymagaé, by skonstruowana w dowodzie powyzszego twierdze-
nia restrykcja p, miala te¢ wlasnos¢, ze C5 zalezy dokladnie od zmiennych
ze zbioru Ag.

4 Wnioski

Sformutowanie gléwnego twierdzenia jest w podanej postaci, by mozliwie
uprosci¢ jego dowdd indukcyjny. Jednak w jego stosowaniu zwykle wystar-
czy postuzyé¢ sie podana ponizej prostsza wersjg twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. Dia kazdego uogdlnionego obwodu logicznego C i re-
strykcji p, istnieje rozszerzenie p, p takie, ze C|5 indukuje funkcje stalq.

Powyzsze twierdzenie pozwala w tatwy sposéb dowodzié, ze okreslone
funkcje nie moga by¢ obliczane przez zadne obwody logiczne. Podstawo-
wym przyktadem takich funkcji sa funkcje parzystosci.

Definicja 4.2. Funkcjg parzystosci nazwiemy dowolng funkcje p: K —
{0,1}, o wlasnosci:

Dla kazdych x € K, oraz ' € K, rdznigeych sie na doktadnie jednej
pozycyi, zachodzi

p(z) # p(x').



Jak tatwo sprawdzi¢ korzystajac z aksjomatu wyboru, funkcje parzy-
stodci istnieja.

Niech p bedzie dowolna funkcjg parzystosci. Jednoczeénie, nie istnieje
restrykcja p, taka by pl|, bylo funkcja stala, wobec czego p nie jest obliczane
przez zaden uogdlniony obwéd logiczny. A co za tym idzie P = p~!(1) nie
jest zbiorem borelowskim w K.

Przy okazji, poniewaz zbiér Cantora jest domknietym podzbiorem pro-
stej R, wiec tez P nie jest borelowskim podzbiorem R.
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