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Streszczenie

Ponizszy referat ma na celu popularyzacje zgrubnej geometrii. Przed-
stawiam tu podstawowe pojecia i intuicje zwiazane z tg dziedzing. Zarysowane
sg réwniez zrodla jej pochodzenia i rozmaite zastosowania.



1 Wstep

Topologia skutecznie bada przestrzenie metryczne, jednak koncentruje sie
ona na ich lokalnych wtasnosciach. Dlatego tez staje sie ona zupelnie
nieskuteczna, gdy dana przestrzen jest dyskretna (sklada si¢ z izolowanych
punktéw). Jednak takie dyskretne przestrzenie metryczne nie sg wszystkie
jednakowe (np. Z i Z?). By dostrzec miedzy nimi réznice nalezy skupié sie
na ich globalnym ,ksztalcie”, zamiast na lokalnych wlasnosciach. W dalszej
czescei referatu postaram sie wskazaé przyklady dyskretnych przestrzeni
metrycznych, dla ktérych cenne jest badanie ich globalnej struktury.

Jednym z pionier6w zgrubnego podejscia do geometrii (oraz geome-
trycznego podejécia do matematyki :) jest rosyjski matematyk Michail
Leonidowicz Gromov. Korzystajac z poje¢ zgrubnej geometrii dokonat on
istotnych odkry¢ w takich dziedzinach, jak geometryczna teoria grup, ge-
ometria rozmaitosci, rownania rézniczkowe czastkowe.

2 Przestrzenie metryczne

Zaczniemy od zgrubnego spojrzenia na przestrzenie metryczne. W dodatku
A przypomniane zostaja podstawowe pojecia dotyczace przestrzeni me-
trycznych.

Zdefiniujmy jakie funkcje zachowuja zgrubne wlasnoéci przestrzeni.

Definicja 2.1. Dla X,Y przestrzeni metrycznych, oraz funkcji f: X —Y
niekoniecznie cigglej, mowimy ze f jest

e metrycznie wlasciwa (ang. proper), gdy przeciwobrazy wzdiuz f zbioréw
ograniczonych, sq ograniczone,

e bornologiczna (ang. bornologous) jesli
Vr>03s5>0 d(z,y) < R=d(f(z), f(y)) <5,

e zgrubna (ang. coarse), jesli spelnia obie powyzisze wlasnosci.

Chodzi nam o to by funkcje zgrubne zachowywaty globalny ,ksztatt”
przestrzeni. W zwiazku z tym nie powinny jej zgniataé¢ (metryczna wlasci-
wos¢), ani przesadnie rozciaga¢ w zadnym kierunku (bornologiczno$c).

Pora na kilka przyktadow:

e inwersja na przestrzeni R?\ 0 nie jest ani wtasciwa, ani bornologiczna,
e n+— 0: N — N nie jest wlasciwa, ale jest bornologiczna,

e n— n?: N — N jest wlaéciwa, ale nie bornologiczna,

e z+— |x|: R — Z jest zgrubna.

W pewnym sensie analogicznie do definicji rownolegtych funkcji homo-
topijnych w topologii, wprowadzamy nastepujace definicje.



Definicja 2.2. Dwa przeksztalcenia f, g okreslone na dowolnym zbiorze X
w przestrzen metryczng Y sq bliskie (ang. close) gdy zbior

{d(f(z),9(z)) : =€ X}
jest ograniczony.

Jedli dwie funkcje spelniaja powyzsza definicje, to patrzac na nie z
dostatecznie daleka wydaja si¢ by¢ jednym i tym samym przeksztalceniem.

Definicja 2.3. Dwie przestrzenie metryczne X, Y sq zgrubnie rownowazne
(ang. coarsely equivalent) gdy istniejq funkcje zgrubne f: X - Y ig: Y — X,
takie ze ich ztoZenia sq bliskie identyczno$ciom.

Oczywiscie zgrubna réwnowaznosé jest relacja réwnowaznosci na klasie
przestrzeni metrycznych.

Elegancka charakteryzacja zgrubnych réwnowaznosci jest podana w
pracach [1], [5]. Do naszych zastosowan wystarczy powyzsza definicja.

Jezeli interesuja nas tylko topologiczne wlasnosci przestrzeni metrycznej,
mozemy zastapi¢ dana metryke d, przez d’(x,y) = min(d(x,y), 1), a topolo-
gia pozostanie ta sama. Niestety postepujac w ten sposéb tracimy kluczowe
informacje na temat rozmiaru i globalnych wtasnosci naszej przestrzeni.

Zgrubna geometria podchodzi do rzeczy doktadnie odwrotnie.

Fakt 2.4. Dia danej przestrzeni metrycznej (X, d), zdefiniujmy
d'(z,y) = max(d(z,y),1), d'(z,z)=0.

Wtedy (X, d') jest przestrzeniq metryczng i para funkcjiidx,idx jest zgrubng
réwnowaznosciq przestrzeni (X, d), (X, d’).

Jako proste ¢wiczenie pozostawiam wykazanie ponizszych faktow.
Fakt 2.5. Przestrzenie Z™,R™ sq zgrubnie réwnowazne dlan =1,2,...,

Fakt 2.6. Dowolna przestrzen metryczna ograniczona jest zgrubnie réownowazna
przestrzeni jednopunktowej.

3 Abstrakcyjne przestrzenie zgrubne

Przy wprowadzaniu zgrubnej geometrii postepujemy podobnie jak w topologii.
Zaczynamy od badan przestrzeni metrycznych, pdzniej za$ definiujemy ab-
strakcyjna przestrzen zgrubna, ktora jest niezalezna od metryki, natomiast
moze by¢ przez nig indukowana.

Definicja 3.1. Pare (X,E) nazywamy przestrzeniq zgrubng, jesli € jest
rodzing podzbioréw zbioru X x X, czyli € C P(X x X), € # 0, oraz dla
kazdych E,F € &£, spelnione sq nastepujgce warunki:

1. {(z,x):x e X} €€,



2. VpcpE' €€,

3. BTt ={(y,2): (z,y) € E} €E,

4. EoF ={(z,2): Jyex(z,y) € EN(y,2) € F} €€,
5 EUF eé&.

Powyzsze warunki moga sie wydawaé wziete z kosmosu, jednak na-
jblizsze definicje powinny rzuci¢ troche sSwiatta.

Definicja 3.2. Zgrubng strukturg na X indukowang przez metryke d nazy-
wamy

E={FECXxX: sup d(z,y) < o}.
(z,y)eE

Definicja 3.3. Dla dowolnego zbioru S i przestrzeni zgrubnej (X, E), powiemy
ze funkcje f,g: S — X sq bliskie, jesli (f x g)(S) = {(f(s),g(s)): s € S} €
E.

Widzimy, ze jeSli struktura zgrubna na X jest indukowana z metryki
d, to powyzsza definicja bliskosci funkcji pokrywa sie z poprzednia, bo

{(f(s),9(s)) :s €8S} € & = supyesd(f(s),9(s)) < 0.
Na warunki na strukture zgrubna mozna spojrzeé¢ z powyzszej perspek-

tywy.
1. Funkcje idx,idx powinny by¢ bliskie,
2. jesli dwie funkcje f,g: S — X sa bliskie, to dla S’ C S, réwniez
fls’, gls sa bliskie,
3. relacja bliskosci jest symetryczna,
4. relacja bliskosci jest przechodnia,

5. dla S1NSy = 0, jesli f1, g1: S1 — X sabliskie i tak samo fa,g2: So — X,
to réwniez f1 U fa2,91 Ugo: S U Sy — X sg bliskie.

Definicja 3.4. Dla danej przestrzeni zgrubnej (X, E), powiemy ze A C X
jest ograniczony jesli A x A € €.

Definicja 3.5. Dla przestrzeni zgrubnych (X, ), (Y, F), oraz funkcji f: X — Y,
powiemy Ze f jest bornologiczna jesli (f x f): X x X =Y xY spelnia
warunek

vEEE(f X f)(E) S

Powyzszy ciag definicji pokazuje jak zdefiniowaé bliskosé¢ funkcji, zbiory
ograniczone, funkcje bornologiczne, a co za tym idzie funkcje wlasciwe,
zgrubne i zgrubna réwnowaznos¢ na abstrakcyjnych przestrzeniach zgrub-
nych.

Definicja 3.6. Powiemy, Ze przestrzen zgrubna (X, E) jest (zgrubnie) spdjna,
jesli dla kazdych x,y € X, zachodzi (x,y) € £.



Przestrzen metryczna (z metryka skoficzona) zawsze jest zgrubnie spdjna.
Pojecie zgrubnej spdjnosci jest réwnowazne spojnosci tukowej w przypadku
metryki geodezyjnych na rozmaitosci Riemanna.

Najciekawsze i najczestsze sg przypadki gdy struktura zgrubna pochodzi
od metryki. Jako ¢éwiczenie warto sprawdzié, ze w przypadku struktury
zgrubnej pochodzacej od metryki, powyzsze definicje pokrywaja sie z definic-
jami z rozdziatu 2.

4 Grupy

Zgrubna geometria w znacznej mierze zajmuje si¢ badaniem globalnych —
zgrubnych wtasnosci grup. W dodatku B znajduje sie szybkie wprowadze-
nie uzywanych pojeé¢ z teorii grup.

Zacznijmy od zdefiniowania normy i metryki na dowolnej grupie.

Definicja 4.1. Niech G grupa generowana przez F. Niech g € G. Wiedy
g rozpisuje sie na przynajmmniej jeden sposob jako fifaofs... fn, dla fl-il €
F. Definiujemy ||g|| jako najmniejsze ze wszystkich n w rozpisaniach jak
POWYZE].

Zauwazmy, ze |le|]| = 0 dla f € F ||f|| =1, oraz dla g,h € G ||gh]|| <
llg]| + ||h]|. Zdefiniujmy metryke na G.

Definicja 4.2. Dla grupy G generowanej przez F definiujemy metryke

d(g, h) = ||gh™"||.

Latwo wykazaé, ze powyzej faktycznie zdefiniowaliSmy metryke. Pon-
adto dla dowolnych f, g, h € G zachodzi nastepujacy wzor

d(g,h) = |lgh™ (| = llgff~ 07 = [1(gf)(hf)"H] = dlgf, hf).

Czyli metryka ta jest niezmiennicza ze wzgledu na wymnazanie z prawej
strony przez elementy grupy. Tak zdefiniowana metryke nazywamy metryka
dtugoéci stowa.

Dla dowolnej skonczenie generowanej grupy G (ze zbiorem generatoréw
F), mozna zdefiniowaé tzw. graf Cayleya G. Jest to graf nieskierowany, w
ktorym wierzchotki to elementy grupy G, natomiast istnieje krawedz (g, f),
gdy (¢gf~H)*!' € F. Warto narysowaé grafy Cayleya grup Z,Z", grupy
wolnej o dwbch generatorach.

Zauwazmy, ze metryka dtugosci stowa na grupie skoficzenie generowanej
G, pokrywa sie z metryka najkrétszej éciezki w grafie Cayleya G.

Dosy¢ zaskakujacym ,krélikiem z kapelusza” moze sie wydawaé nastepu-
jacy fakt.

Fakt 4.3. Niech grupa G bedzie generowana przez dwa skoriczone zbiory
generatorow Iy, Fs. Niech di,do to metryki dlugosci stowa na G pochodzgce
od Fy,Fy odpowiednio. Wtedy przestrzenie metryczne (G,dy), (G,dz2) sq
zgrubnie rownowazne.



Dowdd powyzszego faktu nie jest bardzo skomplikowany, wystarczy za-
uwazy¢, ze kazdy element Fy daje sie uzyskaé¢ poprzez wymnozenie pewnej
ilosci elementéw Fy. A poniewaz Fo jest zbiorem skonczonym, mozemy
ograniczy¢ z gory, ile co najwyzej elementéw F potrzeba wziaé by uzyskaé
dowolny element F». Wobec tego da(g, h) szacuje sie z jakas$ stala przez
di(g,h). I vice-versa.

Powyzszy fakt pokazuje, ze jesli patrzymy na skoniczenie generowang
grupe G ze zgrubnego punktu widzenia, nie jest istotny wybér zbioru gen-
eratoréw.

W dodatku C znajduje sie krétkie wprowadzenie do grup podstawowych.
Okazuje sie, ze dla wiekszosci badanych przestrzeni topologicznych, ich
grupy podstawowe sg skonczenie generowane. Dzieki temu metody zgrub-
nej geometrii (poprzez metryke dlugosci stowa na grupie podstawowej),
mozna wykorzystywaé przy badaniu klas homotopii przestrzeni topolog-
icznych.

5 Wymiar asymptotyczny

Aby poznac szybkos$é rozszerzania sie przestrzeni ,,daleko od $rodka” zdefini-
ujemy pojecie wymiaru asymptotycznego. Intuicyjnie bedzie to liczba méwiaca
w ilu niezaleznych kierunkach przestrzen ucieka do nieskonczonosci. Zostato
wykazane (patrz [2]), ze pewne hipotezy dotyczace grup skonczenie gen-
erowanych sa prawdziwe, gdy wymiar asymptotyczny danej grupy jest
skoniczony.

Definicja 5.1. Powiemy ze zbiory Uy, Uy zawarte w przestrzeni metrycznej
(X,d) sq L-rozlgczne, jesli

d(Uy,Us) > L.

Definicja 5.2. Przestrzen metryczna X ma wymiar asymptotyczny co na-
Jgwyzej n (ozn. asdimX < n), jesli dla kaidego L > 0 istniejg rodziny
podzbiorow X Uy, U1, ..., U,, takie Ze

o dla kazdego 0 < ¢ < n zbiory w rodzinie U; sq paramsi L-rozlgczne,

o wszystkie elementy w sumie tych rodzin U = Up<;<, Ui majq wspdlnie
ograniczong z gory Srednice, czyli

EIDGRVUeudiamU <D,

o JU =X, czyli w sumie wszystkie elementy U pokrywajqg X .

Oczywiscie powiemy, ze X ma wymiar asymptotyczny n jesli asdim X <
n, oraz nie jest prawda, ze asdimX < n — 1.

Mozna wykazaé, ze wymiar asymptotyczny jest niezmienniczy ze wzgledu
na zgrubng réwnowaznos¢. Istnieja przestrzenie X, ktore nie maja skonc-
zonego wymiaru asymptotycznego, wtedy okreslamy asdimX = oo.

Jak mozna sie spodziewaé asdimR" (= asdimZ") = n.



6 Dodatki

A Przestrzenie metryczne

Definicja A.1. Przestrzenig metryczng, nazywamy zbior X, wraz z odw-
zorowaniem d: X x X — R takim, Ze dla kazdych x,y,z € X:

1. d(my))O,
d(z,y) =0z =y,
d(z,y) = d(y, z),
d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Definicja A.2. Srednicg zbioru A C X nazywamy

diam(A) = sup d(a,b).
(a,b)e A2

Czasami bedziemy uzywaé pojecia odlegloéci zbioréw. Niech (X, d)
bedzie przestrzenig metryczna, a A, B C X to niepuste jej podzbiory. Wt-
edy definiuje sie

A,B)= inf .
d(4, B) (a,b)lgAde(a’b)

B Teoria grup

Definicja B.1. Zbior G, wraz ze stalg e € G, oraz dziataniami: jedno-
argumentowym -1 (element odwrotny), oraz dwu-argumentowym — - —
(mnozenie), nazywamy grupg gdy dla kazdych g, f,h € G, zachodzi

e c-g=g-e=x — e jest elementem neutralnym mnozenia

e g-gt=g1-g=e — g jest elementem odwrotnym do g,

g-(f-h)=1(g-f)-h — mnoZenie jest {gczne.

Poniewaz dzialanie grupowe — - — jest laczne i traktujemy je analog-
icznie do mnozenia, bedziemy pomijaé znak - i pisa¢ po prostu gh.

Najczestsze przykltady grup, to zbiory rozmaitych permutacji ustalonego
zbioru X, wraz z identycznoécia, przeksztatceniem odwrotnym i sktadaniem
przeksztalcen.

Twierdzenie Cayleya (patrz [4]) moéwi, ze kazda grupa moze by¢ trak-
towana jako zbiér bijekcji pewnego zbioru (konkretnie zbioru elementéw
tej grupy).

Definicja B.2. Dla dowolnych grup G, H powiemy Ze funkcja f: G — H
jest homomorfizmem grup, jesli f zachowuje strukture grupy, czyli dla
kazdych a,b € G

o f(e)=¢e



o fla™)=f(a)™",

o f(ab) = f(a)f(b).
Definicja B.3. Dla danej grupy G i G' C G, powiemy ze G’ jest podgrupg
G jesli e € G, oraz dla kazdych f,g € G', f-g,9g7" € G', czyli G’ jest
zamknieta ze wzgledu na dziatania.

Oczywiscie dla dowolnej grupy G, jej podgrupami sa G, oraz {e}.
Przy okazji warto wspomnie¢ o teoriomnogosciowym fakciku.

Fakt B.4. Dia danej grupy G i dowolnej rodziny jej podgrup {F;}icr, zbior
Nicr Fi jest podgrupg G.

Fakt B.5. Dla dowolnego zbioru F' € G, istnieje nagmniejsza podgrupa G,
zawterajgca F', oznaczana < F >. Powstaje ona przez przeciecie wszystkich
podgrup G, zawierajgcych F. Grupe tg nazywamy grupg generowang przez
zbior generatorow F'.

Fakt B.6. Alternatywny opis podgrupy generowanej przez F' w G to wszys-
tkie takie elementy G, ktore powstajg jako wymnoZenie skonczenie wielu
sktadnikow (lub odwrotnosci sktadnikow) zbioru F'.

Przyktad B.7. Liczby rzeczywiste wraz z 0 jako elementem neutralnym,
liczbg przeciwng i dodawaniem stanowiq grupe. Podgrupa R generowana
przez {2} to wszystkie parzyste liczby calkowite. Podgrupa generowana przez
zbior {% :n € N} to liczby wymierne. Liczby calkowite sq generowane przez
{1}, ale tez {1,10},{2,3},N,....

Definicja B.8. Mdwimy, ze F' to zbior generatoréw G (G jest generowana
przez F'), jesli podgrupa generowana przez F w G to G.

Definicja B.9. Grupa G jest skoriczenie generowana jesli posiada skotic-
zony zbior generatorow.

Definicja B.10. Powiemy, ze grupa G jest wolna nad zbiorem generatoréw
F C G, jesli zbior F generuje G i kazdy nietrywialny (rézny od e) element
G rozpisuje sie jednoznacznie jako wymnozenie skladnikow (lub odwrot-
nosci skladnikéw) z F (oczywiscie jednoznacznie po skréceniu wszystkich
napiséw postaci ff~1, lub f=1f).

Ponizszy fakt to bardziej abstrakcyjna definicja grupy wolnej.

Fakt B.11. Dla danego zbioru F' C G powiemy, ze G jest wolna nad
zbiorem generatoréw F, jesli dla dowolnej grupy G' oraz funkeji f: F — G’
istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup ¢: G — G’ taki, ze p|p = f.

Grupy wolne to bardzo szczegdlny rodzaj grup. O ile nie zostanie zaz-
naczone inaczej nalezy zaktadaé, ze dana grupa nie jest wolna.

Przyktad B.12. Z z dodawaniem jest wolna nad {—1}, natomiast nie
jest wolna nad {1,7}. Zadna grupa skoticzona, oprécz trywialnej {e} nie
moze byé wolna nad Zadnym zbiorem generatorow. Zalozmy przeciwnie, Ze
f e F, F to zbior generatorow G i G-wolna nad F. Wtedy f, ff, fff, ...
to parami rézne elementy G. Wiec G jest przynajmniej przeliczalna.



C Grupy podstawowe
Wstepnym pojeciem topologii algebraicznej jest grupa podstawowa.

Definicja C.1. Niech X to tukowo spdjna przestrzen topologiczna. Petlg w
X zaczepiong w xo nazywamy funkcje ciggle f: [0,1] — X, takq Ze f(0) =
f(l) = X0-.

Petle mozna traktowaé jako ,spacery” po przestrzeni: startujemy z xg
w chwili 0, idziemy, idziemy i po godzinie wracamy do xg.

Spacery takie mozna odwraca¢ (idziemy tytem od konca), oraz sktadaé
(najpierw robimy pierwszy spacer w p6l godziny, a potem drugi). Oczy-
wiscie istnieje spacer ,neutralny” czyli taki w ktorym caly czas stoimy w
miejscu.

Definicja C.2. Dwie petle w X f, g uwazamy za homotopijne, jesli istnieje
przeksztalcenie ciggle H: [0,1)2> — X takie, ze H(.,0) = f i H(.,1) = g.

Utozsamiamy dwa spacery jesli sa homotopijne.

Definicja C.3. Grupg podstawowq tukowo spdjnej przestrzeni topologicznej
X (z wyréznionym punktem xo € X ) nazywamy grupe petli zaczepionych
w xo z petlg stalq, odwracaniem petli i ich skladaniem. (Tak naprawde nie
petle sqg elementami grupy, tylko klasy abstrakcji wzgledem relacji homo-
topijnosci, ale to drobiazg).

Grupa podstawowa sfery to grupa trywialna {e}, okregu to Z, torusa
to Z2, natomiast 6semki to grupa wolna o dwéch generatorach. Wszystkie
te grupy sa skonczenie generowane.

Jednym z zastosowan zgrubnej geometrii jest badanie grup podsta-
wowych przestrzeni. Przyktadowy wynik w tej dziedzinie, to fakt, ze uniw-
ersalne nakrycie przestrzeni zwartej X jest zgrubnie réwnowazne jej grupie
podstawowe;j.
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