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Streszczenie

Ponizszy referat jest wzbogaconym tltumaczeniem rozdziatu pt. ,Boolean
Algebra’s” artykutu [1].

Zdefiniowane zostaja algebry Boole’a, oraz udowodnione sg ich podstawowe
wlasnosci. Wprowadzamy tu podstawowe pojecia algebraiczne w odniesieniu
do algebr Boole’a (homomorfizm, jadro homomorfizmu, ideat, kongruencje).

Tekst jest wzbogacony pewna iloécia przyktadéw (i kontr-przyktadéw),
prezentujacych wlasnosci wprowadzanych pojec.



1 Algebry Boole’a

Rozwazmy sygnature ¥ p zawierajaca symbole 0, 1 reprezentujace stale, sym-
bol unarny ’, oraz symbole binarne V, A. Ponadto zdefiniujmy zbiér réwnosci
Q nad sygnatura Xp:

1.0=1, 1 =0,

2. pAN0=0, pVv1=1,
3. pAl=p, pVvVO=np,
4. pAp' =0, pVvyp =1,
5. p" =p,
6. pAp=p, pVp=p,

7. (pAhg) =p' Ve, (pVa)=pAd,

8. pAg=qAp, pVqg=qVp,

9. pA(gAr)=(@Ag AT, pV(gVr)=(pVaeVr,

10. pA(gVr)=(@AqV(pAT), pVgAr)= (Vg A(pVr).
Definicja 1.1. Dowolng algebre A nad sygnaturg X g, spelniajgcg réwnosci
Q nazwiemy algebrg Boole’a (ang. Boolean algebra).

Fakt 1.2. Wiasnoscip N0=0, pV1l=1,pAg=qAp, pVqg=qVp,
jednoznacznie okreslajq wartosci statych 0,1 w danej algebrze Boole’a.

Dowdd. Zatézmy, ze mamy dane algebry Boole’a A, B o tym samym no$niku
i o tej samej interpretacji wszystkich symboli ¥p, oprécz 0,1. Wtedy 0a A
0p = 04 z warunku p A 0 = 0 w algebrze A, analogicznie Op A 04 = 0p, ale
jednoczesnie 04 AOg = 0p A 04, wiec 04 = 0p.

Analogiczny dowéd dla symbolu 1. |

Generycznym przyktadem algebr Boole’a sg zbiory potegowe.

Przyklad 1.3. Dla kazdego zbioru X, zbidr jego podzbioréw ozn. P(X), z
operacjami 0 = 0,1 = X,p’ = X \p,pAq=pNgq,pVq=pUgq jest algebrg
Boole’a. Zbior réwnosci ) odpowiada dokladnie prawom rachunku zbioréw.

Przyktad ten mozna rozszerzy¢, rozpatrujac dowolna niepusta podrodzine
A C P(X), zamkniety ze wzgledu na operacje X \ .,. U .,. N .. Taka rodzina
oczywiécie zawiera ) = pNp’, oraz X = p U p’. Wiec przy interpretacji sym-
boli ¥p jak w powyzszym przykladzie stanowi ona algebre Boole’a. Algebry
Boole’a tej postaci nazywamy ciatami zbioréw?.

Przyktlad 1.4. Szczegdlnym i waznym przypadkiem ciala zbioréw, jest rodzina
zbioréw otwarto-domknietych w danej przestrzeni topologicznej.

Twierdzenie Stone’a o izomorfizmie, méwi ze kazda algebra Boole’a jest
izomorficzna z pewnym cialem zbioréw. Niestety (na szczescie?) twierdzenia
tego nie bede dowodzit, gdyz dowdd znacznie wykracza poza zakres tego refer-
atu. Schemat tego dowodu jest zaprezentowany w opracowaniu [3].

Definicja 1.5. Dla danej algebry Boole’a A, jej podzbiér B C A nazwiemy
podalgebrqg Boole’a, gdy jest zamkniety ze wzgledu na wszystkie operacje .

Oczywiscie jesli B C A jest podalgebra Boole’a A, to mozna indukowaé na
B operacje z A, uzyskujac w ten sposob strukture algebry Boole’a na B.
Wobec tej definicji dowolne cialo podzbioréw zbioru X, jest podalgebra
P(X).
Definicja 1.6. Dla kazdej algebry Boole’a A, okreslony jest nastepujgcy porzadek
czesciowy:
PSq wtw. pAg=p.

1Zauwazmy, ze o-cialo to szczegélny rodzaj ciala zbioréw, zamknietego ze wzgledu na
przeliczalne operacje sumy i przeciecia, stad nazwa.



Jak tatwo sprawdzi¢ korzystajac z réwnosci €2, powyzej zdefiniowana relacja
jest porzadkiem cze$ciowym. Ponadto 1 jest jej elementem najwiekszym.

Jedli dana algebra Boole’a jest ciatem zbioréw, to powyzszy porzadek jest
réwny porzadkowi definiowanemu przez inkluzje

A< B& ACB.
Zauwazmy, ze réwnosci ze zbioru 2 sg wewnetrznie ,dualne”. Udcisla to
ponizszy fakt.

Fakt 1.7. Dla kazdej algebry Boole’a A, istnieje algebra do miej dualna B,
ktorej nosnik jest nos$nikiem algebry A, a operacje sq zdefiniowane nastepujgco:

o Op =14,
o 1p =04,
* 5=},

e A =Vau,
e Vg =AAa.

Ponizej zaprezentowane sg dwie ciekawe algebry Boole’a.

Przyklad 1.8. Niech A bedzie to rodzina podzbioréw N, skladajgca sie z
wszystkich skoriczonych podzbioréw N i ich dopelnieri. A jest cialem, zawiera
singletony wszystkich liczb naturalnych, jednak nie jest izomorficzny z Zadng
algebrg potegowq.

Dowdd. Wykazanie, ze A jest cialem, to proste ¢wiczenie polegajace na sprawdze-
niu, ze rodzina A jest zamknieta na odpowiednie operacje. Ponadto moc
nosnika tej algebry to No, co nie jest postaci 2/X!, dla jakiegokolwiek zbioru
X. |

Przyklad 1.9. Rozwaimy rodzine A takich podzbioréw N U {oo}, ktérych
funkcje charakterystyczne sq ciggle. Rodzina ta jest ciatem, oraz isnieje w
niej zstepujacy lanicuch elementéw, o przecieciu {00}, a jednak {oo} ¢ A.

Dowdd. A jest ciatem, co tatwo sprawdzié, zauwazajac, ze operacje teoriomno-
gos$ciowe na zbiorach mozna zapisa¢ jako proste operacje arytmetyczne na
funkcjach charakterystycznych.

Przyktadowy tancuch, to

B, ={k:k>n} €A

Jest to zstepujacy ciag zbioréw, ktérego przeciecie to {oo}. Jednoczesnie oczy-
wiscie {oc0} ¢ A. |

2 Homomorfizmy

Definicja 2.1. Rozwazmy algebry Boole’a A, B, oraz funkcje pomiedzy ich
noénikami f: A — B. Powiemy, ze f jest homomorfizmem algebr Boole’a,
jesli f zachowugje operacje ', A\, V.

Jak tatwo sprawdzi¢ z faktu 1.2, jesli dana funkcja f: A — B jest homo-
morfizmem algebr Boole’a, to f(0) =0, f(1) = 1.

Definicja 2.2. Homomorfizm algebr Boole’a f: A — B, ktéry jest bijekcjq
nazwiemy izomorfizmem tych algebr. Dwie algebry Boole’a sq izomorficzne
jesli istnieje izomorfizm miedzy nimi.

Oczywiscie jesli f jest izomorfizmem, to f~! tez nim jest. Wobec tego
powyzsza definicja izomorfizmu jest réwnowazna nastepujace;j.

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze przeksztalcenie identycznosciowe
A — A jest homomorfizmem (a nawet izomorfizmem), algebry Boole’a, A.
Podobnie, jesli f: A — B,g: B — C sg homomorfizmami algebr Boole’a, to
go f: A— C tez jest homomorfizmem.



Definicja 2.3. Izomorfizmem algebr A, B nazwiemy taki homomorfizm f: A —
B, dla ktorego istnieje homomorfizm g: B — A, taki by zlozenia fog,go f
byty odpowiednimi identycznosciams.

Definicja 2.4. Jgdrem homomorfizmu f: A — B nazwiemy f 1(0). Oz
naczamy je ker(f).

Przyklad 2.5. Przyklad zbioru potegowego P(X) jako algebry Boole’a mozna

rozszerzyc, mianowicie dla dowolnej funkcji f: X — Y, dany jest homomor-
—

fizm algebr Boole’a f:Y — X.

Zauwazmy, ze powyzszy przyktad mozna sformuowaé nastepujaco: istnieje
kontrawariantny funktor potegowy P: Set — Algp.

3 Idealy, filtry

Definicja 3.1. Ideatem w algebrze Boole’a A, nazwiemy taki podzbiér M C A,
ze

e 0e M,

® Vpgem pVgeM,

® VpeM, qea < P=>qE M.

Ideal {0} nazywamy trywialnym, kazdy inny jest nietrywialny. Podobnie
ideal réwny A nazywamy niewtasciwym, kazdy inny jest wlasciwy. Zauwazmy,
ze jesli ideal M zawiera 1, to z trzeciej wlasnoéci ideatu, dla kazdego q € A
mamy q < 1 wiec g € M. Wiec ideat jest wlasciwy, wtw. nie zawiera 1.
Przyklad 3.2. Skoriczone podzbiory okreslonego zbioru sq ideatem.

Fakt 3.3. Zauwazmy, ze jodro kazdego homomorfizmu f: A — B jest idealem.

Dowdéd. Oczywiscie f(0) = 0, wigc 0 € ker(f). Podobnie dla p, ¢ takich, ze

f(p) = f(q) =0, mamy f(pVq) = f(p)V f(g) =0V0=0. Wreszcie dla p,q
takich, ze f(p) =0, 1pA ¢ =g, mamy

0=0Af(q)=f@)Aflg)=FflpAq)= flq).
[

W kazdej algebrze Boole’a A, przecigcie dowolnej rodziny idealéow jest
ideatem, wiec dla kazdego K C A jest okre$lony najmniejszy ze wzgledu na
inkluzje ideal w A, zawierajacy K. Ideal taki nazywamy ideatem generowanym
przez K.

Jesli K C A, zawiera 1, to ideal generowany przez K w A jest niewlasciwy.
Podobnie jedli K = {0}, to K jest idealem w A, wiec ideal generowany przez
K to K — ideal trywialny.

Definicja 3.4. Filtrem w algebrze Boole’a A, nazwiemy taki podzbior N C A,
ze

e 1N,

® Vpgen PAGEN,

® VyeN, qecaP<qg=>q€EN.

Powyzsza, definicje mozna wyrazié¢ tez nastepujaco.

Fakt 3.5. N jest filtrem w algebrze Boole’a A, wtw. N jest ideatem w algebrze
dualnej do A.

Definicja 3.6. Dla zbioru E C B, filtrem generowanym przez E w B, nazy-
wamy filtr bedgcy przecieciem wszystkich filtrow w B, zawierajgcych E.

Dla filtréw zachodzi fakt dualny do faktu dla ideatéw. Mianowicie filt jest
wladciwy (rézny od calej algebry), wtw. gdy nie zawiera 0.
Przydatne jest ponizsze spostrzezenie.



Fakt 3.7. Rozwaimy zbior E C B, dla ktorego istniejqg p,q € E, takie zZe
pAq=0. Wtedy filtr generowany przez E w B to B.

Dowdéd. Skoro p,q € E, to p,q sa zawarte w kazdym filtrze zawierajagcym FE.
A kazdy filtr jest z definicji zamkniety ze wzgledu na A. Wobec tego kazdy
filtr zawierajacy F, zawiera tez 0, a wobec tego jest rowny B. |

Definicja 3.8. Ultrafiltrem w algebrze A, nazywamy kazdy filtr maksymalny
ze wzgledu na inkluzje sposréd filtréw wlasciwych w A.

Fakt 3.9. Dany filtr F' C A jest ultrafiltrem, wtw. dla kazdego a € A, zachodzi
acFVvadeF.

Dowéd. Jedli filtr F spetia dla kazdego a € A, a € FVa' € F, to dorzucenie
do niego dowolnego elementu ktoéry tam nie nalezat, powoduje istnienie takiego
a€A zeac FAd €F. Ale wtedy F jest niewtadciwy.

Zatézmy, ze filtr F jest ultrafiltrem, ale istnieje takie a € A, ze a ¢ FAa' ¢
F. Doprowadzimy te zalozenia do sprzeczno$ci. Rozpatrzmy

F'=FuU{anb:beF},

oraz F={c€ A:3yep d< c}.
Twierdze, 7e F jest filtrem wtaéciwym w A, oraz F ¢ F.

o F zawiera 1,

o Jedlipe F,orazp < q,toqg € F.

o Jedli p,g € F, to istnieja p < P,q < G, takie ze p,q € F'.7Wtedy jak
tatwo sprawdzi¢ pAq € F',oraz pAq<PpAq, wieccDAGE F.

e Oczywiscie F ¢ F.

e Wykaze, ze a' ¢ F. Gdyby dla jakiegoé b < a’, bylo b € F, to bylo by
a' € F. Wigc 0 ¢ {aAb:be F}. W sumie otrzymujemy, ze dla kazdego
b < a, zachodzi b ¢ F'. Wiec a’ ¢ F.

Wobec tego I jest filtrem whagciwym ostro wickszym od F, co daje sprzecznogé.
| |

Przyklad 3.10. Rozwaimy dowolne z € fw \ w. Zdefiniujmy
Fo={ACw:zecA™).
Wtedy F, jest filtrem w P(Bw).

Dowdéd. Powyzsza definicja pokrywa sie z definicja podana w ramach poprzed-
niego referatu. Wszystkie wymagane wtasnoéci filtru zostaly wtedy sprawd-
zone. |

4 Roznice symetryczne, ilorazy

Definicja 4.1. Zdefiniujmy réznice symetryczng dwdch elementéw algebry
Boole’a A
pAg=(pAg)V (0 Ag)

Oczywiscie pAq = qAp. Jesli dana algebra Boole’a jest cialem zbioréw,
to powyzsza definicja pokrywa sie z definicja réznicy symetrycznej zbioréw
A+ B=(ANDB')U (A" N B). Zauwazmy tez, ze dla kazdego homomorfizmu
algebr Boole’a f, f(aAb) = f(a)Af(b).

Fakt 4.2. W kazdej algebrze Boole’a, zachodzi nastepujocy fakt a = b <
alb=0.



Dowdéd. Zalézmy, ze 0 = (a AY') V (a’ AD). Wtedy
a=aNl=an((@ VD)V ((aAb)V(a AD))) =

an((@Vvb)Vv0)=aA(a Vb)) =aAb.
Ale analogicznie b = a A b. Wiec w sumie a = b.

Oczywiscie dla @ = b, mamy aAb = 0. |

Definicja 4.3. Dla danego idealu wlasciwego M C A, zdefiniugmy relacje
réwnowaznodci =p na A, nastepujgco

p=mq wtw. plAg € M.

Relacja ta jest faktycznie relacja réwnowaznosci, poniewaz

e pAp=0¢€ M,

* pAq = qlp,

e dlap=qiq=nmr, mamy pAr < pAqV qAr, wiec pAr € M.

Dla danego zbioru X, jesli za M przyjmiemy ideal skoniczonych podzbioréw
tego zbioru, to relacja =y na algebrze zbioru potegowego X skleja wszystkie
zbiory ktoére réznig sie skonczona liczba elementéw.

Rozpatrzmy algebre Boole’a A i jej ideal wlasciwy M. Naszym celem
bedzie teraz wprowadzenie na zbiorze A/ = struktury algebry Boole’a, zgod-

nej z A. Wykarzemy w tym celu, ze = jest kongruencja (jest zachowywana
ze wzgledu na operacje w A).

Fakt 4.4. Dla kazdej algebry Boole’a A i ideatu wlasciwego M, relacja réwnowaznosci
=wm jest kongruencjq.
Dowdd. Rozwazmy pary p =up P, q =m Q elementéw z A. Wystarczy sprawdzid,
ze:
e p' =, P, bop AP =pAP.
e pVg=m ]D\/Q7 bo

pVaAPVQ = ((pVg AP AQNV(P Ad)N(PVQ)) =

(PV) AP AQ)V (' N ANPVQ)) =
(PAPYV(GAPNAQYV B A(d AP)V(d'AQ))) =
(PAP AQ)V(gAP AQ)V (' Ad AP)V (P A AQ),
a jednoczeénie p A P',g A Q',p' A P,¢' ANQ € M. Wobec tego powyzsze
wyrazenie, jako V obiektéw z ktérych kazdy jest < od pewnego z M,
rowniez nalezy do M.
e pAqg=n P AQ, analogicznie.
|

Wobec tego iloraz A/ =n jest dobrze okreslona algebra Boole’a, z dzi-
alaniami zadanymi przez reprezentantow klas abstrakcji. Iloraz taki oznaczaé
bedziemy A/M. Co wazne, jest réwniez okre§lony homomorfizm gar: A —
A/M, taki ze QM(p) = [p}EM'

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze w zwigzku z tym kazdy ideal wias-
ciwy jest jadrem pewnego homomorfizmu.

Fakt 4.5. Dla danej algebry Boole’a B, oraz epimorfizmu f: B — E, E jest
izomorficzne z B/ ker(f).



Dowdd. Zdefiniujmy funkcje g: E — B/ ker(f), nastepujaco
9(f(a)) = [a]=y,-

Zauwazmy, ze jest to poprawna definicja, gdyz dla f(a) = f(b), mamy f(aAb)
0, wiec aA\b € ker(f), wiec a =um b.

Jak latwo sprawdzi¢ tak okreslone g jest homomorfizmem.

Zdefiniujmy dodatkowo funkcje h: B/ ker(f) — E, nastepujaco

h(lal=y) = f(a).

Zauwazmy, ze jest to poprawna definicja, gdyz dla [a]=,, = [b]=,,, mamy
al\b € ker f, wiec f(aAb) =0, wiec f(a)Af(b) =0, wiec f(a) = f(b).

Jak tatwo sprawdzi¢ tak okreslone h jest homomorfizmem.

Ponadto g o h i h o g sa identycznoéciami odpowiednio na B/ ker(f) i E,
wiec zbiory te sa izomorficzne. |
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