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Streszczenie

Ponizszy referat jest zmodyfikowanym i wzbogaconym tlumaczeniem
fragmentu ksiazki [1].

Wprowadzamy tu podstawowe pojecia zgrubnej geometrii w oparciu
o przestrzenie metryczne. Jest to podejscie podobne do definiowania po-

je¢ topologicznych (ciaglo$é, zwartosé, otoczenia, ...) wpierw w jezyku
metrycznym, a dopiero potem na abstrakcyjnych przestrzeniach topolog-
icznych.

Tekst jest wzbogacony pewna iloscia przykladéw (i kontr-przykladow),
prezentujacych wlasnosci wprowadzanych pojeé.
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1 Przestrzenie metryczne

Zaczniemy od przypomnienia definicji podstawowych pojeé¢ dotyczacych
przestrzeni metrycznych.

Definicja 1.1. Przestrzeniq metryczng, nazywamy zbior X, wraz z odw-
zorowaniem d: X x X — R takim, Ze dla kazZdych x,y,z € X:

1. d(z,y) >0,
2. d(z,y) =0z =y,
3. d(z,y) = d(y,x),
4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Czasami dopuszczamy, by odleglto$é d przybierata warto$é +oo.

Definicja 1.2. Srednicg zbioru A C X nazywamy

diam(A) = sup d(a,b).
(a,b)eA?

Zauwazmy, ze jesli diam(A) = d, to zbiér A jest zawarty w pewnej kuli
domknietej o promieniu d.

Czasami bedziemy uzywaé pojecia odlegloéci zbioréw. Niech (X, d)
bedzie przestrzenig metryczng, a A, B C X to niepuste jej podzbiory. Wt-
edy definiuje

d(A, B) = inf d(a,b).
(4, B) (a,b)lgAxB (a,0)

Definicja 1.3. Dla przestrzeni metrycznej X, oraz cigglej funkcjivy: [0,a] —
X, definiujemy dlugosé v, jako supremum

£(7y) = sup (Z d(’Y(ti),’Y(tHl))) ,

brane po wszystkich 0 =ty <t; < ... <ty =a.
Dtugosé krzywej jest to liczba nieujemna, lub +oo.

Przyktad 1.4. Krzyway: [0,1] — R? zadana wzorem v(t) = (tcos(1/t),t)
ma wlasnosé, ze l(y) = +oo.

Dowdd. Wezmy t, = - dlan > 01ty = 1. Oczywiscie ciag (t,) jest
zawarty w [0, 1]. Wezmy dowolne N € N i rozwazmy

t(y) = d(7(0),7(tn)) +d(v(tn), y(En-1)) + ... + d(y(t1), 7 (t0)) >

ltncos(1/tn) —ty—1cos(1/tn_1)| + ...+ [tacos(1/ta) — t1cos(1/t)| >
Q(tN +in1+... —i—tg) N—> 0.
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Jezeli krzywa jest rézniczkowalna (prawie wszedzie) to definicja diu-
gosci krzywej poprzez funkcje £, czy tez poprzez catke po module predkosci
parametryzacji, sa rownowazne.

Lemat 1.5. Dla danej funkcji rézniczkowalnej y: [0,a] — R™, zachodzi

() = [ @) a

Dowdd. Wykaze, ze dla kazdego t € [0, a] zachodzi

Glo) = [ ol

Oznaczmy lewa strone tej réwnosci jako L(t), a prawa jako P(t). Po-
zostaje wykazaé, ze L(a) = P(a). Zauwazmy, ze poniewaz | | jest ciagly,
to

— (1) (1)

L(t+¢) — L(t) > "y(t +e) —(t)
5 5

Zal6zmy, ze na jakim$ przedziale [z, y| zachodzi L(y) — L(x) > P(y) —
P(z). Wtedy istnieje taka lamana x = lp < [} < ... < I, = y, ze
Yo Iv(l) — y(liz1)| > P(y) — P(x). W szczegdlnosci dla pewnych ¢ =
lk, d= lk+l7 zachodzi

() = (e)l > P(d) — P(e). (1.2)

Niech d(t) = <g’(t),%>. Oczywiscie dla kazdego t, |/ (t)] > d(t).
Wobec tego

d d
P) = Ple) = [ W(®ldt> [ de)dt = r(d) = 2(c)]

Co daje sprzecznosé z nieréwnoscia 1.2. Wiec dla kazdych z,y, P(y) —
P(z) > L(y) — L(x). Wiec

P(t+e)—P(t) _ L(t+¢e)— L(t)

/
— > ) )
O] = = : (13)

Korzystajac z nieréwnosci 1.1 1 1.3 i twierdzenia o trzech ciagach

L+ =10

€ e—0
Oczywiscie L(0) = P(0) =0, oraz P'(t) = |7/(t)| = L'(t). Wiec L(t) =
P(t), w szczegdlnosei L(a) = P(a). [ |

Definicja 1.6. Lukowo spdjna przestrzen metryczna jest przestrzenig z
dlugosciq (ang. length space) jesli odleglos$é dowolnych dwéch punktow jest
réowna mfimum diugosci krzywych je {gczqeych.

Przyktadem przestrzeni z dtugoscia jest dowolny wypuktly podzbiér R™.



Przyktad 1.7. Dla dowolnej przestrzeni metrycznej, tukowo spdjnej (X, d),
mozemy okresli¢ nowg metryke §(a,b), rowng infimum dlugosci krzywych
w X, lgczqgeych a zb. Wtedy (X, 9) jest przestrzeniq z dlugosciq.

Ponadto naturalna funkcja (X,9) — (X,d) jest ciggla.

Dowdd. § jest metryka, nieréwnos¢ trojkata wynika z faktu, ze krzywe
taczace a z bi b z ¢, daja sie potaczyé¢ do krzywej z a do c.

Ponadto dla kazdych a, b € X, zachodzi §(a,b) > d(a,b), wiecidx : (X,d) —
(X, d) jest ciagla.

Przez £,(y) oznaczam diugo$¢ krzywej v w metryce p.

WeZmy dowolne dwa punkty x,y € X, oraz krzywa z = do y, v: [0,a] —
(X, d). Zauwazmy, ze -y jest ciagta jako funkcja w (X, 0), bo dla dowolnych
t,tg € [0, a],

5(1(1),7(t0)) < € (Yetao)) = 0,

t—to
gdzie (s 1), to v obcigta to przedziatu o koncach ¢, Zo.
Wykazalidémy wiec, ze (X, 0) jest lukowo sp6jna. Wykaze teraz ze £5(7y) =
Lq(7). Wtedy
6(z,y) = inf £q(v) = inf £5(v),

gdzie v taczy x z y w (X, 0). Bedzie to oznaczalo, ze (X, §) jest przestrzenia
z dhugoscia.
Skorzystajmy z definicji dtugosci krzywej.
ls(y) = sup > 6(y(ti),y(tic1)) = sup Y infly(w).
0=to<...<tp=a "7 0=to<...<tp=a " Yi

Zauwazmy, ze

> inf La(vi) < La(y),

wiec £s(y) < 4(7y). Z drugiej strony, powyzsze supremum mozna szacowaé
z dotu, przez jedna z liczb po ktérych je bierzemy, mianowicie przez £4(7).
]

Przy powyzszym przykladzie przestrzeni (X, d), (X, J) przeksztalcenie
idx: (X,d) — (X, ) nie musi by¢ ciagte, kontrprzyklad jest nastepujacy.

Przyktad 1.8. Niech A= {(¢,0): —1<t<1}, B={(sin(1/t),t): 0<
t < %}, oraz niech C bedzie to duzy luk lgczgcy punkty (0,0), (0, %),
a poza tym rozlgczny ze zbiorami A, B. Wtedy niech przestrzen (X,d)
bedzie to AUBUC z metrykq indukowang z R%. Naturalne przeksztalcenie
(X,d) — (X, ) nie jest ciggle, bo cigg (sin(2nm), 5—) jest zbiezny do (0,0)
wd, a nie jest w .

Ponizszy fakt pozwala efektywnie wykorzystaé¢ wiedze, ze dana przestrzen
jest przestrzenia z dlugoscia.

Fakt 1.9. Dla dowolnej przestrzeni z dlugoscig (X,d), x,z € X, oraz
dy,dy > 0 takich, ze dy +dy > d(x, z), istnieje takie y € X, Ze d(x,y) < dy
id(y,z) < da.



Dowdd. Zaktadam, ze do < d(x,z) w przeciwnym przypadku teza jest
oczywista dla y = x. Z definicji przestrzeni z dlugoécia istnieje wtedy
droga v z = do z o dtugoéci [ mniejszej niz dy + da. Ponadto z ciagtosci
funkeji odleglosdci istnieje ostatni taki moment ¢, ze d(vy(t),z) = da. Ale
d(x,v(t))+d(y(t), z) <1 < dy+da, wiec d(x,v(t)) < di. Wobec tego istnieje
taki € > 0, ze wciaz d(x,vy(t 4+ ¢)) < di, a jednoczesnie d(y(t +€), z) < da.
Oznaczam y = y(t + ). [ ]

Definicja 1.10. Krzywa 7: [0,a] — X jest nazywana geodezyjng (ang.
geodesic) gdy jest ona izometrig pomiedzy [0,al, a X.

Przestrzen X nazywamy przestrzeniq geodezyjng, jesli kazdg pare punk-
tow mozna polgczyé krzywqg geodezyjng.

Oczywiscie kazda przestrzen geodezyjna jest przestrzenia z dlugoscia.
Implikacja w druga strone nie zachodzi czego dowodzi ponizszy przyktad.

Przyktad 1.11. Niech K C R? bedzie kotem domknietym. Niech Laope =
{(z,y) € R? : ax +by = c}. Niech A = UypecqLape N K. Niech
0o € R2\ K i niech i = (ig,iy): R?\ {0} — R?\ {0} bedzie inwersjg o
$rodku o. Niech B = i(A). Twierdze, ze B z metrykq indukowang z R? jest
przestrzeniqg z diugoscig, ale zZadne dwa rézne punkty w B nie dadzg sie
polgczycé geodezying.

Dowdd. Odcinkéw sktadajacych sie na A jest przeliczalnie wiele, wiec B
jest suma przeliczalnie wielu tukéw okregdéw. Oznaczmy zbidr tych okregdéw
G. Kazdy okrag daje w przecieciu z prosta co najwyzej dwa punkty, wiec
B nie zawiera zadnego odcinka. Wobec tego zadne dwa rézne punkty B
nie dadzg sie potaczy¢ krzywsa geodezyjna.

Wykaze teraz, ze B jest przestrzenia z dtugoscia. Zauwazmy, ze po pier-
wsze kazdy okrag z rodziny G przechodzi przez o. Po drugie dowolny okrag
przechodzacy przez o i przecinajacy B ma promien wiekszy niz pewne
Tmin > 0.

Skorzystam z ponizszego lematu.

Lemat 1.12. Dla kazdego € > 0, istnieje 6 > 0, taka ze dla kaZdych
a,b € B, jesli d(a,b) < 9, to istnieje krzywa zawarta w B, lgczqgca a z b,
dlugosci co najwyzej (1 + €)d(a,b).

Dowdd. Wezmy dowolne punkty a,b € K. Istniejg pewne okregi O, Oy €
G, takie ze a € Oy i b € Oyp. Polaczmy a i b tukiem okregu przechodzacego
przez o, a, b, o promieniu r. Okrag ten nie musi by¢ w rodzinie G. Dtugosé¢

tej krzywej wyniesie
d(a,b
L = 2rarcsin < (;L’ )>

r

co jest malejace ze wzgledu na r, wiec

L < 2rp;, arcsin <

d(a, b)) .

T'min



Poniewaz arcsin’(0) = 1, to dla d(a,b) mniejszych od pewnej § > 0,
powyzsze wyrazenie jest mniejsze niz (1 + €/2)d(a,b). Ponadto wybrany
okrag mozna dowolnie dobrze przybliza¢ okregiem O € G. Pozostaje tylko
uzupelni¢ te tamang tukami dwéch okregéw nalezacych do G, laczacymi
odpowiednio O, z O w poblizu a i O z O, w poblizu b. Mozemy to zrobié
dowolnie malym kosztem, tak by uzyskana tamana (sktadajaca sie z tukéw
pieciu okregbéw) byla nie diuzsza niz (1 + ¢)d(a,b). [ |

WezZzmy dowolne ¢,d € B, oraz EE > 0. Skonstruuje krzywa zawarta
w B, dlugosci wiekszej niz (1 + E)d(c,d). Niech ¢ bedzie dobrana jak w
powyzszym lemacie 1.12, doe =1 — 1+ E. Niech ¢ = ay,a9,...,a, =d
bedzie lamang zawarta w B, dlugosci mniejszej niz /1 + FEd(c, d), sktada-
jaca sie z odcinkéw krétszych niz §. Kazdy z odcinkéw moge polaczyé
krzywa zawarta w B wydtuzajac go co najwyzej v/1 + E krotnie. Gdy je
wszystkie polacze, uzyskam krzywa dlugosci co najwyzej (1+ E)d(c,d), co
chcialem osiagnac.

Wobec tego kazde dwa punkty mozna taczyé krzywa zawarta w B, dhu-
gosci dowolnie bliskiej odlegtosci tych punktow. Wiec B jest przestrzenia
z dtugoscia. ]

Jedyne geodezyjne podzbiory R™ to zbiory wypukle, bo jedyne geodezyjne
w R” to odcinki. W przestrzeni z metryka miasto moze by¢ kontinuum
réznych geodezyjnych miedzy dwoma punktami.

Definicja 1.13. Funkcja f pomiedzy przestrzeniami topologicznymi jest
wlasciwa (ang. proper) jesli przeciwobrazy wzdluz f zbioréw zwartych sq
prezwarte.

Definicja 1.14. Przestrzen metryczna X jest wltasciwa (ang. proper), jesli
kazdy domkniety 1 ograniczony podzbior X jest zwarty.

Definicja 1.15. Przestrzen topologiczna jest lokalnie zwarta, jesli kazdy
punkt x, wraz z pewnym otoczeniem, nalezy do pewnego zbioru zwartego.

Fakt 1.16. Przestrzen metryczna (X, d) jest wlasciwa wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja x — d(xg, x) jest wlasciwa dla kazdego (jakiegos) xo € X.

Dowod. Dowdd w prawa strone jest oczywisty.

Pozostaje wykazaé, ze jeSli § = x — d(xg,x) jest funkcja wlasciwa
dla jakiego$ xg € X, to (X, d) jest przestrzenia wlasciwa. Wezmy dowolny
zbiér domkniety i ograniczony K w X. Dla pewnego R > 0 K C B(xg, R).
Jednak B(zg, R) = 67! (R) jest zwarte wiec K tez jako domkniety podzbior
zbioru zwartego. |

Twierdzenie 1.17 (Hopfa-Rinowa). Zachodzq nastepujgce trzy wilasnosci
przestrzeni metrycznych.

a) Kazda zupelna, lokalnie zwarta przestrzen z dlugosciq jest wlasciwa.

b) Kazda wlasciwa przestrzen z dlugosciq jest zupelna i lokalnie zwarta.



c) Wszystkie powyzsze przestrzenie sq geodezyjne.

Dowdéd. a) Ustalmy punkt zp € X. Niech U bedzie to zbiér tych r > 0, ze
B(xg,7) jest zwarta. Oczywiscie 0 € U, z lokalnej zwartosci U jest otwarty,
oraz oczywiscie U jest wypukly. Wiec U = R i mamy teze, lub tez istnieje
a > 0 takie, ze U = [0,a). Wykazemy, ze druga mozliwo$¢ prowadzi do
Sprzecznosci.

Wezmy ciag (z,) C B(xg,a). Korzystajac z faktu 1.9 istnieje multi ciag
Ynk € B(zo,a — 1/k), taki ze d(xp,ynx) < 2/k. Dla kazdego ustalonego
k ciag (Ynk)n ma zbiezny podciag, bo odpowiednia kula jest zwarta. Ko-
rzystajac z metody przekatniowej znajdziemy podciag nj, taki ze yn;
zbiega po j dla kazdego k. Proste szacowanie dowodzi, ze z,; jest ciagiem
Cauchy’ego, wigc zbiega, bo przestrzen jest zupela. Oczywiscie granica
lezy w zbiorze domknietym B(zg,a), co dowodzi, ze zbiér ten jest zwarty
(z dowolnego ciagu jego elementéw wybraliSmy podciag zbiezny).

b) wynika natychmiast z definicji przestrzeni wlasciwych.

c) jest prosta konsekwencja warunku Arzela-Ascoli’ego na zwartosé
przestrzeni funkcyjnej z metryka sup. |

Definicja 1.18. Dia X, Y przestrzeni metrycznych, przeksztatcenie f: X —
Y nazywamy przeksztatceniem Lipschitz’a ze stalg L, gdy

Vayex dy (f(2), f(y)) < L-dx(z,y).

Homeomorfizm h: X — 'Y jest bi-lipschitzowski, gdy zaréwno h, jak i h™!
sq lipschitzowskie dla pewnych statych Ly, Lo.

2 Przeksztalcenia zgrubne

Jezeli interesuja nas tylko topologiczne wlasnosci przestrzeni metrycznej,
mozemy zastapi¢ dana metryke d, przez d’(x,y) = min(d(zx,y), 1), a topolo-
gia indukowana pozostanie ta sama. Niestety postepujac w ten sposéb
tracimy kluczowe informacje na temat rozmiaru i globalnych wtasnosci
naszej przestrzeni.

Zgrubna geometria probuje podej$¢ do rzeczy dokladnie odwrotnie,
zaniedbaé¢ male - lokalne réznice, a skupié¢ sie na globalnych.

Problem 2.1. Czy tak jak przejscie od metryki d(a,b), do d'(a,b) =
min(d(a,b),1) dawalo przestrzen réwnowazng topologicznie, tak przejscie
do

d"(z,y) = max(d(z,y),1), d"(z,z)=0

da przestrzen rownowazng zgrubnie?

Po wprowadzeniu odpowiednich pojeé¢ odpowiemy na powyzsze pytanie
i wykazemy, ze ze zgrubnego punktu widzenia przestrzenie Z, oraz R sg
rownowazne.



W wigkszoéci dziedzin matematyki badanie nowego rodzaju przestrzeni
zaczynamy od zdefiniowania funkcji, ktére w jakims$ sensie zachowuja wlas-
nosci danej struktury. W przypadku grup mamy homomorfizmy, dla przestrzeni
liniowych przeksztalcenia liniowe, w topologii rozwazamy przeksztalcenia
ciagte. Dlatego zaczniemy od definicji przeksztalcen zgrubnych.

Definicja 2.2. Dla X,Y przestrzeni metrycznych, oraz funkcji f: X —Y
niekoniecznie cigglej, mowimy ze f jest

e metrycznie wlasciwa (ang. proper), gdy przeciwobrazy wzdiuz f zbioréw
ograniczonych, sq ograniczone,

e bornologiczna (ang. bornologous) jesli
vR>()El5>0 d(x7y) <R= d(f(x)u f(y)) < Sv

e zgrubna (ang. coarse), jesli spelnia obie powyzisze wlasnosci.

Jesli XY sa przestrzeniami wlasciwymi, a f jest ciagla, to zdefin-
iowane powyzej pojecie funkcji metrycznie wlasciwej jest rbwnowazne po-
jeciu funkcji wtasciwej z definicji 1.13.

Od teraz funkcje metrycznie wtasciwe nazywaé¢ bedziemy w skrécie
wlasciwymi.

Zauwazmy, ze:

e inwersja na przestrzeni R?\ 0 nie jest ani wlasciwa, ani bornologiczna,

e n — 0 nie jest wladciwa, ale jest bornologiczna,

e natomiast n — n?, jest wlasciwa, ale nie bornologiczna,
Lemat 2.3. Wszystkie przestrzenie metryczne wraz z odwzorowaniams zgrub-
nymi, funkcjami identycznosciowymsi i zloZeniem funkcji stanowiq kate-
gorie.
Dowdéd. Poniewaz obiekty to zbiory z dodatkowa struktura, a strzatki to
funkcje, wobec tego pozostaje wykazaé, ze

e dla dowolnej przestrzeni metrycznej X, idx jest przeksztalceniem
zgrubnym,

e zlozenie funkcji zgrubnych jest funkcja zgrubna.
Oba powyzsze fakty sa oczywiste. |
Definicja 2.4. Funkcje f: X — Y nazwiemy lipschitzowskqg w wielkiej

skali (ang. large scale Lipschitz) gdy istniejq dodatnie stale c, A, takie Ze
dla dowolnych z,y € X, zachodzi

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y) + A.

Oczywiscie kazda funkcja lipschitzowska w wielkiej skali jest bornolog-
iczna. W przeciwna strone implikacja nie zachodzi, co prezentuje nastepu-
jacy przyktad.



Przyktad 2.5. Rozwazmy przestrzenie X = (N,dy), gdzie di(n,m) =
n+m dlan #midi(n,n) =0, oraz Y = (N,dg), gdzie da(n,m) = n?+m?
dla n # m i dy(n,n) = 0, oraz funkcje f = idy. Twierdze, Ze X,Y sq
metryczne, [ jest bornologiczna, ale nie jest lipschitzowska w wielkiej skali.

Dowod. X,Y sa oczywiScie przestrzeniami metrycznymi.

Ponadto dla dowolnego R > 0, mozemy wzigé S = R2. Warunek
di(7,y) < R, oznacza ze x +y < R. Wtedy da(z,y) = 22+ 9% < (z+y)? <
R? = S. Wobec tego f jest bornologiczna.

Jednak dla x = 0, oraz y, = n, di(x,y,) = n, oraz da(x,y,) = n*, wiec
nie mogg istnie¢ ¢, A > 0, takie ze n?> < cn + A. Wobec tego f nie jest
lipschitzowska w wielkiej skali. ]

2

W przypadku przestrzeni z dtugoscia zachodzi jednak ponizszy lemat.

Lemat 2.6. Jesli X jest przestrzeniq z dlugoscig, a Y dowolng przestrzenig
metryczng, wtedy dla dowolnej funkcji f: X — Y ponizsze wlasnosci sq
rownowazne

a) f jest bornologiczna,
b) f jest lipschitzowska w wielkiej skali,
c) istniejg R, S > 0, takie ze d(x,y) < R= d(f(z), f(y)) < S.

Dowdd. Oczywiscie a) = b) = c¢). Pozostaje wiec wykazaé, ze ¢) = a).
Wezmy R,S > 0 jak w c¢). OkreSlmy ¢ = 2%, oraz A = 2S. Biore
dowolne z,y € X. Poniewaz X jest przestrzenia z dlugoscia, wiec mozemy
wziaé droge v: [0,a] — X z x do y, taka, ze {(y) < d(x,y) + %.
Poniewaz zbiér [0, a] jest zwarty, a 7 ciagla, istnieja takie liczby 0 =
to<ti <...<ty=1,ze

View d((ti 1) (8)) = 5. Aoty 1), (t)) < R

Wtedy
d(f(x), f(y)) = d(f(y(to)), fF(7(tn))) <

d(f(v(t0)), fF(v(t1))) + - + d(f (v (tn-1)), fF(Y(EN))) < N - S,

jednoczeénie z definicji dtugoéci krzywej

R R

czyli
(N —-2)

v =

< d(z,y),
korzystajac z powyzszych

d(f(x), fly)) < N-S:2% : (N—2)§+2S < 2%-d(x,y)+28.



3 Zgrubna réwnowaznos¢é

Aby w dalszym ciagu badaé¢ zgrubne wlasnosci przestrzeni, chcemy zdefin-
iowaé pojecie zgrubnej rownowaznosci, ktore pozwoli nam podzieli¢ przestrze-
nie na klasy przestrzeni podobnych z naszego punktu widzenia.

Analogicznie do definicji réwnoleglych funkeji homotopijnych w topologii,
wprowadzamy nastepujace definicje.

Definicja 3.1. Dwa przeksztaicenia f, g okreslone na dowolnym zbiorze X
w przestrzen metryczng Y sq bliskie (ang. close) gdy zbior

{d(f(x), g(x)) : = e X}
jest ograniczony.

Definicja 3.2. Dwie przestrzenie metryczne X, Y sq zgrubnie rownowazne
(ang. coarsely equivalent) gdy istniejq funkcje zgrubne f: X — Y ig: Y —
X, takie ze ich zlozenia sq bliskie identycznosciom.

Oczywiscie zgrubna réwnowaznosé jest relacja réwnowaznoéci na klasie
przestrzeni metrycznych.

Ponizej wprowadzamy kilka definicji, ktére pomoga nam wykazaé fakt
3.8.

Definicja 3.3. Dla przestrzeni metrycznych X,Y, funkcje f: X — Y
nazywamy efektywnie wlasciwg (ang. effectively proper), jesli dla kazdego
R > 0 istnieje S > 0, takie Ze przeciwobraz wzdiuz f dowolnej kuli o
promieniu R wY, zawiera sie w pewnej kuli o promieniu S w X.

Fakt 3.4. Powyziszy warunek mozna sformulowaé réownowaznie

Vr>03s>0 d(f(z), f(y)) < R = d(z,y) < S.

Dowdd. Jesli f jest efektywnie wlasciwa, i d(f(z), f(y)) < R to w szczegdl-
noéci f(x), f(y) € B(f(x), R), wiec istnieje z € X takie, ze z,y € B(z,5),
ale wtedy d(z,y) < 2S.

Zalézmy teraz, ze f spelnia warunek

vR>OE]S>0 d(f(x)mf(y)) <R= d(]ﬁ,y) < S.

Wezmy dowolng kule K = B(z, &) C Y. Jesli K N f(X) = 0, to dowolne
S > 0 jest ok. Jedli nie, to istnieje x € X, takie ze f(x) € K. Wtedy
K C B(f(2), R). Cayli f\(K)) C B(x, ). .

Oczywiscie kazda funkcja efektywnie wlasciwa jest wlasciwa, ale w
druga strone ta wlasnosé nie zachodzi.

Przyktad 3.5. Funkcja /x: RT — R jest wlasciwa, ale nie jest efekty-
wnie wlasciwa.
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Definicja 3.6. Dla przestrzeni metrycznych X,Y, funkcje f: X — Y
nazwiemy efektywnie zgrubng (ang. rough), jesli jest ona efektywnie wias-
ciwa 1 bornologiczna.

Funkcje efektywnie zgrubne sa oczywiscie szczegdlnym typem funkcji
zgrubnych.

Definicja 3.7. Podzbior A przestrzeni metrycznej X nazwiemy zgrubnie
gestym, jeslh
Ip>0VrexTaca d(z,a) < D.

Mozemy teraz udowodnié¢ dosy¢ istotny fakt.

Fakt 3.8. Jesli f: X — Y jest funkcjq efektywnie zgrubna, oraz f(X) jest
zgrubnie gesty w'Y, to f jest zgrubng réwnowaznoscig.

Dowdd. Oczywiscie f jest funkcja zgrubna.

Niech D bedzie parametrem zgrubnej gestosci f(X) w Y. Definiuje
g: Y — X w nastepujacy sposéb: niech g(y) € f~1(2), gdzie z € f(X),
oraz d(y, z) < D.

Wiasdciwosé g wynika z bornologicznosci f dla R bedacego Srednica
danego zbioru ograniczonego w X.

Bornologicznoéé g z kolei, to konsekwencja efektywnej zgrubnosci f,
pogarszanej o staly czynnik 2D.

Wykaze, ze g o f jest bliskie idx. Skorzystajmy z definicji efektywnej
zgrubnodci f dla R = D, otrzymujac jakas stala S > 0. Wtedy d(f(g(f(2))), f(z)) <
D, wigc d(g(f(x)),z) < S.

Teraz pora wykazaé, ze f o g jest bliskie idy. Jednak d(f(g(y)),y) < D
z definicji g. |

Ponizszy fakt dowodzi, ze kazda zgrubna réwnowaznos¢ przestrzeni ma
powyzszg postac.

Fakt 3.9. Jesli funkcje f: X — Y, g: Y — X sq zgrubng réwnowaznoscig
X 1Y, to f(X) jest zgrubnie geste wY i f jest efektywnie wlasciwa.

Dowdd. Blisko$¢ funkcji h,j: A — B implikuje miedzy innymi, ze h(A)
jest zgrubnie gesty w j(A). Wobec tego, skoro f o g jest bliskie idy, to
f(X) jest zgrubnie geste w Y.

Wykaze teraz efektywna wtasciwo$¢ f. Niech go f bedzie D bliskie idx.

Wezmy dowolne R > 0iy € Y. Niech A = f~1(B(y, R)). Oszacuje z
gory diam(A) w sposéb zalezny tylko od R. Oznaczmy przez S szacowanie
odpowiadajace 2R w definicji bornologicznosci g. Wtedy diam(g(B(y, R))) <
S. Wezmy z,y € A. Wtedy d(go f(z),g0 f(y)) < S. Ale d(go f(z),z) < D
id(gof(y),y) < D, wiec diam(A) < S+2D. Istnieje wiec kula o promieniu
25 + 4D pokrywajaca A. [ ]
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Dzigki faktowi 3.8 mozemy przeprowadzi¢ krotkie i zgrabne dowody
pewnych faktow.

Po pierwsze odpowiadamy twierdzaco na postawiony problem 2.1. Ot6z
idx jako funkcja (X,d) — (X, d") jest oczywiScie bornologiczna, jest efek-
tywnie wlasciwa, a idx(X) = X. Spelnia wiec zalozenia faktu 3.8, czyli
jest zgrubna réwnowaznoscia.

Po wtére wykazemy ponizszy fakt.

Fakt 3.10. Przestrzenie metryczne R i Z sq zrubnie rownowazne.

Dowdd. Wezmy i : Z — R. Oczywiscie i(Z) = Z jest zgrubnie geste w R.
Ponadto 7 jest bornologiczne i efektywnie wlasciwe. Wiec ¢ jest zgrubna
rownowaznoscia. [ ]

Fakt 3.11. Dla kazdego n > 1, przestrzenie metryczne R ¢ R™ nie sq
zgrubnie réwnowazne.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, ze istnieje zgrubna funkcja f: R — R"™, bedaca
zgrubna réwnowaznoscia R i R™. Wtedy na mocy faktu 3.9, f(R) jest D
zgrubnie geste w R™ dla pewnego D > 01 f jest efektywnie wlasciwa.

Niech % odpowiada R = %D w definicji efektywnej wlasciwosci f.
Wynika z tego w szczegdlnosei, ze jesli d(z,y) > S, to d(f(z),g(x)) > 3D.
Zauwazmy, ze d((—oo, —51], [S1,+00)) > S1, wiec

d(f((—o0, =51]), f([S1,+00))) > 3D.

Z drugiej strony, skoro f jest zgrubna, to istnieje takie So, ze f([—S1,S1]) C
B(0,.52). Niech

A= f((—o00,—51]) NR™\ B(0, S3),

B = f([S1,+00)) NR"™\ B(0, 52).

Pozostaje zauwazy¢, ze zbiory A, B sg nieograniczone, gdyby tak nie byto,
to przeciwobraz zbioru ograniczonego bylby nieograniczony w R. Ponadto
d(A,B) >3D i AU B jest D geste w R™\ B(0,.53).

Niech A = {z € R": d(x,A) < D}, oraz B = {x € R" : d(z, B) < D}.
Oczywicie d(A, B) > D i zbiory te sa niepuste. Poniewaz R™\ B(0, So+ D)
jest sp6jna, to istnieje x € R2\ B(0, So+D)\A\B. Wtedy d(x, A), d(x, B) >
D, czyli d(z, f(R)) > D co przeczy D-gestosci f(R) w R2. [ |

Przy okazji zaprezentujmy rozwigzanie przykltadowego zadania.

Problem 3.12. Niech X = {22" : n € N} z metrykq indukowanqg z R.
Wykazad, Ze

a) kazda bijekcja f: X — X jest zgrubng réwnowaznosciq,

b) bijekcja f: X — X jest bi-lipschitzowska wtedy i tylko wtedy, gdy jest
identycznosciq poza zbiorem skonczonym.
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Dowdd. Wezmy dowolng bijekcje f: X — X.

a) Oczywiscie f(X) jest geste w X. Ponadto dla kazdego R > 0 jest
tylko skoniczenie wiele par (a,b) C X takich, ze d(a,b) < R, wiec
f jest bornologiczne i jest efektywnie wlasciwe. Wiec f jest zgrubna
rownowaznoscia.

b) Jedli f jest identyczno$cia poza zbiorem skoniczonym, to by wyznaczyé
stalg Lipschitza f i f~! wystarczy rozpatrzyé skonczenie wiele przy-
padkéw, wiec taka stala istnieje.

Zalézmy, ze f nie jest identycznoscig na zbiorze nieskonczonym A C
X. Rozwazmy zbior U = {n € X : f(n) > n}. Wykaze, ze zbiér U
jest nieskonczony.

Gdyby U byl skoniczony, niech M = max(f(U)). Zauwazmy, ze
f{ne X: n<M})={neX: n< M}

Niech N = min{k € X : k > M A f(k) < k}. Zbiér z ktérego
bierzemy minimum jest niepusty, bo funkcja dziata nie identyczno$-
ciowo na zbiorze nieskonczonym, a dziata rosnaco tylko dla argumen-
téw mniejszych niz M. Ale w takim razie

fneX: n<N}) ={neX: n<N},

co daje sprzecznosé z bijektywnoscia f.
Wobec tego wiem, ze U jest nieskonczony. Niech ug < u; < ... takie,
ze U = {ug, u1,...}. Rozwazmy dla dostatecznie duzych i

flw) = f(2) _ 22" - f(2)

P — +00,
U; — 2 Uq 1—00

wobec czego nie istnieje stala Lipschitza L dla funkcji f.

4 Podsumowanie

W ramach tego referatu dokonujemy klasyfikacji funkcji pomiedzy przestrzeni-
ami metrycznymi ze wzgledu na ich wlasnosci metryczne. Oto lista wprowad-
zonych definicji.

1. f jest lipschitzowska, gdy
EiL>0 d(f(.’lf), f(y)) <L d({E, y)7

2. f jest lipschitzowska w wielkiej skali, gdy

3L,A>0 d(f($)7 f(y)) <L d(ﬂj‘,y) + Aa
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3. f jest bornologiczna, gdy
Vr>03s>0 d(z,y) < R=d(f(z0 < f(y)) <5,

4. f jest (topologicznie) wlasciwa, gdy przeciwobrazy wzdluz f zbioréw
zwartych sa prezwarte,

5. f jest (metrycznie) wlasciwa, gdy przeciwobrazy wzdluz f zbioréw
ograniczonych sa ograniczone,

6. f jest efektywnie wlasciwa, gdy
Vr>03s>0 d(f(2), f(y)) < R = d(z,y) <5,

7. f jest zgrubna, gdy jest metrycznie wlasciwa i bornologiczna,

8. f jest efektywnie zgrubna, gdy jest efektywnie wlasciwa i bornolog-
iczna.

Zauwazmy, ze definicje 1, 2, 3 opisuja jak bardzo funkcja rozcigga przestrzen,
definicje 4, 5, 6 opisuja jak funkcja skleja-zgniata przestrzen, a 7,8 to kom-
binacje opisujace jak funkcja robi i to i to.

Ponadto 1 = 2 = 315 = 6, a co za tym idzie 7 = 8. 4 jest definicja
topologiczna, przy pewnych zatozeniach réwnowazna 5. Implikacje w druga
strone nie zachodzg.

Oprécz tego wykazaliSmy bardzo istotny i przydatny fakt.

Fakt 4.1. Dla danych przestrzeni metrycznych X,Y i funkcji f: X — Y,
f jest zgrubng rownowainoscig X 1Y, wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
efektywnie zgrubna i f(X) jest zgrubnie geste w'Y .

5 Dodatki

A Slowniczek

e funkcja efektywnie wiasciwa — effectively proper funcion,

e funkcja efektywnie zgrubna — rough,

e funkcja wlasciwa — proper function,

e funkcja bornologiczna — bornologous function,

e funkcja zgrubna — coarse function,

e funkcja lipschitzowska w wielkiej skali — large scale Lipschitz function
e funkcje bliskie — close functions,

e geodezyjna — geodesic,

e przestrzenie zgrubnie rownowazne — coarsely equivalent spaces,

e przestrzen lokalnie zwarta — locally compact space,
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e przestrzen metryczna — metric space,
e przestrzen wilasciwa — proper space,

e przestrzen z dlugoécia — length space,
e przestrzen zupelna — complete space,
e Srednica — diameter,

e zbiér zgrubnie gesty — coarsely dense set.
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